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Resumen

En el presente trabajo definimos lo que serd una estructura celular generalizada a
partir la definicion de estructura celular dada por E. Tymchatyn y W. Debski en [7]. La
idea de dar esta definicién fue ampliar la clase de espacios que pueden ser representados
como un cociente de un limite inverso de una sucesion inversa de graficas, sin necesidad
de recurrir a sistemas inversos. Asi, todo espacio determinado por una estructura celu-
lar, es determinado por una estructura celular generalizada, pero no al revés. Ademas,
presentamos algunas propiedades que satisfacen las estructuras celulares generalizadas.
Se muestra que los espacios determinados por una estructura celular generalizada no
necesariamente son regulares y damos algunos ejemplos que muestran que hay otras
propiedades que satisfacen las estructuras celulares y no conservan las estructuras ce-
lulares generalizadas. Damos condiciones, en términos de cubiertas cerradas, para que
un espacio sea determinado por una estructura celular generalizada y mostramos una
familia de espacios determinados por una estructura celular generalizada, pero no por
una estructura celular.

Abstract

In the present work we define what will be a generalized cell structure based on the
definition of cell structure which was given by E. Tymchatyn and W. Debski in [7]. The
idea of giving this definition was to expand the class of spaces that can be represented as
a quotient of an inverse limit of an inverse sequence of graphs without resorting to inverse
systems. Thus, if a space admits a cell structure, it admits a generalized cell structure,
but not vice versa. Furthermore, some properties, that are satisfied by a generalized cell
structure, are presented. It is shown that if a space admits a generalized cell structure, it
isn't necessarily a regular space and some examples are given to show that there are other
properties that are satisfied by cell structures and they aren'’t preserved by generalized cell
structures. Conditions on closed covers for a space to be determined by a generalized cell
structure are given, as well as a family of spaces that admit a generalized cell structure
but not a cell structure.
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Introduccion

Las graficas han sido utilizadas para abordar distintos problemas de matematicas, fi-
sica, biotecnologia y otras areas de la ciencia. Por ejemplo, en fisica se han empleado
graficas combinatorias para definir las spin networks, las cuales fueron utilizadas, inicial-
mente, en mecénica cudntica y recientemente se han usado para representar el espacio de
estados en la gravedad cuantica, ver [3] y [17]; en biotecnologia, se han usado graficas para
representar sefiales electrofisiologicas para su clasificacion y caracterizacion, ver [4]. Asi,
en topologia general se ha buscado representar espacios topologicos utilizando gréficas
de tal manera que éstas contengan informacion suficiente del espacio topoldgico.

La idea de describir espacios topoldgicos usando sucesiones fue utilizada por P.S.
Alexandroff en 1929, ver [2], quien aproximé espacios topologicos por poliedros, para
después aplicar la topologia algebraica a espacios métricos compactos. Mas adelante, en
1937, H. Freudental consider6 funciones de sucesiones inversas de poliedros y mostré que
si X es un espacio métrico y compacto entonces X es homeomorfo al limite inverso
de una sucesion inversa de poliedros cuya dimension es acotada por la dimension de
X, ver [10]. Esto no necesariamente es cierto para espacios compactos Hausdorff, lo cual
fue mostrado de manera independiente por S. Mardesic, ver [14], y B. Pasynkov, ver [18].
En 1997, R. D. Kopperman y R. G. Wilson mostraron como obtener espacios compactos
Hausdorff como reflexiones Hausdorff de limites inversos de espacios 7T} finitos, ver [13].

Por otra parte, dados dos espacios topologicos los cuales se pueden representar como
limite inverso de un sistema inverso, se ha buscado representar funciones continuas entre
tales espacios topoldgicos por sistemas de funciones entre los sistemas inversos. Con esta
idea, S. Mardesic introdujo los limites inversos aproximados, ver [16] y [6]. A su vez, éstos
fueron remplazados por resoluciones y méas adelante por resoluciones aproximadas, ver
[15]. El inconveniente en el estudio de sistemas inversos aproximados y resoluciones fue
que los diagramas que se obtienen con las funciones de ligadura no necesariamente son
conmutativos.

Asi, para evitar los problemas de conmutatividad de los diagramas, E. Tymchatyn y
W. Debski restringen su atencion a sistemas inversos de espacios discretos. En 2017 fue
introducido el concepto de estructura celular por E. Tymchatyn y W. Debski, considerando
sucesiones inversas de gréficas, ver [7]. En este articulo caracterizan los espacios comple-
tamente metrizables utilizando sucesiones inversas de espacios discretos. Posteriormente,
extendieron su definicion a sistemas inversos de gréficas con lo cual caracterizan a los es-



pacios que son imagen perfecta de espacios topologicamente completos, ver [8]. En ambos
articulos citados se muestra que, para representar espacios completamente metrizables o
espacios que son imagen perfecta de un espacio topologicamente completo, es suficiente
usar la informacioén contenida en graficas.

En este trabajo hemos definido una estructura celular generalizada modificando una
de las condiciones de la definicion de estructura celular dada por E. Tymchatyn y W.
Debski. Las estructuras celulares, obtenidas a partir de una sucesion inversa, caracterizan
a los espacios completamente metrizables, asi, la idea de definir una estructura celular
generalizada, es ampliar la clase de espacios que pueden ser representados como un
cociente de un subespacio cerrado del producto numerable de espacios discretos, sin
necesidad de recurrir a sistemas inversos.

Este trabajo se divide en tres capitulos. En el primer capitulo presentamos conceptos
y definiciones de topologia general que seran utilizados en los demés capitulos.

En el segundo capitulo presentamos la definicion de estructura celular y algunos
resultados vistos en [7] relacionados con las propiedades de los espacios determinados
por estructuras celulares. Presentamos ejemplos de estructuras celulares y como obtener
estruturas celulares a partir de cubiertas cerradas. Ademas, introducimos la nocién de
completez de una estructura celular y damos algunos ejemplos relacionados con las
estructuras celulares. Para finalizar el capitulo 2, presentamos la extension de estructuras
celulares a sistemas inversos.

En el capitulo 3, hablamos de estructuras celulares generalizadas, presentamos su
definicién y mostramos algunas de sus propiedades, por ejemplo que el espacio determi-
nado por una estructura celular generalizada es un espacio 75, pero no necesariamente
T3. Ademas, damos una condicién para que el espacio determinado por una estructura
celular generalizada sea normal, esa misma condicion implica que podemos definir una
base para el espacio determinado por la estructura celular generalizada. Presentamos una
familia de espacios topoldogicos que son determinados por una estructura celular gene-
ralizada, pero no por una estructura celular obtenida a partir de un sucesion inversa.
También, incluimos algunos resultados de estructuras celulares generalizadas que son ob-
tenidas a partir de cubiertas cerradas de un espacio topologico y ampliamos la familia de
espacios que son determinados por una estructura celular generalizada, pero no por una
estructura celular obtenida a partir de un sucesion inversa. Por Gltimo, presentamos las
conclusiones de este trabajo.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos definiciones y resultados que utilizaremos a lo largo de
este trabajo. Comenzamos con nociones de topologia general relacionadas con axiomas
de separacion.

1.1. Nociones de topologia general

Dado un espacio topolégico (X, 7) a los elementos de la topologia 7 les llamaremos
abiertos en X y un cerrado en X es un subconjunto de X de la forma X\ A, donde
Aer.

Definicion 1.L1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico.

1. El espacio X es llamado T si para cada par de puntos distintos = y y en X, existe
un subconjunto abierto de X que contiene solo a uno de ellos.

2. El espacio X es llamado T; si para cada par de puntos distintos = y y en X,
existen subconjuntos abiertos Uy V conz € U,y € V,perox ¢ V yy ¢ U.

3. El espacio X es llamado Ty o Hausdorff si para cada par de puntos distintos = y
y en X, existen subconjuntos abiertos y disjuntos U y V,conz € Uy y e V.

4. El espacio X es llamado T3 si para cada subconjunto cerrado A C X y para cada
x € X\A, existen subconjuntos abiertos y disjuntos U y V, conz € Uy A C V.

5. El espacio X es llamado T}y si para cualesquiera dos subconjuntos cerrados Ay B
en X, existen subconjuntos abiertos y disjuntos U y V,con AC Uy B CV.

Definicion 1.1.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Diremos que X es regular si X es
T3 y Ty. Diremos que X es normal si X es T, y T1. Y diremos que X es Tychonoff si
X es T y para cada punto x € X y cada subconjunto cerrado A C X tal que = ¢ A
existe una funcién continua f : X — [0, 1] tal que f(z) =0y f(A) C {1}.
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Ejemplos de espacios normales son los espacios métricos y como cada espacio métrico
es 11, Ty, T3, Ty, regular y Tychonoff, ya tenemos muchos ejemplos de espacios que
cumplen estas condiciones.

Al conjunto de los nimeros naturales lo denotaremos por N, al conjunto de nimeros
reales por R y al conjunto {(a,b) : a,b € R} por R

Dados dos espacios topologicos X y Y y una funcién f de X a Y, nos referiremos a
f como un mapeo si f es una funcién continua.

Definicion 1.1.3. Sean X y Y espacios topologicos y f una funciéon de X a Y. Diremos
que f es un mapeo perfecto si [ es continua, cerrada y para cada y € Y, f~!(y) es un
espacio compacto.

Teorema 1.1.4. ([9], Teorema 3.7.20, pag. 187). La clase de espacios T;, con i € {2,3,4}, es
invariante bajo mapeos perfectos.

Antes de definir la topologia producto definimos la topologia inicial inducida por una
familia de funciones.

Definicion 1.1.5. Sean J un conjunto no vacio y {(X;,7;) : j € J} una familia de
espacios topoldgicos no vacios. Sea X un conjunto no vacio y F = {f; : X — X :
j € J} una familia de funciones. Definimos la topologia inicial inducida por F, la cual
denotaremos por 7r, como la més gruesa de las topologias en X que convierte a cada
funcion f; € F en una funcion continua, es decir, si 7 es una topologia en X tal que,
para cada j € J, f; es una funcion continua, entonces 7 C 7, y ademas, 75 satisface:
para cualquier espacio topoldgico Z, una funciéon g : Z — (X, 7x) es continua si y sélo
si fj o g es continua.

Definicion 1.1.6. Sea {(X;,7;) : j € J} una familia de espacios topoldgicos no vacios,
donde .J es un conjunto no vacio. Sea, para cada i € J, p; : [[;c; X; — X; la i-ésima
proyeccion de [[;c; X; sobre X;, es decir, pi((z;)jes) = ;. Se define la topologia
producto o Tychonoff de los espacios X, como la topologia inicial inducida por P =
{pj:jeJ}

Lema 1.1.7. El espacio {0, 1} con la topologia producto es homeomorfo a {1,2}" con la
topologia producto.

Demostracion. Consideremos la funcion f definida de {0, 1} en {1, 2} por f((2;)ien) =
(x; + 1)ien. La funcién f es inyectiva pues si (2;)ieny ¥ (¥i)ien son elementos distin-
tos de {0,1}Y, entonces existe un i € N tal que z; # ;. Luego, z; + 1 # y; + 1
y por lo tanto, f((z;)ien) # f((yi)ien). Para ver que es suprayectiva, sea (y;)icn €n
{1,2}", entonces y; € {1,2} de modo que y; — 1 € {0,1}. Asi, (; — 1);en € {0, 1}
y satisface f((y; — 1)ien) = (¥i)ien. Veamos que f es continua. Sea A C {1,2}"
un subconjunto abierto. Sin perder generalidad podemos suponer que A es un abier-
to bésico, entonces existe un conjunto finito {ji,J2,...,7,} C N con n € N tal que
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A=Ay x - Ay x 1,2} d20n} donde A, C {1,2}, para cada k € {1,...,n}.
Por lo tanto, f~(A) = Bj, x - - B;, x {0, 1}N\{5192:3n} "donde B;, C {0,1}, para cada
k € {1,..,n}. Asi, f~*(A) es abierto en {0,1}", de este modo f es continua. Como
{0, 1} es compacto, {1,2}" es Ty y f es continua y biyectiva, f es un homeomorfismo.
m

Observacion 1.1.8. El conjunto de Cantor, al cual denotaremos por la letra C, es homeo-
morfo al espacio {0, l}N con la topologia producto, ver [21, ejemplo 17.9(c)]. Por el Lema 1.1.7,
C' es homeomorfo al espacio {1,2}" con la topologia producto.

Definimos ahora la topologia final y la topologia cociente.

Definicion 1.1.9. Sean J un conjunto no vacio y {(X;,7;) : j € J} una familia de
espacios topologicos no vacios. Sea Y un conjunto no vacio y F = {f; : X; = Y :
j € J} una familia de funciones. Definimos la topologia final inducida por F, la cual
denotaremos por 7z, como la mas fina de las topologias en Y que convierte a cada
funcion f; € F en una funcion continua, es decir, si 7 es una topologia en Y tal que,
para cada j € J, f; es una funcion continua, entonces 7 C 7z, y ademds, 7 satisface:
para cualquier espacio Z, una funcién ¢ : (Y, 7r) — Z es continua si y solo si g o f; es
continua para toda j € J.

Definicion 1.1.10. Sea X un conjunto y r una relaciéon de equivalencia. Sea X/r el
conjunto de clases de equivalencia y 7 : X — X/r el mapeo cociente. Se define la
topologia cociente de X /r como la topologia final infucida por P = {7}.

A continuacién presentamos la definicion de un espacio Lindel&f.

Definicion L.1L11. Un espacio topologico X es Lindeldf si es regular y cada cubierta
abierta tiene una subcubierta numerable.

Los espacios métricos compactos son ejemplos de espacios Lindeldf, pero no todos
los espacios Lindelof son compactos, por ejemplo el conjunto de los numeros reales R
con la topologia usual.

Los siguientes resultados nos seran ttiles para decidir cudndo un espacio es Lindel&f,
su demostracion puede ser consultada en [5] y [9].

Teorema 1.1.12. (5], ejemplo 7.30, pag. 257). Si X es un espacio regular y segundo nume-
rable, entonces X es un espacio Lindeldf.

Teorema 1.1.13. ([9], Corolario 3.8.10, pag. 193). Si X es un espacio Lindelof y Y un espacio
compacto, entonces X X Y es un espacio Lindeldf.

Teorema 1.1.14. (9], Teorema 3.8.7, pag. 193). Sean X un espacio Lindeldf y Y un espacio
regular. Si existe una mapeo suprayectivo f de X a'Y, entonces Y es Lindelof.

Presentamos ahora la siguiente definicion.
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Definicion 1.1.15. Un espacio topologico X es o-compacto si es Hausdorff y se puede
representar como una unién numerable de subespacios compactos.

Los espacios compactos Hausdorff son ejemplo de espacios o-compactos. Pero no
todo espacio o-compacto es compacto, por ejemplo N con su topologia usual.

Notemos que si X es un espacio o-compacto y no vacio, entonces X = |,y 4; con
A; un espacio compacto para cada ¢ € N. Sin perder generalidad, se puede suponer que

para cada ¢ € N, A; es no vacio, pues podemos quitar los A;, con j € N, tales que
A; = 0.
j

Otro resultados relacionados con los espacios Lindelof y que utilizaremos en este
trabajo son los siguientes:

Lema 1.1.16. Si X es un espacio regular y o-compacto, entonces X es la imagen continua
de N x Y, donde N tiene la topologia discreta y Y es un espacio compacto.

Demostracion. Como X es o-compacto, entonces X = |J,.y A, donde cada A; es
un subespacio compacto y no vacio de X. Ademds [[,. A; es un espacio compac-
to, pues producto de compactos es compacto. Definamos ahora una funcion F de
N x [],cy Ai @ X de la siguiente manera, para cada (n,a;,as,as,...) € N x [,y A4s
sea F'((n,aq,as,as,...)) = a,. Notemos que F' estd bien definida pues a,, pertenece a
X y ademas asigna un solo elemento de X a cada punto (n,ay,as,...) en N x [T, As.
Por otro lado, F' es suprayectiva pues si x € X, entonces * € A; para algin j € N
y F((j,a1,...,aj_1,%,aj41,...)) = x, con a; € A; para cada ¢ € N. Veamos por
ultimo que F' es continua. Sea A un subconjunto abierto y no vacio de X y sea
(m,ai,as, ..., am, ...) € F71(A), notemos que a,, € AN A,,. Consideremos el conjunto
D = {(m, b1, b2, ... byn—1,bm, bypt1,..) b € AN Ap} = {m} x (AN Ap) x [[,, 4
Se puede observar que D estd contenido en N x []. . A;. Notemos que D es un sub-
conjunto abierto y no vacio de N x [[.. A, pues AN A, es un subconjunto abierto
de A,, y ademas D contiene a (m,ay,as, ..., 4y, ...). Veamos que F(D) = AN A,,.
Seay € AN Ay, como y € A existe (m, by, ..., by—1, b, b1, ...) € N X J[, o A, con
b; € A; para cada i € N, tal que F((m,by,...,;bm,bms1,...)) = y y como y € A,
b = y. Asi, (m, b1, ... 01,9, bms1,-..) € Dy F((m, by, ... by_1,Y,bys1, ...)) = y por
lo tanto y € F'(D). La otra contencion es clara por definicion del conjunto D. Como
AN A, C A, tenemos que F(D) C A. Por lo tanto D C F~'(A), es decir, F~'(A) es
abierto en N x [ [, 4. n

Proposicion 1.1.17. Sea { X };cn una coleccién de espacios regulares y o-compactos. Enton-
ces [ [,on Xi con la topologia producto es un espacio Lindeldf.

Demostracion. Notemos primero que | [, X; es regular, pues cada X; es regular, ver [20,
Proposicion 3.1.2]. Por otra parte, aplicando el Lema 1.1.16, tenemos que para cada i € N,
X; es la imagen continua de algin subconjunto cerrado Z; contenido en N x Y; con Y;
compacto. En consecuencia existe un mapeo f; de N xY; sobre X;. Como Y; es compacto,
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tenemos que [, Y; es compacto. Ademas, como N es regular y segundo numerable,
tenemos que [, N es regular y segundo numerable y por el Teorema 1112, es Lindelof.
Luego, por el Teorema LLI3, tenemos que [[,.yN x [[..yY: es Lindeldf, pues es el
producto de un espacio Lindelof y un compacto. Notemos ademas que [ [,y N x [, Y
es homeomorfo a [ [, (N x Y;) al definir la funcién A : [[,.y N X [[;cn Yi = [Len(N x
Y;) por h((n1,n,...), (y1, 92, -..)) = ((n1,41), (n2,42), ...).

Definamos ahora la siguiente funcion F' : [[.. (N x Y;) — [[,.yX;i como si-
gue: F(((n1,y1), (n2,92),...)) = (fi(n1,y1), fa(na, y2),...). Notemos que F' estd bien
definida, pues para cada i € N tenemos que f; esta bien definida en N x Y;. Ade-
mas si (x1,%2,3...) € [[;,cn Xi» entonces z; € X y por lo tanto z; = f;(2;), con
z; € Z; C N x Y. De donde tenemos que z; = (n;,y;) para algunos n; € Ny y; € Y,.
Concluimos asi que F'(((n1,41), (n2,y2),...)) = (1, T2, 3, ...), es decir, F es suprayecti-
va. Veamos entonces que F' es continua y por el Teorema 1.1.14, tendremos que HieN X, es
Lindelsf. Sea D un subconjunto abierto en ], X, sin pérdida de generalidad podemos
suponer que D = Dy X Dy X -+ X D,, X H;’inﬂ X;, donde D; C X; es un subconjunto
abierto para cada i € {1,....,n}. Sea ((a1,b1), (az,bs),...) € F~1(D), entonces tenemos
que F(((a1,b1), (az,bs),...)) € Dy por lo tanto, f;(a;,b;) € D; para cada i € {1,...,n}
y fi(a;,b;) € X; para cada ¢ > n. Como para cada j € N tenemos que la funcion f;
es continua, entonces para j € {1,...,n} existen abiertos £; C Ny F; C Y] tales que
(aj,b;) € E;xFyy f;(E;jxF;) C D;. Definamos C' = (J['; E;x Fi) < ([[;2,, 11 (NxY7)),
el cual es un abierto en [[, (N x Y;) que contiene a ((a1,b1), (az,bs),...) y ademas

F(C) = {(fi((n1,v1)), fo((n2,92)),...) : (ni,y;) € E; X F; para cadai € {1,...,n}}.
Como f;(E; x Fj) C D; para cada j € {1,...,n} tenemos que F'(C) es un subconjunto
de D. Por lo tanto C C F~!(D), es decir, F~'(D) es un abierto en [ [, (N x Y;) y de
este modo concluimos que F' es continua y por el Teorema 1114, [],_ X; es Lindelof. m

Otras propiedades de los espacios topoldgicos que estaremos utilizando son secuen-
cialmente compacto, perfectamente normal, C*-encajado o pseudocompacto, las cuales
definimos a continuacion.

Definicion 1.1.18. Un espacio topologico X es secuencialmente compacto si cada suce-
sibn en X tiene una subsucesion convergente.

Un ejemplo de espacio secuencialmente compacto es la circunferencia unitaria S*
con su topologia usual, y en general cualquier espacio métrico compacto es un espacio
secuencialmente compacto.

Definicion 1.1.19. Sea X un espacio topoldgico, diremos que X es perfectamente normal
si X es normal y cada subconjunto cerrado de X es un conjunto G5. Un conjunto G5 es
una intersecciéon numerable de conjuntos abiertos.

Teorema 1.1.20. ([9], Corolario 4.1.13, pag. 254). Cada espacio metrizable es perfectamente
normal.

El teorema anterior nos asegura que los espacios metrizables son perfectamente nor-
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males, pero no todo espacio perfectamente normal es metrizable, ejemplo de esto es la
linea de Sorgenfrey S, ver [9, pag. 45].

Definicion 1.1.21. Sea X un espacio topoldgico. Un subconjunto A de X es C*-encajado
en X si cada funcién de valores reales, continua y acotada en A puede ser extendida a
X.

Un ejemplo de subespacio C*-encajado es el siguiente. Sea 2 el conjunto de los
nameros ordinales menores o iguales que w;, donde w; es el primer ordinal infinito no
numerable, con la topologia de orden. Definamos €y = Q\{w; }. Entonces €2y es C*-
encajado en €2, ver [2], ejemplo 17.2(c), pag. 117]. Otro ejemplo de subespacio C*-encajado
es la plancha de Tychonoff 7' = Q x Q(w)\{(w1,w)}, definida en [21, ejemplo 17.12], el
cual es C*-encajado en T = (2 x )(w) y por lo tanto, tiene una Gnica compactificacion,
ver [21, ejemplo 19.13(c) y Teorema 19.12].

Definicion 1.1.22. Sea X un espacio topoldgico, diremos que X es pseudocompacto si
X es un espacio Tychonoff y cada mapeo de valores reales definido en X es acotado.

Un ejemplo de espacio pseudocompacto es el conjunto de Cantor C' y en general
cualquier espacio métrico compacto, pero no todos los espacios pseudocompactos son
compactos, por ejemplo la plancha de Tychonoff el cual no es compacto, pero tiene una
Gnica compactificacion y por [12, Proposicion 1.3.10, Pag. 16], es pseudocompacto.

Los siguientes dos resultados son relacionados con espacios métricos y su demostra-
cién puede ser consultada en [9].

Teorema 1.1.23. ([9], Teorema 4.3.11, pag. 270). Sea (X, p) un espacio completo, es decir, cada
sucesion de Cauchy en (X, p) converge a un punto de X. Entonces para cada subconjunto
cerrado Y de X, el espacio (Y, p) es completo.

El siguiente lema lo utilizaremos en la demostraciéon del Teorema 2.2.1.

Lema 1.1.24. Sea X un espacio discreto, entonces (X, d) es un espacio métrico completo,
donde d : X x X — R es la métrica discreta.

Demostracion. La métrica discreta genera la topologia de X. Ademas, las sucesiones de
Cauchy en X son eventualmente constantes, por lo tanto convergen en X. Concluimos
asi que X es un espacio métrico completo. ]

Teorema 1.1.25. ([9], Teorema 4.3.23, pag. 274). Sea X un espacio completamente metrizable,
es decir, existe una métrica p en X tal que el espacio (X, p) es completo. Si A C X es un
subespacio G, entonces A es completamente metrizable.

Otras definiciones y resultados que utilizaremos mas adelante son las siguientes:

Definicion 1.1.26. Sea J un conjunto no vacio y sea < una relacion de orden en J.
Diremos que (J, <) es un conjunto dirigido si se satisfacen las siguientes condiciones:
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1. Para cada j € J, j < j.
2. Para cualesquiera i, j, k € J, tales que i < jy 7 < k, entonces i < k.

3. Para cualesquiera i, j € J, existe k € J tal que i < ky j < k.

Definicion 1.1.27. Sean X un espacio topoldgico y A C X. Consideremos una cubierta
A = {A;},c;, donde J es un conjunto dirigido, del espacio X. Diremos que A tiene
diametro menor que A si existe un j € J tal que A C A;.

Definicion 1.1.28. Sea X un espacio Tychonoff. Diremos que X es Cech-completo si
existe una familia numerable {.A4;};cn de cubiertas abiertas del espacio X que satisface
que para cualquier familia F de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de inter-
seccion finita y que contiene conjuntos de didmetro menor que A; para cada i € N, tiene
interseccion no vacia.

Ejemplos de espacios Cech-completos son los espacios discretos y los espacios mé-
tricos compactos. El siguiente resultado caracteriza a los espacios metrizables Cech-
completos.

Teorema 1.1.29. ([9], Teorema 4.3.26, pag. 274). Un espacio topologico X es completamente
metrizable si y solo si X es un espacio Cech-completo y metrizable.

Teorema 1.1.30. ([9], Teorema 3.9.10, pag. 199). Sean X, Y espacios Tychonoff y f un mapeo
perfecto de X sobre Y. X es Cech-completo si y solo si Y es Cech-completo.

1.2. Graficas

En esta seccion damos algunas definiciones relacionadas con graficas.

Definicion 1.2.1. Sea X un conjunto no vacio y sean 71 y ry relaciones en el conjunto
X, es decir, subconjuntos de X x X. La composicion de r, y 15, que denotaremos por
r1 + ry, se define como:

ri+ro={(r,2) € X x X : existe y € X tal que (z,y) €1y (y,2) € r2}.
La relacion inversa de 1, que denotaremos por —ry, se define como:
—r = {(ZE,y) : (y,x) S Tl}‘

Si r; = ry, denotaremos la composicion de 71 y 75 como 2r;. En general, denotaremos
la composicion de r consigo misma n-veces como nr.

Si X es un conjunto no vacio, denotaremos por A a la diagonal de X x X, es decir,
A={(x,x):x e X}
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Definicion 1.2.2. Una relacién r en un conjunto no vacio G es reflexiva si r contiene a
la diagonal de G, es decir, A C r. La relacion r es simétrica si r es igual a su relacion
inversa, es decir, r = —r.

Definicion 1.2.3. Una grdfica es una pareja ordenada (G,r), donde G es un conjunto
no vacio y 7 una relacién simétrica y reflexiva en G.

Dada una grafica (G, ), a los elementos de G les llamaremos células. Para representar
la grafica (G, r) sobre el plano, representaremos con puntos a los elementos de G y la
relacion entre dos células con un segmento de recta que una los puntos correspondientes.

A dos células que estan relacionadas les llamaremos células adyacentes.

Definicion 1.2.4. Dada una grafica (G, 7) y A C G definimos la vecindad de A, denotada
por B(A, 1), como el conjunto de células b € G tales que b es adyacente a algin elemento

de A, es decir:
B(A,r)={be G : (a,b) € r para algn a € A}.

Definimos la n-ésima vecindad de un conjunto A, denotada por B(A,nr), como el
conjunto de células adyacentes a las células de la (n — 1)-ésima vecindad de A, es decir:

B(A,nr) = {B(b,r):be B(A,(n—1)r)}.

En particular, si A contiene una sola célula a, denotaremos la vecindad de a por
B(a,r) y su n-ésima vecindad por B(a,nr).

Consideremos la grafica GG de la figura 1.1, a continuacion presentamos la vecindad y
segunda vecindad de la celula a de G.

Figura 1.1: Grafica G.

En la figura 1.2 se puede observar la vecindad de la célula a y en la figura 1.3 la
segunda vecindad de la célula a.
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Figura 12: Representamos en color azul la  Figura 1.3: En color verde se representa
vecindad de la célula a € G. la segunda vecindad de la célula a.

1.3. Espacios uniformes

En esta seccion presentamos la definicion de espacios uniformes, asi como algunas
de sus propiedades tales como la completez. Lo cual utilizaremos en la seccién 2.5 del
capitulo 2.

Definicion 1.3.1. Sea X un conjunto no vacio y V' un subconjunto de X x X. Diremos
que V' es un entorno de la diagonal si V contiene a la diagonal de X x X y V es
una relacion simétrica, es decir A C V' y V = —V. Denotaremos por Dx al conjunto de
entornos de la diagonal.

Observacion 1.3.2. Notemos que si X es un conjunto no vacioy V. y W son entornos de
la diagonal, entonces V' y W son relaciones en X. Por lo tanto, la composicion de V' 'y W,
V + W, esta bien definida. En particular si V. = W denotamos la composicion V + W
como 2V,

Definicion 1.3.3. Sea X un conjunto no vacio, diremos que U es una uniformidad en
el conjunto X si U/ es una subfamilia de Dx que satisface las siguientes condiciones:

LSiVeldyV CWconW € Dy, entonces W € U.
2. Si V1, Vo € U, entonces Vi NV, € U.

3. Para cada V' € U existe W € U tal que 2W C V.

4. VX xX:Velu}=A

Definicion 1.3.4. Un espacio uniforme es un par (X,U) tal que X es un conjunto y U
es una uniformidad en el conjunto X.

Veamos un ejemplo de una uniformidad definida sobre el intervalo [0, 1].
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Consideremos X = [0,1] y # = {AU{(z,y) : ¢ > a,y > a} : a € [0,1]}, ver
figura 1.4. Definamos U = {V € Dy : B C V, para algin B € (3}, entonces U es una
uniformidad en el conjunto X.

0 a 1

Figura 1.4: Representacion de los elementos de la uniformidad /.

Si V' € U, entonces existe B € 3 tal que B C V. Por lo tanto si V- C W € Dy,
tenemos que B C W. Asi W € U.

Si Vi,V, € U, entonces existen By, By € [ tales que By C Vi y By C Va. Asi,
By = AU{(z,y) : © > a,y > aparaalgina € [0,1]} vy By = AU {(z,y) : © >
b,y > b para algin b € [0,1]}. Sin perder generalidad supongamos que a < b, por lo
tanto By C V1 N V,, luego ViNV; € U.

Consideremos ahora V' € U, entonces existe B € [ tal que B C V. Supongamos que
B=AU{(z,y): x> a,y > a} cona € [0,1]. Veamos que 2B C B. Sea (z,z) € 2B,
entonces existe y € [0, 1] tal que (z,y) € By (y,2) € B.Luego © > a,y > ay z > aq,
por lo tanto (z,z) € B.

Por dltimo notemos que [{V C X x X : V € U} = A se satisface.

Observacion 1.3.5. Sea X un conjunto no vacio y U una uniformidad en X . Notemos que
si V. € U, entonces V' es una relacion reflexiva y simétrica en X. Por lo tanto, (X, V) es
una grifica y, para cada v € X, B(x,V') estd bien definido de acuerdo a la Definicién 1.2.4.

La demostracion del siguiente resultado puede ser consultada en [9].

Teorema 1.3.6. ([9], Teorema 8.11, pag. 427). Sea X un conjunto. Para cada uniformi-
dad U en el conjunto X la familia 7 = {G C X : para cada v € G existeunV €
U tal que B(x,V') C G} es una topologia en X y el espacio topologico (X, T) es un espa-
cio 1.

La topologia 7 definida en el Teorema 1.3.6 es llamada la topologia inducida por la
uniformidad U.

De forma anéloga a la comparacion de topologias definidas sobre un mismo conjunto
X, también podemos comparar uniformidades definidas sobre un mismo conjunto.
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Definicion 1.3.7. Sea X un conjunto no vacio y U;, Us cualesquiera dos uniformidades
en X. Diremos que U es mds fina que Us (0 que Us es mds gruesa que Uy) si Uy C U.

Definicion 1.3.8. Sea X un espacio Tychonoff y sea ¢/ la uniformidad mas fina que genera
la topologia de X. Entonces U es llamada la uniformidad universal en el espacio X.

Dado un espacio topologico X y A un subconjunto de X, representaremos la cerra-
dura de A por Clx(A) y el interior de A por Intx(A).

Observacion 1.3.9. Sea (X,U) un espacio uniforme. Veamos que para cada elemento W €
Uyx e X, se tiene que Clx(B(x,W)) C B(z,2W). Sea y € Clx(B(xz,W)). Como,
para cada Ve U, Intx(B(y,V')) es una vecindad abierta de y, entonces Intx(B(y,V))N
B(x,W) # 0 para cada V' € U. En particular B(y, W)N B(x, W) # 0, por lo tanto existe
z € By, W)n Bz, W). Asi, (y,z) € W y (z,x2) € W, luego (y,z) € 2W. Concluimos
quey € B(x,2W).

Veamos que los conjuntos B(z,V'), con z € X y V € U, no necesariamente son
abiertos en la topologia inducida por U.

Proposicion 1.3.10. Sea X un conjunto y U una uniformidad en X. Sea B = {B(z,V) :
x € X yV €U}, entonces B es una base para X si y sélo si la topologia inducida por U
es la topologia discreta.

Demostracion. Supongamos que 5 es una base para Xy consideremos z,y,z € X los
cuales son distintos dos a dos. Como (z,y) ¢ A, existe V € U tal que (z,y) ¢ V,
pues de lo contrario (x,y) perteneceria a la interseccion de los elementos de U, pero
la interseccion de los elementos de U es la diagonal de X x X, lo cual implicaria que
x = y que es una contradiccion. De forma analoga como (z,2) ¢ A, existe V; € U tal
que (z,z) ¢ Vj. De esto resulta que (z,y) ¢ VNV y (z,2) ¢ VNV Como VNV,
es un elemento de U, entonces existe W € U tal que 2W C V N V;. Entonces, por la
Observacion 1.3.9, Clx(B(z,W)) C B(z,2W) C B(z,V NV;). Como y ¢ B(z,V N;)
y z ¢ B(x,V NV,), tenemos que y ¢ Clx(B(x,W))y z ¢ Clx(B(z, W)). El conjunto
X\Clx(B(xz,W)) es un abierto en X y por ser B base, resulta que para cada z €
X\Clx(B(z,W)) existe Uy € U tal que z € B(z,Uy) C X\Clx(B(z, W)).

Como z # y, entonces existe U; € U tal que (z,y) ¢ U;. Consideremos Uy N Uy
el cual es un elemento de la uniformidad, entonces (z,y) ¢ Uy N U;. Concluimos que
y ¢ B(z,UynNnU,) C B(z,Uy) C X\Clx(B(x,W)). Por lo tanto, B(z,Uy N U;) N
B(x,W) = 0.

Tomemos A; = WU{(x,y), (y,2)} y As = (UsNU)U{(z,9), (v, 2) }, los cuales son
miembros de U/, pues contienen un elemento de U y son iguales a su relacion inversa.
Como B(z,A;) = B(x, W)U {y} vy B(z, Ay) = B(z,Uy N U;) U {y}, concluimos que
B(z, A1) N B(z, Ay) = {y}.

Supongamos ahora que la topologia inducida por U es la topologia discreta, entonces
B={B(z,V):2 € X yV €U} es una familia de subconjuntos abiertos en X. Sea A
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un conjunto abierto en la topologia inducida por U/, entonces para cada y € A existe un
U € U tal que B(y,U) C A, por lo tanto B es base de la topologia inducida por 4. =

El siguiente resultado caracteriza a los espacios cuya topologia puede ser inducida por
una uniformidad.

Teorema 1.3.11. ([9], Teorema 8.1.20, pag. 434). Sea X un espacio topoldgico. La topologia de
X es inducida por una uniformidad en el conjunto X si y solo si X es un espacio Tychonoff.

Del Teorema 1.3.11 tenemos que si (X, d) es un espacio métrico, la topologia inducida
por la métrica d es inducida por una uniformidad. Ademas, por [9, Proposicion 8.1.18,
péag. 433], la métrica d induce una uniformidad en X, la cual es llamada la uniformidad
inducida por la métrica d.

Veamos ahora algunas definiciones y un resultado relacionado a espacios pseudocom-
pactos.

Definicion 1.3.12. Sean (X,U/) un espacio uniforme, V€ U/ y A C X. Diremos que
A es un conjunto V-denso en (X,U) si para cada * € X existe un ' € A tal que
(x,2") € V.

Definicion 1.3.13. Sea (X,U) un espacio uniforme. Diremos que (X,U) es totalmente
acotado si para cada V € U existe un conjunto finito A C X el cual es V-denso en
(X,U). Una uniformidad &/ en un conjunto X diremos que es totalmente acotada si el
espacio (X,U) es totalmente acotado.

El intervalo [0, 1] con la uniformidad inducida por la métrica usual y en general
cualquier espacio métrico compacto con la uniformidad inducida por la métrica corres-
pondiente, son ejemplos de espacios totalmente acotados.

Proposicion 1.3.14. Sea X un espacio pseudocompacto, entonces cada uniformidad en X
es totalmente acotada.

Demostracion. Por contradiccion. Supongamos que existe una uniformidad &/ en X que
no es totalmente acotada. Asi, existe V' € U tal que si A C X es un conjunto finito,
entonces A no es V-denso en (X,U). Sean W € U tal que 4W C V y z; € X.
Entonces el conjunto A; = {x1} no es V-denso en (X,U), es decir, existe zo € X tal
que (x1,22) ¢ V. Notemos que B(xz1, W) N B(xy, W) = (), pues si y € B(xy, W) N
B(z2, W), entonces (z1,y) € Wy (y,x3) € W, luego (z1,22) € 2W C V lo cual
es una contradiccion. Ahora, definamos Ay = {x;,22}. Como A, es finito, entonces
existe x3 tal que (x3,2') ¢ V para cada 2/ € As. Por induccién, supongamos que
hemos elegido hasta z; ; € X tal que (z;,2') ¢ V para cada 2’ € A;_ ;. Como A;
es finito podemos encontrar un x; € X tal que (z;,2') ¢ V para cada =’ € A; ;.
Definamos A; = {zy, : k < i}. Si x4, z; € A;, entonces B(x;, W) N B(xy, W) = (). Pues
siy € B(xy, W) N B(xj, W), sin perder generalidad supongamos que k£ > j, entonces
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(xj,21) € 2W C V, lo cual es una contradiccion por la eleccién de zy. Por la Proposicién
1.3.10, los conjuntos B(z,V') con x € X y V € U, no necesariamente son abiertos. Asi,
definamos ahora A = {int(B(x;, W)) : x; € |J;cn Ai}, entonces A es una familia de
conjuntos abiertos no vacios y disjuntos a pares. Veamos que A es localmente finita, sea
y € X y supongamos que B(y, W) N B(x;,W) # 0, con x; € A para algin k € N.
Si B(y,W)N B(xj,WW) # 0, con x; € Ay, para algin k € Ny i # j, entonces existen
y1 € By, W)NB(x;, W) yys € B(y, W)NB(z;, W). Asi, (z;,y) € 2W y (z;,y) € 2V,
por lo tanto (z;,z;) € 4W C V, lo cual es una contradiccion. Asi, int(B(y, W)) es un
abierto que contiene a y e interseca a lo més a un elemento de .A. Por lo tanto A es
una familia infinita y localmente finita de conjuntos abiertos, esto es una contradiccion
pues por [12, Teorema 1.1.3, pag. 3] un espacio es pseudocompacto si y solo si cada familia
localmente finita de conjuntos abiertos no vacios es finita. |

Para dar la definiciéon que un espacio X sea topolégicamente completo, presentamos
las siguientes dos definiciones.

Definicion 1.3.15. Sea (X,U/) un espacio uniforme y F una familia de subconjuntos de
X. Diremos que F contiene conjuntos arbitrariamente pequeiios si para cada V € U
existe un F' € F tal que FF x FF C V.

Definicion 1.3.16. Un espacio uniforme (X,U) es completo si cada familia F de sub-
conjuntos cerrados de X la cual tiene la propiedad de interseccién finita y contiene
conjuntos arbitrariamente pequenos, tiene interseccion no vacia. Una uniformidad ¢/ en
el conjunto X es completa si el espacio (X,U) es completo.

Teorema 1.3.17. ([9], Teorema 8.3.16, pag. 448). Un espacio uniforme (X,U) es compacto si
y solo si es totalmente acotado y completo.

Definicion 1.3.18. Un espacio X es llamado topologicamente completo si la uniformidad
universal en X es completa.

Un espacio X topologicamente completo también es llamado Dieudonné completo,
ver [9, Problema 8.5.13, pag. 464].

Los espacios métricos completos, en particular los métricos compactos, son ejemplos
de espacios topologicamente completos.

Observacion 1.3.19. La plancha de Tychonoff T', es un espacio Tychonoff y por el Teorema
1.3.11, su topologia es inducida por una uniformidad, pero T’ no es un espacio topologicamen-
te completo. Commo T es pseudocompacto, por la Proposicion 1.3.14, cada uniformidad en T
es totolmente acotada, en particular la uniformidad universal U enT es totalmente acotada.
Si U es completa, por el Teorema 1.3.17, T seria compacto, lo cual es una contradiccion.
Asi, la uniformidad universal en T no es completa y por lo tanto, T no es topolégicamente
completo.
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1.4. Limites inversos

En esta seccion presentamos la definicion de limite inverso, la cual necesitaremos
para definir estructura celular y estructura celular generalizada.

Definicion 1.4.1. Un sistema inverso de graficas es una familia de gréficas indexada
por un conjunto dirigido J, {(G;,7;)};es y una familia de funciones {g;};>;, donde las
funciones ¢; : G; — G; satisfacen las siguientes condiciones:

1. Para todo j € J, gg es la identidad en G .
2. gf:gfog;?parai<j<k.
3. Si (a,b) € r;, entonces (gl (a), g} (b)) € 7, para toda j > i.

A un sistema inverso de graficas lo denotaremos por {(G;,7;), g} }i jes y nos referiremos
a este simplemente como sistema inverso. Si J = N, escribiremos {(G,7;), 9" }ien en
lugar de {(G;,7:), 9] }i jen v le llamaremos sucesion inversa.

Veamos un ejemplo de un sistema inverso donde el conjunto de indices es J = [0, 1].

Ejemplo 1.4.2. Sea J = [0, 1] y consideremos para cada j € J los conjuntos G; = [0, 1].
Definamos para cada j € J, r; = {(z,z) 12z € G;} U {(0,2),(z,0) : = € G b gj la
funcion identidad en G; y gg : Gj — G, por gf(x) = % -z, para cada i < j y v € Gj.

Entonces {(G;,7;), g} }i jcs define un sistema inverso.

Por definicion de las funciones gj se satisface la primera condicién de sucesién
inversa. Para ver que se cumple la segunda COHdlClOH notemos que si i, j, k € J son tales
L. (4 x. Por

que i < j < kyx € Gy, entonces gF(z) = xygz(g]())ZE-(?x) L.

ultimo veamos que la tercera condicion se satlsface Sean z,y € Gj tales que (=, ) erj.
Consideremos primero el caso v = 0 y y # 0. Entonces gl( )=0y gz( )= ]1

tanto (g/(z), ¢! (y)) € r;. De manera similar si z # 0y y = 0, entonces g (x) = shwy
41(5) = 0, por lo tanto (¢! (2), 5/(y)) € 1.

Definicién 1.4.3. Sea J un conjunto dirigido. El limite inverso de un sistema inverso
{(Gi,7i), 9! }ijes es el subconjunto del conjunto [];.; G; definido por:

{(a:j)jeJ €, Gj: gl (x;) = x;, para cada i,j € J tal que j > z}
A cada elemento del limite inverso, Z = (x;),c,, le lamaremos hilo.

Denotaremos el limite inverso del sistema inverso de graficas {(Gj,7;), 9l }ijes por
Um{(G;, 1), g} }i jes 6 mas brevemente por G.. Ademds, para cada j € J, denotaremos
—

por g; a la funcién proyeccion p; restringida a G, es decir, g; = pjlq...
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Proposicion 1.4.4. Sea {(G;,;), gf }ijes un sistema inverso de grdficas, definamos en G,
la relacion r de la siguiente manera: T = (x;);e; y Y = (y;)jes en Go estin relacionados
si y solo si (xj,y;) € rj para cada j € J. Entonces (G, 1) es una grifica.

Demostracion. Notemos que la relacion r es reflexiva y simétrica, pues cada r; es reflexiva
y simétrica. Por lo tanto (G, 7) es una grafica. [

Veamos un ejemplo de un limite inverso de una sucesion inversa.

Ejemplo 1.4.5. Para cada i € N, sea G; = {ay,aq,...,a;} y consideremos la relacién
ri ={(aj,a;) € Gix G, 1 je{l,...,i}} U{(a;,a;41), (aj11,a;) - 1 < j <i}. Ver figura
LS.
Definamos la funcién g¢ como la funcién identidad en G; y g:** : Giy1 — G, como:
aj st j es par,
. 2
g (aj) = Ver figura L6.
aj+1 St J es impar.

2

Entonces Hm{(G“ Tz‘)7 gf—i_l}ieN = {(al, a, ay, )}
«—

ai aq as aq a9 as aq ag as ay
o *——0 o ——o—o *—o—0—90
Gl GQ G3 G4

Figura 1.5: Representacion de las primeras 4 graficas del ejemplo 1.4.5.

Notemos que por definicion de las funciones ¢! se satisface la primera condicion de
la definicion de sucesion inversa de graficas. La segunda condicion se satisface pues, para
cada k > i la funcién g/ es definida por gf = g/ 0 g/t7 00 gy 0 gF .

Veamos ahora que se satisface la tercera condicién. Consideremos primero el caso k& >
2ya; € Gy talque j € {2,..., k—1}, entonces tenemos que B(a;, ) = {a;_1, aj, @41}
Supongamos que j es par y sea b € B(a;, ), sin pérdida de generalidad supongamos
que b = a;1, entonces gf_;(b) = agrnr = a;_ ., y como gp_,(a;) = a; tenemos que

2 2 2
(g¥_1(a;), g% (b)) € ry. De forma andloga si j es impar consideremos b € B(a;, ).
Sin pérdida de generalidad supongamos que b = a;,1, entonces gy _,(b) = a;+1 y como
2
g¥ 1 (a;) = a1 tenemos que (g5 (a;),gr (b)) € 4. Resta verificar el caso en que k >
2
lyje{l,k}.Sij=1, Blajrr) = {aj,a;41} y por lo tanto gf_,(B(a;j,rt)) = {a1}.
Si j =k, Blaj,r) = {aj_1,a;} y por lo tanto g¥ ,(B(aj,r;)) C {a%,a%,a%}.
Asi, {(Gi,74), 97 ien es una sucesion inversa de graficas. Veamos entonces que el

limite inverso de {(G,7;), 9" }ien contiene un sélo punto. Sea 7 = (1,7, 73,...) €
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m{(G;,7:), g }ien, entonces x; = ay. Si 75 = ay, entonces ¥3 = az y T4 no esta
p—

definido pues no hay un elemento en G, que su imagen bajo la funcién g3 sea a3 (la
imagen de a4 y a3 es ay y la imagen de ay y a; es ay). Por lo tanto x5 no puede ser
igual a as, por lo que tiene que ser igual a a;. En general, si suponemos que z; # a,
entonces xy; no esta definido, pues xo; tendria que ser la imagen de a4; pero en Go;y1q
solo hay 27 + 1 células. De esta manera, concluimos que x; tiene que ser igual a a; para
cada i € N. Por lo tanto lgl{(Gi,Ti),ngrl}ieN ={(a1,a1,a4,...) }.

a5
a4 4
as 03 a3

areg
arararal

Q= < = ar= ai

Figura 1.6: En azul representamos la accion de las funciones de ligadura del ejemplo 1.4.5.

Los siguientes resultados muestran propiedades importantes de los limites inversos,
su demostracion y la demostracion de otras propiedades de limites inversos pueden ser
consultadas en [9] y [1l. Ademas, en [19] encontramos una caracterizacion de limites
inversos.

Dado un sistema inverso {(G;,;), gf }ijes, donde cada G; tiene asociada una topo-
logia, consideraremos en G la topologia que hereda como subespacio de []..y G; con
la topologia producto.

Proposicion 1.4.6. (9], Proposicion 2.5.1, pag. 98). Sea J un conjunto dirigido y S =
{G, gl }ijes un sistema inverso donde, para cada i € J, G; es un espacio de Hausdorff.
Entonces el limite inverso de S es un subconjunto cerrado del espacio producto [ [, ; Gj;.

Proposicion 1.4.7. (9], Teorema 3.2.13, pag. 141). Sea J un conjunto dirigido y S =
{Gi., gl }ijes un sistema inverso donde, para cada i € J, G; es un espacio compacto y
Hausdorff. Entonces el limite inverso de S es un espacio no vacio, compacto y Hausdorff.

Incluimos el siguiente teorema que utilizaremos mas adelante.

Teorema 1.4.8. ([9], Teorema 4.3.12, pag. 270). Sea {(X;, p;) }ien una familia de espacios
métricos, no vacios y tal que, para cada i € N, la métrica p; en X; estd acotada por 1. El
espacio producto [ ], . X; con la métrica definida para cada par de puntos © = {x;};en y
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Y= {yi}ieN como: )

p(z,y) = Z sz’(il?myi)
i€N

es completo si y solo si, para cada i € N, (X;, p;) es un espacio completo.

En particular, si {X;};en es una familia de espacios discretos, entonces por la Ob-
servacion 1.1.24, (X, d;) donde d; es la métrica discreta en X;, es un espacio métrico

completo, para cada i € N. Por el Teorema 1.4.8, [ [,y X; es un espacio métrico completo.
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Capitulo 2

Estructura celular

El concepto de estructura celular fue introducido en 2017 por E. Tymchatyn y W.
Debski, considerando sucesiones inversas de graficas, ver [7]. En este articulo, [7], se
caracterizan los espacios completamente metrizables utilizando sucesiones inversas de
espacios discretos. Posteriormente, extendieron el resultado a sistemas inversos y caracte-
rizaron a los espacios que son imagen perfecta de espacios topolégicamente completos,
ver [8]. En ambos articulos, [7] y [8], se muestra que para representar espacios com-
pletamente metrizables o topolégicamente completos, es suficiente usar la informacion
contenida en las graficas. La idea de describir espacios topoldgicos usando sucesiones
inversas ya habia sido utilizada por P. Alexandroff en 1929, [2]. Mas adelante, en 1937, H.
Freudental considerd funciones de sucesiones inversas de poliedros y mostrd6 que si X
es un espacio métrico y compacto, entonces X es homeomorfo al limite inverso de una
sucesion inversa de poliedros cuya dimension es acotada por la dimension de X, ver [10].
Esto no necesariamente es cierto para espacios compactos Hausdorff, lo cual fue mos-
trado de manera independiente por S. Mardesic, ver [14], y B. Pasynkov, ver [18]. En 1997,
R. D. Kopperman y R. G. Wilson mostraron como obtener espacios compactos Hausdorff
como reflexiones Hausdorff de limites inversos de espacios finitos 7, ver [13].

2.1. Estructura celular

En esta seccion presentamos la definicion de estructura celular con sucesiones in-
versas de graficas dada por E. Tymchatyn y W. Debski, la cual utilizaremos para definir
una g-estructura celular. Ademas, presentamos algunos ejemplos y propiedades de las
estructuras celulares que aparecen en [7].

Definicion 2.1.1. Una estructura celular, {(G;,7;),g:" }icn, es una sucesion inversa
de gréficas, donde cada G, tiene la topologia discreta y se satisfacen las siguientes dos

condiciones:

1. Para cada hilo 7 € G y cada i € N existe un j € N tal que j > i y ademads
gi (B(zj,2r;)) C B(wi, 7).

21
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2. Para cada hilo Z € G, y cada i € N existe un j € N tal que j > iy g/ (B(z;,7;))
es finito.

En G, consideraremos la topologia que hereda como subespacio de [ [, G; con la

topologia producto.

1€N

Veamos un ejemplo de una estructura celular.

Ejemplo 2.1.2. Para cada i € N, sea G; = {ay,as, ..., as } y consideremos la relacion r; =
{(aj,a;) € Gi x G; - g € {1,...,2°}} U{(aj,aj41), (aj11,a5) : 1 < j < 2'. yjimpar}.
Ver figura 2.1.

i+l

Definamos la funcién g como la funcién identidad en G; y g;

: Gy — Gy como:

a st J es par

J
. 2
9 (a) =

aj+1 St J es impar.
2
Entonces {(Gi,7:), . Yien es una estructura celular.

aq a9 ay as as ay ai az ag ayg Gs ag ar as
—o —o o—o e—9 o—9o o o oo

Gl G2 Gg

Figura 2.1: Representacion de las primeras 3 graficas del ejemplo 2.1.2.

Por definicion de las funciones ¢! y g:*', se tiene que {(Gi,7:), 9. ' }ien satisface
las primeras dos condiciones de sucesion inversa de graficas. Para verificar la tercera
condicion, sea i € Ny aj,a;11 € G4 tales que (aj,a;+1) € rit1, de este modo j es
impar y g/ "' (a;) = A = g7 (a;41). Por lo tanto (g™ (a;), gi " (aj41)) € 7.

Veamos que {(Gy,7;),9 ' }ien es una estructura celular. Sea T = (11,79, 23,...) €
Go v sea i € N. Mostraremos que para cada i € Ny j = i+ 1, g(B(x;,2r;)) C
B(x;,r;). Seai € Ny w41 = ay, para alguna k € {1,...,2°"'}. Si k es impar, entonces
B(ag,2r;11) = {ax,ary1}, por lo tanto B(ay,2r;41)) = B(ag,7i+1). De forma anélo-
ga, si k es par, B(ay,2r;+1) = {ax_1,ax}, por lo tanto B(ay,2r;11)) = B(ag, Tit1)-
Ahora, por lo tercera condicion de sucesion inversa, se tiene que g/ (B(ax,7i41)) =
g{(B(xiH,n-H)) C B(z;,7;). De este modo, para cada T € G, y cada i € N, exis-
te j € N tal que j < iy g/(B(x;,2r;)) C B(x;,r;). Por tltimo, para cada i € N,
B(z;,1;) es finito, por lo tanto g¢ ,(B(x;,7;)) es finito para cada 7 € N. Asi, se satisface
la condicion 2 de estructura celular.

Proposicion 2.1.3. Sea {(G;,7:),g: " Vien una estructura celular, entonces la familia 3 =
{g;(z;) : 2; = g;(T) para algin T € G,i € N} es una base para G, de conjuntos
abiertos y cerrados.



2.1. ESTRUCTURA CELULAR 23

Demostracion. Recordemos que p; es la i-ésima proyeccién en HieN G: v 9 = pila..-
Ahora, para cada Z = (21, 29,23, ...) € Goo y para cada i € N, g, (x;) = p; (2) N G
Dado que para cada i € N, {x;} es abierto y cerrado en G; y p; es continua, resulta que
g; '(x;) es un subconjunto abierto y cerrado en G..

Veamos ahora que [ es una base para GG.. Sea U un subconjunto abierto en G,
y Z € U. Entonces U = V NGy donde V' C [[,.yGi es un conjunto abierto. Por lo
tanto, existe un subconjunto abierto basico A en ], G, que contiene a Z y se queda
contenido en V. Sin perder generalidad, podemos suponer que A = {z;, } x---x {z;,} X
[Licwgir.... iy Gi- Veamos que A = ﬂ?zlpi_jl(:rij). Sea y = (y1,Y2,¥s,...) € A, entonces
y; = vy, paracada j =1,...,n, luego y € gj_l(xij) para cada j = 1,...,n y de este modo
y € ﬂ?zlp;jl(xij). Veamos ahora que ﬂ?zlp;jl(:cij) C A Seay = (y1,y2,93,...) €
ﬂ?zlp;jl(:vij), entonces i € p;jl(xij) para cada j = 1,...,n, luego y; = x;, para cada
j = 1,...,n, es decir, § € A. Por lo tanto, A N G, = (ﬂ?zlp[jl(xij)> NGy =
m?:l(Pi_jl(xij) NGw) = ﬂ?zl g;l(xij). Como A es un subconjunto de V/, tenemos que
M= gi;l(xij) C VN Gu. Sea k = max{iy, ...,i,}, entonces g; ' (r3) C N1 gi;l(xij) y

como 7 € g; '(x4) resulta que 7 € g; ' (1) C U. Por lo que concluimos que /3 es base
para G, de conjuntos abiertos y cerrados. |

Las condiciones para que una sucesion inversa sea una estructura celular permiten
definir una relacién de equivalencia, como lo muestra el siguiente lema.

Lema 2.1.4. Si {(G;,r;), gf*l}ieN es una estructura celular, entonces la relacion r en G,
definida como en la Proposicion 1.4.4, es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Antes de comenzar la prueba recordemos como es la relaciéon r. Dados
T = (21,22,23,...) Y J = (Y1,Y2, Y3, ...) en G, (T,7) € r si paracadai € N, (z;,y;) €
r;. Notemos que la relacion 7 es reflexiva y simétrica, pues para cada i € N, r; es
reflexiva y simétrica. Veamos que la relacion r es transitiva. Sean 7, § y Z en G, tales
que (Z,y) € ry (y,2) € r. Sea i € N, entonces, para cada k € N, (zy,yx) € 1p y
(Yg, 2k) € Tk Asi 2, € B(xy,2ry) para cada k € N. Por la condicién 1 de la definicion
de estructura celular, existe j > i tal que z; = g/ (2;) € B(x;,7;). Asi, (3, 2) € r; para
cada i € N. Por lo tanto, (7, 2) € r y la relacién r es transitiva. |

A partir de este momento denotaremos por G* al espacio cociente G, /r con la
topologia cociente y r la relacion definida en el Lema 2.1.4, y por 7 al mapeo cociente de
G sobre G*. Notemos que para cada T € Go., 7 !(7(Z)) es el conjunto de todos los
en G, que son adyacentes a z, es decir, 7 (7(z)) = B(z,r).

Definicion 2.1.5. Un espacio topologico X es determinado por la estructura celular
{(Gi, i), g Yien si X es homeomorfo a G*.

Veamos que el conjunto de Cantor es un espacio determinado por una estructura
celular. Recordemos que el conjunto de Cantor C' es homemorfo al producto numerable
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del conjunto {1, 2} con la topologia producto, ver la Observacion 1.1.8.

Proposicion 2.1.6. El conjunto de Cantor con su topologia usual es determinado por una
estrutura celular.

Demostracion. Sea C' el conjunto de Cantor. Mostraremos que C' es determinado por
la estructura celular definida en el ejemplo 2.1.2, es decir, C' = G /r. Consideremos
T = (aj,, a4, aj,...) € G, donde para cada i € N, j; € {1,...,2'}. Para cada qaj,
definamos la funcion:

1 st j; es impar

X(aji) =
2 st g; es par.

Definamos ahora ¢ : G* — C como ¢(7(z)) = {x(aj,)}ien. Mostraremos que
¢ es un homeomorfismo. Pero veamos primero que ¢ estd bien definida. Sean =7 =
(1,29, 23,...) Y§ = (y1,Y2, Y3, ...) puntos distintos en G, entonces existe k € N tal que
x # Yk Si (xk, yr) & i, entonces m(Z) # w(y) pues T esta relacionado con § siy solo si
(x;,y;) € r; para cada i € N. Asi, supongamos que (z,yx) € 7. Sin perder generalidad
podemos suponer que z; = a; Y Yp = G;j_1. Entonces Tp11 = a9 0 T4y = Q251 ¥
Yk+1 = (23 O Y41 = Agj—2, PETO (agj, Agj-3), (azj, azj—2), (azj-1,az;j-3), (azj—1, azj—2)
no pertenecen a 1, luego (Tri1, k1) & 7611 Y (Z,7) ¢ r. Por lo tanto, cada clase en
G* contiene un solo punto. Asi, ¢(7(Z)) no depende del representante de la clase (7).
(m

Veamos que ¢ es inyectiva. Sean ¢( (7)) = {x(a;)}icx ¥ #(7(3)) = {x(ar) e
donde z = (ah?a]z?a]s?'") yy = (&kmakz?akw'“) tales que 90( ( )) = 90< (Zj))
Entonces, para cada ¢ € N, x(a;,) = x(ax,). En particular, x(a;,) = x(ay,) y por
definicion de la funcién x, j; y ki son ambos pares o ambos impares. Como G; =
{a1,as}, tenemos que j; = 1 = ky 0 j; = 2 = ky, asi, a;, = ag,. Supongamos ahora
que aj, = ay,, para algin n € N. Como x(a,,,,) = x(ax,,,) tenemos que j,i1 y
kn+1 son ambos pares o ambos son impares. Ademés, como ¢t (a;, . ,) = a;, = a, =
gt (ay,,,), se tiene que j,i1 = kyi1, pues por definicion de la funcion g*' solo
hay dos puntos a; € G,+1 que su imagen es a;,, uno con subindice par y el otro con
subindice impar. Luego, a;,,, = ax,,. Por lo tanto, = g y 7(Z) = 7(y).

Para ver que ¢ es suprayectiva, notemos que si (21, 29, 23,...) € {1,2}", entonces
z1 € {1,2}. Definamos x; = a., y para cada i € N, z; = as.(j,_,—1)4-, donde j;_,
satisface x;_; = a;,_ Veamos que {z;};en pertenece a G. Sea i € Ny z; = aj,.
Si Zitl = 2, gZ (szr ) = gZ (CLQ (]z—l)+21+1) = Clz(hf12)+zl+1 = aj;, = T Si Zitl = 1,
97 (@i1) = 97 (@0.(ji—1)42041) = A2G-012,01 = aj, = x;. Por lo tanto, tenemos que
{zi}tien € Goo. Ahora, x(a2.(j, 1-1)+2) = ;(azi), pues 2 - (j;—1 — 1) es un namero par,
asi la paridad de 2 - (j;_; — 1) + z; solo depende de z;. Entonces, o(7({z;}ien)) =
{X(CLQ-(J'F1*1)+Z¢)}Z‘EN = {X(a2i>}iEN = (Zlv 225 23, )

Mostraremos ahora que ¢ es continua. Sea B = {z;,} x {z;,} x -+ x {z,} X
{1,2}M\éin} un abierto basico en C, donde i; € N para cada j € {1,...,n}, y sea
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€ (¢ om)~!(B). Entonces x(z;;) = z;,, para cada j € N. Consideremos el conjunto
= Njeq..my 95, "(x;;) que es un abierto en Go y contiene a Z. Afirmamos que
(m(A)) C B. Sea {w; }ien € @(m(A)), entonces existe § = (y1, Y2, Y3, ...) € A tal que
o(m(y)) = {wi}ien. Como y € A, para cada j € {1,...,n}, y;, = ;. Por lo tanto,

X(¥i;) = 2, para cada j € {1,...,n}, pero x(y;) = w;, para cada i € N. Asi, w;, = 2,

para cada j € {1, ...,n}. Por lo tanto, {w;} € B.

Por dltimo, veamos que ¢ es abierta. Sea A un abierto en G*, entonces 7~ !(A) es

abierto en G... Sea {w;}ien € ¢(A), entonces existe ¥ = (y1,y2,¥3,...) € 7 (A)

a8

¥ o
Miep

“6

tal que p(7(y)) = {w;}ien. Como 7 '(A) es abierto en (.., entonces existe j €
N tal que gj_l(yj) C 7~ !(A). Consideremos ahora el conjunto abierto {w;} x --- x
{w;} x {1,2}"\{1-7} el cual contiene a {w; };cn. Afirmamos ahora que {w;} x --- x

{w;} x {1,233k © p(A). Sea {zi}ien € {wi} x -+ x {w;} x {1, 23N\ 3} por
la suprayectividad de ¢, existe u € G tal que ¢(m(@)) = {z;}ien. Tenemos que, para
cada i € N, x(u;) = z; y para cada i < j, z; = w;, por lo tanto x(u;) = w; para cada
i < j. En particular, x(u1) = w; y como G = {ay,as}, resulta que u; = ;. Sea m < j
y supongamos que U, = Y. Como m + 1 < j, X(Umi1) = Wps1 ¥ 97 (Uni1) =
U = Ym = 97 (Ymy1), entonces U, 1 = Ymi1 pues solo existen dos ap € G, 11
tales que ¢”*'(ay) = u,;,, uno con subindice par y el otro con subindice impar. Asi,
u; = y;, por lo tanto @ € g;'(y;) C 7 *(A). Conlcuimos asi que {z}ien = @(7()) €
o(m(m7(A))) = @(A). Asi, ©(A) es abierto. Por lo tanto, ¢ es un homeomorfismo y en
consecuencia, como C' es homeomorfo a G*, C' es determinado por la estructura celular

{(Gi7 7’1)7 ng}ieN- ]

2.2. Propiedades de una estructura celular

En esta seccion presentamos el siguiente resultado mostrado por E. Tymchatyn y W.
Debski en [7]: los espacios determinados por una estrutura celular son completamente me-
trizables. Ademas, presentamos otras propiedades que satisfacen las estructuras celulares,
las cuales pueden ser consultadas en [7].

Proposicion 2.2.1. Sea {(G;,1;), gf“}ieN una estructura celular. Entonces G, es comple-
tamente metrizable.

Demostracion. Por definicion de estructura celular, para cada i € N, G| tiene la topologia
discreta y por el Lema 1.1.24, GG; es un espacio métrico completo. Asi, por el Teorema 1.4.8,
tenemos que HieN G; es un espacio métrico completo. Luego, por la Proposicion 1.4.6,
G es cerrado en [[,.Gi y por el Teorema 1123, G, es completo. Asi, G es un
espacio métrico completo y por lo tanto es completamente metrizable. |

Veamos ahora algunos resultados que nos permitirdn mostrar que los espacios deter-
minados por una estructura celular son completamente metrizables.
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Lema 2.2.2. Sea {(Gi,7:), 9" Vien una sucesion inversa de gréficas, donde G; tiene la
topologia discreta para cada i € N. Si para cada i € N, existe un j > i tal que g} (G;) es
finito, entonces G, es un espacio no vacio, compacto y metrizable.

Demostracion. Supongamos que para cada ¢ € N, existe un j > ¢ tal que gf(Gj) es
finito. Fijemos i € N, entonces existe un j > i tal que g/ (G,) es finito. Por definicion de
sucesion inversa tenemos que para cada k > j, g¥(Gy) C ¢/ (G;) C G; y como g/ (G)
es finito, g¥(G%) es finito para cada k > j. Entonces existe B; C G, tal que ¢¥(Gy) = B;
para cada k > j. Pues si no existe tal conjunto B;, para cada k > i podemos encontrar
un n > k tal que ¢*(G,) S g¥(Gy), lo cual seria una contradiccién pues gF(G}) es finito.
Luego, como cada B; es compacto y T3, por el Teorema 1.4.7, tenemos que G, = B, es
no vacio y compacto. Ademas, [ [, B; es metrizable, por lo tanto 5., es metrizable. m

Lema 2.2.3. Sea {(G;,7;), 9" }ien una estructura celular y ¥ € G,. Entonces B(Z, 1) es

un espacio no vacio, compacto y metrizable.

Demostracion. Definamos, para cada j € N, A; = B(z;,r;), entonces (A;,7;]4,) es
una grafica, pues 7|4, es simétrica y reflexiva. Considerando las funciones gjj y gj-;l
restringidas a A;, tenemos que {A;, g;"'|4,,, }ien es una sucesién inversa de graficas
donde, para cada j € N, A; es un espacio discreto pues cada G; es discreto por ser
{(G4,74), 97 }ien una estructura celular. Por la condicién 2 de la definicion de estructura
celular, para cada i € N, existe un j > ¢ tal que gf(Aj) es finito. Asi, por el Lema
2.2.2, tenemos que A, es un espacio no vacio, compacto y metrizable. Veamos que
As = B(Z,7). Sea § € Ay, entonces y; € A; para cada i € N, es decir, (y;,x;) € r;
para cada ¢ € N. Luego, y € B(Z,r). Ahora, si y € B(z,r), entonces, para cada i € N,
(2, y;) € r;. Asi, y; € A; para cada i € N, es decir, § € A. Por lo tanto B(Z,7) es un
espacio no vacio, compacto y metrizable. |

Otra de las propiedades que cumplen las estructuras celulares es que los espacios
determinados por una estructura celular son completamente metrizables, pero para su
demostracion utilizarmos el siguiente teorema: Teorema 2.2.4. La imagen de un espacio
metrizable bajo un mapeo perfecto es metrizable, que es mostrado en ([9], Teorema 4.4.15,
pag. 284) y la siguiente proposicion:

Proposicion 2.2.5. La imagen perfecta de un subconjunto cerrado de un producto nume-
rable de espacios discretos es un espacio completamente metrizable.

Demostracion. Sean X un espacio topoldgico, {G, };cn una familia de espacios discretos,
A C [[,en Gi un subconjunto cerrado y f un mapeo perfecto de A sobre X'. Mostraremos
que X es completamente metrizable. Como, para cada i € N, GG; es un espacio discreto y
en consecuencia completo, por el Teorema 1.4.8, HieN G; es un espacio métrico completo
y por lo tanto completamente metrizable. Ademas como [], G, es metrizable y A es
un subconjunto cerrado de [, Gi, por el Teorema 1.1.20, A es un conjunto G. Asi, por
el Teorema 1.1.25, A es completamente metrizable. Ahora, por el Teorema 2.2.4, la imagen
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perfecta de un espacio metrizable es metrizable y por el Teorema 1.1.30 la imagen perfecta
de un espacio Cech-completo es Cech-completo, de este modo se tiene que f(A) = X
es metrizable y Cech completo. Luego, por el Teorema 1.1.29, como X es Cech completo
y metrizable, X es un espacio completamente metrizable. |

Utilizaremos el siguiente resultado para la demostracion del Teorema 2.2.7.

Proposicion 2.2.6. (9], Corolario 2.4.10, pdg. 92). Sea X un espacio topoldgico, ~ una
relacion de equivalencia en X y f : X — X/ ~ el mapeo cociente. El mapeo f es cerrado
(abierto) si y solo si f~Y(f(A)) C X es cerrado (abierto) para cada subconjunto cerrado
(abierto) A C X.

Un resultado importante que ayuda a caracterizar a los espacios con estructura celular
es el siguiente.

Teorema 2.2.7. Dada una estructura celular {(G;, 1), ' }icn, el mapeo cociente 7
Goo — G* es un mapeo perfecto y el espacio G* es completamente metrizable.

Demostracion. Sea T € G, entonces 7 (7(Z)) = B(Z,r) y por el Lema 2.2.3, tenemos
que B(Z,r) es compacto. Veamos que 7 es una funcién cerrada. Sea A un subconjunto
cerrado de G, y sea 7 € Clg_ (7 (w(A))). Como, para cada i € N, g; '(2;) es un
abierto basico que contiene a 7, entonces 7~ (7 (A)) N g; ' (z;) # 0.

Para cada 7 € N, definamos:

A; ={a € B(z;,r;) : g; ' (a) N A # D}

(2

Por la condicion 2 de la definicién de estructura celular, para cada i € N existe j > @
tal que ¢/ (B(z;,7;)) es finito. Como A; C B(z;,7;), entonces g/ (A;) es finito y por lo
tanto se satisfacen las hipotesis del Lema 2.2.2. Lo cual implica que A., es un conjunto
no vacio. Sea § € A.. Entonces, para cada i € N, y; € A; v g; *(y;) N A # (). Por lo
tanto, A interseca a cada vecindad bésica de § y como A es cerrado tenemos que y € A.
Ahora, como y; € B(z;,;), para cada i € N, entonces (7,Z) € r. Asi, z € 7 (7(A)).
Concluimos entonces que 7 *(7(A)) es un conjunto cerrado en G, y por la Proposicién
2.2.6, 7 es una funcion cerrada. Resulta asi que 7 es un mapeo perfecto. Por lo tanto G* es
la imagen perfecta de un espacio completamente metrizable. Por lo tanto de Proposicién
2.2.5, G* es completamente metrizable. |

2.3. Estructura celular definida a partir de cubiertas

En esta seccion trabajaremos con estruturas celulares a partir de cubiertas cerradas.
Donde una cubierta A de un espacio X es una familia de subconjuntos de X tal que su
union cubre al espacio X. Si los elementos de la cubierta .4 son subconjuntos abiertos
diremos que A es una cubierta abierta, de forma anéloga si los elementes de la cubierta
A son subconjuntos cerrados diremos que A es una cubierta cerrada.
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Definicion 2.3.1. Una cubierta B = {B;};c; de un espacio X es un refinamiento de
una cubierta A = {4;};c; del mismo espacio, si para cada B; € B existe un A; € A tal
que B; C A; y en este caso escribiremos B < A.

Un ejemplo de refinamiento en R es el siguiente:

Definamos A = {(z — 1,2+ 1) : xEX}yB {( —1z4+1): xEX} Es claro
queparacadaxG]Ry(x—%,x—i—l)GA( — %)C( —% )Porloque
B es un refinamiento de .A.

Definicion 2.3.2. Diremos que una cubierta .4 de un espacio X es:

» localmente finita si para cada * € X existe una vecindad V' de x tal que V'
interseca tinicamente a una cantidad finita de elementos de la cubierta A.

» localmente numerable si para cada © € X existe una vecindad V' de x tal que V/
interseca tinicamente a una cantidad numerable de elementos de la cubierta .A.

Lema 2.3.3. Sea {F;}icn una sucesién de cubiertas de un espacio topologico X tales que
Fi+1 < Fi. Consideremos para cada F; la relacion r; = {(F,G) € F; x F; : FNG # 0}
y para cada i € N, las funczones g+ Fi — Fi la funcién identidad y g7 : Fiy1 — F; tal
que F C gt'\(F) y gF(F) = gl(¢5(F)) para F € Fis1 yi < j < k. Si cada F; tiene la
topologia discreta, entonces {(F;,7;), - ' Yien es una sucesion inversa de grdficas.

Demostracion. Notemos primero que, para cada ¢ € N, r; es una relacion simétrica y
reflexiva, asi (F;,7;) es una grafica. Ademés por definicién de las funciones ¢! y g/ se

satisfacen las dos primeras condiciones de sucesion inversa de gréficas. Para verificar la
tercera condicion, sean F,G € F;,, tales que (F,G) € r;,;. Entonces F' C g/™'(F) y

G C g (G), por lo tanto g (F) Mg} (G) # 0. Luego, (91" (F). 4" (G)) € 7. m

Considerando la notacion del Lema 2.3.3 presentamos el siguiente resultado mostrado
por E. Tymchatyn y W. Debski, en el cual dan condiciones en términos de cubiertas
cerradas para que un espacio topologico X sea determinado por una estructura celular,

([71.

Teorema 2.3.4. Sea X un espacio T\ y sea {F;};cn una sucesion de cubiertas cerradas
localmente finitas de X tal que F; 1 es refinamiento de F;. Supongamos que la interseccion
de los elementos de cada hilo en F, es un conjunto no vacio en X y que para cada conjunto
abierto U C X yp € U existe i € N tal que cada elemento de F; que contiene a p estd
contenido en U. Entonces {(F;,7;), g }icn define una estructura celular la cual determina
al espacio X.

Demostracién. Veamos que {(F;,7;), g ' }ien satisface la condicién 1 de la definicién
de estructura celular. Sea * = (1, z2, x3,...) € F. Observemos que, para cada i € N,
x; € JF;, es decir, x; es un elemento de la cubierta cerrada F;, entonces por hipotesis
Nien @i 7# 0. Sea p € (),cy @i- Fijemos i € N, como F; es localmente finita existe
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un subconjunto abierto V' en X tal que p € V y V interseca a una cantidad finita
de elementos de F;. Sean Fi,..., F, tales elementos, asi V' C |J;_, F;. Entonces U =
V\{F,:p¢ Fiyie{l,..,n}} (el cual es no vacio, pues al menos existe un elemento
en J; que contiene a p) es un conjunto abierto tal que p € U y U C F para cada F' € F;
que contiene a p. Por hipdtesis para U existe un j > 4 tal que todos los elementos
de F, que contiene a p se quedan contenidos en U. Por lo tanto, si F' € B(x;,7;),
entonces F' N z; # () y como z; contiene a p, resulta que z; C U. Asi, FNz; C U,
luego F NU # . Por definicion de las funciones de ligadura sabemos que F' C ¢/ (F),
asi g/(F)NU # @ y como U interseca a una cantidad finita de elementos de F;, solo
existe una cantidad finita de elementos de la forma g/(F) con F' € B(z;,7;), es decir,
gl (B(x;,7;)) es finito.

Para ver que {(F;,7;), g-" " }ien satisface la condicién 2 de la definicién de estructura
celular, consideremos Z € Fio y p € [,y %i- Fijemos i € N y definamos G = [ J{F €
Fi : p ¢ F}. Veamos que G es un conjunto cerrado, sea w € X\G. Como F; es
localmente finita existe un subconjunto abierto V' en X tal que w € V y V interseca a
una cantidad finita de elementos de F;. Sean F1, ..., F,, tales elementos, asi V' C | J;"_, F..
Entonces U = V\{F; : p ¢ F;yi € {1,...,n}} es un conjunto abierto que contiene a
w y no interseca a ningin elemento de F; que no contenga a p, por lo tanto se queda
contenido en X \G. Esto muestra que X \G es un conjunto abierto y por lo tanto G es
cerrado y no contiene a p. Entonces existe & > i tal que cada elemento de F}, que contine
a p se queda contenido en X \G. Esto implica que el conjunto G no puede ser unido con
p por un solo elemanto de la cubierta Fj. Ahora, definamos H = (\{F € F, :p ¢ F}.
De forma similar como mostramos que G es cerrado podemos mostrar que H es cerrado.
Entonces X'\ H es un conjunto abierto que contiene a p, por hipdtesis existe [ > k tal
que cada elemento de F; que contiene a p se queda contenido en X\ H, por lo tanto H
no puede ser unido con p por un solo elemento de F;. Asi, G no puede ser unido con p
por una cadena de dos elementos de F;. De forma analoga podemos encontrar un j > [
tal que G' no puede ser unido con p por una cadena de tres elementos de la cubierta F;.

Si F' € B(x;,2r;), tenemos que F'NG = (). Como F C g/ (F), entonces ¢! (F) ¢ G.
Por deinicion de G, tenemos que p € ¢! (F), pues si p no pertenece a g’ (F), en-
tonces g/ (F) estaria contenido en G. Por lo tanto, ¢/(F) € B(z;,7;), lo cual implica
que g} (B(x;,2r;)) C B(x,7;). Luego, {(Fi,7:), g: ' }ien satisface la condicion 2 de la
definicion de estructura celular.

Para ver que el espacio que determina la estructura celular {(F;,7;), 9" }ien es
homeomorfo a X definamos ¢ : 7* — X de la siguiente manera: para cada = € F, sea
@(m(z)) = p donde p € [, %i- Mostraremos que ¢ es un homeomorfismo. Sea = € F,
Y P € [V;en Ti- Sea q € X, si q¢ # p, entonces X'\ {¢} es un abierto que contiene a p, por
lo tanto podemos encontrar un j € N tal que B(z;,2r;) C X\{q}. Concluimos asi que
q & (Nien i y por lo tanto p € ),y @; es Gnico, es decir, ¢ estd bien definida. Ademas
para cada y tal que (),. ¥ = {¢} tenemos que T ~ 7, por lo tanto ¢ es inyectiva.

Sea p € X. Definamos, para cada i € N, A, = {F € F, : p € F}. Sea U un
subconjunto abierto de X que contiene al punto p y tal que U interseca solo a una
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cantidad finita de elementos de F;. Por hipoétesis existe j > i tal que todos los elementos
de F; que contienen a p estin contenidos en U, es decir, | J.A; C U. Entonces g/ (A;)
es un conjunto no vacio, pues al menos existe un /' € A; que contiene a p, y es finito,
pues U interseca solo a una cantidad finita de elementos de .4;. Por el Lema 2.2.2, existe
T € As. Como p € (),oy %4, tenemos que p = (7(Z)). Por lo tanto ¢ es suprayectiva.

Sea U C X un conjunto abierto y sea p = ¢(m(Z)) € U. Entonces existe i € N
tal que cada elemento de F; que contiene a p esta contenido en U. Ahora, T € F y
@(m(2)) € ey ;- Por lo tanto o(m(g;*(F))) C F para cada F € F;. Sea F, = {F €
Fi : p € F}. Entonces ¢(n(g; *(F,))) C JF, C U. Asi, como g; *(F,) es un conjunto
abierto en F,, o es una funcién continua y dado que 7 también es continua, tenemos
que ¢ es continua.

Sea G C F* un conjunto cerrado. Veamos que () es un conjunto cerrado en X. Sea
p € X\p(G). Supongamos que para cada i € N existe F' € F; que contiene a p y tiene
interseccion no vacia con ¢(G). Definamos A; = {F € F;,:p € Fy FNp(G) # 0}.
Por la hipotesis tenemos que para cada j € N, A; es no vacio y como las cubiertas
F; son localmente finitas, entonces p pertenece solo a una cantidad finita de elementos
de F;, para cada j € N. Por lo tanto A; es finito. Asi, los conjuntos A; satisfacen las
hipétesis del Lema 2.2.2. Entonces existe T € A, con p € (), 2; y para cada i € N,
z; N(G) # 0. Sea 8; = {y; : y € m(G) yy; Nx; # 0}. Por la condicion 1 de
estructura celular, tenemos que para cada j € N, 3; es un conjunto no vacio y satisfacen
las hipotesis del Lema 2.2.2. Por lo tanto existe Z € . Para cada i € N, tenemos que
ziNz; # 0y existe y € 7 (G) tal que z; = y;. Como el conjunto G es cerrado,
entonces 7! () es cerrado y como cada vecindad basica de Zz interseca a 7' (G), pues
Y € g;'(z), se tiene que z € 7 1(G). Asi, (2,z) € r y T € 7 '(G). Por lo tanto,
m(Z) € Gyp=o(n(x)) € p(G). Esto es una contradiccion. Por lo tanto existe un i € N
tal que cada conjunto F' € F; que tiene interseccion no vacia con ¢(G) no contiene a
p. Entonces | J{F € F; : FN¢(G) # (0} es un conjunto cerrado, por ser la union de los
elementos en F; que no contienen a p, contiene a ¢(G) y no contiene a p. Por lo tanto
el complemento de [ J{F € F; : FN¢(G) # 0} es un conjunto abierto que contiene a p
y se queda contenido en X \¢(G). Esta significa que ¢(G) es cerrado. Luego, ¢ es una
funcion cerrada. Por el Teorema 2.2.7, X es completamente metrizable. ]

Aplicando el Teorema 2.3.4 veamos un ejemplo de un espacio determinado por una
estructura celular.

Ejemplo 2.3.5. Sea X = [0, 1] con su topologia usual, entonces X es determinado por una
estructura celular.

Para cada ¢ € N definamos los siguientes conjuntos.

a a+1 i
Al—{|:§, 9i :| CLG{O,,2 —1}}
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Notemos que para cada i € N, 4; es una cubierta cerrada del intervalo [0, 1].

Veamos que A; es localmente finita. Sea 2 € X, entonces z € [£, %], para algin
a a+1)

79 7

a € {0,..., 20 — 1}. Asi, tenemos los siguientes casos. Si x € (21, “;1 2, enionces (;, o
es un abierto que contiene a  y solo interseca a un elemento de la cubierta A;. Si v = ,
entonces (“;1, “;1) N X es una abierto que contiene a x e interseca solo a dos elementos
de la cubierta A;. De forma similar al caso anterior, si z = a;l, entonces (%, a;?) NX
es una abierto que contiene a x e interseca solo a dos elementos de la cubierta A;. Por lo

tanto, A es localmente finita. Por otra parte, notemos si A = [#, g%ﬂ es un elemento

de la cubierta A;;, entonces existe b € {1,...,2" — 1} tal que & < 57 < & < ¥

iy — 27,' .
Por lo tanto, A esti contenido en [%, b;l} el cual es un elemento de la cubierta A;, es
decir, A;, es refinamiento de A;.

Para cada i € N, definamos r; = {(F,G) € A; x A; : FNG # 0} y las funciones
gt : A; — A; la funcion identidad y g;*' : A;1 — A; definida por g/ ([5%, £5]) =
[3.57] tal que % < o < 55 < By gf(F) = gl(gf(F)) para F € Ay
1< j<k.

Sea T = (x1, 29, 23,...) € A, entonces por definicion de las funciones de ligadura
tenemos que x;;1 C ;. Lo anterior implica que {z;};cn forma una sucesiéon anidada
de intervalos compactos, entonces su interseccién es no vacia. Ahora, si U es un abierto
en [0,1] y p € U, entonces existe un € > 0 tal que B(p,e) C U. Para ¢, sean € N
tal que 5 < €. Sea y, € A, tal que p € y,. Si ¢ € y,, entonces [p — ¢| < 2% y por
lo tanto ¢ € B(p,e) C U. De lo anterior, cualquier elemento de .4, que contiene a p
se queda contenido en U. Asi, [0, 1] es T3, {A;}ien es una cubierta cerrada localmente
finita, A;11 < A; y para cada Z = (21,2, 23, ...) se tiene que [),. Z; es un conjunto
no vacio en [0, 1] y para cada abierto U del [0,1] y p € U, existe i € N tal que cada
elemento de A; que contiene a p se queda contenido en U. Por lo tanto se satisfacen

las hipotesis del Teorema 2.3.4, de este modo X es determinado por la estructura celular

{(Ai, i), gf+1}-

La condicion de que el espacio sea 77 en el Teorema 2.3.4 es de suma importancia,
pues a continuacién veremos un ejemplo de un espacio que no es 7; y a partir cual
podemos construir una estructura celular utilizando cubiertas cerradas que cumplan
las condiciones del Teorema 2.3.4. Asi, dicha estructura celular determinara un espacio
completamente metrizable y por lo tanto, 77, el cual no puede ser homeomorfo al espacio
original.

Ejemplo 2.3.6. Sea X el abanico arménico como subconjunto de R?, figura 2.2, con la
topologia T = {(A x [0,1]) N X : A C [0, 1] es un abierto} U {0, X'}.

Veamos primero que X no es un espacio 7). Consideremos (1,0) y (1,1) en X. Si A
es un subconjunto abierto que contiene a (1,0), entonces A = ((a, 1] x [0, 1]) N X, para
algin a < 1. Por lo tanto, A contiene también a (1, 1). Asi, X no es 7.
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(1,1)

(1,3)
(1,3)
(0,0) (1,0)

Figura 2.2: Abanico armonico.

Consideremos en X los siguientes conjuntos:

Bi:{q%,a;l} x [0,1]) ﬂX:aE{O,...,T—l}},iEN.

Notemos que, para cada ¢ € N, B; es una cubierta cerrada para X, Veamos que

B; es localmente finita. Sea 2 € X, entonces z € ([£, %] x [0,1]) N X, para algtn

a € {0,...,2" — 1}. Asi, tenemos los siguientes casos. Si z € ((&, %) x [0,1]) N X,
entonces ((“2;1, “;-1) x [0, 1]) N X es un abierto que contiene a x y solo interseca a un

elemento de la cubierta B;. Si z € ({£ x [0,1]) N X, entonces ([%, 22| x [0,1]) N X
es una abierto que contiene a z e interseca solo a dos elementos de la cubierta B;. De
forma similar al caso anterior, si z € ({%! x [0,1]) N X, entonces (&, %2) N X es
una abierto que contiene a z e interseca solo a dos elementos de la cubierta B;. Por lo
tanto, 3; es localmente finita. Por otra parte, notemos si A = ([ﬁ, g%] x [0, 1]) NX
es un elemento de la cubierta B;,;, entonces existe b € {1,...,2" — 1} tal que 2% <
s4r < 24 < ML Por lo tanto A estd contenido en ([Z, 2] x [0,1]) N X el cual es
un elemento de la cubierta B;, es decir, B;; es refinamiento de B;.

Para cada B;, definamos r; = {(F,G) € B; x B; : FN G # 0} y las funciones ¢ :
B; — B; la funcién identidad y g!*' : B;,; — B; dada por gf“(([?‘il, ;’%H x [0, 1])) —
([2,52] x [0,1]) tal que 2 < 5% < 25 < BHy g¥(F) = g/ (g"(F)) para F € Bis
yi<j<k.

Ahora, si U es un abierto en X y (z,y) € U, entonces existe un ¢ > 0 tal que
((z —e,x4+¢)x[0,1])NX C U.Para g, sean € N tal que 5= < e.Sea V € B, tal
que (z,y) € V. Si (2/,y) € V, entonces |z — 2’| < 5= < e y por lo tanto (2/,y') €
((x —e,z+¢€) x[0,1])N X C U. De lo anterior tenemos que cualquier elemento de 5,
que contiene a (z,y) se queda contenido en U. Por lo tanto se satisfacen las hipotesis
del Teorema 2.3.4. Asi B* es un espacio completamente metrizable, pero X no lo es, pues

no es 717.
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2.4. Estructuras celulares completas

En esta secciéon daremos algunas definiciones para poder definir la completez de una
estructura celular.

Definicién 2.4.1. Sea {(G},7;), g:*' }icy una estructura celular y sean @ € G, y b € G,,
dos células. Diremos que a y b estan cerca si (g;"(a), g7 (b)) € i, para k = min{m,n}.

Veamos un ejemplo de la definicién anterior.

Consideremos la estructura celular del ejemplo 2.1.2 y las células a4 € G5 y ag € Gs.
Entonces a4 y ag estan cerca, pues gs(as) = ay y gs(ag) = as. Como (a3, ay) € 7o, se
tiene que (g3(a4), 5(as)) € 7o
Definicién 2.4.2. Sea {(G;,7;), g:"" }icn una estructura celular. Diremos que el grado de
una célula es i si a € G; y lo denotaremos por grad(a) = 1.

Definicién 2.4.3. Sea {(G;,7;), 9" }ien una estructura celular. Diremos que una suce-
sion U = {u;}jen de células en | J,.yG; es sucesion de Cauchy si se satisfacen las
siguientes dos condiciones:

L lim grad u; = oo.
j—00

2. Existe un N € N tal que si ¢, 7 > N, entonces u; y u; estdn cerca.

El siguiente es un ejemplo de una sucesion de Cauchy.

1]’ ry = fl{gxax) RS [071]}U{(071)7(170)} y

%} y x) =1,six € [%,1}, ver figura 2.3.
{3.95,55, 37 - o1+ ..}, donde cada u; € Gy,

Para cada i € N, sea G; = [0
definamos ¢/™'(z) = 2z, si €

Entonces la sucesién de células U =
es una sucesion de Cauchy.

ja=)
N —t—
8

Figura 2.3: Gréfica de la funcién f(z) =2z en [0,3] y 1 en (1, 1]
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Definicion 2.4.4. Sea {(G,7;), 9" }ien una estructura celular. Diremos que una suce-
sion U = {u;};en de células en | J, . G; converge a un hilo 7 € G si se satisface:

» lim grad u; = oo.
Jj—o0

= Existe un NV € N tal que x; y u; estdn cerca, para todai € Ny j > N.

Veamos en el siguiente ejemplo que una sucesion de células puede convergen a dos
puntos distintos.

Consideremos G;, 7; y gi™', para cada i € N, como en el ejemplo anterior. Veamos
que la sucesion de celulas U; = {0 1111 1 }, donde cada u; € G;, converge a
un solo punto. Pero la sucesion U, = {0, 1,0, 1,0, 1,0, ...}, donde cada u; € G;, converge

a dos puntos distintos.

Notemos que T = (1, %, %, %, %67 ) es un punto en (G,. Veamos que U; converge a

. Observemos que por definicion de Uy, para cada ¢ > 1, u; = 2%1 y por definicion de
la funcién gt gt (uy ) = gf“(%) = 21-1,1 = u;. Ademas, para cada i € N, x; = 2%1
Por lo tanto, (u;, ;) € r;, para cada i > 1. Sean i, j € N con j > 1y sea k = min{é, j}.
Sik > 1, (gi(2:), g1 () = (z, wr) € ey si k=1, (gj,(2:), gj.(uy)) = (1,1) € r1. Por
lo tanto z; estd cerca de u; para cada i, € N con j > 1.

Veamos ahora que el punto al que converge U es tnico. Sea § = (Y1, Y2, Y3, ---) € Goo
tal que U; converge a 3. Entonces existe NV € N tal que para cada i € Ny j > N,
(9i(v:), gl(u;)) € rp con k = méx{i,j}. Supongamos que N > 1. En particular, para
i = j > N, se tiene que (y;,u;) € r;. Notemos que, como i > N, u; € (O, %) Asi,
y; = u;, pues cada punto en (0,1) solo estd relacionado consigo mismo. Por lo tanto
y; = u; para cada ¢ > N, pero x; = u; para cada ¢ > 1 por lo tanto y; = x; para cada
i > N. Como § € G, y; queda completamente determinado para cada i = 1,..., N.
Concluimos asi que § = 7.

Veamos ahora que la sucesion de células Uy = {0,1,0,1,0,1,0,...} converge a dos
puntos distintos. Sea z = (1,1,1,1,1,1,...) € G y sean z; la i-ésima coordenada de
z y u; el elemento j-ésimo de la sucesion U,. Entonces z; = 1y u; = 0 6 u; = 1.
Sin perder generalidad, supongamos que ¢ < j. Si u; = 1, entonces gl(1) = 1, por lo
tanto (x;, g/ (u;)) € ;. Ahora, si u; = 0, entonces g’ (u;) = ¢/(0) = 0. Como (0,1) € 7,
entonces (xz-,gf (u;)) € 7. Por lo tanto, z; y u; estdn cerca. Luego, la sucesion U,
converge a .

Consideremos ahora y = (0,0,0,0,...) el cual también es un punto de G. Sean
y; la i-ésima coordenada de y y u; el elemento j-ésimo de la sucesion U. Entonces
yi = 0y u; =0 6 u; = 1. Sin perder generalidad, supongamos que i < j. Si u; = 0,
entonces ¢;(0) = 0, por lo tanto (y;, ¢} (u;)) = (0,0) € r;. Ahora, si u; = 1, entonces
gl (u;) = ¢g/(1) = 1. Como (1,0) € 7;, entonces (y;, g’ (u;)) € ;. Por lo tanto y; y u;
estan cerca. Luego, la sucesion U, converge a 7.

Concluimos asi que U, converge a dos puntos distintos, T y %.
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De ahora en adelante cuando escribamos sucesion de Cauchy nos estaremos refiriendo
a una sucesion de células que es de Cauchy.

Del ejemplo anterior notamos que una sucesion de células puede converger a puntos
distintos de G, pero notemos que los dos puntos a los que converge la sucesiéon U, son
adyacentes, que es lo que muestra la siguiente proposicion:

Proposicion 2.4.5. Sea {(G;,7;), 9. Vien una estructura celular. Si una sucesién de
Cauchy en | J,.y G converge a hilos diferentes T y 1j, entonces (7,y) € r.

Demostracion. Sea {u;}ien C [);oy Gi una sucesion de células y supongamos que

converge a = y . Entonces lim grad u; = oo y existen un N, M € N tal que para
J—>00

todo i € N, z; y u; estan cerca, para todo 7 > N y y; y u; estdn cerca, para todo
Jj > M. Sea Ny = max{N, M}. Fijemos iy € N. Notemos que para toda i € Ny j > N,
r; estd cerca de u; y y; estd cerca de u;. Esto implica que si k& = min{é, j}, entonces
(93(2:), gt (w;)) € 71y (9(vi), gk (w;)) € 71 Por lo tanto gj(y;) € B(gj(w:),2rx), es
decir, para toda i € Ny j > Ny, yp € B(xg,2r;). Por la condicion 1 de estructura
celular, tenemos que existe m > ig tal que g;''(B(2y,, 2r)) C B(4,7,). Supongamos
primero que m > Nj. Considerando i = j = m tenemos que (¢ (), g7 (um)) € T
Y (97 Ym), 9 (Um)) € Ti. Entonces (Tp,Um) € Tm ¥ (Ym,Um) € T, luego v, €
B(&ym, 2ry,). Por lo tanto gi" (ym) € B(w4,74,), es decir, y;, € B(z4,, 7). Supongamos
ahora que m < Ny, considerando i = m, j = Ny tenemos que (g7 (), g2°(un,)) €
P ¥ (90 (Ym), 900 (Un,)) € T Entonces v, € B(xm,2ry,), por lo tanto g (ym) €
B(ziy, 1), Yie € B(wiy,7i,). Asi, concluimos que (z;,,v,) € 7i,- Como iy € N fue
arbitrario, tenemos que para cada i € N, (z;,y;) € r;, es decir, (Z,y) € r. [

Definicion 2.4.6. Una estructura celular es completa si cada sucesion de Cauchy conver-
ge.

Veamos ahora que si en un espacio métrico completo X tenemos cubiertas cerradas
de X, que satisfagan las condiciones del Teorema 2.3.4, la estructura celular que se
obtiene es completa como lo muestra el siguiente Teorema.

Teorema 2.4.7. Sea X un espacio métrico completo y sea {F;};cn una sucesion de cubiertas
cerradas localmente finitas de X tal que F; 1 < F; y los supremos de los diametros de los
elementos de JF; convergen a cero cuando i tiende a infinito. Entonces X es determinado
por una estructura celular completa.

Demostracion. Notemos que se satisfacen las hipotesis del Teorema 2.3.4, por lo tanto
{(Fi,74), 97 }ien define una estructura celular, donde ; = {(F,G) € F; x F; : FNG #
0} y para cada i € N, la funcién g} : F; — F; es la funcion identidad y gttt Fg = F
satisface F' C g/"'(F) y ¢f(F) = g!(g¥(F)) para F € Fi1 y i < j < k. Para

ver que es completa notemos que si U = {u;};en es una sucesion de Cauchy en
Uien Fir existe N € N tal que si 4,7 > N entonces u; y u; estin cerca, es decir,
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(ggmd(“”(u,-), g,zrad(uj)(uj)) € 1 donde k = min{grad(u;), grad(u;)}. Asi por definiciéon

de 7y, gimd(ui)(ui) N gg’"“d(“f )(uj) # (), para cada i,j > N. Eligiendo un y; € u; para
cada par i € N, veamos que {y;};en es una sucesion de Cauchy en X. Sea £ > 0, como
los supremos de los didametros de los elementos de F; convergen a cero cuando i tiende
a infinito, existe un M € N tal que si m > M, entonces el diametro de w,,, es menor que
5. Consideremos L = max{N, M} y sean y;,y; € {Yn}nen con i,j > L. Como y; € u;
y y; € uj, entonces y; € g,ﬂrud(ui)(ui) yy; € gg’"“d(“f)(uj). Ademés, como i,7 > N
tenemos que g™ (u;) N g7 ""“)(u;) # 0 donde k = min{grad(u;), grad(u;)} y
como i,j > M, el didmetro de g7 " (u;) y ¢ )(uj) es menor que £. Por lo tanto
la distancia de y; a y/; es menor que €. Asi, cada sucesién de Cauchy en | J,. F; determina
una sucesion de Cauchy en el espacio X. Luego, como X es completo, la sucesion {y; };en
converge a un punto x € X. Considerando el hilo Z en 7, que satisface (. z; = {x}

y para algin NV € N, si j > N, entonces y; € =, y tenemos que U converge a 2. ]

En general si X es un espacio completamente metrizable podemos definir cubiertas

cerradas con las cuales podemos construir una estructura celular que determine al espacio
X.

Teorema 2.4.8. Sea X un espacio completamente metrizable. Entonces X es determinado
por una estructura celular completa.

Demostracion. Sea p una métrica completa para X. Como (X, p) es un espacio para-
compacto, por ser un espacio métrico, entonces para cada ¢ > ( existe una cubierta
abierta localmente finita de X, donde cada elemento de la cubierta tiene didmetro menor
que ¢. En particular para € = 1, existe una cubierta abierta localmente finita F'; de X
donde cada elemento de la cubierta tiene didmetro menor que 1. Tomando la cerradura
de cada elemento de F’;, obtenemos una cubierta cerrada localmente finita F; cuyos
elementos tienen didmetro menor que 1. Definiremos inductivamente cubiertas cerradas
localmente finitas F; de X donde cada elemento de la cubierta tiene didmetro menor
que % y para cada ¢ € N, F;,; es un refinamiento de ;. Supongamos que F, Fo, ..., Fy,
estan definidas. Entonces existe una cubierta cerrada localmente finita F que consiste
de elementos de didmetro menor que n+r1 Definimos F,, .1 como el conjunto de todas
las intersecciones no vacias de elementos de F; con los elementos de F. Por el Teorema
2.4.7, tenemos que X es determinado por una estructura celular completa. |

2.5. Estructuras celulares con sistemas inversos

En esta seccion presentamos la extension de estructuras celulares a sistemas inversos,
ver [8]. Ademas veremos la caracterizacion de los espacios determinados por estructuras
celulares con sistemas inversos sobre un conjunto dirigido y no precisamente sobre el
conjunto de naturales, como en la Definicion 2.11, que la sucesion inversa estaba definida
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sobre los naturales. De este modo, esta definicion (2.5.1) serd més general que la Definicion
2.11

Definicion 2.5.1. Sea J un conjunto dirigido. Una estructura celular es un sistema
inverso de graficas, {(G;,7;), 9] }:jes, donde cada G; tiene la topologia discreta y se
satisfacen las siguientes dos condiciones:

1. Para cada hilo 7 € G y cada ¢ € J existe un j € J tal que j > i y ademas
gi (B(zj,2r;)) C B(wi, 7).

2. Para cada hilo 7 € G, y cada i € J existe un j € J tal que j > iy g!(B(v;,7;))
es finito.

De forma anéloga al caso de estructuras celulares con sucesiones inversas, se tiene
que la familia 3 = {g; '(2;) : ; = g;() para algtn € G, j € J} forma una base
para G, de conjuntos abiertos y cerrados, ver Proposicién 2.1.3. Ademas, la relacion en
(G« definida como en la Proposicion 1.4.4 es una relacion de equivalencia, ver Lema
214, y de igual modo denotaremos por G* al espacio cociente G,/ y por 7 al mapeo
cociente de GG, sobre G*.

Definicion 2.5.2. Un espacio topologico X es determinado por la estructura celular
{(Gi,7i),9]}ijes si X es homeomorfo a G*.

Observacion 2.5.3. Aunque en la Definicion 2.5.2 utilizamos la misma notacion que en la
Definicion 2.1.5, la diferencia es que en la Definicion 2.5.2 se considera un sistema inverso de
grificas y no necesariamente una sucesion inversa de grdficas como en la Definicion 2.1.5.

Presentamos ahora algunos lemas que utilizaremos para mostrar que el mapeo co-
ciente 7 es perfecto.

Lema 2.5.4. Sean .J un conjunto dirigido y {(A;, 7;), g} }i jes un sistema inverso de grdficas,
donde cada A; tiene la topologia discreta. Si para cada i € J, existe j > i tal que g] (A;)
es finito, entonces A, es un espacio compacto y no vacio.

Demostracion. Sea i € .J, entonces existe un j > i tal que el conjunto g/ (A;) es finito
y tiene la menor cardinalidad, es decir, para cada k > j, g*(Ax) = g/(4,). Definamos
B, = gf(Aj), entonces para cada k > j tenemos que gF(Ay) = B;. Asi {Bi,gl'-j|Bj}i7jej
es un sistema inverso donde cada B; es un espacio discreto y finito. Asi, por el Teorema
1.4.7, tenemos que B, es no vacio y compacto. ]

Lema 2.5.5. Sean .J un conjunto dirigido y {(G;,7;), gl Yijcs una estructura celular. En-
tonces, para cada T € G, B(Z,r) es un espacio no vacio y compacto en G ..

Demostracion. Definamos, para cada j € J, A; = B(x;,r;), entonces {Az‘,gg|Aj}i7j6J
es un sistema inverso de espacios discretos y no vacios. Por la condicién 2 de la definicion
2.5.1 de estructura celular, para cada i € J, existe un j > ¢ tal que g](A;) es finito. Asi,
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por el Lema 2.54, A, es un espacio no vacio y compacto. Veamos que A, = B(z,r).
Sea z € A, entonces z; € A; = B(z;,7;), para cada ¢ € N. Luego (z,%) € r, es decir,
z € B(z,r). Para ver que B(Z,r) C A, sea y € B(Z,r). Entonces (y;, ;) € r;, para
cada i € N. Asi, y; € A;, para cada i € Ny y € A.. Por lo tanto, B(Z,r) es un espacio
no vacio y compacto. |

Veamos que el mapeo cociente 7 es un mapeo perfecto.

Teorema 2.5.6. Sea J un conjunto dirigido y sea {(Gi,7:), g} }i jes una estructura celular,
entonces ™ : G, — G* es un mapeo perfecto.

Demostracion. Sea & € G,. Como 7 !(7(z)) = B(z,r), entonces por el Lema 2.5.5
tenemos que B(Z,r) es compacto, es decir, la imagen inversa de cada punto en G* bajo
el mapeo 7 es un compacto en G .

Consideremos ahora A un subconjunto cerrado en G, y sea T € Clg_ (7' (7 (A))).
Para cada j € J tenemos que gj’l(:cj) es una vecindad abierta basica de Z, por lo tanto
gj_l(xj) N7 Y(w(A)) # (. Para cada j € J, definamos:

Aj={a € B(zj,rj) - g; '(a) NA#D}.

Como g;'(z;) Nw ! (w(A)) # 0, entonces existe un z € g;'(x;) N7 *(w(A)).
Luego, z; = z; y existe w € A tal que (w,z) € r y por lo tanto w; € B(xj,r;) y
w e g; '(w;)NA. De lo anterior tenemos que A; # () y por la condicién 2 de la Definicién
2.5.1, tenemos que el sistema inverso {A;, gg }ijes satisface las hipotesis del Lema 2.5.4,
asi A # 0. Sea § € A, entonces para cada j € J, y; € A; y g]-_l(yj) NA # .
Por lo tanto, como A es cerrado y cada vecindad abierta bésica de 7 interseca a A,
tenemos que § € A. Ahora como para cada j € J, y; € B(z;,r;) entonces (y,%) € r
y T € 7 (w(A)). Por lo tanto, 7~ !(7(A)) es un conjunto cerrado. Por el Teorema 2.2.6,
tenemos que 7 es un mapeo cerrado. Por lo tanto, 7 es un mapeo perfecto. |

Como mencionamos al inicio de esta seccion, presentaremos la caracterizacion de los
espacios que son determinados por una estructura celular, por lo cual damos la siguiente
definicion.

Definicion 2.5.7. Sea X un espacio topologico y J un conjunto dirigido. Una presenta-
cion de X es una tripleta ({D,};cs, F, f), donde F' es un subconjunto cerrado de un

producto de espacios discretos [[..; D; y f es un mapeo perfecto y suprayectivo de F
sobre X.

jeJ

Los espacios completamente metrizables son ejemplo de espacios que tienen una
presentacion. Pues si X es un espacio completamente metrizable, entonces X es deter-
minado por una estructura celular {(G;,r;), gf“}ieN, donde para cada i € N, G; es un
espacio discreto. Tomando D; = G, ' = Gy [ = 7 : G, — G¥, tenemos que F
es un subconjunto cerrado de un producto de espacios discretos || jesDj y [ es una
funcion perfecta de F' sobre X. Por lo tanto, X tiene una presentacion.
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Utilizaremos el siguiente resultado més adelante, su demostracion puede ser consul-
tada en [8].

Proposicion 2.5.8. ([8], Proposicion 4.3). La clase de los espacios que tienen una presentacion
coincide con la clase de los espacios que son imagen perfecta de un espacio topolégicamente
completo.

Introducimos la notacién que estaremos utilizando en el resto de esta seccion.

Sea X un espacio topolégico y ({D,}jes, F, f) una presentacion de X. Sea P =
{P C J:0 < |P| < oo}, entonces P es un conjunto dirigido con el siguiente orden: para
P,QeP, P<Q@QsiPC(Q.Notemos que si P € P entonces existe una cantidad finita
de subconjuntos ) € P tal que Q C P, pues P es finito. Asi, el espacio Dp = Hje pD;
con P € P es discreto por ser el producto de una cantidad finita de conjuntos discretos.
Para cada par P, () en P tal que P < () sea gg : Do — Dpy mp:[lje; Dj — Dp las
proyecciones naturales. Definamos Ep = {a € Dp : 75'(a) N F # ()}, entonces Ep es
discreto por ser Dp discreto.

Sea P € P. Paraa € Dp, sea F, = f(F N7p'(a)). Notemos que, como F'y 75" (a)
son subconjuntos cerrados de [[,.; D; y f es un mapeo perfecto, se tiene que F, es
cerrado para cada a € Dp. Si x € X, existe y € F' C HjeJ D; tal que f(y) = x. Luego,
y € FNap'(mp(y)). Por lo tanto, f(y) € f(F Nap'(mp(y))), es decir, € Frpqy y
como F N7p' (7p(y)) # 0, Frpw) € Ep. Asi, la familia Fp = {F, : a € Ep} es una
cubierta cerrada de X.

Definamos la relacién 7p en Ep de la siguiente manera: para a y b en Ep, (a,b) € rp
si I, N F, # (. Notemos que, para cada P € P, rp es reflexiva y simétrica, por lo
tanto (Fp,rp) es una grafica. Ademas, para P < (), las funciones gg satisfacen las dos
primeras condiciones de sucesion inversa. Veamos que satisfacen la tercera condicion.
Sean a,b € Eg, tales que (a,b) € rg, es decir, F, N F, # (). Como mp = gg o TQ,
tenemos que 7, (93(a)) = (9307q) " (43(a)) = 75! (99) (9(a))) > 75" (a). Luego,
FNmgt(a) € FNapl(gp(a)) v por lo tanto f(F Nwg'(a)) C f(FNap'(gh(a))),
es decir, F, C Fgfi(a)' De forma anéloga, F, C Fgf;?(b)' Como F, N Fy, # 0, resulta
que Fgg(a) N Fgg(b) # 0, de modo que (¢%(a),g%(b)) € rp. Asi, tenemos que E =
{(Ep,rp), gg| Eo fP.Qep €8 un sistema inverso de graficas. Definiendo ahora, para cada
P € P, la relacion r» en Dp como 7, = rp U {(a,a) : a € Dp}, tenemos que
D = {(Dp,7), 9%} pocp es un sistema inverso de graficas con limite inverso Dq..
Ademas Eo, C Do C []pep Dp. Identificaremos D con [ | ies Dj definiendo el mapeo
T por: para cada = € [[.., D;, Z(z) = y donde y € [[pcp Dp y para cada P € P,
yp = wp(x).

jed

Afirmacion 2.5.9. El mapeo L : []..; D; — D es un homeomorfismo.

jeJ
Veamos que Z es inyectiva. Sea z, 2" € [[;.; D; tales que Z(x) = Z(2'). Si Z(z) = y
y Z(2') = v/, entonces y = y' y por tanto, yp = Y. Asi, por definicién de Z, yp =
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mp(z) = mp(2’) = yp, para cada P € P. En particular, para cada P € P, tal que
|P| = 1. Por lo tanto, x = 2’. Veamos ahora que Z es suprayectiva, sea y € Dq.
Entonces 7p(y) € Dp y yp = gg(yQ), para cada P, () € P con P < (). Consideremos
z € [l;e; D) tal que mp(x) = my;(y), para cada j € J. Asi, Z(z) = z donde
2z € [Ipep Dp vy para cada P € P, zp = mp(x). En particular, para cada j € J,
ziy = Ty (@) = T (y), es decir, 2 = .

Para ver que Z es continua, sea A C D, un abierto. Entonces existe un abierto
Ay C [Ipep Dp, tal que A = Ay N D Sin perder generalidad, Ay es un abierto basico
en [[pep Dp. Sea Ag = Ap, x -+ X Ap, X HPGP\{Pl,...,Pn}7DP’ donde Ap, C Dp, es
un abierto, para cada j € {1,...,n}. Como Dp, es un producto finito, entonces podemos
escribir A p; COMO un producto finito de abiertos, sea A P = Aj X% Ajmj, donde cada
Aj, es un abierto en Dj, y Pj = {j1, ..., jm, }. Asi, T~ (A) = {z € [[,c, D; : 7p,(2) €
Ap,je{l,..n}t ={z e [l;c; D;:m(x) € Ay, 5 € {l,...,n} k € {1,..,m;}} =

poy Ao X T A < T, Dy Como [T Ay x- - < [T, Ay, es un producto
finito, entonces Z~'(A) es abierto en .., D;.

Por dltimo, veamos que 7 es una funcién abierta. Sea A C [];.; D; un subconjunto
abierto. Sin perder generalidad podemos suponer que A = A;, x --- x A; x[[.; Dj,
donde Aj;, C Dj, es un subconjunto abierto. Entonces Z(A) = {y € D, : existe x €
Atal que mp(x) =ypt ={y € Doo 1 yj, € Aj,, i € {1,...,n}} = (A) X -+ X Aj, X

Ijengi,.jy D) N Doc. Por lo tanto I(A) es un subconjunto abierto en De.

Con la notacion anterior, presentamos a continuacion algunos lemas que seran ne-
cesarios para mostrar la siguiente caracterizacion de los espacios determinados por una
estructura celular con sistemas inversos:

Un espacio topolégico X es determinado por una estructura celular si y solo si X es la
imagen perfecta de un espacio topologicamente completo.

Lema 2.5.10. Sea X un espacio topologico y ({D;};ey, F, f) una presentacién de X . Para
cada v € X y P € P, existe un conjunto abierto U C X que contiene a v y tal que
F,NU # 0 solo para una cantidad finita de a € Dp.

Demostracion. Sea © € X. Como f es un mapeo perfecto de F' sobre X, entonces
f~'(z) es un subconjunto compacto de F' C [[;., D;. Sea P € Py x € [[;c,D;j
entonces © € 75" (7p(z)), donde 7p(x) € Dp y 7p(x) es abierto pues Dp es discreto.
Asi, para cada P € P, los conjuntos ng(a), con @ € Dp, forman una cubierta de
[I;c; D; de conjuntos abiertos y disjuntos. Por la compacidad de f ~!(z), tenemos que
f~Y(z) N 7p'(a) # O solo para una cantidad finita de a € Ep. Como F, = f(F N
7p'(a)), entonces x € F, solo para una cantidad finita de @ € Dp, pues si z € F,
para una cantidad infinita de @ € Dp, entonces f~'(z) intersecaria a una cantidad
infinita de 75'(a). Sea A = {a € Dp : v ¢ F,}, como Dp es discreto A es abierto y
cerrado. Entonces 75" (A) es un conjunto abierto y cerrado de [ jes Dj. Como [ es una
funcién cerrada, tenemos que f(75'(A) N F) es un conjunto cerrado de X. Veamos que
f(75'(A)N F) no contiene a z, por contradiccién supongamos que = € f(75' (A) N F).
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Entonces f~'(z) N 75" (A) # (), por lo que existe a € A tal que f~(x) N7p'(a) # 0.
Pero como a € A resulta que » ¢ F, = f(FNnry'(a))y por tanto f~Y(z)Nwp'(a) = 0,
lo cual es una contradiccién. Asi, U = X\ f(75'(A) N F) es un conjunto abierto de X
el cual contiene a x e interseca a una cantidad finita de F,, con a € Dp. [ ]

Lema 2.5.11. Sea X un espacio topoldgico y ({D,} e, F, f) una presentacion de X. Para
cada v € X y cada conjunto abierto U C X que contiene a x existe P € P tal que cada
conjunto F, que contiene a x, con a € Dp, estd contenido en U.

Demostracion. Sea © € X y sea U una vecindad abierta de x. Como f es un mapeo
perfecto f~'(x) es un subconjunto compacto de F el cual estd contenido en el abierto
fHU) C F. Sea Uy un subconjunto abierto en [],_; D, tal que UyN F = f~'(U). Para
cada v € f~!(z) existe P, € P tal que el conjunto abierto 7' (v) de [I;c; D; contiene a
v y esta contenido en Uj. Por la compacidad de f~'(z) existe una cubierta abierta finita
U= {rp (z;) : i € {1,...,n}} de f}(z) tal que U{mp" (z;) : 75 (z;) € U} C U,
donde Pxize Pparaic {1,..,n}.Sea Q =, P, € P. Ahora, si a € D¢ el conjunto
Wél(a) estd contenido en el conjunto abierto y cerrado U{W;Eli (x;) = W;;i(xi) e U}
o en su complemento en [];_; D;. Por lo tanto, si Wél(a) N f~'(x) # (), entonces
Wél(a) NE C f~Y(U). Por lo tanto, si = € F,, para algn a € D, entonces F, CU. ®

Lema 2.5.12. Sea X un espacio topologico y ({D;} ey, F, f) una presentacién de X . Para
cada v € X, n € N yU C X subconjunto abierto que contiene a x, existe P € P tal
que para cada sucesion F,,,...,F, cona; € Dp, x € F,, y F,, | NF, # () para cada
i€ {1,...,n}. Entonces F,, C U para cada i € {1,...,n}.

Demostracion. Aplicaremos induccion sobre n. Notemos que si n = 1 el resultado es
cierto por el Lema 2.5.11. Asi, supongamos que el resultado es cierto para n, mostraremos
que se cumple para n + 1. Sea P € P tal que cada conjunto F;, que contiene a x, con
a € Dp, estd contenido en U. Definamos V' = U\ Up, ¢y ep, Fo- Entonces z € V'y
por el Lema 2.5.10, V' es un conjunto abierto en X. Entonces, por el Lema 2.5.11, existe
() € P que satisface las hipotesis para n y el conjunto abierto V. Sin perder generalidad
podemos suponer que Q > P. Sea F; ,....,F, , con a; € Dg, una sucesién tal que
r€F, yF, NF, #( para cada i € {2,...,n + 1}. Entonces F,, C U para cada
ie{l,..,n+1}. u

Lema 2.5.13. Sea X un espacio topolégico y ({D;};cs, F, f) una presentacion de X. En-
tonces Z(F') = Ex.

Demostracién. Sea = € F. Entonces p(z) € Ep, para cada P € P. Ademas g% (mg(z)) =
7p(z) para cada ) > P. Por lo tanto, Z(z) € E,,. Consideremos ahora y € F,, enton-
ces existe x € [ [,.; D; tal que y = Z(x). Por lo tanto, mp(x) € Ep para cada P € P, es
decir, 75! (7p(z)) N F # () para cada P € P. Como F es cerrado, tenemos que = € F. m

Lema 2.5.14. Sea X un espacio topolégico y ({D;}jcs, F, f) una presentaciéon de X. Para
z,y € F, (Z(x),Z(y)) € r siy solo si f(x) = f(y).
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Demostracién. Notemos que si (Z(x),Z(y)) € r, entonces F ()N Frp(y) 7 0 para cada
P € P. Esto es equivalente a f(F N7y (mp(x))) N f(F N7p' (mp(y))) # 0 para cada
P € P. Por lo tanto, si f(z) = f(y), entonces (Z(z),Z(y)) € r. Supongamos ahora que
(Z(x),Z(y)) € r y que f(z) # f(y). Como la propiedad T’ se preserva bajo mapeos
perfectos, Teorema 1.1.4, existe subconjuntos abiertos y disjuntos U,V C X tales que
f(z) €Uy f(y) € V. Por el Lema 2.5.11, existe P € P tal que f(F Nny'(np(x))) C U
y f(F N7 (mp(y))) C V, lo cual es una contradiccion. |

Veamos ahora que los espacios que tienen una presentacion son determinados por
una estructura celular.

Teorema 2.5.15. Sea X un espacio topoldgico y ({D;};cy, F, f) una presentacion de X.

Entonces {(Ep,rp),gg}pgcj define una estructura celular y el espacio E* = E. /7 es
homeomorfo a X.

Demostracion. Sea = € F., y P € P. Por el Lema 2.5.13, existe y € F tal que i(y) = .
Sea

U=\ J{F. a€Dr f(y) ¢ Fla)}.

Por el Lema 2.5.10, para f(y) y P € P existe un subconjunto abierto A C X que
contiene a f(y) y tal que F, N A # () solo para una cantidad finita de @ € Dp. Entonces
A cC U, F,;, luego A\{F,, : f(y) ¢ F,,,i € {1,...,n}} es un conjunto abierto en X
que contiene a f(y) y no interseca a U. Por lo tanto, la cerradura de U no contiene a
f(y). Por el Lema 2.5.12, para f(y), X\Clx(U) y n = 3 existe () € P tal que para cada
sucesion F,, F,,, F,, con a; € Dg, f(y) € F,, y F,, ,NF,, # 0, tenemos que F,, C U
para cada ¢ € {1, 2, 3}. Sin perder generalidad podemos suponer que () > P. Por lo tanto,
para a € B(xq,2r), f(y) € Fq(,- Consecuentemente, g%(a) € B(xp,rp). Esto significa

que, para cada P € P, existe Q € P con Q > P tal que ¢%(B(zq,2ro)) C B(zp,rp).
Asi, se satisface la condicién 1 de la Definicién 2.5.1 de estrutura celular. Para mostrar la
condicién 2, sea T € E,, y P € P. Entonces, por el Lema 2.5.13, existe y € F tal que
i(y) = Z. Por el Lema 2.5.10, para f(y) y P € P existe un subconjunto abierto U C X
que contiene a f(y) y tal que F, N U # () solo para una cantidad finita de a € Dp.
Por el Lema 2.5.12, para f(y), U y n = 2 existe () € P tal que para cada sucesién
Fu,F., con a; € Dg, f(y) € F,, y Fy, N F,, # 0, tenemos que F,, C U para cada
i € {1,2}. Por lo tanto, f(y) € Fig, para a € B(zq,rq). Luego, FomnU # 0.
Consecuentemente el conjunto g%(B(zq, 7)) es finito. Por lo tanto para cada hilo Z y
para cada P € P, existe Q € P con Q > P tal que g%(B(zq,7q)) es finito. Concluimos
asi, que {(Ep,7p), 9%} pocs define una estructura celular. Como E., = i(F), por el
Lema 2.5.13 e Z es un homeomorfismo, F., es homeomorfo a F'. Ademas la relaciéon r
definida en E, es identificada con la relacion R en F' definida por x y y en F' estan

relacionados si f(z) = f(y). Notemos que como f : ' — X es suprayectiva entonces
F/R = f(F) = X. Por el Lema 2.5.14, tenemos que F,/r es homeomorfo a f(F) =X
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y como las funciones 7 : F,, — E* y f son mapeos cociente, entonces E* y X son
homeomorfos. u

Probemos, ahora si, la caracterizacion de los espacios determinados por una estructura
celular con sistemas inversos.

Teorema 2.5.16. Un espacio topoligico X es determinado por una estructura celular si y
solo si X es la imagen perfecta de un espacio topolégicamente completo.

Demostracion. Supongamos que X es la imagen perfecta de un espacio topologicamente
completo. Entonces, por la Proposicién 2.5.8, X tiene una presentacion y por el Teorema
2.5.15, X es determinado por una estructura celular.

Supongamos ahora que X es determinado por una estructura celular {(G;,7;), g7 Y ic,
entonces X es homeomorfo a G*. Pero como 7 : G, — G* es un mapeo perfecto y G
es un subconjunto cerrado de [];.; G;, tenemos que G* es la imagen perfecta de un
subconjunto cerrado de un producto de espacios discretos. Asi, ({G,};es, Goo, T) €8 una
presentaciéon de G* y por lo tanto de X. Luego, X es la imagen perfecta de un espacio
topolégicamente completo. |
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Capitulo 3

G-estructura celular

En este capitulo definimos lo que serd una estructura celular generalizada a partir de
la definicién de estructura celular dada por E. Tymchatyn y W. Debski. Mostraremos que
se siguen cumpliendo algunas de las propiedades de los espacios determinados por una
estructura celular vistas en el capitulo 2. Ademas, presentamos ejemplos de espacios que
son determinados por una estructura celular generalizada, pero no por una estructura
celular.

3.1. G-estructura celular

Iniciamos esta seccién con la definicion de estructura celular generalizada.

Definicion 3.1.1. Una estructura celular generalizada es una sucesion inversa de grafi-
cas {(Gy,7:), g }ien que satisface las siguientes dos condiciones:

1. Para cada hilo 7 € G y cada ¢ € N existe un j € N tal que j > i y ademds
gi (B(zj,2r;)) C B(xi,rs).

2. Para cada hilo 7 € G, y cada i € N existe un j € N tal que j > iy g/ (B(x;,7;))
es numerable.

Para abreviar diremos simplemente que {(G;,7;), g:*" }icn es una g-estructura celular.

Observemos que los cambios que estamos haciendo, con respecto a la estructura
celular de la Definicion 2.1.1, son: la condicion 2, pues en una estructura celular se pide
que, para cada hilo Z € G, y cada i € N, el conjunto g/ (B(z;,7;)) sea finito para algtn
j > iy en nuestro caso pedimos que sea numerable; y no pedimos que los conjuntos G;
tengan asociada una topologia, a diferencia de la Definicion 2.1.1, donde se pide que los
conjuntos (G; sean discretos.

Veamos el siguiente ejemplo de una g-estructura celular.

45
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Ejemplo 3.1.2. Consideremos, para cada i € N, el conjunto G; = N y definamos la relacion
ri={(n,n):neGIU{2 n+k27 ' m+k):n,meN,0<k < 27"} Para cada
i €N, sea g¢ la funcién identidad y g'** : Gi11 — G, definida por g'**(n) = n.

7 (2

Notemos que, para cada i € N, la relacion r; es reflexiva y simétrica. Asi, para cada
i € N, (G;,r;) es una grafica. Ademas, por definicion de las funciones g! y gf“, tenemos
que {(G;,73), g- }iew satisface las dos primeras condiciones de sucesién inversa. Veamos
que se satisface la tercera condicion de sucesion inversa. Sea (2" 'n+k, 2" 'm—+k) € r; 14,
entonces (¢:7(n), g™ (m)) = (27 'n+k, 27 m+k) € 1. Asi, {(Gy,75), 97 Hiew define
una sucesion inversa de graficas. Notemos que B(xz;, ;) = B(xj,2r;) para cada z; € G;
y j € N. Por lo tanto se satisface la condicion 1 de la definicién de g-estructura celular.
Ademas, como cada G; es numerable y B(z;,7;) C Gj, se tiene que B(z;,r;) es
numerable para cada ; € G, con j € N. Concluimos que {(G;,7;),g:"'}ien es una
g-estructura celular.

Observacion 3.1.3. Observemos que en la demostracion de que r es una relacion de equi-
valencia no se utiliza la condicion 2 de la Definiciéon 2.1.1 de estructura celular, ver [7, Lema
3.1]. Por lo tanto, dada una g-estructura celular {(G;,7;), g™ }ien la relacién r sigue siendo
una relacion de equivalencia.

Definicién 3.1.4. Sea {(G;,1;), gf“}ieN una g-estructura celular. Si cada conjunto G;
tiene asociada una topologia 7;, definimos G* como el espacio cociente G /r con
la topologia cociente, donde G, tiene la topologia inicial con respecto a la inclusion
L Goo — Hfil Gz

Denotaremos por 7 : G, — G* al mapeo cociente.

Definicion 3.1.5. Un espacio topologico X es determinado por la g-estructura celular
{(Gi, i), g Yien si es homeomorfo al espacio cociente G*.

Veamos un ejemplo de un espacio determinado por una g-estructura celular.

Lema 3.1.6. El conjunto de los niimeros naturales N es determinado por una g-estructura
celular.

Demostracién. Consideremos la g-estructura celular {(G;,7;), g:"'}ien definida en el
ejemplo 3.1.2 y consideremos G; con la topologia discreta para cada i € N.

El subespacio G, C [],. G es el conjunto de los niimeros naturales con la topologia
discreta, pues si © € G entonces g; *(z) = {(z,7,2,..)} C G, por lo tanto cada
xr € (G determina un Gnico punto (x,z,z,...) en G y ademas, {(z,x,z,...)} es un
subconjunto abierto de G,. Mostraremos que 7 : G, — G* es un homeomorfismo.
Como 7 es un mapeo cociente, 7 es continua y suprayectiva. Veamos que 7 es inyectiva.
Sean T = (71,%2,3,...) Y § = (Y1, Y2, Vs, ...) puntos distintos en G, entonces existe
i € N tal que x; # y;. Si (x;,y;) & ry, (ZT) # 7(y). Asi, supongamos que (x;,y;) € 73,
entonces 7; = 2°7'n + k y y; = 2°"'m + k. Sin perder generalidad supongamos que
n>m.Ask Tivnom =27+ kY Yiinom = 27 m + k. Pero 7y = {207 In +
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k20t bm + k) :m,n € N0 < k < 2™~ 1} Comon—m >0,i+n—m—1#
i — 1. Luego, (Titn—m,Yitn-m) ¢ Titn-m, de modo que 7(Z) # m(y). Por lo tanto, 7
es inyectiva. Ahora, como G, tiene la topologia discreta, para cualquier subconjunto
m(A) C G* con A C G abierto, se tiene que 7 *(7(A)) es un abierto en Go.. Asi,
7m(A) C G* es abierto para cualquier subconjunto A C G, abierto, es decir, 7 es abierta.
Concluimos que 7 es un homeomorfismo y por lo tanto, G* es homeomorfo N con la
topologia discreta. |

Veamos ahora un ejemplo en el que las graficas (G; no necesariamente tienen la
topologia discreta.

Ejemplo 3.1.7. Para cada i € N, consideremos G; = |0, 1] con la topologia usual y de-
finamos la relacion r; = {(z,z): 2 € [0,1]} U {(z,1—2),(1—=z,2):2€ (0,1)} U
{(O, %) , (%, O) , (%, 1) , (1, %) } Sea g: la funcién identidad para cada i € N y
x s1 X € [O, %)
i1
g (z) =
l—z si ze[51].

Ver figura 3.1. Entonces G* es homeomorfo a S*.

n¥

=)
N[ —f—
—_

Figura 3.1: Gréfica de la funcién gt

Por definicion de r; tenemos que la relaciéon r; es simétrica y reflexiva, por lo que
(G, ;) es una grafica para cada i € N. Ademas, por definicion de las funciones g y gt
se satisfacen las condiciones 1y 2 de sucesion inversa.

Sea i € N fijoy z,y € G4, tales que (z,y) € r;,1. Entonces se tienen cuatro casos:

y:m,yzl—xconme(0,%),x=0yy:%yleyy:l.Consideremoselcaso

x = 7, entonces g. " (z) = g™ (y) y por lo tanto (gf-url(x),gfr (y)) € r;. Supongamos
ahora que y = 1—x con = € (0,1), entonces g/ "' (z) = 2 y g/ (y) = 1 —, asi tenemos

que (¢ (x), 9 (y)) = (2,2) € r. Parael caso v = 0y y = %, tenemos ¢! (0) = 0
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z—i—l( ) 1 i+1 i+1

y g; = 5, asi (g7 (x),9; " (y)) € r;. Por dltimo, si x = 1y

27
;" (1) = 0y g;"'(3) = 3, asi tenemos que (g;' (), 5" (y)) = (0, 3
(0)

se satisface la cond1c1on 3 de la definicion de sucesion inversa, lueg
es una sucesion inversa de graficas.

Yy = %, entonces
€ r;. Por lo tanto,

{(Gia 7”1')7 g§+1}ieN

Considerando que cada G; tiene asignada la topologia usual del intervalo [0, 1], vea-
mos que G, es homeomorfo al intervalo [O, 2} Definamos [ : [ ,ﬂ — G4 co-
mo f(z) = (x,z,x,...). Es claro que f es inyectiva, pues si =,y € [0, %} son tales
que = # y, entonces (z,z,x,...) # (Y,Y,V,...). Para ver que f es suprayectiva, sea
T = (21,%9,23,...) € Goo, si T, € %,1] para algin n € N, entonces x,; no esta
definido, ver figura 3.1. Asi z,, € [0,% y por definicién de la funciéon ¢!, x,1 = z,.
Luego, © = (1,1, 1, ...). Por lo tanto, f(x1) = Z, es decir, f es suprayectiva. Veamos
que f es continua, sea A = (A; x --- x A, x [[,c5[0,1]) N G un abierto bésico en
Go donde A; C [0,1] es un abierto, para cada ¢ € N. Entonces f~1(A) = N, 4
y por lo tanto, f~!(A) es abierto, es decir, f es continua. Para ver que es abierta, sea

1 : . . 1 _
(111 Lo} G bt 10 o s en . Conlimos
5> [ien 0, o , o que
hm{Gl, gt} ien es homeomorfo al intervalo [0, %} con su topologia usual.

Asi, si Z = (21,22,23,...) es un punto en G, entonces z; € [0, 3] para cada
i € N. Mostraremos que se satisface la condicién 1 de g-estructura celular, sea i €
N. Consideremos T € G, tal que z; € (O, %), entonces B(x;,r;) = {z;,1 —x;} y
B(z;,2r;) = {x;,1 — z;}. Por lo tanto, B(z;,2r;) = B(x;,7;) y como para cada = €
B(x;, ;) se satisface (¢¢_,(z),x;) € r;_1, entonces g/ ,(B(z,2r;)) C B(x,r;_1). Ahora,
si T € Gy es tal que x; = ;, entonces B(x;,r;) = {O, 2,1} y B(x;,2r;) = {O, 55 }
Esto implica que g!_,(B(x;,2r;)) = {0,1}, de modo que gi_,(B(z,2r;)) C B(z,7i_1).
Por tultimo, consideremos € G tal que xz = 0, entonces B(x;,r;) = {O,%} y
B(x;,2r;) = {O, 55 1}. Luego ¢!_(B(x;,2r;)) = {O, 2} = B(x;,r;—1). Concluimos asi
que, se satisface la condicion 1 de g-estructura celular. La condicion 2 se sigue del hecho
de que B(z,7;) es finito para cada i € N y para cada z € [0, 5]. Concluimos asi que
{(Gi,7i), g }ien define una g-estructura celular.

%) entonces r =
(x,z,x,...) solo estd relacionado consigo mismo y los puntos % (%, %, %, ) y 0 =
(0,0,0,...) estan relacionados, por lo tanto se tiene que en G, la Gnica relacién no
trivial es entre 0 y 1. Asi, G* es homeomorfo a S*.

Considerando la relacion r en G, tenemos que si x € (O,

Observacion 3.1.8. En el ejemplo 3.1.2 las funciones de ligadura son iguales a la funcion
identidad. Pero, dada una sucesion de grdficas {(G;,1;)}ien, definiendo las funciones de
ligadura gi** como la funcién identidad, no siempre se tendrd que {(G;,7;), g:' }ien defina
una g-estructura celular. En el ejemplo 3.1.7 consideramos g\ la funcién identidad y sea

= (0,0,0,...) € Goo. Observemos que, para cada i € N, B (0, 2r;) = {0, 3 1, 1}. Entonces,
para cada i >4, gl(B(0,2r;)) = {0, 4, 1}. Asi, no existe j > i tal que g](B(0,2r;)) C
B(0,r;) = {0, 2} es decir, no se satisface la condicion 1 de la Definicion 3.11.
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La siguiente proposicion se sigue de las definiciones de estructura celular y g-
estructura celular.

Proposicion 3.1.9. Si X es un espacio determinado por una estructura celular, entonces X
es determinado por una g-estructura celular.

Demostracion. Sea X un espacio determinado por la estructura celular {(G;, 7;), - }ien
(Definicion 2.1.1). Entonces, para cada T € G, e i € N, existe j > i tal que glij (B(z,11))
es finito y por lo tanto, numerable. Asi, {(G;,7;), "™ }ien define una g-estructura celu-
lar. Ademas, cada G; tiene asociada la topologia discreta y como X es homeomorfo al
espacio cociente G*, tenemos que X es determinado por una g-estructura celular. |

En los ejemplos anteriores se satisface la condicion 2 de estructura celular (Definicion
2.1.1), veamos ahora un ejemplo de un espacio determinado por una g-estructura celular,
la cual no es estructura celular pues no satisface la condicion 2 de la Definicion 2.1.1.

Sea {Sk}ren una coleccion disjunta de circulos de radio 1, con la topologia que
heredan de R?. Sea p, € Sj un punto fijo en cada una de las circunferencias. En la
union disjunta de los circulos, que denotaremos por LxenSk, consideremos la topologia
usual donde un conjunto A es abierto si h,'(A) es abierto para cada k € Ny h :
Sk — UgenSk son las inclusiones. Consideremos en L,cnSy la relacion de equivalencia
dada por R = {(x,x) : © € Sk} U{(pi,pj) : Vi,j} v sea ¢ : UpenSk — UkenSik/R la
funcion cociente, la cual identifica a todos los p como un solo punto . Si tenemos una
coleccion finita de 4 circulos la representacion del espacio cociente es como se muestra
en la figura 3.2. El espacio cociente LiyenSi/R denotado comtnmente por \/, Sk es
llamado el coproducto reducido, ver [1, Definicién 2.6.1].

Ejemplo 3.1.10. El espacio \/,._ Sk no es completamente metrizable, pero si es determinado
por una g-estructura celular.

g, o2 S g,

0000~ ©

= [pi] i€{1,2,3,4}

Figura 3.2: Representacion sobre el plano de la identificacion que hace la funcion g,
considerando tinicamente 4 espacios.

Sea \/, .y Sk, veamos primero que \/, _ Sk es un espacio no metrizable. Supongamos
que existe una base de vecindades numerable {u;};cn en el punto z. Como ¢ '(uy)
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es un abierto en LlgcySy, entonces qil(uk) N S es un abierto en Si. Entonces para
k € N existe un r;, > 0 tal que B(py, 1) C q¢ '(ug) N Sy. Para k € N, sea g, = =,
Notemos que ¢~ (¢ (Uyery Bk €x))) = Upen B(pr: €x) v por definicion de la topologia
cociente, ¢ (Uycn B(Pk,€x)) es un abierto en \/, Sk, el cual no contiene a ninguno
de los elementos de la base {;}ien, pues si w; C ¢ (Upey B(Pr,€x)) se tiene que
¢ " (wi) € ¢ (g (Upen B(prs£1))). Por lo tanto ¢~ ' (u;) N S; € B(pi, ;) = B(pi, 5), lo
cual es una contradiccion, pues B(p;, %) € B(p;,7;) C ¢ ' (u;) N S;. Concluimos que g
no tiene una base de vecindades numerable, es decir, X no es primero numerable y como
todo espacio métrico es primero numerable, entonces X no es un espacio metrizable.

Ademas, \/, .y Sk no es secuencialmente compacto y tampoco compacto. Ya que si
consideramos {z, },en la sucesion de puntos antipodales a z, entonces {x,},en noO
tiene una subsucesion convergente y por lo tanto X no es secuencialmente compacto.
Para ver que X no es compacto consideremos la cubierta abierta {Si\{zo}}ren U {A},
donde A es un abierto que contiene a x, pero que no contiene a ninguna Sy, entonces
esta cubierta no tiene una subcubierta abierta finita.

Construiremos ahora la g-estructura celular que determina el espacio \/,y Sk, para
lo cual, definamos los siguientes conjuntos:

G ={Sk:keN}, Go=Upen{{e" € Sr:se (LD} ia= O 1} y en gene-
ral para cadan € N, G, = ;.o {{627”5 €S,:s€ [2n“ r, &£ atl } a= L2nl - 1}

En cada G; consideremos la topologia discreta. Para cada i € N, deﬁnamos la relacion
r; en G; como 1; = {(A, B) € G; x G; : AN B # ()}. Notemos que cada r; es simétrica
y reflexiva, entonces {(G};,7;)}ien es una sucesion de gréficas. Definamos ademas, las
funciones g:*' : G;,1 — G; tales que envien cada subconjunto A en G, en el subcon-
junto en G; que lo contiene, esto es, g:"'(A) D A y definamos ¢! la funcién identidad
para cada i € N.

Veamos que {(G},7;), g:"" }ien satisface las tres condiciones de la definicion de suce-
sién inversa de graficas. Por la definicién de las funciones g! y g/' se satisfacen las dos
primeras condiciones. Para verificar la condicion 3 sea (A4, B) € 7,1, entonces ANB # ().
Como A C g™ (A) y B C ¢g"™'(B), tenemos que g:"'(A) N g:™(B) # (). Por lo tanto
(g7 H(A), g7 (B)) € 1y Asi, {(Gy,75), g7} define una sucesion inversa de gréficas.

Mostraremos ahora que se satisface la condicion 1 de g-estructura celular. Tomemos
T = (x1,%2,23,...) en G y fijemos un ¢ € N. Sea A € B(x;11,2r;+1), entonces existe
B € B(wiy1,7i41) tal que ANB # 0y BNa;y1 # 0, por definicién de las funciones gt
tenemos que g;"'(A) = g;"'(B) 6 g;"'(B) = g;"' (zi11). Si g;"(A) = ¢;*'(B), enton-
ces gL (A) N g (z1,1) # B, por lo tanto g1 (A) € Bz, ). Si g (B) = it (i),
entonces gt (A) N gt (wi41) # O, por lo tanto g™ (A) € B(z;,7;). Concluimos que
G (B(wiy1,2ri41)) C Blag,ry).

Para verificar que la condicién 2 de la Definicion 2.1.1 de estructura celular no se
satisface, consideremos T = (x1, 22, x3,...) € G tal que z¢ € z;, para cada i € N,
recordemos que cada x; € GG; es un intervalo. Para cada i € N fijo y S, con k € N, existe
al menos un y¥ C Sy que contiene a 7 y tal que y* € G;. Como estamos considerando
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una cantidad numerable de S, entonces B(z;, ;) es numerable para cada i € N. Ademas
para i > 2, si y;, z; € B(x;,7;) son tales que y; # z;, entonces g¢_(y;) # g._,(z;). Por
lo tanto g!_,(B(z;,7;)) sigue siendo numerable, es decir, se satisface la condicién 2 de
g-estructura celular pero no la condicion 2 de estructura celular.

Mostraremos ahora que G* es homeomorfo a \/, _ Sk, es decir, \/, . S esta deter-
minado por g-estructura celular {(G;,7;), ¢ }ien.
Definamos ¢ : G* — \/, .y Sk por ¢(m(Z)) = p, donde p € (|, .yTi ¥ T =

(1, 22,3, ...) € Gu.
T
G > G

\/keN Sk

Veamos que ¢ estd bien definida. Sea p € (),cn i ¥ ¢ € Vyen Sk \{P}. Sip,q € Sk,
como Sj, tiene la topologia que hereda de R?, d(z,y) > 0. Sea j € N tal que 57—~ <
d(p, q). Como la longitud del intervalo z; es 5iv, ¢ ¢ x;, entonces ¢ ¢ (), @i Si
q € Smyp € Sy conm # k, entonces ¢ ¢ 1. Por lo tanto, ¢ ¢ (1),. ;. Lo anterior
implica que ﬂieN x; = {p}. Para ver que ¢ es inyectiva, sean T,y € G, tales que T ~ ,
entonces existe un 7 € N tal que z; Ny; = (). Esto implica que si {g} = [,y ¥, entonces
q & x; y por lo tanto g ¢ (), 2i. Por lo tanto (,. ¥ 7 [,y i- De esto tenemos que
o(m(Z)) # @(m(y)), es decir, ¢ es inyectiva.

Veamos que ¢ es suprayectiva. Sean p € \/,Si\{zo} v 4 = {F € G; :
p € F}. Consideremos la sucesion inversa de graficas {(A;,7]4,), 9/ 4} Vv A =
{fiﬂ{(Ai, 7ila.), 97 4, bien. Como, para cada i € Ny cada a € S;, a pertenece a lo mas

a dos intervalos en G, tenemos que A; es finito y no vacio. Por lo tanto, g/(A;) es finito
y no vacio lo cual implica que A, # (. Sea T € A, entonces p € z; para cada i € N,
por lo que p € (),.y %i, de donde se sigue que p = ¢(7()). En el caso p = x, basta
tomar 7 tal que z; = {€*™ : s € [0, 71 }, el cual satisface que (7 (Z)) = .

Para mostrar que ¢ es continua probaremos la continuidad de ¢ o 7 y como 7 es
continua tendremos la continuidad de ¢. Sea A un subconjunto abierto y no vacio en
Vwex Sk- Por definicion de ¢ y 7, tenemos que (pom) 1 (A) ={Z € G : (pom)(Z) €
Al ={z€Gx m(T) e (A)}={2€ G : (T,9) €Ty en ¥ C A}.

Sea zZ € (¢ om) '(A), entonces existe W € G tal que (Z,@) € ry [,cyws C A
Sea (,cy wi = {q}. Como A es abierto y no vacio en X, entonces existe un k € N tal
que AN S, # 0. Luego, existe » € N tal que B (q, 2—1T) C Sy,y B (q, 2—1T) C A. Como
MNiey Wi C Wy42 tenemos que w,.> C B (g, 5 ). Ademas, w2 N 2,42 # 0 y la longitud
de w,12 es 547, entonces z.4o C B (q,5). Pero g, 5(2042) C (p o m) 7 (242) C
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(pom) ™ (B(a,5)) C (pom) H(A)y Z € gria(2r42). Por lo tanto, 7 € g l5(242) C
(pom) ' (A), es decir, (p o) !(A) es un conjunto abierto.

Definamos la funcion ¢ : \/, Sk — G* por ¢(p) = 7(Z) tal que [,cy @i =
{p}. Veamos que ¢ es la funcion inversa de ¢. Sea p € \/, . Sk, por definicion de ¢,
¢(p) = m(7) donde T € G y (e ¥ = {p}. Por definicién de ¢, (7 (7)) = ¢ donde
q € [\;en %i- Como ;. z; = {p}, resulta que p = ¢. Consideremos ahora, 7(z) € G*
donde 7 € (. Por definicion de ¢, ¢(m(z)) = p, donde p € [,y =i Por lo tanto,
para cada i € N, p € x;. Ahora, por definicion de ¢, ¢(p) = m(y) donde § € G ¥y
Mien ¥i = {p}. Luego, para cada ¢ € N, p € ;. Asi, para cada i € N, z; Ny; # 0. Por lo
tanto, (y,Z) € r, es decir, 7(z) = (7).

Para mostrar que ¢ es un homeomorfismo probaremos que ¢ es continua. Sea A un
subconjunto abierto en G*. Mostraremos que el conjunto ¢~ '(A) = {p € X : {p} =
(Nien %, para algin T € 7= '(A)} es abierto en \/,_y Sk.

T
G >

T¢
VkeN Sk

Sea p € ¢~ *(A), consideremos B = {Z € Go : ;e 2i = {p}}. Como B C 7~ *(A),
el cual es un abierto, entonces para cada 7 € B existe g; ' (z;) tal que 7 € g; '(;) C
71 (A), luego p € z, y (g (z)) C A

Veamos primero que ¢(z;) = 7(g; ' (;)). Sea 7(z) € ¢(x;), entonces Njen 25 C Ti
y existe un w € 7(Zz) tal que w; = ;. Luego w € g; ' (z;), lo cual implica que 7(w) €
m(g; 1(7;)). Como 7(w) = 7(2), resulta que 7(2) € 7(g; ' (x;)). Consideremos ahora
m(2) € n(g; *(x;)), entonces existe w € 7(Z) tal que w € g; *(z;). Luego z; = w; y
como (e w; C w;, tenemos que {w} = [\;cyw; C ;. Por lo tanto ¢(w) € ¢(x;), lo
cual implica que 7(z) € ¢(x;).

Supongamos primero que p # x, entonces p € Si para algin k € N. Como ca-
da punto de S, pertenece a lo mas a dos intervalos en (), entonces existen a lo
mas dos puntos en B. Consideremos primero el caso en que solo existe un punto
y € G tal que (\;cyy; = {p}. Dado que z; € G;, podemos suponer que z; =
{e*mis: s € [%,g%ﬂ} Como p € x;, entonces p € {62’”5‘: s € (3%, %)}, ade-
mas ¢ ({ezms 1S E (%, gi,ll)}) C ¢(x;), entonces ¢ ({627”3 1S € (2;‘11, gi,ll)}) C
m(g; ' (2;)) C A. Por lo tanto, p € {€*™ : s € (5%, %4)} C ¢7!(A).

Si existen dos puntos 7 y § en B tales que (o y; = {p} ¥ ;e @ = {p}, entonces

jeN

p pertenece a xr; = {627Ti3 HENS [2%1, ;%H} yay = {62”5 HENS [21%, %} }, ademas

ambos estan contenidos en alguna Sy. Como x; y y; solo se intersecan en un punto,
- a+1 2

b
sin pérdida de generalidad podemos suponer que p = ™21 = ¢*™%i-T_ Por lo tanto,

{e*™ s € (F45,p]} y {7 s € [p, &)} satisfacen que {e*™*: s € (5%,p]} U
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emis L g ¢ btl es un abierto en Si. Adem4s, se tienen las siguientes conten-
p7 2t 1 k g

ciones: ¢ ({€*™* : s € (5%,p|}) C 7(g " (w:) € Ay ¢ ({7 :s€[p 2th)}) C
7(g; ' () C A, entonces {€*™* : s € (5%,p]} U {e*™™ :s € [p, ZE)} C o7 (A).
Por dltimo, si p = zy, B contiene una cantidad numerable de puntos, y de for-
ma analoga al caso anterior para cada S, podemos encontrar subconjuntos de la forma
{eis s € (52,p] by {€¥ i s € [p, %)} tales que si Ay = {€¥™ i s € (525,p] U
{62”5 1S € [p, l’z’“—ﬂ)}, entonces Ay es un conjunto abierto en S, y A, estd contenido
en ¢~ 1(A). Por lo tanto, si definimos V' = Ll enAg tenemos que ¢(V) es un conjun-
to abierto en X contenido en ¢~ '(A). Concluimos que ¢ es continua, luego ¢ es un

homeomorfismo. Por lo tanto X esta determinado por una g-estructura celular.

Notacién: Dada una g-estructura celular, {(G;,7;),g: " }icn, a los elementos de G*
los denotaremos por 7(Z) o [Z].

Enunciamos el siguiente resultado de topologia general, el cual utilizaremos en la
siguiente proposicion.

Teorema 3.L11. (/9], Teorema 3.8.4, pdg. 192). Sea X un espacio Lindelof y A C X un
subespacio cerrado, entonces A es Lindelof.

Sea {(Gy,73), 9" " }ien una g-estructura celular donde cada G; tiene la topologia
discreta. Veamos ahora algunas propiedades del espacio cociente G*.

Proposicion 3.L12. Sea {(G;,7;),g: " }ien una g-estructura celular donde cada G; tiene
la topologia discreta. Entonces, para cada T € G, B(Z,r) es un espacio Lindeldf.

Demostracion. Sea © € (G, entonces para cada i € N existe un j € N tal que
gl (B(xj,7;)) es numerable. Sea B; = ¢/(B(z;,7;)) para cada i € N. Mostraremos que
cada B; es un espacio regular y o-compacto y por el Teorema 1117, tendremos que
[Licy Bi es un espacio Lindelof. Ademas, por el Teorema 3.111, tendremos que B, es
Lindel6f. En este caso B; es regular, pues cada G; tiene la topologia dicreta y por lo tanto
es regular. Ademas, como cada B; es numerable, se tiene que es la unién de una cantidad
numerable de espacios compactos, donde cada compacto contiene un solo punto. Por ser
B; un espacio Ty, es o-compacto. Como By, = {7 € Go : yi € g/ (B(x;,75))}
{4 € Goo = yi = g} (2;) con (z;,2;) € rj, paracadai € N} = {§ € Go : (yi, ;)
r;, para cada i € N} = B(Z,r), entonces B(Z,r) es un espacio Lindelof.

m M

Lema 3.113. Sea i € N y & = (x1,x9,23,...) € Gu. Entonces el conjunto A,, = {[z] €
G* : (zi,7;) € 1; y existe j € N tal que (zj,w;) & r;,YVw € g; ' (B(x, 2ri)\B(x;,7:))} es
un abierto en G* que contiene a [Z].

Demostracion. Sea w = (wy,wsy, ws,...) € 7 '(A,,), entonces [w] € A,.. Luego,
existe p € [w] tal que (p;,z;) € vy j € N tal que (pj,y;) ¢ r; para cada § €
g; H(B(z4,2r;)\B(z;,7;)). Por la condicién 1 de g-estructura celular, para p y j, existe
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k € N tal que gf(B(pk,Qrk)) C B(pj,rj).

Mostraremos que W € g ' (wy)Ng;  (B(x,7:)) C 7 1(A,,). De la definicién de g; ' (wy,)
se tiene que w € g; ' (w},). Asi, solo tenemos que probar que w € g; ' (B(z;,7;)). Supon-
gamos que W ¢ g; ' (B(z;,7;)). Como (p, W) € r, entonces (p;, w;) € r; y como (p;, 7;) €
r;, tenemos que w; € B(x;,2r;)\B(x;,7;). Por lo tanto w € g; ' (B(x;, 2r;)\B(ws,75),
lo cual implica que (w;,p;) ¢ r;, contradiciendo que (w,p) € r. Asi, concluimos que
@ € g (wy) N g7 (B(wi,4))-

Consideremos ahora @ € g; ' (wy)Ng; ' (B(zi, 7)) y supongamos que para cada j € N
existe j € g; ' (B(ws,2r;)\B(z;, 1)) tal que (uj,y;) € rj.Sea y € g; ' (B(zy, 2r:)\B(zi, 1))
tal que (yg, ux) € 7. Como uy, = wy, entonces (yx, wx) € 1 y como (w, p) € r, entonces
(wk, pr) € 4. Por lo tanto y;, € B(py, 2r1), lo cual implica que (g} (yx), p;) = (y;,p;) €
r; contradiciendo la eleccion de j. Luego, existe j € N tal que (u;,y;) ¢ r;, para cada
y € g; ' (B(z4,2r;)\B(x;,7;)). Concluimos que [u] € A,,, es decir, 4 € 7 1(A,,).

Por tltimo, notemos que 7 € g; " (B(z;,7;)) y si w € g; '(B(x;, 2r;)\B(zi,7;)), entonces
(wj, x;) ¢ r;. Por lo tanto [Z] € A,,. u

Proposicién 3.L14. Sea {(G;,7;), 9. }ien una g-estructura celular donde cada G; tiene
la topologia discreta. Entonces el espacio cociente G* es un espacio T,.

Demostracion. Sean 7(Z) y 7(y), donde Z,y € G, elementos distintos en G*. En-
tonces (z,y) ¢ r, por lo tanto, existe ¢ € N tal que (z;,y;) ¢ 7. Por la condi-
cion 2 de g-estructura celular, tenemos que para ese i y 7, existe j € N tal que
gl (B(x;,2r;)) C B(x;,7;). De forma andloga, tenemos que para i y §, existe k € N
tal que gF(B(yk,2r1)) C B(yi,r;). Sea jo = méax{j, k}, entonces g (B(z,,2r5,)) C
B(zi, i)y 9°(B(yjo,27,)) C B(yi, ;). Para ese jo, existe ky € N tal que kg > jo
y gfg(B(xkO,QrkO)) C Bl(xj,,7j) ¥ ng(B(yko,Zrko)) C B(yj,,7,)- Consideremos los
siguientes conjuntos:

Auy, =1{[2] € G": (21, Thy) € Ty y existe j € N tal que (25, w;) & 1y,
Vw € gk_ol(B(xkov 2rk())\B(xko> Tko))}’

Byk0 ={[z] € G* : (2ky, YUky) € Tk v existe j € N tal que (z;,w;) & r;,
VU_) e g];(}(B(ka, QTkO)\B(ykov ,rko))}-

Por el Lema 3113, A;, y B, son conjuntos abiertos en G* que contienen a (%)
y 7(y), respectivamente. Mostraremos que Axko y Byk0 son disjuntos. Supongamos que
existe [z] € G* tal que [z] € A, N B, , entonces existen w y @ en [Z] tales que
(Whyy Thy) € Tho ¥ (Ukgs Yko) € Tho- C(zmo (Wi, ,kuko) € 1y, entonces wy, € B(Yk,y, 27k, )-
Por la eleccion de ko, resulta que (g; (wx,), 950 (Uky)) = (Wjy,Yj,) € 7j,- Ahora, como
(Why, Try) € T, entonces (wj,,zj,) € 7j,. Por lo tanto, y;, € B(xj,,2r;), lo cual
implica que (¢7°(vyj,), 97°(xj,)) = (yi, x;) € r; contradiciendo la hipétesis. Por lo tanto,
Agy,, N By, = 0.
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En el Teorema 2.3.4 se prueba que dada una estructura celular {(G;,7;), g™ }ien,
el mapeo cociente 7 : G, — G* es perfecto y por lo tanto, cerrado. Pero, en el caso
de g-estructuras celulares existen ejemplos en los que el mapeo 7 no es cerrado, como
veremos en el ejemplo 3.1.21. Asi, tiene sentido preguntarnos si existen condiciones con
las que el mapeo 7 sea cerrado. En el Lema 3.1.16, damos una condicién para que el
mapeo 7 sea cerrado. Para su demostracion utilizaremos la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1.15. ([9), Proposicion 2.4.9, pag. 92). Sea X un espacio topologico y ~ una
relacion de equivalencia. Los siguientes enunciados son equivalentes:

» El mapeo cociente q : X — X/ ~ es cerrado (abierto).

» Para cada conjunto abierto (cerrado) A C X, la unién de todas las clases de equiva-
lencia que estan contenidas en A es un abierto (cerrado) en X.

Lema 3.1.16. Sea {(G};,1;), ng}ZEN una g-estructura celular donde cada G; tiene la topo-
logia discreta. Para cada T € G, y para cada subconjunto abierto A C G, que contiene a
B(z,r) existe j € N tal que B(g; ' (x;),7) C A si y sélo si el mapeo cociente w : Go — G*

es cerrado.

Demostracion. Supongamos que para cada T € (GG, y para cada subconjunto abierto
A C Gu que contiene a B(Z,r) existe j € N tal que B(g; ' (z;),7) C A. Sea A C G
un subconjunto abierto no vacio y definamos B = {zZ € G, : B(z,r) C A}. Si z € B,
entonces B(Z,7) C Ay por la hipétesis existe j € N tal que B(gj_l(zj), r) C A. Veamos
que g;'(z;) C B. Tomemos jj € g; '(z;), entonces §j € Ay si (w,y) € r, entonces
w € B(g; ' (z),7) y por lo tanto @ € A. Lo anterior implica que B(jj,r) C Ay por tanto
y € B. Concluimos asi que gj_l(zj) C B, es decir, B es abierto y por la Proposicion 3.1.15
tenemos que 7 es un mapeo cerrado. Supongamos ahora que 7 es un mapeo cerrado.
Sea A un subconjunto abierto en G, que contiene a B(Z,r), entonces tenemos que
B ={z € Gy : B(z,r) C A} también es abierto. Luego, como = € By B es abierto,
entonces existe un j € N tal que gj_l(xj) C B. Por lo tanto, para cada y € gj_l(xj)
tenemos que B(jj,r) C A, consecuentemente tenemos que B(g; '(z;),r) C A. n

En [8, Lema 3.5], se muestra que para los subconjunto abiertos A en G, que son
de la forma 7~ !(B), donde B es un subconjunto de G*, existe un j; € N tal que
g; '(B(z;j,7;)) C A. Por lo tanto, B(g; '(x;),r) C A, pues si z € B(g; '(x;),7), en-
tonces (z,w) € r para algin @ € g;'(z;). Luego, w; = x;, entonces (z;,z;) € 7},
es decir, z; € B(xj,r;). Asi, g;'(z) C g; ' (B(zj,r;)), de donde obtenemos que
z € gj_l(B(xj,rj)) C A. Pero, no todos los abiertos de GG, son imagenes inversas
de subconjuntos de G*. El Lema 3.1.16 nos dice que si tenemos una estructura celu-
lar, en general para cualquier abierto A C G, podemos encontrar un j € N tal que
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B(gj_l(xj), r) C A, esta condicion también implicara que, en el caso de g-estructuras ce-
lulares, podemos construir una base para la topologia de G*, como lo muestra la siguiente
proposicion.

Proposicién 3.117. Sea {(G;,7;), 9. ' }ien una g-estructura celular donde cada G; tiene
la topologia discreta. Si para cada & € G, y para cada subconjunto abierto A C G, que
contiene a B(z,r) existe j € N tal que B(g; ' (x;),r) C A, entonces

{G"'\7(G\A) : A es abierto en G}
es una base para la topologia de G*.

Demostracion. Sea [z] € G* y U C G* un subconjunto abierto que contiene a [Z].
Como 7 '(U) es abierto en G, entonces para cada y € B(Z,r) existe i; tal que
97 (Yiy) C 71 (U). Sea V = U{g;. (vi) : 5 € B(z,7) y g;. (yi,) € 7 '(U)}, enton-
ces V es un abierto en G, que contiene a B(Z,r) y estd contenido en 7' (U). Por
lo tanto Go,\V C G, \B(Z,r), luego B(Z,r) N (Gs\V) = 0. Lo anterior implica que
[Z] ¢ 7T(Gx\V), entonces [Z] € G*\7(Gx\V). Por otro lado, como Go \m*(U) C
G \V, entonces T(Go\m 1 (U)) C m(Gux\V). Veamos ahora que 7(7~'(G*\U)) =
G*\U. Sea [z] € G*\U, entonces 7 '([z]) = B(z,r) C 7 *(G*\U). Por lo tanto, si
y € B(z,r), n(y) € n(m ' (G*\U)), lo cual implica que [z] € 7(7x ' (G*\U)). Pa-
ra la otra contencion, sea [z] € w(7~*(G*\U)), entonces existe y € 7 *(G*\U) tal
que (Z,y) € 7. Luego, m(y) € G*\U y por lo tanto, [z] € G*\U. Ademas, como
(G \m 1 (U)) = m(7x 1 (G*\U)), resulta que G*\m(G\V) C U. Por el Lema 3.116,
tenemos que 7(Go\V) es un subconjunto cerrado y por lo tanto, G*\7 (G \V) es
abierto. |

Incluimos el siguiente resultado que utilizaremos en la Proposiciéon 3.1.19.

Teorema 3.1.18. ([9], Teorema 1.5.20, pag. 46). Las clases de espacios T, Ty y perfectamente
normales son invariantes bajo mapeos cerrados.

Proposicién 3.119. Sea {(G;,7:), 9. Vien una g-estructura celular donde cada G; tiene
la topologia discreta. Si para cada T € G, y para cada subconjunto abierto A C G, que
contiene a B(Z,r) existe j € N tal que B(g; '(x;),r) C A, entonces G* es un espacio
normal. Mds atin, G* es un espacio perfectamente normal.

Demostracion. Por el Lema 3.1.16, tenemos que el mapeo cociente 7 : G, — G* es
cerrado. Como G, es metrizable, por el Teorema 1.1.20, G, es perfectamente normal
y por el Teorema 3.1.18, la propiedad de ser perfectamente normal es invariante bajo
funciones cerradas. Por lo tanto, G* es un espacio perfectamente normal. ]

Corolario 3.1.20. Sea X un espacio topologico determinado por una g-estructura celular
{(Gi, i), g Yien donde cada G; tiene la topologia discreta. Supongamos que para cada
T € G y para cada subconjunto abierto A C G, que contiene a B(Z,r), existe j € N tal
que B(g; ' (x;),r) C A, entonces X es normal.
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Demostracion. Como para cada & € GG, y para cada subconjunto abierto A C G, que
contiene a B(Z,r), existe j € N tal que B(gj_l(asj), r) C A, por el Lema 3.1.16, el mapeo
cociente 7 : G, — G* es cerrado. Como G, es normal, por el Teorema 3.1.18, tenemos
que G* es normal y por lo tanto, X es normal. [ ]

Utilizando el Corolario 3.1.20 y la g-estructura celular que construimos en el ejemplo
3.L10, se puede ver que el espacio \/, _ Si es normal.

Sea {(Gi,7i),9: " Vien la g-estructura celular que construimos en el ejemplo 3.1.10,
para el espacio \/, _y S. Basta con mostrar que para un 7 tal que (),.yz; = {0}y
para cada subconjunto abierto A C G, que contiene a B(Z,r), existe j € N tal que
B(g;'(x;),7) C A. Sea T € Gu tal que ;e 7 = {20} y A un subconjunto abierto
que contiene a B(z,r). Como T € A, existe un j € N tal que gj_l(xj) C A. Veamos
que B(g; ! (zj11),7) C A. Sea § € B(g;}(j41),7), entonces existe w € g;;(z;41) tal
que (w,y) € r. Luego, w;jy1 = xj41 lo cual implica que (y;4+1,%j11) € rj+1. Ahora, por
definicion de las graficas, tenemos dos opciones: si ;.1 estd contenido en la misma S,
que x;41, entonces y;+1 C x; y por lo tanto, y; = x;. Asi, y € A. Si y;41 estd contenido
en una S, distinta a la que contiene a x;,,, entonces (7, %) € r y como B(Z,7) C A,
y € A, en consecuencia B(g;}(xj11),7) C Ay por el Corolario 3.1.20, \/, .y Si es
normal.

En el ejemplo anterior, también se cumple que el mapeo cociente es cerrado, pero no
es una condicion necesaria para que el espacio determinado G* sea normal, como podra
observarse en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.21. Consideremos para cada i € N los siguientes conjuntos:

G = U Al donde Al = {aii :j € N} para cada k € {1, ..., 1},
k=1

con la topologia discreta y r; = {(a,b) : a,b € A}, para algin k € {1, ...,i}}. Definamos,
para cada i € N, g como la funcién identidad en G, g:*" : Giy1 — G; por gz“(ajl.’iﬂ) =
al;y gt (ak, ) = ab7t sik > 1, ver figura 3.3. Entonces {(Gi,7:), 9" }ien define una
g-estructura celular que determina un espacio normal, pero el mapeo cociente v : G, — G*
no es cerrado.

Por definicion de las relaciones r;, tenemos que, para cada ¢ € N, r; es una relacion
reflexiva y simétrica, y por lo tanto (G;, ;) es una grafica. Ademas, por definicion de las
funciones g! y g:*' tenemos que {(G},7;), g:' }icn satisface las dos primeras condiciones
de sucesion inversa de graficas. Veamos que se satisface la tercera condicién. Observemos
que A! es homeomorfo a Al, para cada i,7,k,t € Ny por definicion de gt si
k> 1, gftt (AY) = A ysik =1, 't ATY) = AL Asi, si 7,y € Giyg oson
tales que (x,y) € 71, entonces z,y € At para algn k& € {1,...,i}. Por lo tanto,
sik=1,g"(x),9(y) € Al ysik >1, g (x),g! " (y) € AL_,. Por lo tanto, en

K3 (2
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Figura 3.3: Representacion de las primeras 3 graficas del ejemplo 3.1.21
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ambos casos, (g:*!(x), g™ (y)) € r;. Concluimos asi, que {(G;,7;), g:' }ien define una
sucesion inversa de gréficas.

Para ver que se satisface la condicién 1 de la definicion de g-estructura celular, sea
T € G4 y fijemos i € N. Notemos que, para cada k € {1,...,i}, si a,b € AL, entonces
(a,b) € r;. Ademas, sit € {1,...,i}\{k}, a € AL y b € A, entonces (a,b) ¢ r;, ver figura
3.3. Asi, supongamos que z; € A, entonces B(z;,r;) = Al y B(z;,2r;) = A%. Como i
fue arbitrario, para cada i € N, tenemos que B(x;,2r;) = B(x;,r;). Por lo tanto, por la
condicién 3 de sucesion inversa de graficas, resulta que ¢!t (B (2 1,7i41)) C B(zs,7:),
es decir, g/ (B(w;11,2r:11)) C B(xy,7;). Asi, tomando j = i + 1 tenemos que se
satisface la condicion 1 de la definicién de g-estructura celular.

Para verificar la condicién 2 de g-estructura celular sea = € G, y fijemos i € N.
Como, para cada j € N tenemos que B(x;,;) es numerable, en particular B(z;41,7i+1)
es numerable. Por lo tanto, el conjunto g:*'(B(2;;1,7i41)) es numerable. Concluimos asi
que {(Gi,7:), g }ien define una g-estructura celular.

Ahora, para ver que el mapeo 7 no es cerrado, mostraremos que existe T € G
y un subconjunto abierto A C G, que contiene a B(Z,r) tal que para cada j € N,
B (gj_l(xj), r) no estd contenido en A y por el Lema 3.116, tendremos que el mapeo 7
no es cerrado.

Consideremos T = (aj;,aj,,ai3,...) y el conjunto U = [, g; " (al;), el cual
es un abierto en G. Veamos que B(z,r) C U, sea z € B(Z,r), entonces z =
(ak1, ko, aj s, -..) para algtn k € N, por lo tanto z € g, (a},,,) C U.

Sea j € N, entonces el hilo w = (a;,ai,,...,a1 ;.03 1,0} 0 al i q,..)
pertenece al conjunto gj_1 (a%,j). Definamos ahora:

- 1 1 1 2 3 r
Y= (“j+1,1> 511,25+ Dip15o Tip1 5410 V15420 o Gip1 j4r—1 )

~ 11 iy ok gk i 11
Como, para cada i,k € N, a;;,a;,,;, € A} y aj;,aj,,; € A}, entonces (aj;,a;,,,;) y

(af;,al,, ;) pertenecen a r;. Asi (w, ) € 7y por lo tanto, 7 pertenece a B(gj_1 (a1;),7).
Veamos que 3 ¢ U. Observemos que los hilos que pertenecen a U tienen una coordenada
en la que sus dos subindices coinciden y el supraindice es 1. Asi, en 7 la Ginica coordenada
en la que sus subindices coinciden es a3, ;,;, pero como el supraindice es 2, 7 no
pertenece a U. Por lo tanto, como j fue arbitrario tenemos que para cada j € N,
B(gj_l(a%j),r) no estd contenido en U. De este modo, el mapeo cociente T no es
cerrado.
Veamos ahora que 7() es el tnico punto de G* que no es aislado. Consideremos z =
r1 T2 73 = : : rj 1
(apy, aiy, ais, ) ¢ B(&,r), entonces existe j € N tal que a;’; # a! ; para todo s € N,
es decir, 7; # 1. Ademas, si u € B(z,r), entonces 4 = (a;}, aj%, aj%, ...), para algtn t €
-1 Tj _ _ — _ -1 Tj . — .
Ny g;'(a,’;) = {a}. Por lo tanto, B(z,7) = U;cn 97 ' (a;7;)- Asi, B(%,7) es un abierto en
G y como w1 (7(2)) = B(z,r), entonces {m(Z)} es un conjunto abierto en G*. Veamos
que {m(Z)} no es abierto en G*. Sea w = (aj;, a5, 4t 3, ...) € 7 '(7(Z)), entonces para
- S 12 3 —1(,1
cada j € N tenemos que i = (., g g, -, Gf ;5 Gp i1, Ay i os--) Pertenece a g5 ' (ay ;)
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pero y ¢ B(z,r). Por lo tanto, ninguna vecindad abierta basica de w se queda contenida
en B(Z,r). Luego, {7(Z)} no es abierto en G*.

Mostraremos que el espacio determinado por la g-estructura celular { (G, ;), g™ Fiew,
es un espacio normal. Veamos primero cuales son los elementos de G*. Sea u =
(u1,ug, us,...) ¢ B(Z,r), entonces existe un j € N tal que u; € Aj. Sea v =
(1, 02,03, ...) € Goo tal que v, € A, con t # j. Si t > j, entonces v; € A. Luego,
(i,v) ¢ r. Ahora, si t < j, entonces u; € A!, lo cual implica que (#,v) ¢ r. Concluimos
asi que [u] # [0]. Por lo tanto, las clases determinadas por 7 y que son distintas de [Z],
estdan dadas por:

(k] = {2 € Geo : 2541 € A}, }, para cada k € N. 3.0

Asi, G* = {[z|} U {[k] : k € N}, donde [k] estd dado por (3.1). Definamos la funcién
¢ @ Qw) — G* donde Q(w) es la compactificaciéon por un punto de N, dada por
¢(n) = [n], para cada n € Ny ¢(w) = [Z]. Mostraremos que ¢ es un homeomorfismo.

Dado que G* = {[Z]|} U {[k] : k € N}, donde [k] estd dado por (3.1, es claro que ¢
es biyectiva y como {2(w) es compacto y G* es T, resta mostrar que ¢ es continua.

Para cada j € N, el conjunto U; = <Uk23[k’]> U [Z] es un conjunto abierto en

G*, pues 71 (U;) = Uyen 9; (a4 ;)- Por otra parte, si A es un abierto que contiene a

[Z], tenemos que 7 '(A) es abierto en Gu.. Asi, sea § = (a}y,a}5,ar5,...) € B(z,7),
1
T.J

w € [k] tal que wyy1 = a?; ;. Entonces w € g} (a2,,,) C g, ' (ary) € g5 (a);) C
7 1(A). Asi, [k] € A, para toda k > j, de donde se sigue que (Ukzj [k]) Ulz] C A
Por lo tanto, para cualquier abierto A que contiene a [Z|, podemos encontrar un U;
tal que [Z] € U; C A. Como el tnico punto en G* que no es aislado es [z], para

entonces existe ;7 € N tal que gj_1 (a ) C 7 !(A). Consideremos k > j y tomemos

mostrar la continuidad de (o basta mostrar que, para cada j € N, ¢! ((U ki [k:]) U [a‘c])
es abierto en (w). Veamos que ! <<Uk23[/€]> U [E}) ={j,j+1,..} U{w} Sea
n € {j,j+1,..} U{w}, entonces ¢(n) = [n] o p(n) = [z]. Por lo tanto, p(n) €
(Ui 1) Ul asi n € o ((Ups,[41) U[a]). Abora, sin € o7 ((Ugs, M) U [a]),
entonces p(n) € <Uk2][/€}> U[z]. Por lo tanto, n =w on > j,asin € {j,j+1, ...} U{w}.

Como {j,j+1,...} U{w} es un conjunto abierto en 2(w), concluimos que ¢ es continua.
Luego, G* es homeomorfo a 2(w) y por lo tanto, es normal.

Para finalizar esta seccion, presentamos el siguiente ejemplo de una g-estructura
celular que determina un espacio que no es 73. Asi, no todos los espacios determinados
por una g-estructura celular son regulares.

Ejemplo 3.1.22. Definamos los siguientes conjuntos con la topologia discreta:

Gr={a}U{bth: keN}, Gy ={a} U{bh: ke NyUC?U{ds: k € N}
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donde C} = {c3,,¢5,} y definamos Ly = 1. En general para cada i > 2 definamos
Li=Lia+i-1C ={c}, iy eonl1 <k<Ly

Gi:{ai}u{bfzkeN}u(UC}%)U{df:keN}.

k=1
Entonces {(G;, 1), g }ien define una g-estructura celular. Donde:

ri = {(a;, bF), (bF,a;) - k> i} U {(0F,07) : k,n > i}U

{(a,b) s a,b € Ci k=1, LU { (a7 b8), (o, dVH) k<4, 5 € NU{0}},

ver figura 3.4, y para cada i € N, la funcién g! : G; — G; es la funcién identidad en G; y

gt Giy1 — G, estd definida de la siguiente manera:

(a; st a= a1, (1)

b sia=b,,, )

a; st a = C}HJ, (3)

b; sia = 022+1,1> (4)

gzﬂ(a) B sia=clyr=12k=2,..,L+1, (5)
dff(LiJrl) sia = clJrl wk=1Li+2,..,Lit, (6)

bf_(LiH) sia= C%HJW k=L;+2,.. L, (7)

dTDUEE g — @k, k=i j+ncon0<n<ijeNU{0}, (8)

a; sia=df  k=1i-j,jeNU{0} (9).

Por definicién de 7;, para cada ¢ € N, r; es una relacion reflexiva y simétrica. Ademas,
por definicion de las funciones de ligadura tenemos que {(G,7;), g:" ' }ien satisface las
dos primeras condiciones de sucesion inversa. Para verificar la tercera condicion sean
a,b € G tales que (a,b) € ri41.

k i+1 i+1
» Caso I: Sean a = a;41 y b = b7 4. Asi, g;" (a) = a; y g;" (b) = by, por lo tanto

(9" (a), g7 (b)) € 7.

= Caso 2: Sean a = b, y b= b . Asi, g/ (bE,) = bF y gl (b7,) = b7, por lo
tanto (g;""(a), g;"'(b)) € 7s.
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A
v
b]
by

G G G Gy

Figura 3.4: Representacion de las primeras 4 graficas y las relaciones, ejemplo 3.1.22.
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= Caso 3: Sean a,b € C,"'. Supongamos que a = C}Hk y b = 012+1,k' Asi, si
k=1, g"%a) = ay g™ () = b, por lo tanto (g:"'(a), g™ (b)) € 7. Si
k {2,....L; + 1}, entonces g"'(a) = ¢}, y ;"' (b) = (¢*)ip—1, por lo tan-
to (g (a ) gt (b)) € r;. Por dltimo, si k € {L; + 2,...,L;11}, tenemos que

1

(2

1 k— Li (3 k— Li (3 7
gﬁ (a) = &0y g1 () = B, o (g (a), g1 (0)) € 1

= Caso 4 Sean b = bf, conk < i+ l,a = d/" conj € NU{0}. Sii-j+
k = i-r para algin r € N, entonces ¢/ '(a) = a; y g/ (b) = bF. Lue-

go, (gi ' (a), g (b)) € r;. Ahora, si i-j+k =i-7+ncon 0 < n < i
= 47Ty gt )

entonces g."(a) ; = bF. Por lo tanto, como n < i,

(9:"(a), 5" (b)) € 7.

Concluimos asi que {(Gj,7;), g:' }ien define una sucesion inversa de graficas. Como,
para cada ¢ € N, el conjunto GG; es numerable, se tiene que el conjunto B(a,r;) es
numerable, para cada a € G;. Por lo tanto, g:*'(B(a,r;)) es numerable, para cada
a € G; e i € N. Luego, se satisface la segunda condicién de la definicién de g-estructura
celular.

Antes de mostrar que se satisface la primera condicion de la definicion de g-estructura

celular, mostraremos el siguiente lema.

Lema 3.1.23. Sea w = (wy,ws, ws,...) € G tal que w; = d¥ para algunos k,i € N.
Entonces existe un jo € N tal que w;, € C%°, para algin s € N.

Demostracién. Consideremos la preimagen de w; bajo la funcién ¢:™*, por definicién de

la funcién g/, tenemos dos casos: en el primer caso w; es el resultado de aplicar el

renglén 6 de la funcién g™ y en el caso 2, w; es el resultado de aphcar el renglon 8
i+1

de la funcion g;"". Si k < i — 1, tenemos el primer caso, asi w11 = ¢; 4,7, Por lo

tanto, tomando jo =i+1ys=k+L;_1+1, w; € C’,i+L |- Supongamos ahora que
k > 1 — 1. Entonces podemos factorizar a k de la siguiente manera k = (t—=1)(5+1) —|—n,
con j € NU{0} y 0 <n < i— 1. Asi, tenemos el caso 2 y por definicion de g!"

resulta que w; 1 = d; fjn Consideremos ahora la preimagen de w;,; bajo la funcién
g:+7, nuevamente tenemos dos casos, en el primer caso w;1 es el resultado de aplicar el

renglon 6 de la funcién g7 y en el caso 2, w;;1 es el resultado de aplicar el renglén 8

de la funcion g}7;. Si i j +n <, tenemos el caso 1, asi w;2 = cly, ij4n+Liyy+1- Por lo

tanto, tomando jo =t+2y s =i-j+n+L,_1+1, w; € C”JrnJrL 1 St jtn >,

(i+1)(G—1)+
tenemos el caso 2, entonces w; s = dll+2 U=U*" En general, si w;.; no pertenece a
t—1)(j—t+1
algiin C}, entonces w;; = dif:; JG=tHn A, para m = j + 1 tenemos w;i,, = d;’,,,,.

Como 0 < n <i—1<17+m— 1, tenemos que W;4pm+1 = Cz+m+l,n+Li+m+1‘ Luego,

tomando jo=i4+m+1lys=n+L;_1+1, w, € Cf;erjOilH. Concluimos por lo tanto

que para cada @ € G4, tal que w; = d¥, para algunos k,i € N, existe un j, € N tal que
w;, € CY°, para algin s € N. ]
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Mostraremos, ahora si, que se satisface la primera condicion de g-estructura celular.
Sea (1, wa, w3, ...) € G e € N. Veamos que si w; € {a;}U{bF : k € N}U (Ui;l C’,i),
se tiene que B(w;,r;) = B(wg,2r;). Si w; = a; o w; = bF con k > i, entonces
B(w;,ry) = {a;} U{bF - k > i}y B(w;, 2r;) = {a;} U{b¥ : k > i}. Si w; = b, con
k <, Blwi,ri) = {05} U{d " e NU{0}} y Bwi, 2r,) = {bF}u{di ™7
j € NU{0}}. Por dltimo, si w; € C} para algin k € N, entonces B(w;,r;) = C} y
B(w;, 2r;) = Ci. Por lo tanto, si w; € {a;} U{bF: k e N}U <U£:1 ,@), B(w;, ;) =

B(w;, 2r;). Asi, consideremos @ = (wy, wy, w3, ...) € Gu tal que w; = d¥ para algunos
k,i € N. Entonces, por el Lema 3.1.23, existe un j, € N tal que wj, € C%, para algin
s € N. Por lo tanto, para ese j, se tiene que B(w,,, ;) = B(wj,,2rj,). Asi, para cada
i € Nyw € Gy, existe j € N, tal que g/ (B(w;,2r;)) C B(w;,r;). Por lo tanto,
{(Gi,7i), g }ien define una g-estructura celular.

Proposicion 3.1.24. El espacio G* determinado por la g-estructura celular definida en el
ejemplo 3.1.22, no es Ts.

Demostracién. Consideremos: @ = (ay,as,as,...), A = {(b¥ 05,05, ...) - k € N} y
B = 7w(A). Veamos que B es un conjunto cerrado en G* que no contiene a 7(a). Sea
b, = (b}, b5 0%, ...) € A para algn k € N. Por definicién de 741, axy1 estd relacionado
con b, sit > k+1. Por lo tanto, (b}, ap1) & 711, de lo cual se sigue que (by,a) ¢ r.
Luego, como k fue arbitrario, @ no esta relacionado con ningtin elemento de A. Por lo
tanto, 7(a) ¢ B.

Sea T = (1, %9, 3,...) € m 1(G*\B). Veamos que 7 !(G*\B) C G \A. Conside-
remos b € 7~ 1(G*\B), entonces 7(b) € G*\B y por lo tanto 7(b) ¢ B = w(A). Asi,
b ¢ A, de modo que b € G \A. Por lo tanto, 7 ¢ A. Mostraremos ahora que existe un
k € N tal que, para cada n € N, x;, # b}. Por contradiccién, supongamos que para cada
k € N existe n € N tal que z;, = b}. En particular para k£ = 1, existe n; tal que z; = b}".
Como z; = g?(z2) y para k = 2 existe n, tal que x5 = b}?, entonces o = bj'. Aplicando
induccién, supongamos que z; = b}, para algin ¢t € N. Como z, = g\ ™' (z,,,) y para
k =t+1 existe n,y tal que 2,1 = b}}', resulta que xyyq = b)'L;. Asi, 2 = b}', para
cada t € N. Por lo tanto, z € A lo cual es una contradiccion. Luego, existe un k € N tal
que, para cada n € N, x;, # b}.

Veamos ahora que g,:l(xk) es un abierto que contiene a T y estd contenido en
771 (G*\B). Sea w = (wy,wy, ws,...) € g; ' (v4), entonces wy, = x. Ahora, si W = a,
entonces w € 7 1(G*\B), pues w(a) € G*\B. Supongamos entonces que W # G,
entonces wy, = dj o wy = ¢}, donde n,m € Ny r € {1,2}. Consideremos primero
el caso en que w satisface wy = d}} para algin n € N. Por el Lema 3.1.23, existe [ > k
tal que w; = ], para algn t € Ny r € {1,2}. Por lo tanto, por definicién de 7,
(wy, bf) = (¢4, b7) & r para cada s € N. Asi, (w,b;) ¢ r, para cada b, € A, lo cual
implica que 7(w) ¢ B. Luego, 7(w) € G*\B y por lo tanto, w € 7! (G*\ B). Para el otro
caso, sea w tal que wy, = ¢}, ,, para algin m € Ny r € {1, 2}. Entonces (¢}, b;) & 7,
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para cada s € N, y de manera anéloga al caso anterior, tenemos que w € 7 1(G*\B).
Concluimos que g;, ' () es un abierto que contiene a 7 y g, '(z) C 7~ +(G*\B).

Por lo tanto, 77 (G*\ B) es abierto, lo cual implica que G*\ B es abierto en G*. Asi,
B es cerrado en G*.

Para mostrar que G* no es 73 mostraremos que no existen abiertos disjuntos U y V/
en G* tales que m(a) e Uy B C V.

Sean U y V' conjuntos abiertos en G* tales que w(a) € U y B C V. Entonces se tiene
que 7 1(U) y #~1(V') son conjuntos abiertos en G, los cuales satisfacen 7~1(7(a)) C
7Y U) y n(B) € 7 %V). Ademas, 7~ !(w(a)) = {a}. Asi, como a € 7 *(U) y
m1(U) es abierto, existe un abierto basico g;'(u;) tal que a € g;'(u;) C = (V).
Luego, a; = u; y por lo tanto, g;'(a;) C @ '(U). Por definicién de r; tenemos que

(aj, b;) € r;. Consideremos ahora el hilo b, = = (b1, b3, b%,. ,bj 15 bj, ...). Entonces b; € A
y por lo tanto b; € 7~ 1(B) C 7 (V). Como 7~ '(V) es abierto, para b; existe un
abierto basico g{l(bf) tal que b; € g; ' (b)) € 7' (V'). Luego, si € g;rl(bz'ﬂ) entonces
ziv1 = bl,,, lo cual implica que 2 = g/t'(b],,) = bl y por lo tanto z € g;*(b]). Asi,
g4 (b1. ) C g7 (b)) y por lo tanto, sin perder generalidad, podemos suponer que i > j.
Recordemos que L; 1 = L;+i, asi L;+2 < j+L;+1 < L; ;1. Luego, utilizando el renglon
7 de la funcién de ligadura g/™', tenemos que g!*'(c? (L +1)) — b/ Consideremos

7,+1,j+
ahora el hilo:

- i 17 Vi 2 2
¢ = (b1, by, b] ,b], . 7bz ) Cz+l G Li+1) Ci 2,5+ (Li+1)+10 Cit 3 j+(Li+1)+2> )

Entonces ¢ € g; (b)) y por lo tanto, ¢ € 7~'(V). Definamos el hilo d de la siguiente
manera:

7 i+1, 1 1 1
d= (ay, .. ’gz 1( Cit1,5+(L; +1)) 9; (Ci+1,j+(Li+1))uCi+1,j+(Li+1)’Ci+2,j+(Li+1)+17 )

Por definicién de la relaciéon r; con k € N, (c? Cithjt(Ls +k),cz+k’]+(L +k)) € itk
Asi, (d,¢) € r y por lo tanto, d también pertenece a 7 (V). Dado que i > j, se
tiene que L; +1 < j+ L; +1 < L; +i = L;;1 y considerando el renglon 6 de la
funcién de ligadura g!*', resulta que g/ (c}! (L)) = d. Si j =i — 1, utilizando el
renglon 9 de la funcion ¢!, resulta que g (d)) = a;_1 = a;. En otro caso (j < i — 1),
utilizando el renglén 8 de la funcion g¢ , ¢! ,(d}) = d.~;*’. Aplicando ahora la funcién

2
g'~, nuevamente tenemos dos casos. Si j =i — 2, gi_ 1(d’ Y = a4 = a;, en otro

caso (j < i —2), g_3(d 7)) = d 3. Como i > j > 1, existe 0 < [ < i tal que
j=1—1L. Contlnuando con el proceso anterior hasta que j = i — [, tendremos que
g~ l“(dz éijl) = a;_; = aj. Por lo tanto gj {(d)) = aj. Concluimos asi que d pertenece

a g:'(a;) y por lo tanto d € 7~ '(U). Luego, 7 *(U) N« '(V) # 0, es decir, existe
Z € Gy tal que m(2) € U y 7(2) € V. Por lo tanto, 7(z) € U NV, concluyendo asi que
U NV # (). Hemos demostrado que cualquier par de conjuntos U y V abiertos en G*
tales que m(a) € U y B C V, tienen interseccién no vacia, de lo cual se sigue que G*
no es 13. [ |
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3.2. Espacios con g-estructura celular

Considerando el ejemplo del coproducto reducido de circulos, ejemplo 3.1.10, podemos
construir otros espacios que son determinados por una g-estructura celular, pero no por
una estructura celular.

Proposicion 3.2.1. Sea { X} }ren una sucesion de espacios topoldgicos tales que cada X,
es discreto. Entonces el coproducto reducido \/, . X es determinado por una estructura
celular de acuerdo a la Definicion 2.11.

Demostracion. Sea X = \/, _ X) y 7o el punto en comin de los espacios Xj. Con-
sideremos primero el caso en que cada uno de los espacios X} es finito, supongamos
Xy = {xo, 7}, ...x;*}, entonces podemos definir la funcién ¢ : X — N x N, como
o(zt) = (k,t) y p(xo) = (0,0). La funcién ¢ es un homeomorfismo sobre su imagen y
como N x N es completamente metrizable, entonces ¢(X) es metrizable con la métrica
discreta y por lo tanto, es completamente metrizable. Asi, X tiene un estructura celular.
De forma andloga si los espacios X} son numerables, supongamos X}, = {z¢, 7}, 73, ...},
podemos definir ¢(z}) = (k,t) y ¢(z0) = (0,0) y el espacio X sigue teniendo una
estructura celular. |

Asi, si consideremos el espacio X; = N con la topologia discreta. Entonces, por
la Proposicién 3.2.1, el espacio cociente \/, . Xi = UrenXy/{1}, ver figura 3.5, es
determinado por una estructura celular.

. T
° o @ e ~ A
° -0 @ ° °
° -0 @ °
° .o @ ° °
° N ) ° °
° -0 © ° ° ° R
° - e ) ) . °
. e
° ) ° Y -e @ °
w X Ww

Figura 3.5: Representacion del espacio cociente.

Proposicion 3.2.2. Sea { X} }ren una sucesion de espacios topoldgicos tales que:

= X}, tiene una estructura celular de acuerdo a la Definicion 2.1.1.
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= X}, no tiene puntos aislados.

Entonces el coproducto reducido \/, . X}, es determinado por una g-estructura celular que
no es una estructura celular de acuerdo a la Definicion 2.1.1.

Demostracién. Para cada k € N, sea (%), = {(G¥,7%), (gx)? }i<; la estructura celular en
X}, como se define en el Teorema 2.4.8.

Notacion: Para cada espacio X} tenemos una estructura celular (%) con la cual
obtenemos un limite inverso al cual denotaremos por G*_ y al espacio determinado por
la estructura celular lo denotaremos por Gj. La funcion proyeccion i-ésima restringida a
G*%_ la denotaremos por ¢! la cual estd definida de G% a G¥. Las funciones de ligadura
de la sucesion inversa de gréficas en X serdn denotadas por (gi)! las cuales estan
definidas de G¥ a GY, diagrama 3.6. Las funciones cociente definidos de G% a G} los
denotaremos por 7, y el homeomorfismo entre G*  y X, seréd denotado por .

(91)3 (91)3

G - Gl e— G - GL G e
2 3 - )
@ @ e e e S
(93)% (93)3 3 . ®3 ,
G3 <—1G§<—G§ G§O—>G3—> X3
. ( )2 0 3 . . T o i
G]f <%—1G’§&G’§ G’&—»G*k—> X
* /\
Uren Gh Uren G3 € Uren G5 . Vien Xi
fi

Figura 3.6: Diagrama que muestra la construccion de las graficas para definir la estructura
celular de X =\/,  Xy.

Sea X = \/, .y Xk, veamos primero que X es un espacio no metrizable y por lo tanto
no tiene una estructura celular. Como cada X es metrizable consideremos, para cada
k € N, pi la métrica en X. Supongamos que existe una base de vecindades numerable
{u;}ien en el punto zg. Como ¢~ (uz) es un abierto en L,y Xy, entonces ¢~ (uy) N X},
es un abierto en Xj. Ademas ¢~ *(ux) N X}, es no degenerado pues x( pertenece a ese
conjunto y X} no tiene punto aislados. Sea v, € ¢~ (ux) N Xp\{px} v drx = pr(Pr, Yx)-
Sea Ay un conjunto abierto en X, tal que py, yx € Ax C ¢ (ug) N X}. Por definicién de
la funcién cociente, ¢! (q (U B(px, dr))) = U B(pr, di), entonces por definicién de la
topologia cociente tenemos que ¢(|J B(py, di)) es un abierto en X = \/, _ X, el cual no
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contiene a ninguno de los elementos de la base {u;};cn, pues si u,, C q¢(|J B(pk,dr)),
entonces ¢ ' (u,,) C ¢ *(q(J B(pk,dr))) por lo tanto ¢ '(uy,) N X,y C B(pm, dm)-
Pero A,, C ¢ () N X,,, entonces A,, C B(pm,dy), lo cual es una contradiccion
pues Yy € A ¥ Ym ¢ B(pm,dr). Concluimos entonces que xy no tiene una base de
vecindades numerable, es decir, X no es primero numerable y como todo espacio métrico
es primero numerable, entonces X no es un espacio metrizable.

Ademas, X no es secuencialmente compacto y tampoco compacto. Consideremos
{Zn}nen una sucesion de puntos tales que =, € Xy y d(xy, pr) > ¢, para algin € > 0
fijo, entonces {x,},en no tiene una subsucesion convergente y por lo tanto X no es
secuencialmente compacto. Para ver que X no es compacto consideremos la cubierta
abierta {X;\{zo}}ren U {A}, donde A es un abierto que contiene a x( pero que no
contiene a ningin X}, entonces esta cubierta no tiene una subcubierta abierta finita.

Para cada i € N consideremos (|J,.y G¥, R;), donde cada R; esté definida por:

R, = {(x,y) € Upen Gk x Uren GY : (x,y) € rk, para algin k € N} U
{(gF(zx), 9F(2;)) : j, k € Ny Ty, T; satisfacen o, " (pr) = me(Zi) v ;' (p;) = m5(Z;5) }-

Para tener una idea mas clara de las relaciones R;, incluimos el siguiente diagrama:

gk . Pk
Gf —= 5 Gk —)G* <« X,

gF (Tr)€— Trh <«— [7,] <—— P*

Veamos que, para cada i € N, R; es una relacion simétrica y reflexiva. Sea ¢ € N.

1. Para ver que R; es reflexiva, sea x € | J, .y G¥. Entonces = € G! para algan ¢ € N.
Luego (z,z) € ! y por lo tanto (x,z) € R;.

2. Para ver que R; es simétrica, consideremos (x,%y) € R;, entonces tenemos:

= Si (z,y) € r! para algin ¢t € N. Entonces (y,x) € 7}, por lo tanto (y,

z)
w Six=gfz) y 7= gF(T;) tal que v, (pr) = mh(T) ¥ o Yp;) = 7
entonces (y,z) € R;.

€ R
(7

)

Consideremos la sucesion de gréficas { ({J,cy GF, R; )}ieN y definamos las funciones
F Uken Gt = Upen GY como fi(2) = (gk)”l( ), donde z € G, ,. Definamos
fi como la funcién identidad. Por lo tanto {(,.y G¥, R:), ff“}i oy satisface las dos
primeras condiciones de sucesion inversa de graficas.

Supongamos que (7, y) € R 1. Queremos motrar que (/! (x), ;" (y)) € R..

= Caso I: Si (z,y) € rf,, para algtn k € N. Entonces ((gx);"'(z), (gx);"' (y)) € 7F,
de donde se tiene que (f/t'(z), £t (y)) € r¥. Asi, (f7 (), 7 (y)) € R..
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» Caso 2: Si z y y son elementos de la forma z = ¢f, | (z}), y = gfﬂ(i:j) donde
o (pp) = me(Th) ¥ goj_l(pj) = 7;(Z;), entonces por definicién de f/ ™' tenemos
que fit'(x) = fi gk, (Th) = (gr)i" (981 (Zk)) = gF(Zy). De forma andloga
fi'(y) = g7 (z;), por lo tanto (f{**(x), f{*(y)) € Rs.

Concluimos por tanto que {(UkeN Gf,Ri) ) ff“}ieN es una sucesion inversa de
graficas. Veamos ahora que {(U,.yG%, R;) ,f;“}ieN satisface la condicién 4 de la
definicion de estructura celular.

Sea T € G4 e i € N. Mostraremos que existe un j € N tal que j > iy
f(B(z;,2R;)) C B(xs, R;). Como € G, entonces Z € G*_, para algin ¢t € N.
Luego, z; € G!. Dado que (x;) define una estructura celular, entonces para el i que
fijamos existe un j € N tal que (gt)g(B(xj,er-)) C B(x;,rt). Para ese j, considere-
mos y € B(x;,2R;) C ey G- Entonces existe un z € G tal que (y,2) € R; y
(z,2;) € R;. Tenemos por tanto los siguientes casos:

= Caso L: Si (y,2) € r§y (z,7;) € 7}, entonces y € B(x;,2r}). Por lo tanto,
(9.)1(y) € Bz, 1), lo cual implica que f7(y) € B(x;,rt) C B(z;, R;), es decir,

[ (B(x,2R;)) C B(x;, R;).

= Caso 2:Siw; = gf(T1), y = ¢5(T) y 2 = g}(Zs) tal que o (p) = [T4), 7' (p) =

(@] y ;' (ps) = [z], entonces (y, ;) € R;. Luego ((gx)(y), (9:)(;)) € Ri. Por
lo tanto f/(y) € B(z;, R;), es decir, f/(B (xj,QR )) C B(zy, R;).

= Caso 3: Si (z;,2) € vl y y = g5(Zs), 2 = ¢5(Z;). Dado que estamos considerando
la estructura celular de acuerdo al Teorema 2.4.8, entonces la estructura satisface
que para cada 7 € G* e i € N existe j € N tal que si y € B(x;,7;), entonces
(g1)1(y) = (gk)f(xj) Por lo tanto, en el caso 3 tenemos que existe un j € N,
tal que (g:)}(2) = (g0)](;). Como (g,)](g;(%)) = 6;(%s) y (90)(g}(Ts)) =
i (Zy), entonces (g7 (Zs), gi(7¢)) € Ry, es decir, ((g5)](y), (9:)](2)) € R;. Luego
(f/ (), f](2)) € Ri, por lo tanto (f](y), fi (z;)) € R

Veamos ahora que la condicion 2 de estructura celular no se satisface. Recordemos
que x denota el punto comtn a todos los X; con i € N. Sea = € G, tal que zy € z;
para cada ¢ € N. Notemos que por cada uno de los espacios X existe un y € G, tal
que o € y;, para cada i € N. Por lo tanto B(x;, ;) es numerable para cada i € N. Por

construccion de las gréficas Usen GF para cada y; € B(z;,r;) existe y;1 € G tal
que yj_1 = gj 1(y;) D yj. Por lo tanto, g} (B(z;,7;)) es numerable.

Concluimos asi que {(U,cn GF, R;) ff“}ieN define una g-estructura celular de
graficas, pero no una estructura celular.

Definamos en G, la relacion r por (Z,y) € r siy solo si (z;,y;) € r; para cada
i € N. Consideremos 7 : G, — G* = G,/ el mapeo cociente. Queremos mostrar que
G* es homeomorfo a X.

Definamos ¢ : G* — X por p(7(Z)) = p, donde p € (), ¥ T € G .
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G*

)
8
\ 4

\/keN Xk

Sea p € (\,en®i ¥ ¢ 7 p- Si p,q € X, como X, es métrico, entonces d(z,y) > 0.
Sea 7 € N tal que % < d(p,q). Como el didametro de z; es menor que % entonces
q ¢ x;, por lo tanto ¢ ¢ (,.y 2. Si ¢ € X, y p € X}, con m # k, entonces ¢ ¢ ;. Por
lo tanto q ¢ (), 4. De lo anterior, p € (), ; es Gnico.

Veamos que ¢ es inyectiva. Sean Z,y € G, tales que  ~ ¢, entonces existe un
i € N tal que z; Ny; = (. Esto implica que si {q} = [,y ¥i» entonces q ¢ x;. Luego,
q & (V;en Ti- Por lo tanto ),y ¥i # [Nien i~ De esto tenemos que (7 (Z)) # o(7(7)).

Veamos ahora que ¢ es suprayectiva. Sea p # 1z, entonces p € X para algin
k € N. Definamos 4; = {F € G¥ : p € F}, consideremos la sucesién inversa de
gréﬁcas {(Alvrf Ai)’ (gk)§,1 Ai}iGN y Aw = l}/in{<A17 Tzk Ai)’ (gk)iﬁ Ai}iEN' Como cada
G* satisface las hipétesis del Teorema 2.3.4, p pertenece a una cantidad finita de elementos
de Gf, entonces A; es finito y no vacio. Por lo tanto, gf (A;) es finito y no vacio, lo
cual implica que A, # (. Sea T € A, entonces p € x; para cada ¢ € N, por lo
que p € (),enZi» de donde se sigue que p = (7(Z)). En el caso en que p = xy,
para algin k € N fijo, consideremos x; € G% tal que 7y € z; y tomemos 7 tal que
z; = Clx(B(wo, 1)) Na;_1, para i > 1, el cual satisface que ¢(7(Z)) = .

Para mostrar que ¢ es continua probaremos la continuidad de ¢ o 7 y como 7 es
continua tendremos la continuidad de ¢. Sea A un subconjunto abierto y no vacio en
X. Notemos que (pom) H(A) ={Z € Goo : (pom)(T) € A} = {Z € G : 7w(T) €
P A} = {7 € Coo: Nyen s € A,

Sea zZ € (¢ om) '(A), entonces (\;cy2 C A. Por lo tanto existe un k € N tal
que ﬂieN z; C Xj. Como Xj es métrico y A N X, es abierto y no vacio, entonces

existe un r, € N tal que B (ﬂieN zi,%) N Xj C A. Notemos que como (). 2 C

s 1 1
Zr,+1 Yy €l didmetro de z,, ., es menor que ey entonces 2,11 C B (ﬂieN Zis E) Pero

gr_kl-&-l(zmﬂ) C (po W)il(zrk-i-l) C (pom)™ (B (ﬂieN iy %)) C (pom™(A)y
zZ € g,flirl(zrkH). Por lo tanto z € g;kil(zrkﬂ) C (pom) H(A).

Definamos la funcién ¢ : X — G* por ¢(p) = [z] tal que (),.y2; = {p}. Notemos
que ¢ es la inversa de ¢, para mostrar que  es un homeomorfismo probaremos que ¢ es
continua. Sea A un subconjunto abierto en G*. Mostraremos que el conjunto ¢~*(A) =
{p € X :{p} =iy %, para algn € 7' (A)} es abierto en X.
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Sea p € ¢~ '(A), para cada T € G tal que (), ; = {p}, tenemos que z € 7~ *(A).
Como 7 1(A) es abierto, entonces existe g; ' (x;) tal que:

z € g Hxy) C T H(A). 3.2)

Luego p € x; y w(g; ' (z;)) C A.

Para cada T € G tal que (), .y i = {p} sea g; '(z;) que satisface 3.2. Sea S =
{z;: 7 € g7 "(x;) C 7 '(A), para algtin Z que satisface (), z; = {p}}. Sin pérdida de
generalidad z; = Clx(B (2,1)) y p € B(z,%) C ;. Entonces ¢(B (2,1)) C ¢(z;) =
(g7} (z1)) C A

Por lo tanto, p € [J{B (2, 1) : 2; = Clx(B (2, 1)) para algtn z; € S} C ¢~ *(A). =

Dado que los espacios que hemos construido son determinados por una g-estructura
celular y son espacios cocientes en los que solo identificamos un punto, tiene sentido
preguntarnos si podemos definir una g-estructura celular identificando mas de un punto.
Asi, abordaremos este problema en la siguiente seccion.

3.3. G-estructura celular definida a partir de cubiertas

En esta seccion presentamos algunas definiciones y damos condiciones en términos
de cubiertas para poder definir una g-estructura celular en un espacio X.

Definicion 3.3.1. Sea A = {A4;},;c; una cubierta de X. Definimos la estrella de un
conjunto M C X con respecto a A, denotada por St(M, .A), como el conjunto:

StM, A) = | J{A, € A: M A, # 0}

Si M = {p}, escribiremos simplemente St(p, A).

Como se vio en el Lema 2.3.3, dada una sucesion de cubiertas {F;};cy de un es-
pacio topolégico X tales que F;;; < F; podemos definir las siguientes relaciones
ri ={(F,G) € F;xF; : FNG # 0} y considerar en cada F; la topologia discreta. Enton-

ces {(Fi,7:) }ien es una sucesion de gréficas. Definiendo las funciones ¢! : Fiy1 — F;

tal que F' C g/*'(F) para F' € F;;1 y ¢¢ la funcién identidad, {(F;,7:), g, ™" }ien define

7
una sucesion inversa de graficas y por lo tanto, definen un limite inverso F.
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Lema 3.3.2. Sea X un espacio T} y {F;}icn una sucesion de cubiertas cerradas, localmente
numerables tales que F; 1 < F; y(\;en i # 0 para cada & € F... Si para cada T € F tal
quep € [,y %i €@ € N, existe un j > i y un abierto U tal que St(p, F;) C U C St(p, F;)
yUNG =0, para cualquier G € F; con p ¢ G, entonces {(F;,r;),g:"'} define una g-
estructura celular.

Demostracién. Veamos primero que {(F;,7;), g™ }icn satisface la condicion 2 de g-
estructura celular, donde las relaciones 7; y las funciones gf“ son como las definimos
anteriormente. Sea T € Foo, p € [ ;e %i € ¢ € N. Por hipétesis existe un j > i y un
abierto U tal que St(p, F;) C U C St(p,F;) y UNG = 0, para cualquier G € F;
con p ¢ (G. Como F; es localmente numerable, existe un abierto V' tal que p € V' 'y V
interseca a lo mas a una cantidad numerable de elementos de F;. Sea F' € B(z;,r;)
entonces ' N x; # (). Si F contiene a p, entonces gg (F) contiene a p y por lo tanto
G(F)NV #0.Sip¢ F, como p € x; C U, entonces FNU # (} y por lo tanto
g (FYNU # 0. Asi, p € gl (F), pues gf(F) es un elemento de F; y si no contiene a p se
tendria que U N g] (F) = (), de esto, g/ (F) NV # () y considerando que V' interseca solo
a una cantidad numerable de elementos en F;, tenemos que g/ (B(z;,7;)) es numerable.
Sea 7 € Fo yseai € N. Sea Gy = |J{F € F, : p ¢ F}. Por hipotesis existe j € N
y un abierto U tal que St(p, F;) C U C St(p, Fi) y UNG = 0, para cualquier G € F;
con p ¢ G. Entonces p no puede ser unido con Gy por un solo elemento de F;, pues
U N Gy = 0. Aplicando nuevamente la hipotesis existe [ > j y un abierto Uy tal que
St(p,Fi) C Uy C St(p, F;) y UyN G = 0, para cualquier G € F; con p ¢ G. Veamos
que p no puede ser unido con Gy por una cadena de dos elementos en F;. Supongamos
que F, Fy € F; es una cadena que une al punto p con el conjunto Gy, sin pérdida de
generalidad supongamos que p € Fj. En este caso, F; no puede contener a p, pues gé(FQ)
seria un elemento en F; que une a p con el conjunto Gy, lo cual es una contradiccion.
De lo anterior, se deduce que g’(F>) no puede contener a p, entonces g(F3) N Uy = 0,
lo cual implica que F; N F;, = () y por lo tanto Fy, F, € F; no forman una cadena.
Procediendo como antes, existe un k& > [ y un abierto U; tal que St(p, Fx) C Uy C
St(p, F) y UNG = (), para cualquier G € F; con p ¢ G. Veamos ahora que p no puede
ser unido con GGy por un cadena de tres elementos en Fj. Supongamos que p puede ser
unido con Gy, por la cadena Fy, Fy, F3. sin pérdida de generalidad p € Fy y GoN F3 # (.
Entonces p ¢ I, pero como Fy N Fy # () y F; C Uy, entonces Fy NU; # 0, lo cual
implica que gF(Fy) N Uy # 0, por lo tanto p € gF(Fy). Como F, N Fy # (), entonces
gr(Fy) N gF(Fs) # 0; se sigue que gi'(Fy), gf(F3) es una cadena de dos elementos en
Fi que une a p con Gy, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, si F' € B(xg,ry),
F NGy = 0. Luego g¥(F) ¢ Gy, lo cual implica que p € g¥(F), de lo cual tenemos que
gF(F) N z; # 0, es decir, gF(F) € B(x;,r;) y por lo tanto g (B(xy,2r:)) C Bz, r;). m

Lema 3.3.3. Sea X un espacio 11 y sea {F;}icn una sucesion de cubiertas cerradas, local-
mente finitas tales que JF; 1 es refinamiento de JF;. Supongamos que la interseccion de los
elementos de cada hilo en F, es un conjunto no vacio en X y para cada conjunto abierto
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UC X ypeU existei € N tal que cada elemento de F; que contiene a p estd contenido
en U. Entonces, para cada T € F tal que p € (\,cnyz; e € N, existe un j > i y un
abierto U tal que St(p, F;) C U C St(p,F;) y UNG = 0, para cualquier G € F; con

p¢G.

Demostracion. Sea T € F, tal que p € [,.%; e i € N. Definamos Gy = J{F € F; :
p ¢ F'} y veamos que X\Gy es un abierto. Sea y € X\G), entonces y estd contenido
en los elementos de F; que contienen a p y como F; es localmente finita, existe una U
vecindad abierta de y tal que U C Fy U--- U F,,. De la coleccion {F, ..., F},} podemos
quitar a los que no contengan a y. Asi, U\{F; : y € F;yi € {1,...,n}} es un abierto
que contiene a y y estd contenido en X \Gy. Entonces X\G, es un abierto contenido
en los elementos de F; que contienen a p, es decir, X\Gy C St(p, F;). Por hipotesis,
para X\Gy e i € N, existe un j tal que cualquier elemento en F; que contiene a p esta
contenido en X\G), es decir, St(p, F;) C X\Go. Por la construccion de G, tenemos
quesi ' € F; yp¢ F, entonces F'N (X\Go) = 0. ]

Proposicion 3.3.4. Sea X un espacio Ty, {(F;,7:), g }ien la g-estructura celular obtenida
del Lema 3.3.2 y F* = Fu,\r. Si ademds se satisfacen las siguientes condiciones, entonces
X es determinado por la g-estructura celular {(F;,7;), 9" bien:

L Paracada F € F;yp € I, existeun G € F; ;1 tal quep € G C F.

2. Para cada U abierto y T € F., tal que (\,cy v = {p} yp € U, existe j € N tal que
Zj cUu.

3. Para cada @ € F., conp € (,cn Ti» $i U es la union de elementos de {F' € | J, .\ F; :
p € F} y para cualquier §j € Fo que satisface ;. yi = {p}, existe un j € N tal
que y; C U, entonces existe un abierto V tal quep € V C U.

Demostracion. Veamos que JF* es homeomorfo a X. Definamos ¢ : F* — X, por
¢(m(Z)) donde p € (),oy 2 para cada T € Fi. Sea T € Fo, cON T = (21,22, T3,...) ¥
pE ﬂieN x;. Sea q # p, entonces X \{q} es un conjunto abierto que contiene a p, por
la hipétesis 2, existe j € N tal que p € x; C X\{q}, lo cual implica que g ¢ z; y por
lo tanto ¢(7(Z)) # g, es decir, p € [); es Gnico y por tanto la funciéon ¢ estd bien
definida.

La funcién ¢ es inyectiva. Sean 7,y € F, tales que (Z,y) ¢ r, entonces existe i € N
tal que (z;,9;) ¢ 74 por lo tanto z; Ny; = 0. Lo cual implica que si {q} = ();cy ¥i
entonces ¢ ¢ x; y por tanto ¢ # ¢(7(z)).

Definamos A; = {F € F; : p € F'} para cada i € N y consideremoa la sucesion
inversa de graficas {(A;,7i|4,), ;7" |4;,, }ien. Por la hipétesis 1, para cada F' € A; existe
G € A;;, tal que G C F. Por lo tanto, las funciones g 4, ., son suprayectivas. Lo cual
implica que A, # (. Sea p € [,y %4 entonces p = ¢(7(Z)). Concluimos asi que ¢ es
suprayectiva.
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Veamos ahora que la funcién ¢ es continua. Sea U un conjunto abierto en X y
T € (pom) H(U). Sea p = ¢(m(z)) € U. Entonces existe j € N tal que z; € F; y
p € x; C U. Consideremos gj’l(mj) C Fwo €l cual es un subconjunto abierto. Veamos que
se satisface ¢(m(g; '(x;))) C x; C U. Sea [z] € m(g; '(x;)) entonces existe w € g; ' (z;)
tal que (z,w) € r. Luego w; = x; y por lo tanto ();.yw; C x;. Sea {w} = [y W),
entonces ¢~ '(w) € ¢'(z;) y por lo tanto, como ¢~ (w) = [w] = [Z], se tiene que
2] € o (x;) y w(g; '(x;)) C ¢~ (x;). Como ¢ es suprayectiva, se tiene la contencién
qﬁ(ﬂ(gj_l(asj))) C x;. Luego gj_l(xj) es un conjunto abierto que contiene a T y estd
contenido en (¢ o 7)~}(U). Por lo tanto (¢ o )~ }(U) es un abierto.

Por dltimo definamos la funcién ¢ : X — F* por ¢(p) = [7] tal que (,.yz; = {p}.
Notemos que ¢ es la funcién inversa de ¢. Mostraremos que ¢ es continua. Sea A un
conjunto abierto en F*, veamos que ¢~ '(A) es abierto. Veamos que ¢ '(A) = {p €
X : {p} = Nenwi paraalgin T € 7' (A)}. Sea p € ¢ '(A), entonces ¢(p) € A,
asi, existe T € G tal que p(p) = (7] € Ay N;eyzi = {p}. Luego, = € 7 '(A) y
por lo tanto, p € {p € X : {p} = (\,cy: para algn z € 7 '(A)}. Para mostrar la
otra contencion, sea p € {p € X : {p} = (), z; para algin T € 7 '(A)}, entonces
existe § € 7 '(A) tal que (), asi, ¢(p) = [y] € A, por lo tanto, p € ¢ '(A).
Concluimos que ¢ '(A) = {p € X : {p} = ey para algin T € 7 '(A)}. Sea
p € ¢ '(A), entonces existe T € F,, tal que T € 7' (A) y Nen®i = {p}. Sea
B ={% € Fo : (jen® = {p}}, como cada T € B pertenece a 7 '(A), entonces
existe i € N tal que 7 € g; '(z;) C 7 1(A). Sea U = (J{; : paraalgin 7 € B, 7 €
g; H(x;) € m1(A)}, por la hipétesis 3 existe un conjunto abierto V' tal que p € V C U.
Como o(z;) = 7(g; ' (z;)) C A, entonces x; C ¢ '(A). Por lo tanto U C ¢~ '(A), lo
cual implica que p € V' C ¢ !(A). Concluimos entonces que ¢ '(A) es un conjunto
abierto.

n

Veamos el siguiente ejemplo de un espacio determinado por una g-estructura celular,
la cual es definida con cubiertas que satisfacen las condiciones del Lema 3.3.2 y la
Proposicion 3.3.4.

Ejemplo 3.3.5. Consideremos (w) = {1,2,3,...} U{w} con la topologia generada por la
base oy = {{n} : n € N} U{{n,n+1,..} U{w} : n € N}. Ademds consideremos
I = [0,1] con su topologia usual. Definamos T = Q(w) x I\{(w,1)} con la topologia
subespacio del espacio producto Q)(w) x I considerado con la topologia producto, ver figura
3.7. Entonces el espacio T es determinado por una g-estructura celular.

Demostracion. Construyamos una sucesion de cubiertas cerradas para 1" de la siguiente
manera, para cada m € N sea:

a a+1

F, = {{n}x [Q_m o } :nGN,aE{O,...,Qm—l}}U
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® & o o ® O (o]
[ ] o o [ ]
1 2 3 4 n n+1 w

Figura 3.7: Representacion del espacio 7' = Q(w) x I'\{(w, 1)}.

a a+1

{{m,m+1,...}u{w} X [z—m, S ] fa € {0,...,2’”—1}}.

Veamos ahora que la sucesion de cubiertas {F,, }nen satisface las hipotesis del Lema
3.3.2.Seam € Ny (z,y) € T. Por definiciéon de F,,, tenemos que F,, es numerable y
por lo tanto, si U es una vecindad abierta de (z,y), U interseca a una cantidad nuerable
de elementos de F,,. Por lo tanto, F,, es localmente numerable.

Definamos, para cada n € N, la relacion r, = {(A,B) € F, x F,, : ANB # 0} y
consideremos las funciones ¢" la identidad en F,, y ¢"*! : F,.1 — F, definida por:

n+1({k} [2%17%})—{/@} {b b;l}y

a a-+1 b b+1]

n+1<{n+1n+2 }u{w}X[Wywbz{”v”“ JUdw) [2n> "

tal que & < 5%+ < 2n+1 < Blygk(F) = gf(gjk(F)) paracada F' € Fyi < j < k.

Por lo tanto, {(Fuyrn), 9" }hen satisface las dos primeras condiciones de sucesion
inversa. Como, para cada A E Frni1y A C g"t1(A), tenemos que para cada A, B € F,,; 1
tal que AN B # 0, g"T(A) N g"T(B) # (. Asi, se satisface la tercera condicion de
sucesion inversa. Por lo tanto, {(F,,7,), 9" },en es una sucesion inversa de graficas,
cuyo limite inverso denotaremos por F,. Por otra parte, como los elementes de F,, son
cerrados y compactos, entonces, para cada = € F, ﬂieN x; es una interseccion anidada
de conjuntos compactos y cerrados, por lo tanto, (),.y z; 7# 0

Sea T € Fuo, i € Ny p € [y ;. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
p = (w,z) con x € [0,1). Entonces los elementos en F; que contienen a p son de la
forma:
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A={mm+1,.}U{w} x [“ a“}.

am’  gm

Notemos que en F; a lo mas hay dos elementos que contienen a p. Si solo existe uno,
podemos tomar U = {m, m+1,...}U{w} x (5%, %t1). Si hay dos, estos tienen que ser de
la forma: U; = {m, m+1,...}U{w} x [2‘,1,” “;;Ll y Uy = {m,m+1,.. . }U{w}x [“;;}, “;{,ﬂ
Por lo tanto, podemos tomar U = {m,m + 1,..} U{w} X (5%, %:2). En ambos casos
tenemos que U es un abierto que satisface U C St(p, F;). Ademas notemos que en
Fit1 hay a lo mas dos elementos que contienen a p y St(p, Fi+1) C U. Por lo tanto, se
satisfacen las hipotesis del Lema 3.3.2.

Veamos ahora que se satisfacen las hipotesis de la Proposicion 3.3.4. Sea i € N fijo,
F € F, y p € F. Por construccion de la cubierta F;, 4, existe un G € F;,; tal que
p € G C F, asi que se satisface la condicion 1 de la Proposicion 3.3.4.

Sea U un subconjunto abierto y 7 € F tal que (),.yz; = {p} yp € U.Sip = (n, ),
conn € Ny z €0, 1], entonces existe ¢ > 0 tal que p € {n} x (x —e,x+¢) C U. Asj,
podemos encontrar un m € N tal que p € {n} x [3%, %] C {n} x (z —e,x+¢)y

a a+l

Ty = {n} x [5%, %] Por lo tanto, p € x,, C U. Si p = (w,z) con z € [0, 1). Entonces

existe un elemento en (o, tal que:

pe{N,N+1,. . }U{w} x (x—¢e,x+¢e)CU, para algin € > 0.

De forma analoga al caso anterior, podemos encontrar un m € N tal que p €
{N,N+1,. JU{wl x [5%, %] c{NN+1,. . JU{w} x (z—e,x+¢e)yay, =
{N,N +1,..} U{w} x [5%,%tL]. Por lo tanto, p € z,,, C U. Concluimos asi que se
satisface 2 de la Proposicion 3.3.4.

Por ultimo, veamos que se satisface la condicién 3. Sea T € Fo, p € [\,en @i ¥ U
una unién de elementos de | J;.y F; los cuales contienen a p y para cualquier j € G
tal que (,cy ¥ = {p}, existe un j € N tal que y; C U.

Consideraremos el caso p = (w,z) con z € [0,1), los deméas casos son anélogos.
Entonces los elementos A que contienen a p y tales que A C U son de la forma:

a a+1
Afrln = {m,m—l— 1, } U {W} X |:2_m’ om :|
para algin m € Ny a € {0,...,2™ — 1}.
Sea ag tal que 2 = min{;% : A% C U} y sea a, tal que 4 = max{%:! : A2 C U}.
Entonces el conjunto {n,n + 1, ...} U{w} x (52, 5#) es un abierto que contiene a p y se
queda contenido en U. Por lo tanto, se satisfacen las hipétesis de la Proposicion 3.3.4 lo

cual implica que 7" es determinado por una g-estructura celular. ]

Veremos un ejemplo de una familia de espacios determinados por una g-estructura
celular, la cual es obtenida a partir de cubiertas cerradas que satisfacen las condiciones
del Lema 3.3.2 y la Proposicion 3.3.4, para lo cual introducimos la siguiente notacion.
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Lema 3.3.6. Sea { X} }ren una familia de espacios topoldgicos no vacios, {By}ken una
famllla de subconjuntos abiertos donde B; C X; y I B; — B; homeomorfismos tales que
()~ = = I, 1 =1¥ ol paratodoi,j,k € Nyl es la zdentzdad Sea { Ay }ren una familia
de subcon]untos tales que Ay, C By y Ay = li(A]). Definamos la relacion ~ en ey Xy
como sigue:x ~y siz =y ox € A; yy € Aj, para algunosi,j € Ny lf (y) = x. Entonces
la relacion ~ es una relacion de equivalencia y por lo tanto, Uyen X,/ ~ estd bien definido.

Demostracion. Es claro que ~ es reflexiva y simétrica. Veamos que ~ es transitiva. Sean
z,Y, % € UgenX}, puntos distintos tales que x ~ y y y ~ z. Entonces v € A;, y € A,
e AL Uy =zay I5(z) = y, para algunos i, j, k € N. Luego, lf(lf(z)) —Uy)=zy
como IF =1/ o lf para todo 4, j, k € N, tenemos que [¥(2) = z. Asi,  ~ 2 y por lo tanto,
~ es una relacion de equivalencia. |

Con la notacion del Lema 3.3.6 presentamos el siguiente lema, en el cual nos referimos
como un encaje a una funcion f entre dos espacios topologicos X y Y que es un
homeomorfismo sobre su imagen.

Lema 3.3.7. El mapeo cociente @ obtenido del Lema 3.3.6 satisface las siguientes condicio-
nes:

L Para cada A C A,,, con m € N tenemos que ¢~ (p(Upenli*(A))) = Ugenli(A).

2. Para cada i € N, g0| X, es un encaje.

3. ©lusen(X:\A,) €S un encaje.

Demostracion. Para mostrar la condicion 1, sea A C A,,, para algin m € N, y para cada
i € N, sea B; = ["(A). Definamos B = ¢(UenBy). Mostraremos que ¢! (p(B)) = B.
Es claro que B C ¢ (¢(B)). Sea w € ¢~ '(¢(B)) entonces ¢(w) € p(B). Asi, existe
v € B tal que p(v) = p(w). Si v = w, entonces w € B. Supongamos entonces que
v # w, entonces podemos suponer que w € X, y v € B,,. Como ¢(v) = ¢(w), por
definicion de ¢, tenemos que v ~ w. Por lo tanto, w = [!°(v) y como v € B,,, entonces
v =1, (v') para algin v € By. Luego w = [} (v) y como [} (v') € I}(By) = B,, entonces
w € B,, es decir, w € B.

Sea i € N, queremos mostrar ahora que ¢|x, : X; — ¢(X;) es un homeomorfis-
mo. Notemos que ¢|x, es una funciéon continua, pues es la restriccion de una funcién
continua, y es suprayectiva sobre su imagen. Para ver que es inyectiva, sean x,y € X;
tales que = # y, como z y y pertenecen al mismo X;, entonces x ~ y. Por lo tanto,
x, () x,(y) Veamos que ¢|x, es una funcién abierta. Sea A un subconjunto
abierto de X;, entonces A N B; es un conjunto abierto en X;. Consideremos el con-
junto C' = AU (U;en5(A N Bi) el cual es un abierto en UrenX), y por el inciso 1,
0 1 (p(C)) = C. Por lo tanto, ¢(C) es abierto en LxenXi/ ~ y ©(C) N p(X;) es
abierto en p(X;). (A) = o(C) N e(X;). x,(A), enton-
cesex1stey€Atalque<p|Xl,():z Comoye AC X;yAcCC, ()G(p(C)y

i
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o(y) € p(X;), por lo tanto, p(y) = ¢|x,(y) = z € (C)Ny(X;). Para la otra contencion,
sea z € p(C)Np(X;), entonces existe = € C'tal que p(z) = 2y y € X, tal que p(y) = =.
Como x € C, tenemos dos casos: si © € A C X;, entonces p(z) € p(A) = ¢|x,(A).
Para el caso 2, supongamos que z ¢ A, entonces = € I; (AN B;) C X} con k # i. Por lo
tanto, existe w € AN B, tal que x = [} (w). Por otra parte, como ¢(z) = p(y), z ~ y
y como r € X; y y € X;, necesariamente v € Ay, y € A; y x = li(y), de donde se
sigue que w =y y p(w) = p(y) € (AN 4;) C p(A) = ¢|x,(A). Dado que = ~ y, se
tiene que ¢(x) € ¢|x,(A). Por lo tanto, ¢|x,(A) es abierto en p(X;) y ¢|x, es abierta.
Concluimos que ¢|x, es un homeomorfismo.

Veamos ahora que la funcion ¢|u, . (x;\4,) @ Uien(Xi\A4i) = ©(Uien(X;\A4;)) es un
homeomorfismo. De forma analoga al inciso anterior, tenemos que la funcion o[y, (x;\ 4,
es continua por ser la restriccion de una funcion continua, ademas es suprayectiva so-
bre su imagen. Para ver que ¢|y, . (x,\4,) €s inyectiva, sean z,y € U;en(X;\A4;) ta-
les que « # y, entonces = ~ y. Por lo tanto, ¢|u, . (x\4,)(T) # @luen(x\a) (y), asi
©|Uien(x,\4,) s inyectiva. Veamos que la funcién ¢|y,_, (x,\4,) es abierta. Sea A un sub-
conjunto abierto de U;en(X;\A;), mostraremos que ¢y, (x,\4,)(A) es un subconjunto
abierto en p(U;en(X;\4;)). Si x € X;\A; y y € X;\A; con i # j, entonces x ~ y. Asi,
@ M @luien(xinan)(A)) = Ay por lo tanto, ¢y, . (xi\a;)(A) es abierto en UyenXy/ ~.
Ademés, como o (p(Uien(Xi\4:))) = Uien(X;\A;), entonces o(Uijen(X;\A;)) es
abierto en UyenXy/ ~. Por lo tanto, ¢y, (x.,\a,)(A) es abierto en p(Ujen(X;\4;)).
Asi, ©|u,cn(x,\4,) €s abierta y por lo tanto, un homeomorfismo. |

Lema 3.3.8. Sea { X }ren, { Bk tren, { Ak }ren y ~ definidos como en la Observacion 3.3.6,
tal que para cada k € N, A, C X}, es un subespacio cerrado. Entonces a partir de cubiertas
para el espacio cociente ey X/ ~ podemos construir una g-estructura celular.

Demostracién. Sea ¢ el mapeo cociente definido de Llpen Xy sobre LgenXy/ ~. Para
cada £ € N, tenemos que X es metrizable y por lo tanto es perfectamente normal.
Entonces, por el Teorema 1.1.25, los subespacios Clx, (By) y X\ By, son completamente
metrizables.

Para cada k € N, sea {FF},cy una sucesion de cubiertas cerradas localmente finitas
de X\ By, construidas de acuerdo al Teorema 2.4.8. De forma analoga, para Clx, (B;) sea
{A; }ien una sucesion de cubiertas cerradas localmente finitas, construidas de acuerdo
al Teorema 2.4.8. Luego, para cada i € Ny j > 1, la familia A] = {I;(A) : A € A}} es
una cubierta cerrada localmente finita para B; y ademas {A?};cy satisface AJ , < Al
Veamos ahora que para cada i € N el conjunto:

Giz{go(F):Feff, conkEN}U{g&(A):AEAf, con k € N} (3.3

es una cubierta cerrada localmente numerable para el espacio LyenXy/ ~. Sea y €
UrenXy/ ~, entonces existe x € LpenXy tal que ¢(x) = y. Por lo tanto, x € X, para
algn k € N. Si x € By, existe A € A tal que z € A y por lo tanto y € p(A). Si
x € X;\DBy, existe F' € FF tal que x € F'y por lo tanto y € ¢(F). Concluimos asi que
G, cubre a Ugen X5/ ~.
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Para ver que es cerrada, sea ¢(F') € (;. Consideremos primero el caso en el que
F € FF para algn k € N. Como F C X;\Ax, ¢ *(¢(F)) = F, por lo tanto ¢(F)
es un cerrado en LlenXy/ ~. Supongamos ahora que F' € A¥ y k € N, entonces
o Hp(F)) = F U (Ujzr(A; NI¥(F))), el cual es un cerrado en LyenXp. Por lo tanto,
G; es una cubierta cerrada para Ugen X/ ~.

Mostraremos ahora que G; es localmente numerable. Sea y € LyenXi/ ~, entonces
existe * € Ugen Xy tal que p(z) = y. Supongamos que = € Xj con k € N. Si z €
X\ By, entonces existe una vecindad U, C X\B, de = que interseca a una cantidad
finita de elementos de .7:1»’“, digamos Fi, ..., F},. Como U} esta completamente contenido
en X3\ Ay, resulta que ¢(Uy) es un abierto en LenXy;/ ~ que contiene a y y que
interseca a una cantidad finita de elementos de G;, ¢(F}), ..., (F},). De manera anéloga,
si © € J(By). Entonces existe un abierto U, C X\ A) que contiene a = y que interseca
solo a una cantidad finita de elementos de A¥ y FF, sean A, ..., A,,, F\, ..., I, tales
elementos. Como U}, estd completamente contenido en X\ Ay, ¢(Uy) es un abierto
en UgenXy/ ~ que contiene a y y que interseca a una cantidad finita de elementos
de G;, (A1), ...,0(An), ©(F1), ..., p(F,). Por Gltimo, consideremos el caso en el que
x € By. Entonces existe un abierto U, C By que contiene a x y que interseca solo a
una cantidad finita de elementos de A. Entonces para cada j € N, tenemos que ¥(Uy)
es un subconjunto abierto que contiene a lf(x) y que interseca solo a una cantidad

finita de elementos de .A. Por el inciso 1 del Lema 3.3.7 tenemos que (Ujenli(Uy)) es
un abierto en UyenX/ ~ que contiene a y, pues ¢~ (¢(Ujents(Ur))) = Ujenl) (Uk).
Ademés ¢(Ljenl;(Uy)) interseca a una cantidad numerable de elementos de G, pues
cada [¥(Uy) interseca solo a una cantidad finita de elementos de AY y F} y por lo tanto
¢ (@(Ujents(Ur))) = Ujenl} (Uy) interseca a una cantidad numerable de elementos de

{F:FeA¥ 6 F € FF, para algin k € N}.

Notemos ahora que G411 < G;, para cada i € N, pues Fr,, < FFy A¥ | < A% para
cada k € N. Ademés definiendo, para cada i € N, r; = {(A, B) € G; x G; : AN B # 0},
g! la funcién identidad en G; y g/™ : G4y — G, tal que F C g'**(F) para cada

F € Gy, tenemos que (),.yyi # 0 para cada § € Gu, pues {F/ }ien v {Aftien
satisfacen las hipotesis del Teorema 2.3.4.

Mostraremos que para cada § € Goo, p € (¥ € @ € N, existe j > 4 y un
abierto U tal que St(p, F;) C U C St(p,F;) y UNG = 0, para cualquier G € F; con
p & G, asi por el Lema 3.3.2 tendremos que {(G,7;), 9.7 }ien define una g-estructura
celular. Sea § € G, p € (;en ¥i» ¢ € Ny definamos D = (J{A € G; : p ¢ A}. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que p € p(A;), pues si p € (| J;on(Xi\Ai)),
entonces existe un solo elemento y € J,.(X;\A;) tal que ¢(y) = p. Por lo tanto, si
y € Xi\Ay con k € N, nos podemos restringir al espacio X}, donde la sucesion de
cubiertas { A U FF},cn satisfacen las hipotesis del Teorema 2.3.4 y por el Lema 3.3.3, se
tiene la condicién que queremos. Asi, para cada j € N, existe z; € A; tal que p(x;) =p
y por lo tanto, l;(mz) = z; para cada ¢,7 € N. Consideremos para z; una vecindad
abierta U; que interseca solo una cantidad finita de elementos de A}, sean Fj, ..., E}
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tales elementos. Definamos ahora:
Wy =UN\{E] 21 ¢ E],re{1,...,n}}

y para cada n > 2, definamos

Observemos que W7 es un conjunto abierto de X, pues es un abierto menos una cantidad
finita de cerrados. Por lo tanto W es abierto para cada j € N. Ademas, para cada j € N,
x; pertenece a W;. Definamos ahora W = |J, . W;. Entonces ¢(1/) es un abierto en
UjenX;/ ~, pues por la condicion 1 del Lema 3.3.7 tenemos que ¢ (p(W)) = W.

Veamos ahora que (W) C St(p,G;). Sea p(Fy) € G; tal que p ¢ ¢(Fp). Supon-
gamos que ©(Fy) N (W) # (0. Sea w € ¢(Fy) N (W), entonces existen w; € Fy y
wy € W tales que p(w;) = w y p(ws) = w. Podemos suponer que w; € Fy C X,
y wy € X,,, para algunos r,rg € N. Por definicion de ~, tenemos que w; ~ wsy, lo
cual implica que w; = [[°(wsy). Como ws pertenece a W, , entonces w; € W, es decir
W, N0 Fy # 0, lo cual es una contradiccion. Pues W, no interseca a ningtin elemento de
A’ que no contenga a x,. Por lo tanto, ¢(1V) es un abierto que estd contenido en los
elementos de G; que contienen a p, es decir, (W) C St(p, G;).

Ahora, como W; es un abierto en X; que contiene a z;, para cada j € N existe
m; € N tal que St(:tj,Aan) C W;. Pero como W, C Bj, podemos suponer que
my = my para todo k € N. Como St(x;, A’

© (UjeN St(z;, A{n1)> Co <Uj€N Wj) = @(W). Veamos que ¢ (UjEN St(fﬁj,A‘an)) =
St(p, G, )- Sea q € St(p, Gy, ), entonces q € A para algin A € G,,,. Por lo tanto, existe
F e Al tal que A = ¢(F). Como p € A, entonces x; € F, luego F' € St(z;, Al, ). Asi,
o(F) € ¢ <UJEN St(asj,A{'m)). Consideremos ahora, ¢(F) con F € |,y St(x;, AJ,).

Entonces existe k& € N tal que F' € St(x, A¥, ). Luego x; € F, lo cual implica que
p € @(F). Por lo tanto p(F) € St(p, G, ). Asi, concluimos que St(p, G,,,) C o(W).
Ademds, si A € G,,,, con p ¢ A entonces AN (W) = (). Por lo tanto, por el Lema 3.3.2,
tenemos que {(Gj,7;), g:*' }icy define una g-estructura celular. n

) C W; para todo j € N, entonces

Teorema 3.3.9. Sea { X }ren, { B }reny {Aktren ¥ ~ definidos como en la Observacién
3.3.6, tal que para cada k € N, A;, C Xy es un subespacio cerrado. Entonces el espacio
cociente UgenXy/ ~ es determinado por una g-estructura celular.

Demostracién. Veamos que la g-estructura celular {(G;,7;), g:"* }icn obtenida como en
el Lema 3.3.8, donde los conjuntos G; estan definidos en 3.3 de la demostracion del Lema
3.3.8, satisface las hipétesis de la Proposicion 3.3.4. Para verificar la primera condicion sea
A € G; yp e A entonces existe © € UjenX; tal que p(z) = p. Como A € G,
A = ¢(F) para algin F € Jyon(FF U AF) tal que € F, donde sin pérdida de
generalidad podemos suponer que F € Aﬁ con j € N, ya que ¢ satisface 3 del Lema
3.3.7. Por construcciéon de las cubiertas y por el Teorema 2.4.8, existe G € A’ 41 tal que
z; € G C F, entonces p(G) C ¢(F) y ¢(G) € Gis.
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Sea T € G, entonces para cada i € N, x; = ¢(F;). Dado que se satisface 3 del Lema
3.3.7, sin pérdida de generalidad podemos suponer que para cada ¢ € N, F; C A; para
algiin j € N. Sea p € [);cy ¢(F3) y U C UjenX;/ ~ un subconjunto abierto que contiene
a p. Como U es abierto en Ll;cyX;/ ~, entonces ¢ 1 (U) es abierto en ;cnX;. Luego,
¢ (U) N X; es un abierto en X, para cada j € N. Notemos que como F; C A{ para
cadai € Ny A‘Z satisface las hipotesis del Teorema 2.3.4, entonces para y; = ;o L
existe m € N tal que F,, C X,, N 1 (U). Asi, ¢(F,,) C U. Concluimos por tanto que
T, CU.

Por ultimo, veamos que se satisface la condicion 3 de la Proposicién 3.3.4. Sea 7 € G,
con p € [,y % ¥ sea U una unién de elementos de | J,. G; los cuales contienen a p y
tal que para todo 3 € G que satisface [);.y ¥ = {p} existe un j € N tal que y; € U.
Utilizando nuevamente la condicién 3 del Lema 3.3.7, sin pérdida de generalidad podemos
suponer que p € ¢(A;), entonces para cada i € N existe z; € A; tal que p(z;) = p.
Supongamos que U = [J,;cy¢(F}), (podemos considerar que la unién es numerable
porque para cada X; puede haber una cantidad a lo mas numerable de elementos de
Upen Aj, los cuales contienen a z; y ademés por (2) del Lema 3.3.7 tenemos que ¢|x, es
un encaje), entonces existe una coleccién {E;} ey C {F}j} en tal que cada E; contiene
a z1 y se queda contenido en B;. Como X; es completamente metrizable y estamos
considerando que su estructura celular es definida como en el Teorema 2.4.8, sin pérdida
de generalidad podemos suponer que E; = Clx, B(v;,r) para algan v; € X; tal que
z1 € B(vj,r). Entonces UjenB(vj,7) es un abierto en X; que contiene a z; y ademas se
queda contenido en Ujcy E;. Definamos Dy = UjenE; y D,, = I1(D;). Por la condicion
1 del Lema 3.3.7, ¢(U;enD;) es un abierto en L;enX;/ ~, ademas ¢(U,enD;) contiene
a p, pues para cada j € N, z; € D;. Veamos que ¢(UjenD;) se queda contenido en
U. Sea w € p(UjenD;), entonces existe wy € UjenD; tal que ¢(wy) = w. Lo cual
implica que wy € Dy, para algin k € N, asi wy € [3(D;). Por lo tanto, existe un
wy € E,, para algin m € N, tal que [}.(w;) = wo. Luego w; € F,, para algin r € N
y p(wy) € U. Como p(w;) = p(wp), entonces p(wy) € U, es decir, w € U. Asi,
p € ¢(UjenD;) C U. Concluimos asi que se satisfacen las hipotesis de la Proposicion
3.3.4, por lo tanto UenXy/ ~ es determinado por una g-estructura celular. |

Veamos ahora un ejemplo de un espacio que satisface las hipotesis del resultado
anterior.

Ejemplo 3.3.10. Consideremos, para cada k € N, X;; = [0,1] x [0,1] y B, = [0,1] x [0, 1)
como subespacio de Xy. Sea, para cada k € N, A, = [0,1] x {0} contenido en Bj.
Definamos, para cada i,j € N, I/ : Clx,B; — Clx,B; por U((z,y) = (z,y). Sea
X = UrenXy/ ~, donde la relacion ~ estd definida como: (x,0) ~ (y,0) si (,0) € A; y
(y,0) € Ay, para algunos i,j € N yl’((y,0)) = (x,0) 6 I]((x,0)) = (y,0), ver figura 3.8.
Entonces X es determinado por una g-estructura celular.

Para ver que X es determinado por una g-estructura celular verificaremos que se sa-

tisfacen las hipotesis de Teorema 3.3.9, para lo cual es necesario mostrar que se satisfacen
las condiciones de la Observacion 3.3.6.
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Por definicion de I, (I/)~' = %, I =1 o I para todo 4, j,k € Ny l/(4;) = A,
Entonces, por la Observacién 3.3.6, la relacion ~ definida en Ly X es una relacion
de equivalencia. Ahora, como A es cerrado en X} para cada k € N, tenemos que se
satisfacen las hipotesis del Teorema 3.3.9 y por lo tanto, X es determinado por una
g-estructura celular.

N7

Figura 3.8: Representacion del espacio cociente X del ejemplo 3.3.10. La parte con lineas
azules representa la imagen bajo el mapeo cociente de los subespacios By y la linea
marcada en rojo, la imagen bajo el mapeo cociente de los Ay.



Conclusiones

Las estructuras celulares obtenidas a partir de sucesiones inversas, definidas por E.
Tymchatyn y W. Debski, determinan espacios completamente metrizables, asi, en este
trabajo hemos definido las estructuras celulares generalizadas con la idea de poder re-
presentar espacios topologicos, que no necesariamente son completamente metrizables,
como un cociente de un limite inverso de una sucesion inversa de graficas, sin necesidad
de recurrir a sistemas inversos.

Dado un espacio topolégico X, el cual es determinado por una estructura celular ge-
neralizada, {(G;,7;), g:"' }ien donde cada G; tiene la topologia discreta, hemos mostrado
lo siguiente:

El espacio X es Hausdorff (Proposiciéon 3.1.14).
Para cada T € G, se tiene que B(Z,r) es un espacio Lindel6f (Proposicion 3.1.12).

Sea {(Gi,r:), gf“}ieN una g-estructura celular donde cada G; tiene la topologia
discreta. Si para cada T € (G y para cada subconjunto abierto A C G, que
contiene a B(z,r) existe j € N tal que B(g; ' (x;),r) C A, entonces

B ={G"\m(Gx\A) : A es abierto en G}
es una base para la topologia de G* (Proposicion 3.1.17).

Si X es un espacio determinado por una g-estructura celular la cual satisface que
para cada T € G, y para cada subconjunto abierto A C G, que contiene a
B(z,r) existe j € N tal que B(g; ' (x;),7) C A, entonces X es normal (Corolario
3.1.20).

El mapeo cociente 7 : G, — G* no necesariamente es cerrado (ejemplo 3.1.21).

El espacio X no necesariamente es regular (Proposicion 3.1.24).

Hemos mostrado una familia de espacios que son determinados por estructuras celu-
lares generalizadas, pero no por una estructura celular obtenida a partir de una sucesién
inversa de gréficas (Proposicion 3.2.2) y utilizando cubiertas cerradas hemos extendido tal
familia de espacios, ver Teorema 3.3.9.
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Los espacios completamente metrizables son determinados por una estructura celular
generalizada, pero no todos los espacios determinados por una estructura celular genera-
lizada son regulares, asi, tiene sentido preguntarnos si todos los espacios topolégicamente
completos son determinados por una estructura celular generalizada o mas general, si
todos los espacios que son imagen perfecta de un espacio topolégicamente completo son
determinados por una estructura celular generalizada.

Dado, que el espacio determinado por la estructura celular generalizada construida
en el ejemplo 3.1.22, no es regular y por lo tanto, no es la imagen perfecta de un
espacio topologicamente completo, podemos preguntarnos ;se puede caracterizar a los
espacios que no son imagen perfecta de un espacio topologicamente completo, pero
que si son determinados por una estructura celular generalizada?, con base en esto,
podemos preguntarnos por algunos ejemplos particulares, como el espacio conocido como
la plancha de Tychonoff, 7', el cual es Tychonoff y por lo tanto regular, pero no es
un espacio topolégicamente completo, ver Observacion 1.3.19. ;Sera T' determinado por
una estructura celular generalizada? o en todo caso, extendiendo la definiciéon de g-
estructura celular a sistemas inversos j;puede T ser determinado por una estructura
celular generalizada? y en este caso jcualquier espacio Tychonoff puede ser determinado
por una g-estructura celular?
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