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Resumen

En el presente trabajo definimos lo que será una estructura celular generalizada a
partir la definición de estructura celular dada por E. Tymchatyn y W. Debski en [7]. La
idea de dar esta definición fue ampliar la clase de espacios que pueden ser representados
como un cociente de un límite inverso de una sucesión inversa de gráficas, sin necesidad
de recurrir a sistemas inversos. Así, todo espacio determinado por una estructura celu-
lar, es determinado por una estructura celular generalizada, pero no al revés. Además,
presentamos algunas propiedades que satisfacen las estructuras celulares generalizadas.
Se muestra que los espacios determinados por una estructura celular generalizada no
necesariamente son regulares y damos algunos ejemplos que muestran que hay otras
propiedades que satisfacen las estructuras celulares y no conservan las estructuras ce-
lulares generalizadas. Damos condiciones, en términos de cubiertas cerradas, para que
un espacio sea determinado por una estructura celular generalizada y mostramos una
familia de espacios determinados por una estructura celular generalizada, pero no por
una estructura celular.

Abstract

In the present work we define what will be a generalized cell structure based on the
definition of cell structure which was given by E. Tymchatyn and W. Debski in [7]. The
idea of giving this definition was to expand the class of spaces that can be represented as
a quotient of an inverse limit of an inverse sequence of graphs without resorting to inverse
systems. Thus, if a space admits a cell structure, it admits a generalized cell structure,
but not vice versa. Furthermore, some properties, that are satisfied by a generalized cell
structure, are presented. It is shown that if a space admits a generalized cell structure, it
isn’t necessarily a regular space and some examples are given to show that there are other
properties that are satisfied by cell structures and they aren’t preserved by generalized cell
structures. Conditions on closed covers for a space to be determined by a generalized cell
structure are given, as well as a family of spaces that admit a generalized cell structure
but not a cell structure.
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Introducción

Las gráficas han sido utilizadas para abordar distintos problemas de matemáticas, fí-
sica, biotecnología y otras áreas de la ciencia. Por ejemplo, en física se han empleado
gráficas combinatorias para definir las spin networks, las cuales fueron utilizadas, inicial-
mente, en mecánica cuántica y recientemente se han usado para representar el espacio de
estados en la gravedad cuántica, ver [3] y [17]; en biotecnología, se han usado gráficas para
representar señales electrofisiológicas para su clasificación y caracterización, ver [4]. Así,
en topología general se ha buscado representar espacios topológicos utilizando gráficas
de tal manera que éstas contengan información suficiente del espacio topológico.

La idea de describir espacios topológicos usando sucesiones fue utilizada por P.S.
Alexandro� en 1929, ver [2], quien aproximó espacios topológicos por poliedros, para
después aplicar la topología algebraica a espacios métricos compactos. Más adelante, en
1937, H. Freudental consideró funciones de sucesiones inversas de poliedros y mostró que
si X es un espacio métrico y compacto entonces X es homeomorfo al límite inverso
de una sucesión inversa de poliedros cuya dimensión es acotada por la dimensión de
X , ver [10]. Esto no necesariamente es cierto para espacios compactos Hausdor�, lo cual
fue mostrado de manera independiente por S. Mardesic, ver [14], y B. Pasynkov, ver [18].
En 1997, R. D. Kopperman y R. G. Wilson mostraron cómo obtener espacios compactos
Hausdor� como reflexiones Hausdor� de límites inversos de espacios T0 finitos, ver [13].

Por otra parte, dados dos espacios topológicos los cuales se pueden representar como
límite inverso de un sistema inverso, se ha buscado representar funciones continuas entre
tales espacios topológicos por sistemas de funciones entre los sistemas inversos. Con esta
idea, S. Mardesic introdujo los límites inversos aproximados, ver [16] y [6]. A su vez, éstos
fueron remplazados por resoluciones y más adelante por resoluciones aproximadas, ver
[15]. El inconveniente en el estudio de sistemas inversos aproximados y resoluciones fue
que los diagramas que se obtienen con las funciones de ligadura no necesariamente son
conmutativos.

Así, para evitar los problemas de conmutatividad de los diagramas, E. Tymchatyn y
W. Debski restringen su atención a sistemas inversos de espacios discretos. En 2017 fue
introducido el concepto de estructura celular por E. Tymchatyn y W. Debski, considerando
sucesiones inversas de gráficas, ver [7]. En este artículo caracterizan los espacios comple-
tamente metrizables utilizando sucesiones inversas de espacios discretos. Posteriormente,
extendieron su definición a sistemas inversos de gráficas con lo cual caracterizan a los es-
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pacios que son imagen perfecta de espacios topológicamente completos, ver [8]. En ambos
artículos citados se muestra que, para representar espacios completamente metrizables o
espacios que son imagen perfecta de un espacio topológicamente completo, es suficiente
usar la información contenida en gráficas.

En este trabajo hemos definido una estructura celular generalizada modificando una
de las condiciones de la definición de estructura celular dada por E. Tymchatyn y W.
Debski. Las estructuras celulares, obtenidas a partir de una sucesión inversa, caracterizan
a los espacios completamente metrizables, así, la idea de definir una estructura celular
generalizada, es ampliar la clase de espacios que pueden ser representados como un
cociente de un subespacio cerrado del producto numerable de espacios discretos, sin
necesidad de recurrir a sistemas inversos.

Este trabajo se divide en tres capítulos. En el primer capítulo presentamos conceptos
y definiciones de topología general que serán utilizados en los demás capítulos.

En el segundo capítulo presentamos la definición de estructura celular y algunos
resultados vistos en [7] relacionados con las propiedades de los espacios determinados
por estructuras celulares. Presentamos ejemplos de estructuras celulares y cómo obtener
estruturas celulares a partir de cubiertas cerradas. Además, introducimos la noción de
completez de una estructura celular y damos algunos ejemplos relacionados con las
estructuras celulares. Para finalizar el capítulo 2, presentamos la extensión de estructuras
celulares a sistemas inversos.

En el capítulo 3, hablamos de estructuras celulares generalizadas, presentamos su
definición y mostramos algunas de sus propiedades, por ejemplo que el espacio determi-
nado por una estructura celular generalizada es un espacio T2, pero no necesariamente
T3. Además, damos una condición para que el espacio determinado por una estructura
celular generalizada sea normal, esa misma condición implica que podemos definir una
base para el espacio determinado por la estructura celular generalizada. Presentamos una
familia de espacios topológicos que son determinados por una estructura celular gene-
ralizada, pero no por una estructura celular obtenida a partir de un sucesión inversa.
También, incluimos algunos resultados de estructuras celulares generalizadas que son ob-
tenidas a partir de cubiertas cerradas de un espacio topológico y ampliamos la familia de
espacios que son determinados por una estructura celular generalizada, pero no por una
estructura celular obtenida a partir de un sucesión inversa. Por último, presentamos las
conclusiones de este trabajo.
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Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo presentamos definiciones y resultados que utilizaremos a lo largo de
este trabajo. Comenzamos con nociones de topología general relacionadas con axiomas
de separación.

1.1. Nociones de topología general

Dado un espacio topológico (X, τ) a los elementos de la topología τ les llamaremos
abiertos en X y un cerrado en X es un subconjunto de X de la forma X\A, donde
A ∈ τ .

Definición 1.1.1. Sea (X, τ) un espacio topológico.

1. El espacio X es llamado T0 si para cada par de puntos distintos x y y en X , existe
un subconjunto abierto de X que contiene solo a uno de ellos.

2. El espacio X es llamado T1 si para cada par de puntos distintos x y y en X ,
existen subconjuntos abiertos U y V con x ∈ U , y ∈ V , pero x /∈ V y y /∈ U .

3. El espacio X es llamado T2 o Hausdor� si para cada par de puntos distintos x y
y en X , existen subconjuntos abiertos y disjuntos U y V , con x ∈ U y y ∈ V .

4. El espacio X es llamado T3 si para cada subconjunto cerrado A ⊂ X y para cada
x ∈ X\A, existen subconjuntos abiertos y disjuntos U y V , con x ∈ U y A ⊂ V .

5. El espacio X es llamado T4 si para cualesquiera dos subconjuntos cerrados A y B
en X , existen subconjuntos abiertos y disjuntos U y V , con A ⊂ U y B ⊂ V .

Definición 1.1.2. Sea (X, τ) un espacio topológico. Diremos que X es regular si X es
T3 y T1. Diremos que X es normal si X es T4 y T1. Y diremos que X es Tychono� si
X es T1 y para cada punto x ∈ X y cada subconjunto cerrado A ⊂ X tal que x /∈ A
existe una función continua f : X → [0, 1] tal que f(x) = 0 y f(A) ⊂ {1}.

3



4 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Ejemplos de espacios normales son los espacios métricos y como cada espacio métrico
es T1, T2, T3, T4, regular y Tychono�, ya tenemos muchos ejemplos de espacios que
cumplen estas condiciones.

Al conjunto de los números naturales lo denotaremos por N, al conjunto de números
reales por R y al conjunto {(a, b) : a, b ∈ R} por R2.

Dados dos espacios topológicos X y Y y una función f de X a Y , nos referiremos a
f como un mapeo si f es una función continua.

Definición 1.1.3. Sean X y Y espacios topológicos y f una función de X a Y . Diremos
que f es un mapeo perfecto si f es continua, cerrada y para cada y ∈ Y , f−1(y) es un
espacio compacto.

Teorema 1.1.4. ([9], Teorema 3.7.20, pág. 187). La clase de espacios Ti, con i ∈ {2, 3, 4}, es
invariante bajo mapeos perfectos.

Antes de definir la topología producto definimos la topología inicial inducida por una
familia de funciones.

Definición 1.1.5. Sean J un conjunto no vacío y {(Xj, τj) : j ∈ J} una familia de
espacios topológicos no vacíos. Sea X un conjunto no vacío y F = {fj : X → Xj :
j ∈ J} una familia de funciones. Definimos la topología inicial inducida por F , la cual
denotaremos por τF , como la más gruesa de las topologías en X que convierte a cada
función fi ∈ F en una función continua, es decir, si τ es una topología en X tal que,
para cada j ∈ J , fj es una función continua, entonces τF ⊂ τ , y además, τF satisface:
para cualquier espacio topológico Z , una función g : Z → (X, τF) es continua si y sólo
si fj ◦ g es continua.

Definición 1.1.6. Sea {(Xj, τj) : j ∈ J} una familia de espacios topológicos no vacíos,
donde J es un conjunto no vacío. Sea, para cada i ∈ J , pi :

∏
j∈J Xj → Xi la i-ésima

proyección de
∏

j∈J Xj sobre Xi, es decir, pi((xj)j∈J) = xi. Se define la topología
producto o Tychono� de los espacios Xj como la topología inicial inducida por P =
{pj : j ∈ J}.

Lema 1.1.7. El espacio {0, 1}N con la topología producto es homeomorfo a {1, 2}N con la
topología producto.

Demostración. Consideremos la función f definida de {0, 1}N en {1, 2}N por f((xi)i∈N) =
(xi + 1)i∈N. La función f es inyectiva pues si (xi)i∈N y (yi)i∈N son elementos distin-
tos de {0, 1}N, entonces existe un i ∈ N tal que xi 6= yi. Luego, xi + 1 6= yi + 1
y por lo tanto, f((xi)i∈N) 6= f((yi)i∈N). Para ver que es suprayectiva, sea (yi)i∈N en
{1, 2}N, entonces yi ∈ {1, 2} de modo que yi − 1 ∈ {0, 1}. Así, (yi − 1)i∈N ∈ {0, 1}N
y satisface f((yi − 1)i∈N) = (yi)i∈N. Veamos que f es continua. Sea A ⊂ {1, 2}N
un subconjunto abierto. Sin perder generalidad podemos suponer que A es un abier-
to básico, entonces existe un conjunto finito {j1, j2, ..., jn} ⊂ N con n ∈ N tal que
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A = Aj1 × · · ·Ajn × {1, 2}N\{j1,j2,...,jn}, donde Ajk ⊂ {1, 2}, para cada k ∈ {1, ..., n}.
Por lo tanto, f−1(A) = Bj1×· · ·Bjn×{0, 1}N\{j1,j2,...,jn}, donde Bjk ⊂ {0, 1}, para cada
k ∈ {1, ..., n}. Así, f−1(A) es abierto en {0, 1}N, de este modo f es continua. Como
{0, 1}N es compacto, {1, 2}N es T2 y f es continua y biyectiva, f es un homeomorfismo.

Observación 1.1.8. El conjunto de Cantor, al cual denotaremos por la letra C , es homeo-
morfo al espacio {0, 1}N con la topología producto, ver [21, ejemplo 17.9(c)]. Por el Lema 1.1.7,
C es homeomorfo al espacio {1, 2}N con la topología producto.

Definimos ahora la topología final y la topología cociente.

Definición 1.1.9. Sean J un conjunto no vacío y {(Xj, τj) : j ∈ J} una familia de
espacios topológicos no vacíos. Sea Y un conjunto no vacío y F = {fj : Xj → Y :
j ∈ J} una familia de funciones. Definimos la topología final inducida por F , la cual
denotaremos por τF , como la más fina de las topologías en Y que convierte a cada
función fi ∈ F en una función continua, es decir, si τ es una topología en Y tal que,
para cada j ∈ J , fj es una función continua, entonces τ ⊂ τF , y además, τF satisface:
para cualquier espacio Z , una función g : (Y, τF)→ Z es continua si y solo si g ◦ fj es
continua para toda j ∈ J .

Definición 1.1.10. Sea X un conjunto y r una relación de equivalencia. Sea X/r el
conjunto de clases de equivalencia y π : X → X/r el mapeo cociente. Se define la
topología cociente de X/r como la topología final infucida por P = {π}.

A continuación presentamos la definición de un espacio Lindelöf.

Definición 1.1.11. Un espacio topológico X es Lindelöf si es regular y cada cubierta
abierta tiene una subcubierta numerable.

Los espacios métricos compactos son ejemplos de espacios Lindelöf, pero no todos
los espacios Lindelöf son compactos, por ejemplo el conjunto de los numeros reales R
con la topología usual.

Los siguientes resultados nos serán útiles para decidir cuándo un espacio es Lindelöf,
su demostración puede ser consultada en [5] y [9].

Teorema 1.1.12. ([5], ejemplo 7.30, pág. 257). Si X es un espacio regular y segundo nume-
rable, entonces X es un espacio Lindelöf.

Teorema 1.1.13. ([9], Corolario 3.8.10, pág. 193). Si X es un espacio Lindelöf y Y un espacio
compacto, entonces X × Y es un espacio Lindelöf.

Teorema 1.1.14. ([9], Teorema 3.8.7, pág. 193). Sean X un espacio Lindelöf y Y un espacio
regular. Si existe una mapeo suprayectivo f de X a Y , entonces Y es Lindelöf.

Presentamos ahora la siguiente definición.
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Definición 1.1.15. Un espacio topológico X es σ-compacto si es Hausdor� y se puede
representar como una unión numerable de subespacios compactos.

Los espacios compactos Hausdor� son ejemplo de espacios σ-compactos. Pero no
todo espacio σ-compacto es compacto, por ejemplo N con su topología usual.

Notemos que si X es un espacio σ-compacto y no vacío, entonces X =
⋃
i∈NAi con

Ai un espacio compacto para cada i ∈ N. Sin perder generalidad, se puede suponer que
para cada i ∈ N, Ai es no vacío, pues podemos quitar los Aj , con j ∈ N, tales que
Aj = ∅.

Otro resultados relacionados con los espacios Lindelöf y que utilizaremos en este
trabajo son los siguientes:

Lema 1.1.16. Si X es un espacio regular y σ-compacto, entonces X es la imagen continua
de N× Y , donde N tiene la topología discreta y Y es un espacio compacto.

Demostración. Como X es σ-compacto, entonces X =
⋃
i∈NAi, donde cada Ai es

un subespacio compacto y no vacío de X . Además
∏

i∈NAi es un espacio compac-
to, pues producto de compactos es compacto. Definamos ahora una función F de
N ×

∏
i∈NAi a X de la siguiente manera, para cada (n, a1, a2, a3, ...) ∈ N ×

∏
i∈NAi,

sea F ((n, a1, a2, a3, ...)) = an. Notemos que F está bien definida pues an pertenece a
X y además asigna un solo elemento de X a cada punto (n, a1, a2, ...) en N×

∏
i∈NAi.

Por otro lado, F es suprayectiva pues si x ∈ X , entonces x ∈ Aj para algún j ∈ N
y F ((j, a1, ..., aj−1, x, aj+1, ...)) = x, con ai ∈ Ai para cada i ∈ N. Veamos por
último que F es continua. Sea A un subconjunto abierto y no vacío de X y sea
(m, a1, a2, ..., am, ...) ∈ F−1(A), notemos que am ∈ A ∩ Am. Consideremos el conjunto
D = {(m, b1, b2, ..., bm−1, bm, bm+1, ...) : bm ∈ A∩Am} = {m} × (A∩Am)×

∏
i 6=mAi.

Se puede observar que D está contenido en N ×
∏

i∈NAi. Notemos que D es un sub-
conjunto abierto y no vacío de N ×

∏
i∈NAi, pues A ∩ Am es un subconjunto abierto

de Am y además D contiene a (m, a1, a2, ..., am, ...). Veamos que F (D) = A ∩ Am.
Sea y ∈ A ∩ Am, como y ∈ A existe (m, b1, ..., bm−1, bm, bm+1, ...) ∈ N ×

∏
i∈NAi, con

bi ∈ Ai para cada i ∈ N, tal que F ((m, b1, ..., bm, bm+1, ...)) = y y como y ∈ Am,
bm = y. Así, (m, b1, ..., bm−1, y, bm+1, ...) ∈ D y F ((m, b1, ..., bm−1, y, bm+1, ...)) = y por
lo tanto y ∈ F (D). La otra contención es clara por definición del conjunto D. Como
A ∩ Am ⊂ A, tenemos que F (D) ⊂ A. Por lo tanto D ⊂ F−1(A), es decir, F−1(A) es
abierto en N×

∏
i∈NAi.

Proposición 1.1.17. Sea {Xi}i∈N una colección de espacios regulares y σ-compactos. Enton-
ces
∏

i∈NXi con la topología producto es un espacio Lindelöf.

Demostración. Notemos primero que
∏

i∈NXi es regular, pues cada Xi es regular, ver [20,
Proposición 3.1.2]. Por otra parte, aplicando el Lema 1.1.16, tenemos que para cada i ∈ N,
Xi es la imagen continua de algún subconjunto cerrado Zi contenido en N × Yi con Yi
compacto. En consecuencia existe un mapeo fi de N×Yi sobre Xi. Como Yi es compacto,
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tenemos que
∏

i∈N Yi es compacto. Además, como N es regular y segundo numerable,
tenemos que

∏
i∈NN es regular y segundo numerable y por el Teorema 1.1.12, es Lindelöf.

Luego, por el Teorema 1.1.13, tenemos que
∏

i∈NN ×
∏

i∈N Yi es Lindelöf, pues es el
producto de un espacio Lindelöf y un compacto. Notemos además que

∏
i∈NN×

∏
i∈N Yi

es homeomorfo a
∏

i∈N(N×Yi) al definir la función h :
∏

i∈NN×
∏

i∈N Yi →
∏

i∈N(N×
Yi) por h((n1, n2, ...), (y1, y2, ...)) = ((n1, y1), (n2, y2), ...).

Definamos ahora la siguiente función F :
∏

i∈N(N × Yi) →
∏

i∈NXi como si-
gue: F (((n1, y1), (n2, y2), ...)) = (f1(n1, y1), f2(n2, y2), ...). Notemos que F está bien
definida, pues para cada i ∈ N tenemos que fi está bien definida en N × Yi. Ade-
más si (x1, x2, x3...) ∈

∏
i∈NXi, entonces xj ∈ Xj y por lo tanto xj = fj(zj), con

zj ∈ Zj ⊂ N× Yj . De donde tenemos que zj = (nj, yj) para algunos nj ∈ N y yj ∈ Yj .
Concluimos así que F (((n1, y1), (n2, y2), ...)) = (x1, x2, x3, ...), es decir, F es suprayecti-
va. Veamos entonces que F es continua y por el Teorema 1.1.14, tendremos que

∏
i∈NXi es

Lindelöf. Sea D un subconjunto abierto en
∏

i∈NXi, sin pérdida de generalidad podemos
suponer que D = D1×D2× · · · ×Dn×

∏∞
i=n+1Xi, donde Di ⊂ Xi es un subconjunto

abierto para cada i ∈ {1, ..., n}. Sea ((a1, b1), (a2, b2), ...) ∈ F−1(D), entonces tenemos
que F (((a1, b1), (a2, b2), ...)) ∈ D y por lo tanto, fi(ai, bi) ∈ Di para cada i ∈ {1, ..., n}
y fi(ai, bi) ∈ Xi para cada i > n. Como para cada j ∈ N tenemos que la función fj
es continua, entonces para j ∈ {1, ..., n} existen abiertos Ej ⊂ N y Fj ⊂ Yj tales que
(aj, bj) ∈ Ej×Fj y fj(Ej×Fj) ⊂ Dj . Definamos C = (

∏n
i=1Ei×Fi)×(

∏∞
i=n+1(N×Yi)),

el cual es un abierto en
∏

i∈N(N × Yi) que contiene a ((a1, b1), (a2, b2), ...) y además
F (C) = {(f1((n1, y1)), f2((n2, y2)), ...) : (ni, yi) ∈ Ei × Fi para cada i ∈ {1, ..., n}}.
Como fj(Ej × Fj) ⊂ Dj para cada j ∈ {1, ..., n} tenemos que F (C) es un subconjunto
de D. Por lo tanto C ⊂ F−1(D), es decir, F−1(D) es un abierto en

∏
i∈N(N× Yi) y de

este modo concluimos que F es continua y por el Teorema 1.1.14,
∏

i∈NXi es Lindelöf.

Otras propiedades de los espacios topológicos que estaremos utilizando son secuen-
cialmente compacto, perfectamente normal, C∗-encajado o pseudocompacto, las cuales
definimos a continuación.

Definición 1.1.18. Un espacio topológico X es secuencialmente compacto si cada suce-
sión en X tiene una subsucesión convergente.

Un ejemplo de espacio secuencialmente compacto es la circunferencia unitaria S1

con su topología usual, y en general cualquier espacio métrico compacto es un espacio
secuencialmente compacto.

Definición 1.1.19. Sea X un espacio topológico, diremos que X es perfectamente normal
si X es normal y cada subconjunto cerrado de X es un conjunto Gδ . Un conjunto Gδ es
una intersección numerable de conjuntos abiertos.

Teorema 1.1.20. ([9], Corolario 4.1.13, pág. 254). Cada espacio metrizable es perfectamente
normal.

El teorema anterior nos asegura que los espacios metrizables son perfectamente nor-
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males, pero no todo espacio perfectamente normal es metrizable, ejemplo de esto es la
línea de Sorgenfrey S , ver [9, pág. 45].

Definición 1.1.21. Sea X un espacio topológico. Un subconjunto A de X es C∗-encajado
en X si cada función de valores reales, continua y acotada en A puede ser extendida a
X .

Un ejemplo de subespacio C∗-encajado es el siguiente. Sea Ω el conjunto de los
números ordinales menores o iguales que ω1, donde ω1 es el primer ordinal infinito no
numerable, con la topología de orden. Definamos Ω0 = Ω\{ω1}. Entonces Ω0 es C∗-
encajado en Ω, ver [21, ejemplo 17.2(c), pág. 117]. Otro ejemplo de subespacio C∗-encajado
es la plancha de Tychono� T = Ω × Ω(ω)\{(ω1, ω)}, definida en [21, ejemplo 17.12], el
cual es C∗-encajado en T ∗ = Ω×Ω(ω) y por lo tanto, tiene una única compactificación,
ver [21, ejemplo 19.13(c) y Teorema 19.12].

Definición 1.1.22. Sea X un espacio topológico, diremos que X es pseudocompacto si
X es un espacio Tychono� y cada mapeo de valores reales definido en X es acotado.

Un ejemplo de espacio pseudocompacto es el conjunto de Cantor C y en general
cualquier espacio métrico compacto, pero no todos los espacios pseudocompactos son
compactos, por ejemplo la plancha de Tychono� el cual no es compacto, pero tiene una
única compactificación y por [12, Proposición 1.3.10, Pág. 16], es pseudocompacto.

Los siguientes dos resultados son relacionados con espacios métricos y su demostra-
ción puede ser consultada en [9].

Teorema 1.1.23. ([9], Teorema 4.3.11, pág. 270). Sea (X, ρ) un espacio completo, es decir, cada
sucesión de Cauchy en (X, ρ) converge a un punto de X . Entonces para cada subconjunto
cerrado Y de X , el espacio (Y, ρ) es completo.

El siguiente lema lo utilizaremos en la demostración del Teorema 2.2.1.

Lema 1.1.24. Sea X un espacio discreto, entonces (X, d) es un espacio métrico completo,
donde d : X ×X → R es la métrica discreta.

Demostración. La métrica discreta genera la topología de X . Además, las sucesiones de
Cauchy en X son eventualmente constantes, por lo tanto convergen en X . Concluimos
así que X es un espacio métrico completo.

Teorema 1.1.25. ([9], Teorema 4.3.23, pág. 274). SeaX un espacio completamente metrizable,
es decir, existe una métrica ρ en X tal que el espacio (X, ρ) es completo. Si A ⊂ X es un
subespacio Gδ , entonces A es completamente metrizable.

Otras definiciones y resultados que utilizaremos más adelante son las siguientes:

Definición 1.1.26. Sea J un conjunto no vacío y sea ≤ una relación de orden en J .
Diremos que (J,≤) es un conjunto dirigido si se satisfacen las siguientes condiciones:
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1. Para cada j ∈ J , j ≤ j.

2. Para cualesquiera i, j, k ∈ J , tales que i ≤ j y j ≤ k, entonces i ≤ k.

3. Para cualesquiera i, j ∈ J , existe k ∈ J tal que i ≤ k y j ≤ k.

Definición 1.1.27. Sean X un espacio topológico y A ⊂ X . Consideremos una cubierta
A = {Aj}j∈J , donde J es un conjunto dirigido, del espacio X . Diremos que A tiene
diámetro menor que A si existe un j ∈ J tal que A ⊂ Aj .

Definición 1.1.28. Sea X un espacio Tychono�. Diremos que X es Čech-completo si
existe una familia numerable {Ai}i∈N de cubiertas abiertas del espacio X que satisface
que para cualquier familia F de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de inter-
sección finita y que contiene conjuntos de diámetro menor que Ai para cada i ∈ N, tiene
intersección no vacía.

Ejemplos de espacios Čech-completos son los espacios discretos y los espacios mé-
tricos compactos. El siguiente resultado caracteriza a los espacios metrizables Čech-
completos.

Teorema 1.1.29. ([9], Teorema 4.3.26, pág. 274). Un espacio topológico X es completamente
metrizable si y sólo si X es un espacio Čech-completo y metrizable.

Teorema 1.1.30. ([9], Teorema 3.9.10, pág. 199). Sean X , Y espacios Tychono� y f un mapeo
perfecto de X sobre Y . X es Čech-completo si y solo si Y es Čech-completo.

1.2. Gráficas

En esta sección damos algunas definiciones relacionadas con gráficas.

Definición 1.2.1. Sea X un conjunto no vacío y sean r1 y r2 relaciones en el conjunto
X , es decir, subconjuntos de X ×X . La composición de r1 y r2, que denotaremos por
r1 + r2, se define como:

r1 + r2 = {(x, z) ∈ X ×X : existe y ∈ X tal que (x, y) ∈ r1 y (y, z) ∈ r2}.

La relación inversa de r1, que denotaremos por −r1, se define como:

−r1 = {(x, y) : (y, x) ∈ r1}.

Si r1 = r2, denotaremos la composición de r1 y r2 como 2r1. En general, denotaremos
la composición de r consigo misma n-veces como nr.

Si X es un conjunto no vacío, denotaremos por ∆ a la diagonal de X ×X , es decir,
∆ = {(x, x) : x ∈ X}.
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Definición 1.2.2. Una relación r en un conjunto no vacío G es reflexiva si r contiene a
la diagonal de G, es decir, ∆ ⊂ r. La relación r es simétrica si r es igual a su relación
inversa, es decir, r = −r.

Definición 1.2.3. Una gráfica es una pareja ordenada (G, r), donde G es un conjunto
no vacío y r una relación simétrica y reflexiva en G.

Dada una gráfica (G, r), a los elementos de G les llamaremos células. Para representar
la gráfica (G, r) sobre el plano, representaremos con puntos a los elementos de G y la
relación entre dos células con un segmento de recta que una los puntos correspondientes.

A dos células que están relacionadas les llamaremos células adyacentes.

Definición 1.2.4. Dada una gráfica (G, r) y A ⊂ G definimos la vecindad de A, denotada
por B(A, r), como el conjunto de células b ∈ G tales que b es adyacente a algún elemento
de A, es decir:

B(A, r) = {b ∈ G : (a, b) ∈ r para algún a ∈ A}.

Definimos la n-ésima vecindad de un conjunto A, denotada por B(A, nr), como el
conjunto de células adyacentes a las células de la (n− 1)-ésima vecindad de A, es decir:

B(A, nr) =
⋃
{B(b, r) : b ∈ B(A, (n− 1)r)}.

En particular, si A contiene una sola célula a, denotaremos la vecindad de a por
B(a, r) y su n-ésima vecindad por B(a, nr).

Consideremos la gráfica G de la figura 1.1, a continuación presentamos la vecindad y
segunda vecindad de la celula a de G.

a

Figura 1.1: Gráfica G.

En la figura 1.2 se puede observar la vecindad de la célula a y en la figura 1.3 la
segunda vecindad de la célula a.
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a

Figura 1.2: Representamos en color azul la
vecindad de la célula a ∈ G.

a

Figura 1.3: En color verde se representa
la segunda vecindad de la célula a.

1.3. Espacios uniformes

En esta sección presentamos la definición de espacios uniformes, así como algunas
de sus propiedades tales como la completez. Lo cual utilizaremos en la sección 2.5 del
capítulo 2.

Definición 1.3.1. Sea X un conjunto no vacío y V un subconjunto de X ×X . Diremos
que V es un entorno de la diagonal si V contiene a la diagonal de X × X y V es
una relación simétrica, es decir ∆ ⊂ V y V = −V . Denotaremos por DX al conjunto de
entornos de la diagonal.

Observación 1.3.2. Notemos que si X es un conjunto no vacío y V y W son entornos de
la diagonal, entonces V y W son relaciones en X . Por lo tanto, la composición de V y W ,
V + W , está bien definida. En particular si V = W denotamos la composición V + W
como 2V .

Definición 1.3.3. Sea X un conjunto no vacío, diremos que U es una uniformidad en
el conjunto X si U es una subfamilia de DX que satisface las siguientes condiciones:

1. Si V ∈ U y V ⊂ W con W ∈ DX , entonces W ∈ U .

2. Si V1, V2 ∈ U , entonces V1 ∩ V2 ∈ U .

3. Para cada V ∈ U existe W ∈ U tal que 2W ⊂ V .

4.
⋂
{V ⊂ X ×X : V ∈ U} = ∆.

Definición 1.3.4. Un espacio uniforme es un par (X,U) tal que X es un conjunto y U
es una uniformidad en el conjunto X .

Veamos un ejemplo de una uniformidad definida sobre el intervalo [0, 1].
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Consideremos X = [0, 1] y β =
{

∆ ∪ {(x, y) : x > a, y > a} : a ∈ [0, 1]
}
, ver

figura 1.4. Definamos U = {V ∈ DX : B ⊂ V, para algún B ∈ β}, entonces U es una
uniformidad en el conjunto X .

a

a

0

1

1

Figura 1.4: Representación de los elementos de la uniformidad U .

Si V ∈ U , entonces existe B ∈ β tal que B ⊂ V . Por lo tanto si V ⊂ W ∈ DX ,
tenemos que B ⊂ W . Así W ∈ U .

Si V1, V2 ∈ U , entonces existen B1, B2 ∈ β tales que B1 ⊂ V1 y B2 ⊂ V2. Así,
B1 = ∆ ∪ {(x, y) : x > a, y > a para algún a ∈ [0, 1]} y B2 = ∆ ∪ {(x, y) : x >
b, y > b para algún b ∈ [0, 1]}. Sin perder generalidad supongamos que a < b, por lo
tanto B1 ⊂ V1 ∩ V2, luego V1 ∩ V2 ∈ U .

Consideremos ahora V ∈ U , entonces existe B ∈ β tal que B ⊂ V . Supongamos que
B = ∆ ∪ {(x, y) : x > a, y > a} con a ∈ [0, 1]. Veamos que 2B ⊂ B. Sea (x, z) ∈ 2B,
entonces existe y ∈ [0, 1] tal que (x, y) ∈ B y (y, z) ∈ B. Luego x > a, y > a y z > a,
por lo tanto (x, z) ∈ B.

Por último notemos que
⋂
{V ⊂ X ×X : V ∈ U} = ∆ se satisface.

Observación 1.3.5. Sea X un conjunto no vacío y U una uniformidad en X . Notemos que
si V ∈ U , entonces V es una relación reflexiva y simétrica en X . Por lo tanto, (X, V ) es
una gráfica y, para cada x ∈ X , B(x, V ) está bien definido de acuerdo a la Definición 1.2.4.

La demostración del siguiente resultado puede ser consultada en [9].

Teorema 1.3.6. ([9], Teorema 8.1.1, pág. 427). Sea X un conjunto. Para cada uniformi-
dad U en el conjunto X la familia τ = {G ⊂ X : para cada x ∈ G existe un V ∈
U tal que B(x, V ) ⊂ G} es una topología en X y el espacio topológico (X, τ) es un espa-
cio T1.

La topología τ definida en el Teorema 1.3.6 es llamada la topología inducida por la
uniformidad U .

De forma análoga a la comparación de topologías definidas sobre un mismo conjunto
X , también podemos comparar uniformidades definidas sobre un mismo conjunto.
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Definición 1.3.7. Sea X un conjunto no vacío y U1, U2 cualesquiera dos uniformidades
en X . Diremos que U1 es más fina que U2 (o que U2 es más gruesa que U1) si U2 ⊂ U1.

Definición 1.3.8. Sea X un espacio Tychono� y sea U la uniformidad más fina que genera
la topología de X . Entonces U es llamada la uniformidad universal en el espacio X .

Dado un espacio topológico X y A un subconjunto de X , representaremos la cerra-
dura de A por ClX(A) y el interior de A por IntX(A).

Observación 1.3.9. Sea (X,U) un espacio uniforme. Veamos que para cada elementoW ∈
U y x ∈ X , se tiene que ClX(B(x,W )) ⊂ B(x, 2W ). Sea y ∈ ClX(B(x,W )). Como,
para cada V ∈ U , IntX(B(y, V )) es una vecindad abierta de y, entonces IntX(B(y, V ))∩
B(x,W ) 6= ∅ para cada V ∈ U . En particular B(y,W )∩B(x,W ) 6= ∅, por lo tanto existe
z ∈ B(y,W ) ∩ B(x,W ). Así, (y, z) ∈ W y (z, x) ∈ W , luego (y, x) ∈ 2W . Concluimos
que y ∈ B(x, 2W ).

Veamos que los conjuntos B(x, V ), con x ∈ X y V ∈ U , no necesariamente son
abiertos en la topología inducida por U .

Proposición 1.3.10. Sea X un conjunto y U una uniformidad en X . Sea B = {B(x, V ) :
x ∈ X y V ∈ U}, entonces B es una base para X si y sólo si la topología inducida por U
es la topología discreta.

Demostración. Supongamos que B es una base para Xy consideremos x, y, z ∈ X los
cuales son distintos dos a dos. Como (x, y) /∈ ∆, existe V ∈ U tal que (x, y) /∈ V ,
pues de lo contrario (x, y) pertenecería a la intersección de los elementos de U , pero
la intersección de los elementos de U es la diagonal de X × X , lo cual implicaría que
x = y que es una contradicción. De forma análoga como (x, z) /∈ ∆, existe V1 ∈ U tal
que (x, z) /∈ V1. De esto resulta que (x, y) /∈ V ∩ V1 y (x, z) /∈ V ∩ V1. Como V ∩ V1

es un elemento de U , entonces existe W ∈ U tal que 2W ⊂ V ∩ V1. Entonces, por la
Observación 1.3.9, ClX(B(x,W )) ⊂ B(x, 2W ) ⊂ B(x, V ∩ V1). Como y /∈ B(x, V ∩ V1)
y z /∈ B(x, V ∩ V1), tenemos que y /∈ ClX(B(x,W )) y z /∈ ClX(B(x,W )). El conjunto
X\ClX(B(x,W )) es un abierto en X y por ser B base, resulta que para cada z ∈
X\ClX(B(x,W )) existe U0 ∈ U tal que z ∈ B(z, U0) ⊂ X\ClX(B(x,W )).

Como z 6= y, entonces existe U1 ∈ U tal que (z, y) /∈ U1. Consideremos U0 ∩ U1

el cual es un elemento de la uniformidad, entonces (z, y) /∈ U0 ∩ U1. Concluimos que
y /∈ B(z, U0 ∩ U1) ⊂ B(z, U0) ⊂ X\ClX(B(x,W )). Por lo tanto, B(z, U0 ∩ U1) ∩
B(x,W ) = ∅.

Tomemos A1 = W ∪{(x, y), (y, x)} y A2 = (U0∩U1)∪{(z, y), (y, z)}, los cuales son
miembros de U , pues contienen un elemento de U y son iguales a su relación inversa.
Como B(x,A1) = B(x,W ) ∪ {y} y B(z, A2) = B(z, U0 ∩ U1) ∪ {y}, concluimos que
B(x,A1) ∩B(z, A2) = {y}.

Supongamos ahora que la topología inducida por U es la topología discreta, entonces
B = {B(x, V ) : x ∈ X y V ∈ U} es una familia de subconjuntos abiertos en X. Sea A
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un conjunto abierto en la topología inducida por U , entonces para cada y ∈ A existe un
U ∈ U tal que B(y, U) ⊂ A, por lo tanto B es base de la topología inducida por U .

El siguiente resultado caracteriza a los espacios cuya topología puede ser inducida por
una uniformidad.

Teorema 1.3.11. ([9], Teorema 8.1.20, pág. 434). Sea X un espacio topológico. La topología de
X es inducida por una uniformidad en el conjunto X si y solo si X es un espacio Tychono�.

Del Teorema 1.3.11 tenemos que si (X, d) es un espacio métrico, la topología inducida
por la métrica d es inducida por una uniformidad. Además, por [9, Proposición 8.1.18,
pág. 433], la métrica d induce una uniformidad en X , la cual es llamada la uniformidad
inducida por la métrica d.

Veamos ahora algunas definiciones y un resultado relacionado a espacios pseudocom-
pactos.

Definición 1.3.12. Sean (X,U) un espacio uniforme, V ∈ U y A ⊂ X . Diremos que
A es un conjunto V-denso en (X,U) si para cada x ∈ X existe un x′ ∈ A tal que
(x, x′) ∈ V .

Definición 1.3.13. Sea (X,U) un espacio uniforme. Diremos que (X,U) es totalmente
acotado si para cada V ∈ U existe un conjunto finito A ⊂ X el cual es V-denso en
(X,U). Una uniformidad U en un conjunto X diremos que es totalmente acotada si el
espacio (X,U) es totalmente acotado.

El intervalo [0, 1] con la uniformidad inducida por la métrica usual y en general
cualquier espacio métrico compacto con la uniformidad inducida por la métrica corres-
pondiente, son ejemplos de espacios totalmente acotados.

Proposición 1.3.14. Sea X un espacio pseudocompacto, entonces cada uniformidad en X
es totalmente acotada.

Demostración. Por contradicción. Supongamos que existe una uniformidad U en X que
no es totalmente acotada. Así, existe V ∈ U tal que si A ⊂ X es un conjunto finito,
entonces A no es V-denso en (X,U). Sean W ∈ U tal que 4W ⊂ V y x1 ∈ X .
Entonces el conjunto A1 = {x1} no es V-denso en (X,U), es decir, existe x2 ∈ X tal
que (x1, x2) /∈ V . Notemos que B(x1,W ) ∩ B(x2,W ) = ∅, pues si y ∈ B(x1,W ) ∩
B(x2,W ), entonces (x1, y) ∈ W y (y, x2) ∈ W , luego (x1, x2) ∈ 2W ⊂ V lo cual
es una contradicción. Ahora, definamos A2 = {x1, x2}. Como A2 es finito, entonces
existe x3 tal que (x3, x

′) /∈ V para cada x′ ∈ A2. Por inducción, supongamos que
hemos elegido hasta xi−1 ∈ X tal que (xi, x

′) /∈ V para cada x′ ∈ Ai−1. Como Ai−1

es finito podemos encontrar un xi ∈ X tal que (xi, x
′) /∈ V para cada x′ ∈ Ai−1.

Definamos Ai = {xk : k ≤ i}. Si xk, xj ∈ Ai, entonces B(xj,W ) ∩B(xk,W ) = ∅. Pues
si y ∈ B(xk,W ) ∩ B(xj,W ), sin perder generalidad supongamos que k > j, entonces
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(xj, xk) ∈ 2W ⊂ V , lo cual es una contradicción por la elección de xk. Por la Proposición
1.3.10, los conjuntos B(x, V ) con x ∈ X y V ∈ U , no necesariamente son abiertos. Así,
definamos ahora A = {int(B(xi,W )) : xi ∈

⋃
i∈NAi}, entonces A es una familia de

conjuntos abiertos no vacíos y disjuntos a pares. Veamos que A es localmente finita, sea
y ∈ X y supongamos que B(y,W ) ∩ B(xi,W ) 6= ∅, con xi ∈ Ak para algún k ∈ N.
Si B(y,W ) ∩ B(xj,W ) 6= ∅, con xj ∈ Ak para algún k ∈ N y i 6= j, entonces existen
y1 ∈ B(y,W )∩B(xi,W ) y y2 ∈ B(y,W )∩B(xj,W ). Así, (xi, y) ∈ 2W y (xj, y) ∈ 2W ,
por lo tanto (xi, xj) ∈ 4W ⊂ V , lo cual es una contradicción. Así, int(B(y,W )) es un
abierto que contiene a y e interseca a lo más a un elemento de A. Por lo tanto A es
una familia infinita y localmente finita de conjuntos abiertos, esto es una contradicción
pues por [12, Teorema 1.1.3, pág. 3] un espacio es pseudocompacto si y solo si cada familia
localmente finita de conjuntos abiertos no vacíos es finita.

Para dar la definición que un espacio X sea topológicamente completo, presentamos
las siguientes dos definiciones.

Definición 1.3.15. Sea (X,U) un espacio uniforme y F una familia de subconjuntos de
X . Diremos que F contiene conjuntos arbitrariamente pequeños si para cada V ∈ U
existe un F ∈ F tal que F × F ⊂ V .

Definición 1.3.16. Un espacio uniforme (X,U) es completo si cada familia F de sub-
conjuntos cerrados de X la cual tiene la propiedad de intersección finita y contiene
conjuntos arbitrariamente pequeños, tiene intersección no vacía. Una uniformidad U en
el conjunto X es completa si el espacio (X,U) es completo.

Teorema 1.3.17. ([9], Teorema 8.3.16, pág. 448). Un espacio uniforme (X,U) es compacto si
y solo si es totalmente acotado y completo.

Definición 1.3.18. Un espacio X es llamado topológicamente completo si la uniformidad
universal en X es completa.

Un espacio X topológicamente completo también es llamado Dieudonné completo,
ver [9, Problema 8.5.13, pág. 464].

Los espacios métricos completos, en particular los métricos compactos, son ejemplos
de espacios topológicamente completos.

Observación 1.3.19. La plancha de Tychono� T , es un espacio Tychono� y por el Teorema
1.3.11, su topología es inducida por una uniformidad, pero T no es un espacio topológicamen-
te completo. Commo T es pseudocompacto, por la Proposición 1.3.14, cada uniformidad en T
es totolmente acotada, en particular la uniformidad universal U en T es totalmente acotada.
Si U es completa, por el Teorema 1.3.17, T sería compacto, lo cual es una contradicción.
Así, la uniformidad universal en T no es completa y por lo tanto, T no es topológicamente
completo.
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1.4. Límites inversos

En esta sección presentamos la definición de límite inverso, la cual necesitaremos
para definir estructura celular y estructura celular generalizada.

Definición 1.4.1. Un sistema inverso de gráficas es una familia de gráficas indexada
por un conjunto dirigido J , {(Gj, rj)}j∈J y una familia de funciones {gji }j≥i, donde las
funciones gji : Gj → Gi satisfacen las siguientes condiciones:

1. Para todo j ∈ J , gjj es la identidad en Gj .

2. gki = gji ◦ gkj para i < j < k.

3. Si (a, b) ∈ rj , entonces (gji (a), gji (b)) ∈ ri, para toda j > i.

A un sistema inverso de gráficas lo denotaremos por {(Gi, ri), g
j
i }i,j∈J y nos referiremos

a este simplemente como sistema inverso. Si J = N, escribiremos {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N en

lugar de {(Gi, ri), g
j
i }i,j∈N y le llamaremos sucesión inversa.

Veamos un ejemplo de un sistema inverso donde el conjunto de índices es J = [0, 1].

Ejemplo 1.4.2. Sea J = [0, 1] y consideremos para cada j ∈ J los conjuntos Gj = [0, 1].
Definamos para cada j ∈ J , rj = {(x, x) : x ∈ Gj} ∪ {(0, x), (x, 0) : x ∈ Gj}, gjj la
función identidad en Gj y g

j
i : Gj → Gi por g

j
i (x) = i

j
· x, para cada i < j y x ∈ Gj .

Entonces {(Gi, ri), g
j
i }i,j∈J define un sistema inverso.

Por definición de las funciones gjj se satisface la primera condición de sucesión
inversa. Para ver que se cumple la segunda condición notemos que si i, j, k ∈ J son tales
que i < j < k y x ∈ Gk, entonces gki (x) = i

k
· x y gji (g

k
j (x)) = i

j
·
(
j
k
· x
)

= i
k
· x. Por

último veamos que la tercera condición se satisface. Sean x, y ∈ Gj tales que (x, y) ∈ rj .
Consideremos primero el caso x = 0 y y 6= 0. Entonces gji (x) = 0 y gji (y) = i

j
· y, por lo

tanto (gji (x), gji (y)) ∈ ri. De manera similar si x 6= 0 y y = 0, entonces gji (x) = i
j
· x y

gji (y) = 0, por lo tanto (gji (x), gji (y)) ∈ ri.

Definición 1.4.3. Sea J un conjunto dirigido. El límite inverso de un sistema inverso
{(Gi, ri), g

j
i }i,j∈J es el subconjunto del conjunto

∏
j∈J Gj definido por:{

(xj)j∈J ∈
∏

j∈J Gj : gji (xj) = xi, para cada i, j ∈ J tal que j > i
}
.

A cada elemento del límite inverso, x̄ = (xj)j∈J , le llamaremos hilo.

Denotaremos el límite inverso del sistema inverso de gráficas {(Gi, ri), g
j
i }i,j∈J por

ĺım
←−
{(Gi, ri), g

j
i }i,j∈J ó más brevemente por G∞. Además, para cada j ∈ J , denotaremos

por gj a la función proyección pj restringida a G∞, es decir, gj = pj|G∞ .
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Proposición 1.4.4. Sea {(Gi, ri), g
j
i }i,j∈J un sistema inverso de gráficas, definamos en G∞

la relación r de la siguiente manera: x̄ = (xj)j∈J y ȳ = (yj)j∈J en G∞ están relacionados
si y solo si (xj, yj) ∈ rj para cada j ∈ J . Entonces (G∞, r) es una gráfica.

Demostración. Notemos que la relación r es reflexiva y simétrica, pues cada ri es reflexiva
y simétrica. Por lo tanto (G∞, r) es una gráfica.

Veamos un ejemplo de un límite inverso de una sucesión inversa.

Ejemplo 1.4.5. Para cada i ∈ N, sea Gi = {a1, a2, ..., ai} y consideremos la relación
ri = {(aj, aj) ∈ Gi×Gi : j ∈ {1, ..., i}} ∪ {(aj, aj+1), (aj+1, aj) : 1 ≤ j < i}. Ver figura
1.5.

Definamos la función gii como la función identidad en Gi y g
i+1
i : Gi+1 → Gi como:

gi+1
i (aj) =


a j

2
si j es par,

a j+1
2

si j es impar.
Ver figura 1.6.

Entonces ĺım
←−
{(Gi, ri), g

i+1
i }i∈N = {(a1, a1, a1, ...)}.

a1 a2

G2

a1 a1 a2

G3

a3

G1

a1 a2

G4

a3 a4

Figura 1.5: Representación de las primeras 4 gráficas del ejemplo 1.4.5.

Notemos que por definición de las funciones gii se satisface la primera condición de
la definición de sucesión inversa de gráficas. La segunda condición se satisface pues, para
cada k > i la función gki es definida por gki = gi+1

i ◦ gi+2
i+1 ◦ · · · ◦ gk−1

k−2 ◦ gkk−1.
Veamos ahora que se satisface la tercera condición. Consideremos primero el caso k >

2 y aj ∈ Gk tal que j ∈ {2, ..., k−1}, entonces tenemos que B(aj, rk) = {aj−1, aj, aj+1}.
Supongamos que j es par y sea b ∈ B(aj, rk), sin pérdida de generalidad supongamos
que b = aj+1, entonces gkk−1(b) = a (j+1)+1

2

= a j
2

+1 y como gkk−1(aj) = a j
2
tenemos que

(gkk−1(aj), g
k
k−1(b)) ∈ rk. De forma análoga si j es impar consideremos b ∈ B(aj, rk).

Sin pérdida de generalidad supongamos que b = aj+1, entonces gkk−1(b) = a j+1
2

y como

gkk−1(aj) = a j+1
2

tenemos que (gkk−1(aj), g
k
k−1(b)) ∈ rk. Resta verificar el caso en que k >

1 y j ∈ {1, k}. Si j = 1, B(aj, rk) = {aj, aj+1} y por lo tanto gkk−1(B(aj, rk)) = {a1}.
Si j = k, B(aj, rk) = {aj−1, aj} y por lo tanto gkk−1(B(aj, rk)) ⊂

{
a j−1

2
, a j

2
, a j+1

2

}
.

Así, {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N es una sucesión inversa de gráficas. Veamos entonces que el

límite inverso de {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N contiene un sólo punto. Sea x̄ = (x1, x2, x3, ...) ∈
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ĺım
←−
{(Gi, ri), g

i+1
i }i∈N, entonces x1 = a1. Si x2 = a2, entonces x3 = a3 y x4 no está

definido pues no hay un elemento en G4 que su imagen bajo la función g4
3 sea a3 (la

imagen de a4 y a3 es a2 y la imagen de a2 y a1 es a1). Por lo tanto x2 no puede ser
igual a a2, por lo que tiene que ser igual a a1. En general, si suponemos que xi 6= a1,
entonces x2i no está definido, pues x2i tendría que ser la imagen de a4i pero en G2i+1

solo hay 2i+ 1 células. De esta manera, concluimos que xi tiene que ser igual a a1 para
cada i ∈ N. Por lo tanto ĺım

←−
{(Gi, ri), g

i+1
i }i∈N = {(a1, a1, a1, ...)}.

a1 a1 a1

a2 a2

a3

a1

a2

a3

a4

a1

a2

a3

a4

a5

Figura 1.6: En azul representamos la acción de las funciones de ligadura del ejemplo 1.4.5.

Los siguientes resultados muestran propiedades importantes de los límites inversos,
su demostración y la demostración de otras propiedades de límites inversos pueden ser
consultadas en [9] y [11]. Además, en [19] encontramos una caracterización de límites
inversos.

Dado un sistema inverso {(Gi, ri), g
j
i }i,j∈J , donde cada Gi tiene asociada una topo-

logía, consideraremos en G∞ la topología que hereda como subespacio de
∏

i∈NGi con
la topología producto.

Proposición 1.4.6. ([9], Proposición 2.5.1, pág. 98). Sea J un conjunto dirigido y S =
{Gi, g

j
i }i,j∈J un sistema inverso donde, para cada i ∈ J , Gi es un espacio de Hausdor�.

Entonces el límite inverso de S es un subconjunto cerrado del espacio producto
∏

j∈J Gj .

Proposición 1.4.7. ([9], Teorema 3.2.13, pág. 141). Sea J un conjunto dirigido y S =
{Gi, g

j
i }i,j∈J un sistema inverso donde, para cada i ∈ J , Gi es un espacio compacto y

Hausdor�. Entonces el límite inverso de S es un espacio no vacío, compacto y Hausdor�.

Incluimos el siguiente teorema que utilizaremos más adelante.

Teorema 1.4.8. ([9], Teorema 4.3.12, pag. 270). Sea {(Xi, ρi)}i∈N una familia de espacios
métricos, no vacíos y tal que, para cada i ∈ N, la métrica ρi en Xi está acotada por 1. El
espacio producto

∏
i∈NXi con la métrica definida para cada par de puntos x = {xi}i∈N y
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y = {yi}i∈N como:
ρ(x, y) =

∑
i∈N

1

2i
ρi(xi, yi)

es completo si y solo si, para cada i ∈ N, (Xi, ρi) es un espacio completo.

En particular, si {Xi}i∈N es una familia de espacios discretos, entonces por la Ob-
servación 1.1.24, (Xi, di) donde di es la métrica discreta en Xi, es un espacio métrico
completo, para cada i ∈ N. Por el Teorema 1.4.8,

∏
i∈NXi es un espacio métrico completo.
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Capítulo 2

Estructura celular

El concepto de estructura celular fue introducido en 2017 por E. Tymchatyn y W.
Debski, considerando sucesiones inversas de gráficas, ver [7]. En este artículo, [7], se
caracterizan los espacios completamente metrizables utilizando sucesiones inversas de
espacios discretos. Posteriormente, extendieron el resultado a sistemas inversos y caracte-
rizaron a los espacios que son imagen perfecta de espacios topológicamente completos,
ver [8]. En ambos artículos, [7] y [8], se muestra que para representar espacios com-
pletamente metrizables o topológicamente completos, es suficiente usar la información
contenida en las gráficas. La idea de describir espacios topológicos usando sucesiones
inversas ya había sido utilizada por P. Alexandro� en 1929, [2]. Más adelante, en 1937, H.
Freudental consideró funciones de sucesiones inversas de poliedros y mostró que si X
es un espacio métrico y compacto, entonces X es homeomorfo al límite inverso de una
sucesión inversa de poliedros cuya dimensión es acotada por la dimensión de X , ver [10].
Esto no necesariamente es cierto para espacios compactos Hausdor�, lo cual fue mos-
trado de manera independiente por S. Mardesic, ver [14], y B. Pasynkov, ver [18]. En 1997,
R. D. Kopperman y R. G. Wilson mostraron como obtener espacios compactos Hausdor�
como reflexiones Hausdor� de límites inversos de espacios finitos T0, ver [13].

2.1. Estructura celular

En esta sección presentamos la definición de estructura celular con sucesiones in-
versas de gráficas dada por E. Tymchatyn y W. Debski, la cual utilizaremos para definir
una g-estructura celular. Además, presentamos algunos ejemplos y propiedades de las
estructuras celulares que aparecen en [7].

Definición 2.1.1. Una estructura celular , {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N, es una sucesión inversa

de gráficas, donde cada Gi tiene la topología discreta y se satisfacen las siguientes dos
condiciones:

1. Para cada hilo x̄ ∈ G∞ y cada i ∈ N existe un j ∈ N tal que j ≥ i y además
gji (B(xj, 2rj)) ⊂ B(xi, ri).

21
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2. Para cada hilo x̄ ∈ G∞ y cada i ∈ N existe un j ∈ N tal que j ≥ i y gji (B(xj, rj))
es finito.

En G∞ consideraremos la topología que hereda como subespacio de
∏

i∈NGi con la
topología producto.

Veamos un ejemplo de una estructura celular.

Ejemplo 2.1.2. Para cada i ∈ N, sea Gi = {a1, a2, ..., a2i} y consideremos la relación ri =
{(aj, aj) ∈ Gi × Gi : j ∈ {1, ..., 2i}} ∪ {(aj, aj+1), (aj+1, aj) : 1 ≤ j < 2i, y j impar}.
Ver figura 2.1.

Definamos la función gii como la función identidad en Gi y g
i+1
i : Gi+1 → Gi como:

gi+1
i (aj) =


a j

2
si j es par

a j+1
2

si j es impar.

Entonces {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N es una estructura celular.

a1 a2 a1 a2 a3 a4 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8

G1 G2 G3

Figura 2.1: Representación de las primeras 3 gráficas del ejemplo 2.1.2.

Por definición de las funciones gii y gi+1
i , se tiene que {(Gi, ri), g

i+1
i }i∈N satisface

las primeras dos condiciones de sucesión inversa de gráficas. Para verificar la tercera
condición, sea i ∈ N y aj, aj+1 ∈ Gi+1 tales que (aj, aj+1) ∈ ri+1, de este modo j es
impar y gi+1

i (aj) = a j+1
2

= gi+1
i (aj+1). Por lo tanto (gi+1

i (aj), g
i+1
i (aj+1)) ∈ ri.

Veamos que {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N es una estructura celular. Sea x̄ = (x1, x2, x3, ...) ∈

G∞ y sea i ∈ N. Mostraremos que para cada i ∈ N y j = i + 1, gji (B(xj, 2rj)) ⊂
B(xi, ri). Sea i ∈ N y xi+1 = ak para alguna k ∈ {1, ..., 2i+1}. Si k es impar, entonces
B(ak, 2ri+1) = {ak, ak+1}, por lo tanto B(ak, 2ri+1)) = B(ak, ri+1). De forma análo-
ga, si k es par, B(ak, 2ri+1) = {ak−1, ak}, por lo tanto B(ak, 2ri+1)) = B(ak, ri+1).
Ahora, por lo tercera condición de sucesión inversa, se tiene que gji (B(ak, ri+1)) =
gji (B(xi+1, ri+1)) ⊂ B(xi, ri). De este modo, para cada x̄ ∈ G∞ y cada i ∈ N, exis-
te j ∈ N tal que j ≤ i y gji (B(xj, 2rj)) ⊂ B(xi, ri). Por último, para cada i ∈ N,
B(xi, ri) es finito, por lo tanto gii−1(B(xi, ri)) es finito para cada i ∈ N. Así, se satisface
la condición 2 de estructura celular.

Proposición 2.1.3. Sea {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N una estructura celular, entonces la familia β =

{g−1
i (xi) : xi = gi(x̄) para algún x̄ ∈ G∞, i ∈ N} es una base para G∞ de conjuntos

abiertos y cerrados.
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Demostración. Recordemos que pi es la i-ésima proyección en
∏

i∈NGi y gi = pi|G∞ .
Ahora, para cada x̄ = (x1, x2, x3, ...) ∈ G∞ y para cada i ∈ N, g−1

i (xi) = p−1
i (xi) ∩G∞.

Dado que para cada i ∈ N, {xi} es abierto y cerrado en Gi y pi es continua, resulta que
g−1
i (xi) es un subconjunto abierto y cerrado en G∞.
Veamos ahora que β es una base para G∞. Sea U un subconjunto abierto en G∞

y x̄ ∈ U . Entonces U = V ∩ G∞ donde V ⊂
∏

i∈NGi es un conjunto abierto. Por lo
tanto, existe un subconjunto abierto básico A en

∏
i∈NGi que contiene a x̄ y se queda

contenido en V . Sin perder generalidad, podemos suponer que A = {xi1}×· · ·×{xin}×∏
i∈N\{i1,...,in}Gi. Veamos que A =

⋂n
j=1 p

−1
ij

(xij). Sea ȳ = (y1, y2, y3, ...) ∈ A, entonces
yj = xij para cada j = 1, ..., n, luego ȳ ∈ g−1

j (xij) para cada j = 1, ..., n y de este modo
ȳ ∈

⋂n
j=1 p

−1
ij

(xij). Veamos ahora que
⋂n
j=1 p

−1
ij

(xij) ⊂ A. Sea ȳ = (y1, y2, y3, ...) ∈⋂n
j=1 p

−1
ij

(xij), entonces ȳ ∈ p−1
ij

(xij) para cada j = 1, ..., n, luego yi = xij para cada

j = 1, ..., n, es decir, ȳ ∈ A. Por lo tanto, A ∩ G∞ =
(⋂n

j=1 p
−1
ij

(xij)
)
∩ G∞ =⋂n

j=1(p−1
ij

(xij) ∩ G∞) =
⋂n
j=1 g

−1
ij

(xij). Como A es un subconjunto de V , tenemos que⋂n
j=1 g

−1
ij

(xij) ⊂ V ∩G∞. Sea k = máx{i1, ..., in}, entonces g−1
k (xk) ⊂

⋂n
j=1 g

−1
ij

(xij) y

como x̄ ∈ g−1
k (xk) resulta que x̄ ∈ g−1

k (xk) ⊂ U . Por lo que concluimos que β es base
para G∞ de conjuntos abiertos y cerrados.

Las condiciones para que una sucesión inversa sea una estructura celular permiten
definir una relación de equivalencia, como lo muestra el siguiente lema.

Lema 2.1.4. Si {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N es una estructura celular, entonces la relación r en G∞,

definida como en la Proposición 1.4.4, es una relación de equivalencia.

Demostración. Antes de comenzar la prueba recordemos como es la relación r. Dados
x̄ = (x1, x2, x3, ...) y ȳ = (y1, y2, y3, ...) en G∞, (x̄, ȳ) ∈ r si para cada i ∈ N, (xi, yi) ∈
ri. Notemos que la relación r es reflexiva y simétrica, pues para cada i ∈ N, ri es
reflexiva y simétrica. Veamos que la relación r es transitiva. Sean x̄, ȳ y z̄ en G∞ tales
que (x̄, ȳ) ∈ r y (ȳ, z̄) ∈ r. Sea i ∈ N, entonces, para cada k ∈ N, (xk, yk) ∈ rk y
(yk, zk) ∈ rk. Así zk ∈ B(xk, 2rk) para cada k ∈ N. Por la condición 1 de la definición
de estructura celular, existe j > i tal que zi = gji (zj) ∈ B(xi, ri). Así, (xi, zi) ∈ ri para
cada i ∈ N. Por lo tanto, (x̄, z̄) ∈ r y la relación r es transitiva.

A partir de este momento denotaremos por G∗ al espacio cociente G∞/r con la
topología cociente y r la relación definida en el Lema 2.1.4, y por π al mapeo cociente de
G∞ sobre G∗. Notemos que para cada x̄ ∈ G∞, π−1(π(x̄)) es el conjunto de todos los ȳ
en G∞ que son adyacentes a x̄, es decir, π−1(π(x̄)) = B(x̄, r).

Definición 2.1.5. Un espacio topológico X es determinado por la estructura celular
{(Gi, ri), g

i+1
i }i∈N si X es homeomorfo a G∗.

Veamos que el conjunto de Cantor es un espacio determinado por una estructura
celular. Recordemos que el conjunto de Cantor C es homemorfo al producto numerable
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del conjunto {1, 2} con la topología producto, ver la Observación 1.1.8.

Proposición 2.1.6. El conjunto de Cantor con su topología usual es determinado por una
estrutura celular.

Demostración. Sea C el conjunto de Cantor. Mostraremos que C es determinado por
la estructura celular definida en el ejemplo 2.1.2, es decir, C = G∞/r. Consideremos
x̄ = (aj1 , aj2 , aj3 , ...) ∈ G∞, donde para cada i ∈ N, ji ∈ {1, ..., 2i}. Para cada aji
definamos la función:

χ(aji) =


1 si ji es impar

2 si ji es par.

Definamos ahora ϕ : G∗ → C como ϕ(π(x̄)) = {χ(aji)}i∈N. Mostraremos que
ϕ es un homeomorfismo. Pero veamos primero que ϕ está bien definida. Sean x̄ =
(x1, x2, x3, ...) y ȳ = (y1, y2, y3, ...) puntos distintos en G∞, entonces existe k ∈ N tal que
xk 6= yk. Si (xk, yk) /∈ rk, entonces π(x̄) 6= π(ȳ) pues x̄ está relacionado con ȳ si y solo si
(xi, yi) ∈ ri para cada i ∈ N. Así, supongamos que (xk, yk) ∈ rk. Sin perder generalidad
podemos suponer que xk = aj y yk = aj−1. Entonces xk+1 = a2j o xk+1 = a2j−1 y
yk+1 = a2j−3 o yk+1 = a2j−2, pero (a2j, a2j−3), (a2j, a2j−2), (a2j−1, a2j−3), (a2j−1, a2j−2)
no pertenecen a rk+1, luego (xk+1, yk+1) /∈ rk+1 y (x̄, ȳ) /∈ r. Por lo tanto, cada clase en
G∗ contiene un solo punto. Así, ϕ(π(x̄)) no depende del representante de la clase π(x̄).

Veamos que ϕ es inyectiva. Sean ϕ(π(x̄)) = {χ(aji)}i∈N y ϕ(π(ȳ)) = {χ(aki)}i∈N,
donde x̄ = (aj1 , aj2 , aj3 , ...) y ȳ = (ak1 , ak2 , ak3 , ...), tales que ϕ(π(x̄)) = ϕ(π(ȳ)).
Entonces, para cada i ∈ N, χ(aji) = χ(aki). En particular, χ(aj1) = χ(ak1) y por
definición de la función χ, j1 y k1 son ambos pares o ambos impares. Como G1 =
{a1, a2}, tenemos que j1 = 1 = k1 o j1 = 2 = k1, así, aj1 = ak1 . Supongamos ahora
que ajn = akn , para algún n ∈ N. Como χ(ajn+1) = χ(akn+1) tenemos que jn+1 y
kn+1 son ambos pares o ambos son impares. Además, como gn+1

n (ajn+1) = ajn = akn =
gn+1
n (akn+1), se tiene que jn+1 = kn+1, pues por definición de la función gn+1

n solo
hay dos puntos ai ∈ Gn+1 que su imagen es ajn , uno con subíndice par y el otro con
subíndice impar. Luego, ajn+1 = akn+1 . Por lo tanto, x̄ = ȳ y π(x̄) = π(ȳ).

Para ver que ϕ es suprayectiva, notemos que si (z1, z2, z3, ...) ∈ {1, 2}N, entonces
z1 ∈ {1, 2}. Definamos x1 = az1 y para cada i ∈ N, xi = a2·(ji−1−1)+zi donde ji−1

satisface xi−1 = aji−1
. Veamos que {xi}i∈N pertenece a G∞. Sea i ∈ N y xi = aji .

Si zi+1 = 2, gi+1
i (xi+1) = gi+1

i (a2·(ji−1)+zi+1
) = a 2·(ji−1)+zi+1

2

= aji = xi. Si zi+1 = 1,

gi+1
i (xi+1) = gi+1

i (a2·(ji−1)+zi+1
) = a 2·(ji−1)+zi+1+1

2

= aji = xi. Por lo tanto, tenemos que

{xi}i∈N ∈ G∞. Ahora, χ(a2·(ji−1−1)+zi) = χ(azi), pues 2 · (ji−1 − 1) es un número par,
así la paridad de 2 · (ji−1 − 1) + zi solo depende de zi. Entonces, ϕ(π({xi}i∈N)) =
{χ(a2·(ji−1−1)+zi)}i∈N = {χ(azi)}i∈N = (z1, z2, z3, ...).

Mostraremos ahora que ϕ es continua. Sea B = {zi1} × {zi2} × · · · × {zin} ×
{1, 2}N\{i1,...,in} un abierto básico en C , donde ij ∈ N para cada j ∈ {1, ..., n}, y sea
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x̄ ∈ (ϕ ◦ π)−1(B). Entonces χ(xij) = zij , para cada j ∈ N. Consideremos el conjunto
A =

⋂
j∈{1,...,n} g

−1
ij

(xij) que es un abierto en G∞ y contiene a x̄. Afirmamos que
ϕ(π(A)) ⊂ B. Sea {wi}i∈N ∈ ϕ(π(A)), entonces existe ȳ = (y1, y2, y3, ...) ∈ A tal que
ϕ(π(ȳ)) = {wi}i∈N. Como ȳ ∈ A, para cada j ∈ {1, ..., n}, yij = xij . Por lo tanto,
χ(yij) = zij para cada j ∈ {1, ..., n}, pero χ(yi) = wi, para cada i ∈ N. Así, wij = zij
para cada j ∈ {1, ..., n}. Por lo tanto, {wi} ∈ B.

Por último, veamos que ϕ es abierta. Sea A un abierto en G∗, entonces π−1(A) es
abierto en G∞. Sea {wi}i∈N ∈ ϕ(A), entonces existe ȳ = (y1, y2, y3, ...) ∈ π−1(A)
tal que ϕ(π(ȳ)) = {wi}i∈N. Como π−1(A) es abierto en G∞, entonces existe j ∈
N tal que g−1

j (yj) ⊂ π−1(A). Consideremos ahora el conjunto abierto {w1} × · · · ×
{wj} × {1, 2}N\{1,...,j}, el cual contiene a {wi}i∈N. Afirmamos ahora que {w1} × · · · ×
{wj} × {1, 2}N\{1,...,j} ⊂ ϕ(A). Sea {zi}i∈N ∈ {w1} × · · · × {wj} × {1, 2}N\{1,...,j}. Por
la suprayectividad de ϕ, existe ū ∈ G∞ tal que ϕ(π(ū)) = {zi}i∈N. Tenemos que, para
cada i ∈ N, χ(ui) = zi y para cada i ≤ j, zi = wi, por lo tanto χ(ui) = wi para cada
i ≤ j. En particular, χ(u1) = w1 y como G1 = {a1, a2}, resulta que u1 = y1. Sea m < j
y supongamos que um = ym. Como m + 1 ≤ j, χ(um+1) = wm+1 y gm+1

m (um+1) =
um = ym = gm+1

m (ym+1), entonces um+1 = ym+1 pues solo existen dos ak ∈ Gm+1

tales que gm+1
m (ak) = um, uno con subíndice par y el otro con subíndice impar. Así,

uj = yj , por lo tanto ū ∈ g−1
j (yj) ⊂ π−1(A). Conlcuimos así que {zi}i∈N = ϕ(π(ū)) ∈

ϕ(π(π−1(A))) = ϕ(A). Así, ϕ(A) es abierto. Por lo tanto, ϕ es un homeomorfismo y en
consecuencia, como C es homeomorfo a G∗, C es determinado por la estructura celular
{(Gi, ri), g

i+1
i }i∈N.

2.2. Propiedades de una estructura celular

En esta sección presentamos el siguiente resultado mostrado por E. Tymchatyn y W.
Debski en [7]: los espacios determinados por una estrutura celular son completamente me-
trizables. Además, presentamos otras propiedades que satisfacen las estructuras celulares,
las cuales pueden ser consultadas en [7].

Proposición 2.2.1. Sea {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N una estructura celular. Entonces G∞ es comple-

tamente metrizable.

Demostración. Por definición de estructura celular, para cada i ∈ N, Gi tiene la topología
discreta y por el Lema 1.1.24, Gi es un espacio métrico completo. Así, por el Teorema 1.4.8,
tenemos que

∏
i∈NGi es un espacio métrico completo. Luego, por la Proposición 1.4.6,

G∞ es cerrado en
∏

i∈NGi y por el Teorema 1.1.23, G∞ es completo. Así, G∞ es un
espacio métrico completo y por lo tanto es completamente metrizable.

Veamos ahora algunos resultados que nos permitirán mostrar que los espacios deter-
minados por una estructura celular son completamente metrizables.
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Lema 2.2.2. Sea {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N una sucesión inversa de gráficas, donde Gi tiene la

topología discreta para cada i ∈ N. Si para cada i ∈ N, existe un j > i tal que gji (Gj) es
finito, entonces G∞ es un espacio no vacío, compacto y metrizable.

Demostración. Supongamos que para cada i ∈ N, existe un j > i tal que gji (Gj) es
finito. Fijemos i ∈ N, entonces existe un j > i tal que gji (Gj) es finito. Por definición de
sucesión inversa tenemos que para cada k > j, gki (Gk) ⊂ gji (Gj) ⊂ Gi y como gji (Gj)
es finito, gki (Gk) es finito para cada k > j. Entonces existe Bi ⊂ Gi, tal que gki (Gk) = Bi

para cada k > j. Pues si no existe tal conjunto Bi, para cada k > i podemos encontrar
un n > k tal que gni (Gn) ( gki (Gk), lo cual sería una contradicción pues gki (Gk) es finito.
Luego, como cada Bi es compacto y T2, por el Teorema 1.4.7, tenemos que G∞ = B∞ es
no vacío y compacto. Además,

∏
i∈NBi es metrizable, por lo tanto B∞ es metrizable.

Lema 2.2.3. Sea {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N una estructura celular y x̄ ∈ G∞. Entonces B(x̄, r) es

un espacio no vacío, compacto y metrizable.

Demostración. Definamos, para cada j ∈ N, Aj = B(xj, rj), entonces (Aj, rj|Aj
) es

una gráfica, pues rj|Aj
es simétrica y reflexiva. Considerando las funciones gj−1

j−1 y gjj−1

restringidas a Aj , tenemos que {Ai, gi+1
i |Ai+1

}i∈N es una sucesión inversa de gráficas
donde, para cada j ∈ N, Aj es un espacio discreto pues cada Gi es discreto por ser
{(Gi, ri), g

i+1
i }i∈N una estructura celular. Por la condición 2 de la definición de estructura

celular, para cada i ∈ N, existe un j > i tal que gji (Aj) es finito. Así, por el Lema
2.2.2, tenemos que A∞ es un espacio no vacío, compacto y metrizable. Veamos que
A∞ = B(x̄, r). Sea ȳ ∈ A∞, entonces yi ∈ Ai para cada i ∈ N, es decir, (yi, xi) ∈ ri
para cada i ∈ N. Luego, ȳ ∈ B(x̄, r). Ahora, si ȳ ∈ B(x̄, r), entonces, para cada i ∈ N,
(xi, yi) ∈ ri. Así, yi ∈ Ai para cada i ∈ N, es decir, ȳ ∈ A∞. Por lo tanto B(x̄, r) es un
espacio no vacío, compacto y metrizable.

Otra de las propiedades que cumplen las estructuras celulares es que los espacios
determinados por una estructura celular son completamente metrizables, pero para su
demostración utilizarmos el siguiente teorema: Teorema 2.2.4. La imagen de un espacio
metrizable bajo un mapeo perfecto es metrizable, que es mostrado en ([9], Teorema 4.4.15,
pág. 284) y la siguiente proposición:

Proposición 2.2.5. La imagen perfecta de un subconjunto cerrado de un producto nume-
rable de espacios discretos es un espacio completamente metrizable.

Demostración. Sean X un espacio topológico, {Gi}i∈N una familia de espacios discretos,
A ⊂

∏
i∈NGi un subconjunto cerrado y f un mapeo perfecto de A sobre X . Mostraremos

que X es completamente metrizable. Como, para cada i ∈ N, Gi es un espacio discreto y
en consecuencia completo, por el Teorema 1.4.8,

∏
i∈NGi es un espacio métrico completo

y por lo tanto completamente metrizable. Además como
∏

i∈NGi es metrizable y A es
un subconjunto cerrado de

∏
i∈NGi, por el Teorema 1.1.20, A es un conjunto Gδ . Así, por

el Teorema 1.1.25, A es completamente metrizable. Ahora, por el Teorema 2.2.4, la imagen
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perfecta de un espacio metrizable es metrizable y por el Teorema 1.1.30 la imagen perfecta
de un espacio Čech-completo es Čech-completo, de este modo se tiene que f(A) = X
es metrizable y Čech completo. Luego, por el Teorema 1.1.29, como X es Čech completo
y metrizable, X es un espacio completamente metrizable.

Utilizaremos el siguiente resultado para la demostración del Teorema 2.2.7.

Proposición 2.2.6. ([9], Corolario 2.4.10, pág. 92). Sea X un espacio topológico, ∼ una
relación de equivalencia en X y f : X → X/ ∼ el mapeo cociente. El mapeo f es cerrado
(abierto) si y solo si f−1(f(A)) ⊂ X es cerrado (abierto) para cada subconjunto cerrado
(abierto) A ⊂ X .

Un resultado importante que ayuda a caracterizar a los espacios con estructura celular
es el siguiente.

Teorema 2.2.7. Dada una estructura celular {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N, el mapeo cociente π :

G∞ → G∗ es un mapeo perfecto y el espacio G∗ es completamente metrizable.

Demostración. Sea x̄ ∈ G∞, entonces π−1(π(x̄)) = B(x̄, r) y por el Lema 2.2.3, tenemos
que B(x̄, r) es compacto. Veamos que π es una función cerrada. Sea A un subconjunto
cerrado de G∞ y sea x̄ ∈ ClG∞(π−1(π(A))). Como, para cada i ∈ N, g−1

i (xi) es un
abierto básico que contiene a x̄, entonces π−1(π(A)) ∩ g−1

i (xi) 6= ∅.
Para cada i ∈ N, definamos:

Ai = {a ∈ B(xi, ri) : g−1
i (a) ∩ A 6= ∅}.

Por la condición 2 de la definición de estructura celular, para cada i ∈ N existe j > i
tal que gji (B(xj, rj)) es finito. Como Aj ⊂ B(xj, rj), entonces g

j
i (Aj) es finito y por lo

tanto se satisfacen las hipótesis del Lema 2.2.2. Lo cual implica que A∞ es un conjunto
no vacío. Sea ȳ ∈ A∞. Entonces, para cada i ∈ N, yi ∈ Ai y g−1

i (yi) ∩ A 6= ∅. Por lo
tanto, A interseca a cada vecindad básica de ȳ y como A es cerrado tenemos que ȳ ∈ A.
Ahora, como yi ∈ B(xi, ri), para cada i ∈ N, entonces (ȳ, x̄) ∈ r. Así, x̄ ∈ π−1(π(A)).
Concluimos entonces que π−1(π(A)) es un conjunto cerrado en G∞ y por la Proposición
2.2.6, π es una función cerrada. Resulta así que π es un mapeo perfecto. Por lo tanto G∗ es
la imagen perfecta de un espacio completamente metrizable. Por lo tanto de Proposición
2.2.5, G∗ es completamente metrizable.

2.3. Estructura celular definida a partir de cubiertas

En esta sección trabajaremos con estruturas celulares a partir de cubiertas cerradas.
Donde una cubierta A de un espacio X es una familia de subconjuntos de X tal que su
unión cubre al espacio X . Si los elementos de la cubierta A son subconjuntos abiertos
diremos que A es una cubierta abierta, de forma análoga si los elementes de la cubierta
A son subconjuntos cerrados diremos que A es una cubierta cerrada.
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Definición 2.3.1. Una cubierta B = {Bi}i∈I de un espacio X es un refinamiento de
una cubierta A = {Aj}j∈J del mismo espacio, si para cada Bi ∈ B existe un Aj ∈ A tal
que Bi ⊂ Aj y en este caso escribiremos B < A.

Un ejemplo de refinamiento en R es el siguiente:

Definamos A =
{(
x− 1

2
, x+ 1

2

)
: x ∈ X

}
y B =

{(
x− 1

4
, x+ 1

4

)
: x ∈ X

}
. Es claro

que para cada x ∈ R y
(
x− 1

2
, x+ 1

2

)
∈ A,

(
x− 1

4
, x+ 1

4

)
⊂
(
x− 1

2
, x+ 1

2

)
. Por lo que

B es un refinamiento de A.

Definición 2.3.2. Diremos que una cubierta A de un espacio X es:

localmente finita si para cada x ∈ X existe una vecindad V de x tal que V
interseca únicamente a una cantidad finita de elementos de la cubierta A.

localmente numerable si para cada x ∈ X existe una vecindad V de x tal que V
interseca únicamente a una cantidad numerable de elementos de la cubierta A.

Lema 2.3.3. Sea {Fi}i∈N una sucesión de cubiertas de un espacio topológico X tales que
Fi+1 < Fi. Consideremos para cada Fi la relación ri = {(F,G) ∈ Fi × Fi : F ∩G 6= ∅}
y para cada i ∈ N, las funciones gii : Fi → Fi la función identidad y gi+1

i : Fi+1 → Fi tal
que F ⊂ gi+1

i (F ) y gki (F ) = gji (g
k
j (F )) para F ∈ Fi+1 y i < j < k. Si cada Fi tiene la

topología discreta, entonces {(Fi, ri), gi+1
i }i∈N es una sucesión inversa de gráficas.

Demostración. Notemos primero que, para cada i ∈ N, ri es una relación simétrica y
reflexiva, así (Fi, ri) es una gráfica. Además por definición de las funciones gii y g

i+1
i se

satisfacen las dos primeras condiciones de sucesión inversa de gráficas. Para verificar la
tercera condición, sean F,G ∈ Fi+1 tales que (F,G) ∈ ri+1. Entonces F ⊂ gi+1

i (F ) y
G ⊂ gi+1

i (G), por lo tanto gi+1
i (F ) ∩ gi+1

i (G) 6= ∅. Luego, (gi+1
i (F ), gi+1

i (G)) ∈ ri.

Considerando la notación del Lema 2.3.3 presentamos el siguiente resultado mostrado
por E. Tymchatyn y W. Debski, en el cual dan condiciones en términos de cubiertas
cerradas para que un espacio topológico X sea determinado por una estructura celular,
[7].

Teorema 2.3.4. Sea X un espacio T1 y sea {Fi}i∈N una sucesión de cubiertas cerradas
localmente finitas de X tal que Fi+1 es refinamiento de Fi. Supongamos que la intersección
de los elementos de cada hilo en F∞ es un conjunto no vacío en X y que para cada conjunto
abierto U ⊂ X y p ∈ U existe i ∈ N tal que cada elemento de Fi que contiene a p está
contenido en U . Entonces {(Fi, ri), gi+1

i }i∈N define una estructura celular la cual determina
al espacio X .

Demostración. Veamos que {(Fi, ri), gi+1
i }i∈N satisface la condición 1 de la definición

de estructura celular. Sea x̄ = (x1, x2, x3, ...) ∈ F∞. Observemos que, para cada i ∈ N,
xi ∈ Fi, es decir, xi es un elemento de la cubierta cerrada Fi, entonces por hipótesis⋂
i∈N xi 6= ∅. Sea p ∈

⋂
i∈N xi. Fijemos i ∈ N, como Fi es localmente finita existe
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un subconjunto abierto V en X tal que p ∈ V y V interseca a una cantidad finita
de elementos de Fi. Sean F1, ..., Fn tales elementos, así V ⊂

⋃n
i=1 Fi. Entonces U =

V \{Fi : p /∈ Fi y i ∈ {1, ..., n}} (el cual es no vacío, pues al menos existe un elemento
en Fi que contiene a p) es un conjunto abierto tal que p ∈ U y U ⊂ F para cada F ∈ Fi
que contiene a p. Por hipótesis para U existe un j > i tal que todos los elementos
de Fj que contiene a p se quedan contenidos en U . Por lo tanto, si F ∈ B(xj, rj),
entonces F ∩ xj 6= ∅ y como xj contiene a p, resulta que xj ⊂ U . Así, F ∩ xj ⊂ U ,
luego F ∩ U 6= ∅. Por definición de las funciones de ligadura sabemos que F ⊂ gji (F ),
así gji (F ) ∩ U 6= ∅ y como U interseca a una cantidad finita de elementos de Fi, solo
existe una cantidad finita de elementos de la forma gji (F ) con F ∈ B(xj, rj), es decir,
gji (B(xj, rj)) es finito.

Para ver que {(Fi, ri), gi+1
i }i∈N satisface la condición 2 de la definición de estructura

celular, consideremos x̄ ∈ F∞ y p ∈
⋂
i∈N xi. Fijemos i ∈ N y definamos G =

⋃
{F ∈

Fi : p /∈ F}. Veamos que G es un conjunto cerrado, sea w ∈ X\G. Como Fi es
localmente finita existe un subconjunto abierto V en X tal que w ∈ V y V interseca a
una cantidad finita de elementos de Fi. Sean F1, ..., Fn tales elementos, así V ⊂

⋃n
i=1 Fi.

Entonces U = V \{Fi : p /∈ Fi y i ∈ {1, ..., n}} es un conjunto abierto que contiene a
w y no interseca a ningún elemento de Fi que no contenga a p, por lo tanto se queda
contenido en X\G. Esto muestra que X\G es un conjunto abierto y por lo tanto G es
cerrado y no contiene a p. Entonces existe k > i tal que cada elemento de Fk que contine
a p se queda contenido en X\G. Esto implica que el conjunto G no puede ser unido con
p por un solo elemanto de la cubierta Fk. Ahora, definamos H =

⋂
{F ∈ Fk : p /∈ F}.

De forma similar como mostramos que G es cerrado podemos mostrar que H es cerrado.
Entonces X\H es un conjunto abierto que contiene a p, por hipótesis existe l > k tal
que cada elemento de Fl que contiene a p se queda contenido en X\H , por lo tanto H
no puede ser unido con p por un solo elemento de Fl. Así, G no puede ser unido con p
por una cadena de dos elementos de Fl. De forma análoga podemos encontrar un j > l
tal que G no puede ser unido con p por una cadena de tres elementos de la cubierta Fj .

Si F ∈ B(xj, 2rj), tenemos que F ∩G = ∅. Como F ⊂ gji (F ), entonces gji (F ) * G.
Por deinición de G, tenemos que p ∈ gji (F ), pues si p no pertenece a gji (F ), en-
tonces gji (F ) estaría contenido en G. Por lo tanto, gji (F ) ∈ B(xi, ri), lo cual implica
que gji (B(xj, 2rj)) ⊂ B(xi, ri). Luego, {(Fi, ri), gi+1

i }i∈N satisface la condición 2 de la
definición de estructura celular.

Para ver que el espacio que determina la estructura celular {(Fi, ri), gi+1
i }i∈N es

homeomorfo a X definamos ϕ : F∗ → X de la siguiente manera: para cada x̄ ∈ F∞ sea
ϕ(π(x̄)) = p donde p ∈

⋂
i∈N xi. Mostraremos que ϕ es un homeomorfismo. Sea x̄ ∈ F∞

y p ∈
⋂
i∈N xi. Sea q ∈ X , si q 6= p, entonces X\{q} es un abierto que contiene a p, por

lo tanto podemos encontrar un j ∈ N tal que B(xj, 2rj) ⊂ X\{q}. Concluimos así que
q /∈

⋂
i∈N xi y por lo tanto p ∈

⋂
i∈N xi es único, es decir, ϕ está bien definida. Además

para cada ȳ tal que
⋂
i∈N yi = {q} tenemos que x̄ � ȳ, por lo tanto ϕ es inyectiva.

Sea p ∈ X . Definamos, para cada i ∈ N, Ai = {F ∈ Fi : p ∈ F}. Sea U un
subconjunto abierto de X que contiene al punto p y tal que U interseca solo a una
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cantidad finita de elementos de Fi. Por hipótesis existe j > i tal que todos los elementos
de Fj que contienen a p están contenidos en U , es decir,

⋃
Aj ⊂ U . Entonces gji (Aj)

es un conjunto no vacío, pues al menos existe un F ∈ Aj que contiene a p, y es finito,
pues U interseca solo a una cantidad finita de elementos de Ai. Por el Lema 2.2.2, existe
x̄ ∈ A∞. Como p ∈

⋂
i∈N xi, tenemos que p = ϕ(π(x̄)). Por lo tanto ϕ es suprayectiva.

Sea U ⊂ X un conjunto abierto y sea p = ϕ(π(x̄)) ∈ U . Entonces existe i ∈ N
tal que cada elemento de Fi que contiene a p esta contenido en U . Ahora, x̄ ∈ F∞ y
ϕ(π(x̄)) ∈

⋂
j∈N xj . Por lo tanto ϕ(π(g−1

i (F ))) ⊂ F para cada F ∈ Fi. Sea Fx = {F ∈
Fi : p ∈ F}. Entonces ϕ(π(g−1

i (Fx))) ⊂
⋃
Fx ⊂ U . Así, como g−1

i (Fx) es un conjunto
abierto en F∞, ϕ◦π es una función continua y dado que π también es continua, tenemos
que ϕ es continua.

Sea G ⊂ F∗ un conjunto cerrado. Veamos que ϕ(G) es un conjunto cerrado en X . Sea
p ∈ X\ϕ(G). Supongamos que para cada i ∈ N existe F ∈ Fi que contiene a p y tiene
intersección no vacía con ϕ(G). Definamos Ai = {F ∈ Fi : p ∈ F y F ∩ ϕ(G) 6= ∅}.
Por la hipótesis tenemos que para cada j ∈ N, Aj es no vacío y como las cubiertas
Fj son localmente finitas, entonces p pertenece solo a una cantidad finita de elementos
de Fj , para cada j ∈ N. Por lo tanto Aj es finito. Así, los conjuntos Aj satisfacen las
hipótesis del Lema 2.2.2. Entonces existe x̄ ∈ A∞ con p ∈

⋂
i∈N xi y para cada i ∈ N,

xi ∩ ϕ(G) 6= ∅. Sea βi = {yi : ȳ ∈ π−1(G) y yi ∩ xi 6= ∅}. Por la condición 1 de
estructura celular, tenemos que para cada j ∈ N, βj es un conjunto no vacío y satisfacen
las hipótesis del Lema 2.2.2. Por lo tanto existe z̄ ∈ β∞. Para cada i ∈ N, tenemos que
zi ∩ xi 6= ∅ y existe ȳ ∈ π−1(G) tal que zi = yi. Como el conjunto G es cerrado,
entonces π−1(G) es cerrado y como cada vecindad básica de z̄ interseca a π−1(G), pues
ȳ ∈ g−1

i (zi), se tiene que z̄ ∈ π−1(G). Así, (z̄, x̄) ∈ r y x̄ ∈ π−1(G). Por lo tanto,
π(x̄) ∈ G y p = ϕ(π(x̄)) ∈ ϕ(G). Esto es una contradicción. Por lo tanto existe un i ∈ N
tal que cada conjunto F ∈ Fi que tiene intersección no vacía con ϕ(G) no contiene a
p. Entonces

⋃
{F ∈ Fi : F ∩ ϕ(G) 6= ∅} es un conjunto cerrado, por ser la unión de los

elementos en Fi que no contienen a p, contiene a ϕ(G) y no contiene a p. Por lo tanto
el complemento de

⋃
{F ∈ Fi : F ∩ϕ(G) 6= ∅} es un conjunto abierto que contiene a p

y se queda contenido en X\ϕ(G). Esta significa que ϕ(G) es cerrado. Luego, ϕ es una
función cerrada. Por el Teorema 2.2.7, X es completamente metrizable.

Aplicando el Teorema 2.3.4 veamos un ejemplo de un espacio determinado por una
estructura celular.

Ejemplo 2.3.5. Sea X = [0, 1] con su topología usual, entonces X es determinado por una
estructura celular.

Para cada i ∈ N definamos los siguientes conjuntos.

Ai =

{[
a

2i
,
a+ 1

2i

]
: a ∈ {0, ..., 2i − 1}

}
.
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Notemos que para cada i ∈ N, Ai es una cubierta cerrada del intervalo [0, 1].
Veamos que Ai es localmente finita. Sea x ∈ X , entonces x ∈

[
a
2i
, a+1

2i

]
, para algún

a ∈ {0, ..., 2i− 1}. Así, tenemos los siguientes casos. Si x ∈
(
a
2i
, a+1

2i

)
, entonces

(
a
2i
, a+1

2i

)
es un abierto que contiene a x y solo interseca a un elemento de la cubierta Ai. Si x = a

2i
,

entonces
(
a−1
2i
, a+1

2i

)
∩X es una abierto que contiene a x e interseca solo a dos elementos

de la cubierta Ai. De forma similar al caso anterior, si x = a+1
2i

, entonces
(
a
2i
, a+2

2i

)
∩X

es una abierto que contiene a x e interseca solo a dos elementos de la cubierta Ai. Por lo
tanto, A es localmente finita. Por otra parte, notemos si A =

[
a

2i+1 ,
a+1
2i+1

]
es un elemento

de la cubierta Ai+1, entonces existe b ∈ {1, ..., 2i − 1} tal que b
2i
≤ a

2i+1 <
a+1
2i+1 ≤ b+1

2i
.

Por lo tanto, A está contenido en
[
b
2i
, b+1

2i

]
el cual es un elemento de la cubierta Ai, es

decir, Ai+1 es refinamiento de Ai.
Para cada i ∈ N, definamos ri = {(F,G) ∈ Ai × Ai : F ∩ G 6= ∅} y las funciones

gii : Ai → Ai la función identidad y gi+1
i : Ai+1 → Ai definida por gi+1

i

([
a

2i+1 ,
a+1
2i+1

])
=[

b
2i
, b+1

2i

]
tal que b

2i
≤ a

2i+1 < a+1
2i+1 ≤ b+1

2i
y gki (F ) = gji (g

k
j (F )) para F ∈ Ai+1 y

i < j < k.

Sea x̄ = (x1, x2, x3, ...) ∈ A∞, entonces por definición de las funciones de ligadura
tenemos que xi+1 ⊂ xi. Lo anterior implica que {xi}i∈N forma una sucesión anidada
de intervalos compactos, entonces su intersección es no vacía. Ahora, si U es un abierto
en [0, 1] y p ∈ U , entonces existe un ε > 0 tal que B(p, ε) ⊂ U . Para ε, sea n ∈ N
tal que 1

2n
< ε. Sea yn ∈ An tal que p ∈ yn. Si q ∈ yn, entonces |p − q| ≤ 1

2n
y por

lo tanto q ∈ B(p, ε) ⊂ U . De lo anterior, cualquier elemento de An que contiene a p
se queda contenido en U . Así, [0, 1] es T1, {Ai}i∈N es una cubierta cerrada localmente
finita, Ai+1 < Ai y para cada x̄ = (x1, x2, x3, ...) se tiene que

⋂
i∈N xi es un conjunto

no vacío en [0, 1] y para cada abierto U del [0, 1] y p ∈ U , existe i ∈ N tal que cada
elemento de Ai que contiene a p se queda contenido en U . Por lo tanto se satisfacen
las hipótesis del Teorema 2.3.4, de este modo X es determinado por la estructura celular
{(Ai, ri), gi+1

i }.

La condición de que el espacio sea T1 en el Teorema 2.3.4 es de suma importancia,
pues a continuación veremos un ejemplo de un espacio que no es T1 y a partir cual
podemos construir una estructura celular utilizando cubiertas cerradas que cumplan
las condiciones del Teorema 2.3.4. Así, dicha estructura celular determinará un espacio
completamente metrizable y por lo tanto, T1, el cual no puede ser homeomorfo al espacio
original.

Ejemplo 2.3.6. Sea X el abanico armónico como subconjunto de R2, figura 2.2, con la
topología τ = {(A× [0, 1]) ∩X : A ⊂ [0, 1] es un abierto} ∪ {∅, X}.

Veamos primero que X no es un espacio T1. Consideremos (1, 0) y (1, 1) en X . Si A
es un subconjunto abierto que contiene a (1, 0), entonces A = ((a, 1]× [0, 1])∩X , para
algún a < 1. Por lo tanto, A contiene también a (1, 1). Así, X no es T1.
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(1, 1)

(1, 1
2
)

(1, 1
3
)

(0, 0) (1, 0)

Figura 2.2: Abanico armónico.

Consideremos en X los siguientes conjuntos:

Bi =

{([
a

2i
,
a+ 1

2i

]
× [0, 1]

)
∩X : a ∈ {0, ..., 2i − 1}

}
, i ∈ N.

Notemos que, para cada i ∈ N, Bi es una cubierta cerrada para X , Veamos que
Bi es localmente finita. Sea x ∈ X , entonces x ∈

([
a
2i
, a+1

2i

]
× [0, 1]

)
∩ X , para algún

a ∈ {0, ..., 2i − 1}. Así, tenemos los siguientes casos. Si x ∈
((

a
2i
, a+1

2i

)
× [0, 1]

)
∩ X ,

entonces
((

a−1
2i
, a+1

2i

)
× [0, 1]

)
∩X es un abierto que contiene a x y solo interseca a un

elemento de la cubierta Bi. Si x ∈
(
{ a

2i
× [0, 1]

)
∩X , entonces

([
a−1
2i
, a+1

2i

]
× [0, 1]

)
∩X

es una abierto que contiene a x e interseca solo a dos elementos de la cubierta Bi. De
forma similar al caso anterior, si x ∈

(
{a+1

2i
× [0, 1]

)
∩ X , entonces

(
a
2i
, a+2

2i

)
∩ X es

una abierto que contiene a x e interseca solo a dos elementos de la cubierta Bi. Por lo
tanto, Bi es localmente finita. Por otra parte, notemos si A =

([
a

2i+1 ,
a+1
2i+1

]
× [0, 1]

)
∩X

es un elemento de la cubierta Bi+1, entonces existe b ∈ {1, ..., 2i − 1} tal que b
2i
≤

a
2i+1 <

a+1
2i+1 ≤ b+1

2i
. Por lo tanto A está contenido en

([
b
2i
, b+1

2i

]
× [0, 1]

)
∩ X el cual es

un elemento de la cubierta Bi, es decir, Bi+1 es refinamiento de Bi.
Para cada Bi, definamos ri = {(F,G) ∈ Bi × Bi : F ∩ G 6= ∅} y las funciones gii :

Bi → Bi la función identidad y gi+1
i : Bi+1 → Bi dada por gi+1

i (
([

a
2i+1 ,

a+1
2i+1

]
× [0, 1]

)
) =([

b
2i
, b+1

2i

]
× [0, 1]

)
tal que b

2i
≤ a

2i+1 <
a+1
2i+1 ≤ b+1

2i
y gki (F ) = gji (g

k
j (F )) para F ∈ Bi+1

y i < j < k.

Ahora, si U es un abierto en X y (x, y) ∈ U , entonces existe un ε > 0 tal que
((x − ε, x + ε) × [0, 1]) ∩ X ⊂ U . Para ε, sea n ∈ N tal que 1

2n
< ε. Sea V ∈ Bn tal

que (x, y) ∈ V . Si (x′, y′) ∈ V , entonces |x − x′| ≤ 1
2n

< ε y por lo tanto (x′, y′) ∈
((x− ε, x+ ε)× [0, 1]) ∩X ⊂ U . De lo anterior tenemos que cualquier elemento de Bn
que contiene a (x, y) se queda contenido en U . Por lo tanto se satisfacen las hipótesis
del Teorema 2.3.4. Así B∗ es un espacio completamente metrizable, pero X no lo es, pues
no es T1.
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2.4. Estructuras celulares completas

En esta sección daremos algunas definiciones para poder definir la completez de una
estructura celular.

Definición 2.4.1. Sea {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N una estructura celular y sean a ∈ Gm y b ∈ Gn

dos células. Diremos que a y b están cerca si (gmk (a), gnk (b)) ∈ rk para k = mı́n{m,n}.

Veamos un ejemplo de la definición anterior.

Consideremos la estructura celular del ejemplo 2.1.2 y las células a4 ∈ G2 y a6 ∈ G3.
Entonces a4 y a6 están cerca, pues g2

2(a4) = a4 y g3
2(a6) = a3. Como (a3, a4) ∈ r2, se

tiene que (g2
2(a4), g3

2(a6)) ∈ r2.

Definición 2.4.2. Sea {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N una estructura celular. Diremos que el grado de

una célula es i si a ∈ Gi y lo denotaremos por grad(a) = i.

Definición 2.4.3. Sea {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N una estructura celular. Diremos que una suce-

sión U = {uj}j∈N de células en
⋃
i∈NGi es sucesión de Cauchy si se satisfacen las

siguientes dos condiciones:

1. ĺım
j−→∞

grad uj =∞.

2. Existe un N ∈ N tal que si i, j > N , entonces ui y uj están cerca.

El siguiente es un ejemplo de una sucesión de Cauchy.

Para cada i ∈ N, sea Gi = [0, 1], ri = {(x, x) : x ∈ [0, 1]}
⋃
{(0, 1), (1, 0)} y

definamos gi+1
i (x) = 2x, si x ∈

[
0, 1

2

]
y gi+1

i (x) = 1, si x ∈
[

1
2
, 1
]
, ver figura 2.3.

Entonces la sucesión de células U =
{

1
2
, 1

23 ,
1
25 ,

1
27 , ...,

1
22n−1 , ...

}
, donde cada ui ∈ G2i,

es una sucesión de Cauchy.

x

y

0

1
2

1
2

1

1

Figura 2.3: Gráfica de la función f(x) = 2x en
[
0, 1

2

]
y 1 en

(
1
2
, 1
]
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Definición 2.4.4. Sea {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N una estructura celular. Diremos que una suce-

sión U = {uj}j∈N de células en
⋃
i∈NGi converge a un hilo x̄ ∈ G∞ si se satisface:

ĺım
j−→∞

grad uj =∞.

Existe un N ∈ N tal que xi y uj están cerca, para toda i ∈ N y j > N .

Veamos en el siguiente ejemplo que una sucesión de células puede convergen a dos
puntos distintos.

Consideremos Gi, ri y g
i+1
i , para cada i ∈ N, como en el ejemplo anterior. Veamos

que la sucesión de celulas U1 =
{

0, 1
2
, 1

4
, 1

8
, 1

16
, 1

32
, ...
}
, donde cada ui ∈ Gi, converge a

un solo punto. Pero la sucesión U2 = {0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, ...}, donde cada ui ∈ Gi, converge
a dos puntos distintos.

Notemos que x̄ =
(
1, 1

2
, 1

4
, 1

8
, 1

16
, ...
)
es un punto en G∞. Veamos que U1 converge a

x̄. Observemos que por definición de U1, para cada i > 1, ui = 1
2i−1 y por definición de

la función gi+1
i , gi+1

i (ui+1) = gi+1
i ( 1

2i
) = 1

2i−1 = ui. Además, para cada i ∈ N, xi = 1
2i−1 .

Por lo tanto, (ui, xi) ∈ ri, para cada i > 1. Sean i, j ∈ N con j > 1 y sea k = mı́n{i, j}.
Si k > 1, (gik(xi), g

j
k(uj)) = (xk, uk) ∈ rk y si k = 1, (gik(xi), g

j
k(uj)) = (1, 1) ∈ r1. Por

lo tanto xi está cerca de uj para cada i, j ∈ N con j > 1.
Veamos ahora que el punto al que converge U1 es único. Sea ȳ = (y1, y2, y3, ...) ∈ G∞

tal que U1 converge a ȳ. Entonces existe N ∈ N tal que para cada i ∈ N y j > N ,
(gik(yi), g

j
k(uj)) ∈ rk con k = máx{i, j}. Supongamos que N > 1. En particular, para

i = j > N , se tiene que (yi, ui) ∈ ri. Notemos que, como i > N , ui ∈
(
0, 1

2

)
. Así,

yi = ui, pues cada punto en (0, 1) solo está relacionado consigo mismo. Por lo tanto
yi = ui para cada i > N , pero xi = ui para cada i > 1 por lo tanto yi = xi para cada
i > N . Como ȳ ∈ G∞, yi queda completamente determinado para cada i = 1, ..., N .
Concluimos así que ȳ = x̄.

Veamos ahora que la sucesión de células U2 = {0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, ...} converge a dos
puntos distintos. Sea x̄ = (1, 1, 1, 1, 1, 1, ...) ∈ G∞ y sean xi la i-ésima coordenada de
x̄ y uj el elemento j-ésimo de la sucesión U2. Entonces xi = 1 y uj = 0 ó uj = 1.
Sin perder generalidad, supongamos que i < j. Si uj = 1, entonces gji (1) = 1, por lo
tanto (xi, g

j
i (uj)) ∈ ri. Ahora, si uj = 0, entonces gji (uj) = gji (0) = 0. Como (0, 1) ∈ ri,

entonces (xi, g
j
i (uj)) ∈ ri. Por lo tanto, xi y uj están cerca. Luego, la sucesión U2

converge a x̄.
Consideremos ahora ȳ = (0, 0, 0, 0, ...) el cual también es un punto de G∞. Sean

yi la i-ésima coordenada de ȳ y uj el elemento j-ésimo de la sucesión U . Entonces
yi = 0 y uj = 0 ó uj = 1. Sin perder generalidad, supongamos que i < j. Si uj = 0,
entonces gji (0) = 0, por lo tanto (yi, g

j
i (uj)) = (0, 0) ∈ ri. Ahora, si uj = 1, entonces

gji (uj) = gji (1) = 1. Como (1, 0) ∈ ri, entonces (yi, g
j
i (uj)) ∈ ri. Por lo tanto yi y uj

están cerca. Luego, la sucesión U2 converge a ȳ.
Concluimos así que U2 converge a dos puntos distintos, x̄ y ȳ.



2.4. ESTRUCTURAS CELULARES COMPLETAS 35

De ahora en adelante cuando escribamos sucesión de Cauchy nos estaremos refiriendo
a una sucesión de células que es de Cauchy.

Del ejemplo anterior notamos que una sucesión de células puede converger a puntos
distintos de G∞, pero notemos que los dos puntos a los que converge la sucesión U2 son
adyacentes, que es lo que muestra la siguiente proposición:

Proposición 2.4.5. Sea {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N una estructura celular. Si una sucesión de

Cauchy en
⋃
i∈NGi converge a hilos diferentes x̄ y ȳ, entonces (x̄, ȳ) ∈ r.

Demostración. Sea {ui}i∈N ⊂
⋂
i∈NGi una sucesión de células y supongamos que

converge a x̄ y ȳ. Entonces ĺım
j−→∞

grad uj = ∞ y existen un N,M ∈ N tal que para

todo i ∈ N, xi y uj están cerca, para todo j > N y yi y uj están cerca, para todo
j > M . Sea N0 = máx{N,M}. Fijemos i0 ∈ N. Notemos que para toda i ∈ N y j > N0,
xi está cerca de uj y yi está cerca de uj . Esto implica que si k = mı́n{i, j}, entonces
(gik(xi), g

j
k(uj)) ∈ rk y (gik(yi), g

j
k(uj)) ∈ rk. Por lo tanto gik(yi) ∈ B(gik(xi), 2rk), es

decir, para toda i ∈ N y j > N0, yk ∈ B(xk, 2rk). Por la condición 1 de estructura
celular, tenemos que existe m > i0 tal que gmi0 (B(xm, 2rm)) ⊂ B(xi0 , ri0). Supongamos
primero que m ≥ N0. Considerando i = j = m tenemos que (gmm(xm), gmm(um)) ∈ rm
y (gmm(ym), gmm(um)) ∈ rm. Entonces (xm, um) ∈ rm y (ym, um) ∈ rm, luego ym ∈
B(xm, 2rm). Por lo tanto gmi0 (ym) ∈ B(xi0 , ri0), es decir, yi0 ∈ B(xi0 , ri0). Supongamos
ahora que m < N0, considerando i = m, j = N0 tenemos que (gmm(xm), gN0

m (uN0)) ∈
rm y (gmm(ym), gN0

m (uN0)) ∈ rm. Entonces ym ∈ B(xm, 2rm), por lo tanto gmi0 (ym) ∈
B(xi0 , ri0), yi0 ∈ B(xi0 , ri0). Así, concluimos que (xi0 , yi0) ∈ ri0 . Como i0 ∈ N fue
arbitrario, tenemos que para cada i ∈ N, (xi, yi) ∈ ri, es decir, (x̄, ȳ) ∈ r.

Definición 2.4.6. Una estructura celular es completa si cada sucesión de Cauchy conver-
ge.

Veamos ahora que si en un espacio métrico completo X tenemos cubiertas cerradas
de X , que satisfagan las condiciones del Teorema 2.3.4, la estructura celular que se
obtiene es completa como lo muestra el siguiente Teorema.

Teorema 2.4.7. Sea X un espacio métrico completo y sea {Fi}i∈N una sucesión de cubiertas
cerradas localmente finitas de X tal que Fi+1 < Fi y los supremos de los diámetros de los
elementos de Fi convergen a cero cuando i tiende a infinito. Entonces X es determinado
por una estructura celular completa.

Demostración. Notemos que se satisfacen las hipótesis del Teorema 2.3.4, por lo tanto
{(Fi, ri), gi+1

i }i∈N define una estructura celular, donde ri = {(F,G) ∈ Fi×Fi : F ∩G 6=
∅} y para cada i ∈ N, la función gii : Fi → Fi es la función identidad y gi+1

i : Fi+1 → Fi
satisface F ⊂ gi+1

i (F ) y gki (F ) = gji (g
k
j (F )) para F ∈ Fi+1 y i < j < k. Para

ver que es completa notemos que si U = {uj}j∈N es una sucesión de Cauchy en⋃
i∈NFi, existe N ∈ N tal que si i, j > N entonces ui y uj están cerca, es decir,
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(g
grad(ui)
k (ui), g

grad(uj)
k (uj)) ∈ rk donde k = mı́n{grad(ui), grad(uj)}. Así por definición

de rk, g
grad(ui)
k (ui) ∩ g

grad(uj)
k (uj) 6= ∅, para cada i, j > N . Eligiendo un yi ∈ ui para

cada par i ∈ N, veamos que {yi}i∈N es una sucesión de Cauchy en X . Sea ε > 0, como
los supremos de los diámetros de los elementos de Fi convergen a cero cuando i tiende
a infinito, existe un M ∈ N tal que si m > M , entonces el diámetro de um es menor que
ε
2
. Consideremos L = máx{N,M} y sean yi, yj ∈ {yn}n∈N con i, j > L. Como yi ∈ ui

y yj ∈ uj , entonces yi ∈ g
grad(ui)
k (ui) y yj ∈ g

grad(uj)
k (uj). Además, como i, j > N

tenemos que ggrad(ui)
k (ui) ∩ g

grad(uj)
k (uj) 6= ∅ donde k = mı́n{grad(ui), grad(uj)} y

como i, j > M , el diámetro de ggrad(ui)
k (ui) y g

grad(uj)
k (uj) es menor que ε

2
. Por lo tanto

la distancia de yi a yj es menor que ε. Así, cada sucesión de Cauchy en
⋃
i∈NFi determina

una sucesión de Cauchy en el espacio X . Luego, como X es completo, la sucesión {yi}i∈N
converge a un punto x ∈ X . Considerando el hilo x̄ en F∞ que satisface

⋂
i∈N xi = {x}

y para algún N ∈ N, si j > N , entonces yj ∈ xj y tenemos que U converge a x̄.

En general si X es un espacio completamente metrizable podemos definir cubiertas
cerradas con las cuales podemos construir una estructura celular que determine al espacio
X .

Teorema 2.4.8. Sea X un espacio completamente metrizable. Entonces X es determinado
por una estructura celular completa.

Demostración. Sea ρ una métrica completa para X . Como (X, ρ) es un espacio para-
compacto, por ser un espacio métrico, entonces para cada ε > 0 existe una cubierta
abierta localmente finita de X , donde cada elemento de la cubierta tiene diámetro menor
que ε. En particular para ε = 1, existe una cubierta abierta localmente finita F ′1 de X
donde cada elemento de la cubierta tiene diámetro menor que 1. Tomando la cerradura
de cada elemento de F ′1, obtenemos una cubierta cerrada localmente finita F1 cuyos
elementos tienen diámetro menor que 1. Definiremos inductivamente cubiertas cerradas
localmente finitas Fi de X donde cada elemento de la cubierta tiene diámetro menor
que 1

n
y para cada i ∈ N, Fi+1 es un refinamiento de Fi. Supongamos que F1,F2, ...,Fn

están definidas. Entonces existe una cubierta cerrada localmente finita F que consiste
de elementos de diámetro menor que 1

n+1
. Definimos Fn+1 como el conjunto de todas

las intersecciones no vacías de elementos de Fi con los elementos de F . Por el Teorema
2.4.7, tenemos que X es determinado por una estructura celular completa.

2.5. Estructuras celulares con sistemas inversos

En esta sección presentamos la extensión de estructuras celulares a sistemas inversos,
ver [8]. Además veremos la caracterización de los espacios determinados por estructuras
celulares con sistemas inversos sobre un conjunto dirigido y no precisamente sobre el
conjunto de naturales, como en la Definición 2.1.1, que la sucesión inversa estaba definida
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sobre los naturales. De este modo, esta definición (2.5.1) será más general que la Definición
2.1.1.

Definición 2.5.1. Sea J un conjunto dirigido. Una estructura celular es un sistema
inverso de gráficas, {(Gi, ri), g

j
i }i,j∈J , donde cada Gi tiene la topología discreta y se

satisfacen las siguientes dos condiciones:

1. Para cada hilo x̄ ∈ G∞ y cada i ∈ J existe un j ∈ J tal que j ≥ i y además
gji (B(xj, 2rj)) ⊂ B(xi, ri).

2. Para cada hilo x̄ ∈ G∞ y cada i ∈ J existe un j ∈ J tal que j ≥ i y gji (B(xj, rj))
es finito.

De forma análoga al caso de estructuras celulares con sucesiones inversas, se tiene
que la familia β = {g−1

j (xj) : xj = gj(x̄) para algún x̄ ∈ G∞, j ∈ J} forma una base
para G∞ de conjuntos abiertos y cerrados, ver Proposición 2.1.3. Además, la relación en
G∞ definida como en la Proposición 1.4.4 es una relación de equivalencia, ver Lema
2.1.4, y de igual modo denotaremos por G∗ al espacio cociente G∞/r y por π al mapeo
cociente de G∞ sobre G∗.

Definición 2.5.2. Un espacio topológico X es determinado por la estructura celular
{(Gi, ri), g

j
i }i,j∈J si X es homeomorfo a G∗.

Observación 2.5.3. Aunque en la Definición 2.5.2 utilizamos la misma notación que en la
Definición 2.1.5, la diferencia es que en la Definición 2.5.2 se considera un sistema inverso de
gráficas y no necesariamente una sucesión inversa de gráficas como en la Definición 2.1.5.

Presentamos ahora algunos lemas que utilizaremos para mostrar que el mapeo co-
ciente π es perfecto.

Lema 2.5.4. Sean J un conjunto dirigido y {(Ai, ri), gji }i,j∈J un sistema inverso de gráficas,
donde cada Ai tiene la topología discreta. Si para cada i ∈ J , existe j > i tal que gji (Aj)
es finito, entonces A∞ es un espacio compacto y no vacío.

Demostración. Sea i ∈ J , entonces existe un j > i tal que el conjunto gji (Aj) es finito
y tiene la menor cardinalidad, es decir, para cada k > j, gki (Ak) = gji (Aj). Definamos
Bi = gji (Aj), entonces para cada k > j tenemos que gki (Ak) = Bi. Así {Bi, g

j
i |Bj
}i,j∈J

es un sistema inverso donde cada Bi es un espacio discreto y finito. Así, por el Teorema
1.4.7, tenemos que B∞ es no vacío y compacto.

Lema 2.5.5. Sean J un conjunto dirigido y {(Gi, ri), g
j
i }i,j∈J una estructura celular. En-

tonces, para cada x̄ ∈ G∞, B(x̄, r) es un espacio no vacío y compacto en G∞.

Demostración. Definamos, para cada j ∈ J , Aj = B(xj, rj), entonces {Ai, gji |Aj
}i,j∈J

es un sistema inverso de espacios discretos y no vacíos. Por la condición 2 de la definición
2.5.1 de estructura celular, para cada i ∈ J , existe un j > i tal que gji (Aj) es finito. Así,
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por el Lema 2.5.4, A∞ es un espacio no vacío y compacto. Veamos que A∞ = B(x̄, r).
Sea z̄ ∈ A∞, entonces zi ∈ Ai = B(xi, ri), para cada i ∈ N. Luego (z̄, x̄) ∈ r, es decir,
z̄ ∈ B(x̄, r). Para ver que B(x̄, r) ⊂ A∞, sea ȳ ∈ B(x̄, r). Entonces (yi, xi) ∈ ri, para
cada i ∈ N. Así, yi ∈ Ai, para cada i ∈ N y ȳ ∈ A∞. Por lo tanto, B(x̄, r) es un espacio
no vacío y compacto.

Veamos que el mapeo cociente π es un mapeo perfecto.

Teorema 2.5.6. Sea J un conjunto dirigido y sea {(Gi, ri), g
j
i }i,j∈J una estructura celular,

entonces π : G∞ → G∗ es un mapeo perfecto.

Demostración. Sea x̄ ∈ G∞. Como π−1(π(x̄)) = B(x̄, r), entonces por el Lema 2.5.5
tenemos que B(x̄, r) es compacto, es decir, la imagen inversa de cada punto en G∗ bajo
el mapeo π es un compacto en G∞.

Consideremos ahora A un subconjunto cerrado en G∞ y sea x̄ ∈ ClG∞(π−1(π(A))).
Para cada j ∈ J tenemos que g−1

j (xj) es una vecindad abierta básica de x̄, por lo tanto
g−1
j (xj) ∩ π−1(π(A)) 6= ∅. Para cada j ∈ J , definamos:

Aj = {a ∈ B(xj, rj) : g−1
j (a) ∩ A 6= ∅}.

Como g−1
j (xj) ∩ π−1(π(A)) 6= ∅, entonces existe un z̄ ∈ g−1

j (xj) ∩ π−1(π(A)).
Luego, zj = xj y existe w̄ ∈ A tal que (w̄, z̄) ∈ r y por lo tanto wj ∈ B(xj, rj) y
w̄ ∈ g−1

j (wj)∩A. De lo anterior tenemos que Aj 6= ∅ y por la condición 2 de la Definición

2.5.1, tenemos que el sistema inverso {Aj, gji }i,j∈J satisface las hipótesis del Lema 2.5.4,
así A∞ 6= ∅. Sea ȳ ∈ A∞, entonces para cada j ∈ J , yj ∈ Aj y g−1

j (yj) ∩ A 6= ∅.
Por lo tanto, como A es cerrado y cada vecindad abierta básica de ȳ interseca a A,
tenemos que ȳ ∈ A. Ahora como para cada j ∈ J , yj ∈ B(xj, rj) entonces (ȳ, x̄) ∈ r
y x̄ ∈ π−1(π(A)). Por lo tanto, π−1(π(A)) es un conjunto cerrado. Por el Teorema 2.2.6,
tenemos que π es un mapeo cerrado. Por lo tanto, π es un mapeo perfecto.

Como mencionamos al inicio de esta sección, presentaremos la caracterización de los
espacios que son determinados por una estructura celular, por lo cual damos la siguiente
definición.

Definición 2.5.7. Sea X un espacio topológico y J un conjunto dirigido. Una presenta-
ción de X es una tripleta ({Dj}j∈J , F, f), donde F es un subconjunto cerrado de un
producto de espacios discretos

∏
j∈J Dj y f es un mapeo perfecto y suprayectivo de F

sobre X .

Los espacios completamente metrizables son ejemplo de espacios que tienen una
presentación. Pues si X es un espacio completamente metrizable, entonces X es deter-
minado por una estructura celular {(Gi, ri), g

i+1
i }i∈N, donde para cada i ∈ N, Gi es un

espacio discreto. Tomando Dj = Gj , F = G∞ y f = π : G∞ → G∗, tenemos que F
es un subconjunto cerrado de un producto de espacios discretos

∏
j∈J Dj y f es una

función perfecta de F sobre X . Por lo tanto, X tiene una presentación.
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Utilizaremos el siguiente resultado más adelante, su demostración puede ser consul-
tada en [8].

Proposición 2.5.8. ([8], Proposición 4.3). La clase de los espacios que tienen una presentación
coincide con la clase de los espacios que son imagen perfecta de un espacio topológicamente
completo.

Introducimos la notación que estaremos utilizando en el resto de esta sección.

Sea X un espacio topológico y ({Dj}j∈J , F, f) una presentación de X . Sea P =
{P ⊂ J : 0 < |P | <∞}, entonces P es un conjunto dirigido con el siguiente orden: para
P,Q ∈ P , P ≤ Q si P ⊂ Q. Notemos que si P ∈ P entonces existe una cantidad finita
de subconjuntos Q ∈ P tal que Q ⊂ P , pues P es finito. Así, el espacio DP =

∏
j∈P Dj

con P ∈ P es discreto por ser el producto de una cantidad finita de conjuntos discretos.
Para cada par P,Q en P tal que P ≤ Q sea gQP : DQ → DP y πP :

∏
j∈J Dj → DP las

proyecciones naturales. Definamos EP = {a ∈ DP : π−1
P (a) ∩ F 6= ∅}, entonces EP es

discreto por ser DP discreto.
Sea P ∈ P . Para a ∈ DP , sea Fa = f(F ∩ π−1

P (a)). Notemos que, como F y π−1
P (a)

son subconjuntos cerrados de
∏

j∈J Dj y f es un mapeo perfecto, se tiene que Fa es
cerrado para cada a ∈ DP . Si x ∈ X , existe y ∈ F ⊂

∏
j∈J Dj tal que f(y) = x. Luego,

y ∈ F ∩ π−1
P (πP (y)). Por lo tanto, f(y) ∈ f(F ∩ π−1

P (πP (y))), es decir, x ∈ FπP (y) y
como F ∩ π−1

P (πP (y)) 6= ∅, FπP (y) ∈ EP . Así, la familia FP = {Fa : a ∈ EP} es una
cubierta cerrada de X .

Definamos la relación rP en EP de la siguiente manera: para a y b en EP , (a, b) ∈ rP
si Fa ∩ Fb 6= ∅. Notemos que, para cada P ∈ P , rP es reflexiva y simétrica, por lo
tanto (EP , rP ) es una gráfica. Además, para P ≤ Q, las funciones gQP satisfacen las dos
primeras condiciones de sucesión inversa. Veamos que satisfacen la tercera condición.
Sean a, b ∈ EQ, tales que (a, b) ∈ rQ, es decir, Fa ∩ Fb 6= ∅. Como πP = gQP ◦ πQ,
tenemos que π−1

P (gQP (a)) = (gQP ◦πQ)−1(gQP (a)) = π−1
Q ((gQP )−1(gQP (a))) ⊃ π−1

Q (a). Luego,

F ∩ π−1
Q (a) ⊂ F ∩ π−1

P (gQP (a)) y por lo tanto f(F ∩ π−1
Q (a)) ⊂ f(F ∩ π−1

P (gQP (a))),
es decir, Fa ⊂ FgQP (a). De forma análoga, Fb ⊂ FgQP (b). Como Fa ∩ Fb 6= ∅, resulta
que FgQP (a) ∩ FgQP (b) 6= ∅, de modo que (gQP (a), gQP (b)) ∈ rP . Así, tenemos que E =

{(EP , rP ), gQP |EQ
}P,Q∈P es un sistema inverso de gráficas. Definiendo ahora, para cada

P ∈ P , la relación r′P en DP como r′P = rP ∪ {(a, a) : a ∈ DP}, tenemos que
D = {(DP , r

′
P ), gQP }P,Q∈P es un sistema inverso de gráficas con límite inverso D∞.

Además E∞ ⊂ D∞ ⊂
∏

P∈P DP . Identificaremos D∞ con
∏

j∈J Dj definiendo el mapeo
I por: para cada x ∈

∏
j∈J Dj , I(x) = y donde y ∈

∏
P∈P DP y para cada P ∈ P ,

yP = πP (x).

Afirmación 2.5.9. El mapeo I :
∏

j∈J Dj → D∞ es un homeomorfismo.

Veamos que I es inyectiva. Sea x, x′ ∈
∏

j∈J Dj tales que I(x) = I(x′). Si I(x) = y
y I(x′) = y′, entonces y = y′ y por tanto, yP = y′P . Así, por definición de I , yP =
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πP (x) = πP (x′) = y′P , para cada P ∈ P . En particular, para cada P ∈ P , tal que
|P | = 1. Por lo tanto, x = x′. Veamos ahora que I es suprayectiva, sea y ∈ D∞.
Entonces πP (y) ∈ DP y yP = gQP (yQ), para cada P,Q ∈ P con P ≤ Q. Consideremos
x ∈

∏
j∈J Dj , tal que π{j}(x) = π{j}(y), para cada j ∈ J . Así, I(x) = z donde

z ∈
∏

P∈P DP y para cada P ∈ P , zP = πP (x). En particular, para cada j ∈ J ,
z{j} = π{j}(x) = π{j}(y), es decir, z = y.

Para ver que I es continua, sea A ⊂ D∞ un abierto. Entonces existe un abierto
A0 ⊂

∏
P∈P DP , tal que A = A0 ∩D∞. Sin perder generalidad, A0 es un abierto básico

en
∏

P∈P DP . Sea A0 = AP1 × · · · × APn ×
∏

P∈P\{P1,...,Pn}, DP , donde APj
⊂ DPj

es
un abierto, para cada j ∈ {1, ..., n}. Como DPj

es un producto finito, entonces podemos
escribir APj

como un producto finito de abiertos, sea APj
= Aj1×· · ·×Ajmj

, donde cada

Aji es un abierto en Dji y Pj = {j1, ..., jmj
}. Así, I−1(A) = {x ∈

∏
j∈J Dj : πPj

(x) ∈
APj

, j ∈ {1, ..., n}} = {x ∈
∏

j∈J Dj : πjk(x) ∈ Ajk , j ∈ {1, ..., n}, k ∈ {1, ...,mj}} =∏m1

k=1A1k×· · ·×
∏mn

k=1 Ank
×
∏

j 6=jk Dj . Como
∏m1

k=1 A1k×· · ·×
∏mn

k=1Ank
es un producto

finito, entonces I−1(A) es abierto en
∏

j∈J Dj .
Por último, veamos que I es una función abierta. Sea A ⊂

∏
j∈J Dj un subconjunto

abierto. Sin perder generalidad podemos suponer que A = Aj1 × · · · × Ajn ×
∏

j 6=ji Dj ,
donde Aji ⊂ Dji es un subconjunto abierto. Entonces I(A) = {y ∈ D∞ : existe x ∈
A tal que πP (x) = yP} = {y ∈ D∞ : yji ∈ Aji , i ∈ {1, ..., n}} = (Aj1 × · · · × Ajn ×∏

j∈J\{j1,...,jn}Dj) ∩D∞. Por lo tanto I(A) es un subconjunto abierto en D∞.

Con la notación anterior, presentamos a continuación algunos lemas que serán ne-
cesarios para mostrar la siguiente caracterización de los espacios determinados por una
estructura celular con sistemas inversos:

Un espacio topológico X es determinado por una estructura celular si y solo si X es la
imagen perfecta de un espacio topológicamente completo.

Lema 2.5.10. Sea X un espacio topológico y ({Dj}j∈J , F, f) una presentación de X . Para
cada x ∈ X y P ∈ P , existe un conjunto abierto U ⊂ X que contiene a x y tal que
Fa ∩ U 6= ∅ solo para una cantidad finita de a ∈ DP .

Demostración. Sea x ∈ X . Como f es un mapeo perfecto de F sobre X , entonces
f−1(x) es un subconjunto compacto de F ⊂

∏
j∈J Dt. Sea P ∈ P y x ∈

∏
j∈J Dj ,

entonces x ∈ π−1
P (πP (x)), donde πP (x) ∈ DP y πP (x) es abierto pues DP es discreto.

Así, para cada P ∈ P , los conjuntos π−1
P (a), con a ∈ DP , forman una cubierta de∏

j∈J Dj de conjuntos abiertos y disjuntos. Por la compacidad de f−1(x), tenemos que
f−1(x) ∩ π−1

P (a) 6= ∅ solo para una cantidad finita de a ∈ EP . Como Fa = f(F ∩
π−1
P (a)), entonces x ∈ Fa solo para una cantidad finita de a ∈ DP , pues si x ∈ Fa

para una cantidad infinita de a ∈ DP , entonces f−1(x) intersecaría a una cantidad
infinita de π−1

P (a). Sea A = {a ∈ DP : x /∈ Fa}, como DP es discreto A es abierto y
cerrado. Entonces π−1

P (A) es un conjunto abierto y cerrado de
∏

j∈J Dj . Como f es una
función cerrada, tenemos que f(π−1

P (A)∩F ) es un conjunto cerrado de X . Veamos que
f(π−1

P (A)∩F ) no contiene a x, por contradicción supongamos que x ∈ f(π−1
P (A)∩F ).
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Entonces f−1(x) ∩ π−1
P (A) 6= ∅, por lo que existe a ∈ A tal que f−1(x) ∩ π−1

P (a) 6= ∅.
Pero como a ∈ A resulta que x /∈ Fa = f(F ∩π−1

P (a)) y por tanto f−1(x)∩π−1
P (a) = ∅,

lo cual es una contradicción. Así, U = X\f(π−1
P (A) ∩ F ) es un conjunto abierto de X

el cual contiene a x e interseca a una cantidad finita de Fa, con a ∈ DP .

Lema 2.5.11. Sea X un espacio topológico y ({Dj}j∈J , F, f) una presentación de X . Para
cada x ∈ X y cada conjunto abierto U ⊂ X que contiene a x existe P ∈ P tal que cada
conjunto Fa que contiene a x, con a ∈ DP , está contenido en U .

Demostración. Sea x ∈ X y sea U una vecindad abierta de x. Como f es un mapeo
perfecto f−1(x) es un subconjunto compacto de F el cual está contenido en el abierto
f−1(U) ⊂ F . Sea U0 un subconjunto abierto en

∏
t∈J Dt tal que U0 ∩F = f−1(U). Para

cada v ∈ f−1(x) existe Pv ∈ P tal que el conjunto abierto π−1
Pv

(v) de
∏

j∈J Dj contiene a
v y está contenido en U0. Por la compacidad de f−1(x) existe una cubierta abierta finita
U = {π−1

Pxi
(xi) : i ∈ {1, ..., n}} de f−1(x) tal que

⋃
{π−1

Pxi
(xi) : π−1

Pxi
(xi) ∈ U} ⊂ U0,

donde Pxi ∈ P para i ∈ {1, ..., n}. Sea Q =
⋃n
i=1 Pxi ∈ P . Ahora, si a ∈ DQ el conjunto

π−1
Q (a) está contenido en el conjunto abierto y cerrado

⋃
{π−1

Pxi
(xi) : π−1

Pxi
(xi) ∈ U}

o en su complemento en
∏

j∈J Dj . Por lo tanto, si π−1
Q (a) ∩ f−1(x) 6= ∅, entonces

π−1
Q (a) ∩ F ⊂ f−1(U). Por lo tanto, si x ∈ Fa, para algún a ∈ DQ, entonces Fa ⊂ U .

Lema 2.5.12. Sea X un espacio topológico y ({Dj}j∈J , F, f) una presentación de X . Para
cada x ∈ X , n ∈ N y U ⊂ X subconjunto abierto que contiene a x, existe P ∈ P tal
que para cada sucesión Fa1 , ..., Fan con ai ∈ DP , x ∈ Fai y Fai−1

∩ Fai 6= ∅ para cada
i ∈ {1, ..., n}. Entonces Fai ⊂ U para cada i ∈ {1, ..., n}.

Demostración. Aplicaremos inducción sobre n. Notemos que si n = 1 el resultado es
cierto por el Lema 2.5.11. Así, supongamos que el resultado es cierto para n, mostraremos
que se cumple para n + 1. Sea P ∈ P tal que cada conjunto Fa que contiene a x, con
a ∈ DP , está contenido en U . Definamos V = U\

⋃
Fa*U,a∈DP

Fa. Entonces x ∈ V y
por el Lema 2.5.10, V es un conjunto abierto en X . Entonces, por el Lema 2.5.11, existe
Q ∈ P que satisface las hipótesis para n y el conjunto abierto V . Sin perder generalidad
podemos suponer que Q > P . Sea Fa1 , ..., Fan+1 con ai ∈ DQ, una sucesión tal que
x ∈ Fa1 y Fai−1

∩ Fai 6= ∅ para cada i ∈ {2, ..., n + 1}. Entonces Fai ⊂ U para cada
i ∈ {1, ..., n+ 1}.

Lema 2.5.13. Sea X un espacio topológico y ({Dj}j∈J , F, f) una presentación de X . En-
tonces I(F ) = E∞.

Demostración. Sea x ∈ F . Entonces πP (x) ∈ EP , para cada P ∈ P . Además gQP (πQ(x)) =
πP (x) para cada Q > P . Por lo tanto, I(x) ∈ E∞. Consideremos ahora y ∈ E∞, enton-
ces existe x ∈

∏
t∈J Dt tal que y = I(x). Por lo tanto, πP (x) ∈ EP para cada P ∈ P , es

decir, π−1
P (πP (x))∩F 6= ∅ para cada P ∈ P . Como F es cerrado, tenemos que x ∈ F .

Lema 2.5.14. Sea X un espacio topológico y ({Dj}j∈J , F, f) una presentación de X . Para
x, y ∈ F , (I(x), I(y)) ∈ r si y solo si f(x) = f(y).
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Demostración. Notemos que si (I(x), I(y)) ∈ r, entonces FπP (x)∩FπP (y) 6= ∅ para cada
P ∈ P . Esto es equivalente a f(F ∩ π−1

P (πP (x))) ∩ f(F ∩ π−1
P (πP (y))) 6= ∅ para cada

P ∈ P . Por lo tanto, si f(x) = f(y), entonces (I(x), I(y)) ∈ r. Supongamos ahora que
(I(x), I(y)) ∈ r y que f(x) 6= f(y). Como la propiedad T2 se preserva bajo mapeos
perfectos, Teorema 1.1.4, existe subconjuntos abiertos y disjuntos U, V ⊂ X tales que
f(x) ∈ U y f(y) ∈ V . Por el Lema 2.5.11, existe P ∈ P tal que f(F ∩ π−1

P (πP (x))) ⊂ U
y f(F ∩ π−1

P (πP (y))) ⊂ V , lo cual es una contradicción.

Veamos ahora que los espacios que tienen una presentación son determinados por
una estructura celular.

Teorema 2.5.15. Sea X un espacio topológico y ({Dj}j∈J , F, f) una presentación de X .
Entonces {(EP , rP ), gQP }P,Q⊂J define una estructura celular y el espacio E∗ = E∞/r es
homeomorfo a X .

Demostración. Sea x̄ ∈ E∞ y P ∈ P . Por el Lema 2.5.13, existe y ∈ F tal que i(y) = x̄.
Sea

U =
⋃
{Fa : a ∈ DP , f(y) /∈ F (a)}.

Por el Lema 2.5.10, para f(y) y P ∈ P existe un subconjunto abierto A ⊂ X que
contiene a f(y) y tal que Fa ∩A 6= ∅ solo para una cantidad finita de a ∈ DP . Entonces
A ⊂

⋃n
i=1 Fai , luego A\{Fai : f(y) /∈ Fai , i ∈ {1, ..., n}} es un conjunto abierto en X

que contiene a f(y) y no interseca a U . Por lo tanto, la cerradura de U no contiene a
f(y). Por el Lema 2.5.12, para f(y), X\ClX(U) y n = 3 existe Q ∈ P tal que para cada
sucesión Fa1 , Fa2 , Fa3 con ai ∈ DQ, f(y) ∈ Fai y Fai−1

∩Fai 6= ∅, tenemos que Fai ⊂ U
para cada i ∈ {1, 2, 3}. Sin perder generalidad podemos suponer que Q ≥ P . Por lo tanto,
para a ∈ B(xQ, 2r), f(y) ∈ FgQP (a). Consecuentemente, gQP (a) ∈ B(xP , rP ). Esto significa

que, para cada P ∈ P , existe Q ∈ P con Q ≥ P tal que gQP (B(xQ, 2rQ)) ⊂ B(xP , rP ).
Así, se satisface la condición 1 de la Definición 2.5.1 de estrutura celular. Para mostrar la
condición 2, sea x̄ ∈ E∞ y P ∈ P . Entonces, por el Lema 2.5.13, existe y ∈ F tal que
i(y) = x̄. Por el Lema 2.5.10, para f(y) y P ∈ P existe un subconjunto abierto U ⊂ X
que contiene a f(y) y tal que Fa ∩ U 6= ∅ solo para una cantidad finita de a ∈ DP .
Por el Lema 2.5.12, para f(y), U y n = 2 existe Q ∈ P tal que para cada sucesión
Fa1 , Fa2 con ai ∈ DQ, f(y) ∈ Fai y Fa1 ∩ Fa2 6= ∅, tenemos que Fai ⊂ U para cada
i ∈ {1, 2}. Por lo tanto, f(y) ∈ FgQP (a) para a ∈ B(xQ, rQ). Luego, FgQP (a) ∩ U 6= ∅.
Consecuentemente el conjunto gQP (B(xQ, rQ)) es finito. Por lo tanto para cada hilo x̄ y
para cada P ∈ P , existe Q ∈ P con Q ≥ P tal que gQP (B(xQ, rQ)) es finito. Concluimos
así, que {(EP , rP ), gQP }P,Q⊂J define una estructura celular. Como E∞ = i(F ), por el
Lema 2.5.13 e I es un homeomorfismo, E∞ es homeomorfo a F . Además la relación r
definida en E∞ es identificada con la relación R en F definida por x y y en F están
relacionados si f(x) = f(y). Notemos que como f : F → X es suprayectiva entonces
F/R = f(F ) = X . Por el Lema 2.5.14, tenemos que E∞/r es homeomorfo a f(F ) = X
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y como las funciones π : E∞ → E∗ y f son mapeos cociente, entonces E∗ y X son
homeomorfos.

Probemos, ahora sí, la caracterización de los espacios determinados por una estructura
celular con sistemas inversos.

Teorema 2.5.16. Un espacio topológico X es determinado por una estructura celular si y
solo si X es la imagen perfecta de un espacio topológicamente completo.

Demostración. Supongamos que X es la imagen perfecta de un espacio topológicamente
completo. Entonces, por la Proposición 2.5.8, X tiene una presentación y por el Teorema
2.5.15, X es determinado por una estructura celular.

Supongamos ahora que X es determinado por una estructura celular {(Gj, rj), g
j
i }i,j∈J ,

entonces X es homeomorfo a G∗. Pero como π : G∞ → G∗ es un mapeo perfecto y G∞
es un subconjunto cerrado de

∏
j∈J Gj , tenemos que G∗ es la imagen perfecta de un

subconjunto cerrado de un producto de espacios discretos. Así, ({Gj}j∈J , G∞, π) es una
presentación de G∗ y por lo tanto de X . Luego, X es la imagen perfecta de un espacio
topológicamente completo.
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Capítulo 3

G-estructura celular

En este capítulo definimos lo que será una estructura celular generalizada a partir de
la definición de estructura celular dada por E. Tymchatyn y W. Debski. Mostraremos que
se siguen cumpliendo algunas de las propiedades de los espacios determinados por una
estructura celular vistas en el capítulo 2. Además, presentamos ejemplos de espacios que
son determinados por una estructura celular generalizada, pero no por una estructura
celular.

3.1. G-estructura celular

Iniciamos esta sección con la definición de estructura celular generalizada.

Definición 3.1.1. Una estructura celular generalizada es una sucesión inversa de gráfi-
cas {(Gi, ri), g

i+1
i }i∈N que satisface las siguientes dos condiciones:

1. Para cada hilo x̄ ∈ G∞ y cada i ∈ N existe un j ∈ N tal que j ≥ i y además
gji (B(xj, 2rj)) ⊂ B(xi, ri).

2. Para cada hilo x̄ ∈ G∞ y cada i ∈ N existe un j ∈ N tal que j ≥ i y gji (B(xj, rj))
es numerable.

Para abreviar diremos simplemente que {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N es una g-estructura celular.

Observemos que los cambios que estamos haciendo, con respecto a la estructura
celular de la Definición 2.1.1, son: la condición 2, pues en una estructura celular se pide
que, para cada hilo x̄ ∈ G∞ y cada i ∈ N, el conjunto gji (B(xj, rj)) sea finito para algún
j ≥ i y en nuestro caso pedimos que sea numerable; y no pedimos que los conjuntos Gi

tengan asociada una topología, a diferencia de la Definición 2.1.1, donde se pide que los
conjuntos Gi sean discretos.

Veamos el siguiente ejemplo de una g-estructura celular.

45
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Ejemplo 3.1.2. Consideremos, para cada i ∈ N, el conjunto Gi = N y definamos la relación
ri = {(n, n) : n ∈ Gi} ∪ {(2i−1n+ k, 2i−1m+ k) : n,m ∈ N, 0 ≤ k < 2i−1}. Para cada
i ∈ N, sea gii la función identidad y gi+1

i : Gi+1 → Gi definida por g
i+1
i (n) = n.

Notemos que, para cada i ∈ N, la relación ri es reflexiva y simétrica. Así, para cada
i ∈ N, (Gi, ri) es una gráfica. Además, por definición de las funciones gii y g

i+1
i , tenemos

que {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N satisface las dos primeras condiciones de sucesión inversa. Veamos

que se satisface la tercera condición de sucesión inversa. Sea (2i−1n+k, 2i−1m+k) ∈ ri+1,
entonces (gi+1

i (n), gi+1
i (m)) = (2i−1n+k, 2i−1m+k) ∈ ri. Así, {(Gi, ri), g

i+1
i }i∈N define

una sucesión inversa de gráficas. Notemos que B(xj, rj) = B(xj, 2rj) para cada xj ∈ Gj

y j ∈ N. Por lo tanto se satisface la condición 1 de la definición de g-estructura celular.
Además, como cada Gi es numerable y B(xj, rj) ⊂ Gj , se tiene que B(xj, rj) es
numerable para cada xj ∈ Gj con j ∈ N. Concluimos que {(Gi, ri), g

i+1
i }i∈N es una

g-estructura celular.

Observación 3.1.3. Observemos que en la demostración de que r es una relación de equi-
valencia no se utiliza la condición 2 de la Definición 2.1.1 de estructura celular, ver [7, Lema
3.1]. Por lo tanto, dada una g-estructura celular {(Gi, ri), g

i+1
i }i∈N la relación r sigue siendo

una relación de equivalencia.

Definición 3.1.4. Sea {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N una g-estructura celular. Si cada conjunto Gi

tiene asociada una topología τi, definimos G∗ como el espacio cociente G∞/r con
la topología cociente, donde G∞ tiene la topología inicial con respecto a la inclusión
ι : G∞ →

∏∞
i=1Gi.

Denotaremos por π : G∞ → G∗ al mapeo cociente.

Definición 3.1.5. Un espacio topológico X es determinado por la g-estructura celular
{(Gi, ri), g

i+1
i }i∈N si es homeomorfo al espacio cociente G∗.

Veamos un ejemplo de un espacio determinado por una g-estructura celular.

Lema 3.1.6. El conjunto de los números naturales N es determinado por una g-estructura
celular.

Demostración. Consideremos la g-estructura celular {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N definida en el

ejemplo 3.1.2 y consideremos Gi con la topología discreta para cada i ∈ N.
El subespacio G∞ ⊂

∏
i∈NGi es el conjunto de los números naturales con la topología

discreta, pues si x ∈ G1 entonces g−1
1 (x) = {(x, x, x, ...)} ⊂ G∞, por lo tanto cada

x ∈ G1 determina un único punto (x, x, x, ...) en G∞ y además, {(x, x, x, ...)} es un
subconjunto abierto de G∞. Mostraremos que π : G∞ → G∗ es un homeomorfismo.
Como π es un mapeo cociente, π es continua y suprayectiva. Veamos que π es inyectiva.
Sean x̄ = (x1, x2, x3, ...) y ȳ = (y1, y2, y3, ...) puntos distintos en G∞, entonces existe
i ∈ N tal que xi 6= yi. Si (xi, yi) /∈ ri, π(x̄) 6= π(ȳ). Así, supongamos que (xi, yi) ∈ ri,
entonces xi = 2i−1n + k y yi = 2i−1m + k. Sin perder generalidad supongamos que
n > m. Así, xi+n−m = 2i−1n+ k y yi+n−m = 2i−1m+ k. Pero ri+n−m = {(2i+n−m−1n+
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k, 2i+n−m−1m+ k) : m,n ∈ N, 0 ≤ k < 2i+n−m−1}. Como n−m > 0, i+ n−m− 1 6=
i − 1. Luego, (xi+n−m, yi+n−m) /∈ ri+n−m, de modo que π(x̄) 6= π(ȳ). Por lo tanto, π
es inyectiva. Ahora, como G∞ tiene la topología discreta, para cualquier subconjunto
π(A) ⊂ G∗ con A ⊂ G∞ abierto, se tiene que π−1(π(A)) es un abierto en G∞. Así,
π(A) ⊂ G∗ es abierto para cualquier subconjunto A ⊂ G∞ abierto, es decir, π es abierta.
Concluimos que π es un homeomorfismo y por lo tanto, G∗ es homeomorfo N con la
topología discreta.

Veamos ahora un ejemplo en el que las gráficas Gi no necesariamente tienen la
topología discreta.

Ejemplo 3.1.7. Para cada i ∈ N, consideremos Gi = [0, 1] con la topología usual y de-
finamos la relación ri = {(x, x) : x ∈ [0, 1]} ∪

{
(x, 1− x), (1− x, x) : x ∈

(
0, 1

2

)}
∪{(

0, 1
2

)
,
(

1
2
, 0
)
,
(

1
2
, 1
)
,
(
1, 1

2

)}
. Sea gii la función identidad para cada i ∈ N y

gi+1
i (x) =


x si x ∈

[
0, 1

2

)
1− x si x ∈

[
1
2
, 1
]
.

Ver figura 3.1. Entonces G∗ es homeomorfo a S1.

x

y

0

1
2

1
2

1

1

Figura 3.1: Gráfica de la función gi+1
i .

Por definición de ri tenemos que la relación ri es simétrica y reflexiva, por lo que
(Gi, ri) es una gráfica para cada i ∈ N. Además, por definición de las funciones gii y g

i+1
i

se satisfacen las condiciones 1 y 2 de sucesión inversa.
Sea i ∈ N fijo y x, y ∈ Gi+1, tales que (x, y) ∈ ri+1. Entonces se tienen cuatro casos:

y = x, y = 1− x con x ∈
(
0, 1

2

)
, x = 0 y y = 1

2
y x = 1 y y = 1

2
. Consideremos el caso

x = y, entonces gi+1
i (x) = gi+1

i (y) y por lo tanto (gi+1
i (x), gi+1

i (y)) ∈ ri. Supongamos
ahora que y = 1−x con x ∈

(
0, 1

2

)
, entonces gi+1

i (x) = x y gi+1
i (y) = 1−y, así tenemos

que (gi+1
i (x), gi+1

i (y)) = (x, x) ∈ ri. Para el caso x = 0 y y = 1
2
, tenemos gi+1

i (0) = 0
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y gi+1
i (1

2
) = 1

2
, así (gi+1

i (x), gi+1
i (y)) ∈ ri. Por último, si x = 1 y y = 1

2
, entonces

gi+1
i (1) = 0 y gi+1

i (1
2
) = 1

2
, así tenemos que (gi+1

i (x), gi+1
i (y)) =

(
0, 1

2

)
∈ ri. Por lo tanto,

se satisface la condición 3 de la definición de sucesión inversa, luego {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N

es una sucesión inversa de gráficas.
Considerando que cada Gi tiene asignada la topología usual del intervalo [0, 1], vea-

mos que G∞ es homeomorfo al intervalo
[
0, 1

2

]
. Definamos f :

[
0, 1

2

]
→ G∞ co-

mo f(x) = (x, x, x, ...). Es claro que f es inyectiva, pues si x, y ∈
[
0, 1

2

]
son tales

que x 6= y, entonces (x, x, x, ...) 6= (y, y, y, ...). Para ver que f es suprayectiva, sea
x̄ = (x1, x2, x3, ...) ∈ G∞, si xn ∈

[
1
2
, 1
]
para algún n ∈ N, entonces xn+1 no está

definido, ver figura 3.1. Así xn ∈
[
0, 1

2

]
y por definición de la función gn+1

n , xn+1 = xn.
Luego, x̄ = (x1, x1, x1, ...). Por lo tanto, f(x1) = x̄, es decir, f es suprayectiva. Veamos
que f es continua, sea A =

(
A1 × · · · × An ×

∏
i∈N[0, 1]

)
∩ G∞ un abierto básico en

G∞ donde Ai ⊂ [0, 1] es un abierto, para cada i ∈ N. Entonces f−1(A) =
⋂n
i=1Ai

y por lo tanto, f−1(A) es abierto, es decir, f es continua. Para ver que es abierta, sea
A ⊂

[
1
2
, 1
]
un subconjunto abierto. Entonces f(A) = {(x, x, x, ...) : x ∈

[
1
2
, 1
]
} =([

1
2
, 1
]
×
∏

i∈N[0, 1]
)
∩ G∞. Por lo tanto, f(A) es abierto en G∞. Concluimos que

ĺım
←−
{Gi, g

i+1
i }i∈N es homeomorfo al intervalo

[
0, 1

2

]
con su topología usual.

Así, si x̄ = (x1, x2, x3, ...) es un punto en G∞, entonces xi ∈
[
0, 1

2

]
para cada

i ∈ N. Mostraremos que se satisface la condición 1 de g-estructura celular, sea i ∈
N. Consideremos x̄ ∈ G∞ tal que xi ∈

(
0, 1

2

)
, entonces B(xi, ri) = {xi, 1 − xi} y

B(xi, 2ri) = {xi, 1 − xi}. Por lo tanto, B(xi, 2ri) = B(xi, ri) y como para cada x ∈
B(xi, ri) se satisface (gii−1(x), xi) ∈ ri−1, entonces gii−1(B(x, 2ri)) ⊂ B(x, ri−1). Ahora,
si x̄ ∈ G∞ es tal que xi = 1

2
, entonces B(xi, ri) =

{
0, 1

2
, 1
}
y B(xi, 2ri) =

{
0, 1

2
, 1
}
.

Esto implica que gii−1(B(xi, 2ri)) =
{

0, 1
2

}
, de modo que gii−1(B(x, 2ri)) ⊂ B(x, ri−1).

Por último, consideremos x̄ ∈ G∞ tal que xi = 0, entonces B(xi, ri) =
{

0, 1
2

}
y

B(xi, 2ri) =
{

0, 1
2
, 1
}
. Luego gii−1(B(xi, 2ri)) =

{
0, 1

2

}
= B(xi, ri−1). Concluimos así

que, se satisface la condición 1 de g-estructura celular. La condición 2 se sigue del hecho
de que B(x, ri) es finito para cada i ∈ N y para cada x ∈

[
0, 1

2

]
. Concluimos así que

{(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N define una g-estructura celular.

Considerando la relación r en G∞, tenemos que si x ∈
(
0, 1

2

)
entonces x̄ =

(x, x, x, ...) solo está relacionado consigo mismo y los puntos 1̄
2

=
(

1
2
, 1

2
, 1

2
, ...
)
y 0̄ =

(0, 0, 0, ...) están relacionados, por lo tanto se tiene que en G∞ la única relación no
trivial es entre 0̄ y 1̄

2
. Así, G∗ es homeomorfo a S1.

Observación 3.1.8. En el ejemplo 3.1.2 las funciones de ligadura son iguales a la función
identidad. Pero, dada una sucesión de gráficas {(Gi, ri)}i∈N, definiendo las funciones de
ligadura gi+1

i como la función identidad, no siempre se tendrá que {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N defina

una g-estructura celular. En el ejemplo 3.1.7 consideramos gi+1
i la función identidad y sea

x̄ = (0, 0, 0, ...) ∈ G∞. Observemos que, para cada i ∈ N, B (0, 2ri) =
{

0, 1
2
, 1
}
. Entonces,

para cada j ≥ i, gji (B(0, 2rj)) =
{

0, 1
2
, 1
}
. Así, no existe j ≥ i tal que gji (B(0, 2rj)) ⊂

B(0, ri) =
{

0, 1
2

}
, es decir, no se satisface la condición 1 de la Definición 3.1.1.
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La siguiente proposición se sigue de las definiciones de estructura celular y g-
estructura celular.

Proposición 3.1.9. Si X es un espacio determinado por una estructura celular, entonces X
es determinado por una g-estructura celular.

Demostración. Sea X un espacio determinado por la estructura celular {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N

(Definición 2.1.1). Entonces, para cada x̄ ∈ G∞ e i ∈ N, existe j ≥ i tal que gji (B(xi, ri))
es finito y por lo tanto, numerable. Así, {(Gi, ri), g

i+1
i }i∈N define una g-estructura celu-

lar. Además, cada Gi tiene asociada la topología discreta y como X es homeomorfo al
espacio cociente G∗, tenemos que X es determinado por una g-estructura celular.

En los ejemplos anteriores se satisface la condición 2 de estructura celular (Definición
2.1.1), veamos ahora un ejemplo de un espacio determinado por una g-estructura celular,
la cual no es estructura celular pues no satisface la condición 2 de la Definición 2.1.1.

Sea {Sk}k∈N una colección disjunta de círculos de radio 1, con la topología que
heredan de R2. Sea pk ∈ Sk un punto fijo en cada una de las circunferencias. En la
unión disjunta de los círculos, que denotaremos por tk∈NSk, consideremos la topología
usual donde un conjunto A es abierto si h−1

k (A) es abierto para cada k ∈ N y h :
Sk → tk∈NSk son las inclusiones. Consideremos en tk∈NSk la relación de equivalencia
dada por R = {(x, x) : x ∈ Sk} ∪ {(pi, pj) : ∀i, j} y sea q : tk∈NSk → tk∈NSk/R la
función cociente, la cual identifica a todos los pk como un solo punto x0. Si tenemos una
colección finita de 4 círculos la representación del espacio cociente es como se muestra
en la figura 3.2. El espacio cociente tk∈NSk/R denotado comúnmente por

∨
k∈N Sk es

llamado el coproducto reducido, ver [1, Definición 2.6.1].

Ejemplo 3.1.10. El espacio
∨
k∈N Sk no es completamente metrizable, pero si es determinado

por una g-estructura celular.

p1 p2 p3 p4

S1 S2 S3 S4

x0 = [pi]i∈{1,2,3,4}

S4
S3S2S1

q

Figura 3.2: Representación sobre el plano de la identificación que hace la función q,
considerando únicamente 4 espacios.

Sea
∨
k∈N Sk, veamos primero que

∨
k∈N Sk es un espacio no metrizable. Supongamos

que existe una base de vecindades numerable {ui}i∈N en el punto x0. Como q−1(uk)
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es un abierto en tk∈NSk, entonces q−1(uk) ∩ Sk es un abierto en Sk. Entonces para
k ∈ N existe un rk > 0 tal que B(pk, rk) ⊂ q−1(uk) ∩ Sk. Para k ∈ N, sea εk = rk

2
.

Notemos que q−1
(
q
(⋃

k∈NB(pk, εk)
))

=
⋃
k∈NB(pk, εk) y por definición de la topología

cociente, q
(⋃

k∈NB(pk, εk)
)
es un abierto en

∨
k∈N Sk, el cual no contiene a ninguno

de los elementos de la base {ui}i∈N, pues si ui ⊂ q
(⋃

k∈NB(pk, εk)
)
se tiene que

q−1(ui) ⊂ q−1
(
q
(⋃

k∈NB(pk, εk)
))
. Por lo tanto q−1(ui)∩Si ⊂ B(pi, εi) = B(pi,

ri
2

), lo
cual es una contradicción, pues B(pi,

ri
2

) ( B(pi, ri) ⊂ q−1(ui)∩Si. Concluimos que x0

no tiene una base de vecindades numerable, es decir, X no es primero numerable y como
todo espacio métrico es primero numerable, entonces X no es un espacio metrizable.

Además,
∨
k∈N Sk no es secuencialmente compacto y tampoco compacto. Ya que si

consideramos {xn}n∈N la sucesión de puntos antipodales a x0, entonces {xn}n∈N no
tiene una subsucesión convergente y por lo tanto X no es secuencialmente compacto.
Para ver que X no es compacto consideremos la cubierta abierta {Sk\{x0}}k∈N ∪ {A},
donde A es un abierto que contiene a x0 pero que no contiene a ninguna Sk, entonces
esta cubierta no tiene una subcubierta abierta finita.

Construiremos ahora la g-estructura celular que determina el espacio
∨
k∈N Sk, para

lo cual, definamos los siguientes conjuntos:
G1 = {Sk : k ∈ N}, G2 =

⋃
k∈N
{{
e2πis ∈ Sk : s ∈

[
a
2
, a+1

2

]}
: a = 0, 1

}
y en gene-

ral para cada n ∈ N, Gn =
⋃
k∈N
{{
e2πis ∈ Sk : s ∈

[
a

2n−1 ,
a+1
2n−1

]}
: a = 0, ..., 2n−1 − 1

}
.

En cada Gi consideremos la topología discreta. Para cada i ∈ N, definamos la relación
ri en Gi como ri = {(A,B) ∈ Gi ×Gi : A∩B 6= ∅}. Notemos que cada ri es simétrica
y reflexiva, entonces {(Gi, ri)}i∈N es una sucesión de gráficas. Definamos además, las
funciones gi+1

i : Gi+1 → Gi tales que envíen cada subconjunto A en Gi+1 en el subcon-
junto en Gi que lo contiene, esto es, gi+1

i (A) ⊃ A y definamos gii la función identidad
para cada i ∈ N.

Veamos que {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N satisface las tres condiciones de la definición de suce-

sión inversa de gráficas. Por la definición de las funciones gii y g
i+1
i se satisfacen las dos

primeras condiciones. Para verificar la condición 3 sea (A,B) ∈ ri+1, entonces A∩B 6= ∅.
Como A ⊂ gi+1

i (A) y B ⊂ gi+1
i (B), tenemos que gi+1

i (A) ∩ gi+1
i (B) 6= ∅. Por lo tanto

(gi+1
i (A), gi+1

i (B)) ∈ ri. Así, {(Gi, ri), g
i+1
i } define una sucesión inversa de gráficas.

Mostraremos ahora que se satisface la condición 1 de g-estructura celular. Tomemos
x̄ = (x1, x2, x3, ...) en G∞ y fijemos un i ∈ N. Sea A ∈ B(xi+1, 2ri+1), entonces existe
B ∈ B(xi+1, ri+1) tal que A∩B 6= ∅ y B∩xi+1 6= ∅, por definición de las funciones gi+1

i

tenemos que gi+1
i (A) = gi+1

i (B) ó gi+1
i (B) = gi+1

i (xi+1). Si gi+1
i (A) = gi+1

i (B), enton-
ces gi+1

i (A)∩ gi+1
i (xi+1) 6= ∅, por lo tanto gi+1

i (A) ∈ B(xi, ri). Si g
i+1
i (B) = gi+1

i (xi+1),
entonces gi+1

i (A) ∩ gi+1
i (xi+1) 6= ∅, por lo tanto gi+1

i (A) ∈ B(xi, ri). Concluimos que
gi+1
i (B(xi+1, 2ri+1)) ⊂ B(xi, ri).
Para verificar que la condición 2 de la Definición 2.1.1 de estructura celular no se

satisface, consideremos x̄ = (x1, x2, x3, ...) ∈ G∞ tal que x0 ∈ xi, para cada i ∈ N,
recordemos que cada xi ∈ Gi es un intervalo. Para cada i ∈ N fijo y Sk, con k ∈ N, existe
al menos un yki ⊂ Sk que contiene a x0 y tal que yki ∈ Gi. Como estamos considerando



3.1. G-ESTRUCTURA CELULAR 51

una cantidad numerable de Sk, entonces B(xi, ri) es numerable para cada i ∈ N. Además
para i > 2, si yi, zi ∈ B(xi, ri) son tales que yi 6= zi, entonces gii−1(yi) 6= gii−1(zi). Por
lo tanto gii−1(B(xi, ri)) sigue siendo numerable, es decir, se satisface la condición 2 de
g-estructura celular pero no la condición 2 de estructura celular.

Mostraremos ahora que G∗ es homeomorfo a
∨
k∈N Sk, es decir,

∨
k∈N Sk está deter-

minado por g-estructura celular {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N.

Definamos ϕ : G∗ →
∨
k∈N Sk por ϕ(π(x̄)) = p, donde p ∈

⋂
i∈N xi y x̄ =

(x1, x2, x3, ...) ∈ G∞.

G∞ G∗

∨
k∈N Sk

π

ϕϕ ◦ π

Veamos que ϕ está bien definida. Sea p ∈
⋂
i∈N xi y q ∈

∨
k∈N Sk\{p}. Si p, q ∈ Sk,

como Sk tiene la topología que hereda de R2, d(x, y) > 0. Sea j ∈ N tal que 1
2j−1 <

d(p, q). Como la longitud del intervalo xj es 1
2j−1 , q /∈ xj , entonces q /∈

⋂
i∈N xi. Si

q ∈ Sm y p ∈ Sk con m 6= k, entonces q /∈ x1. Por lo tanto, q /∈
⋂
i∈N xi. Lo anterior

implica que
⋂
i∈N xi = {p}. Para ver que ϕ es inyectiva, sean x̄, ȳ ∈ G∞ tales que x̄ � ȳ,

entonces existe un i ∈ N tal que xi∩ yi = ∅. Esto implica que si {q} =
⋂
i∈N yi, entonces

q /∈ xi y por lo tanto q /∈
⋂
i∈N xi. Por lo tanto

⋂
i∈N yi 6=

⋂
i∈N xi. De esto tenemos que

ϕ(π(x̄)) 6= ϕ(π(ȳ)), es decir, ϕ es inyectiva.
Veamos que ϕ es suprayectiva. Sean p ∈

∨
k∈N Sk\{x0} y Ai = {F ∈ Gi :

p ∈ F}. Consideremos la sucesión inversa de gráficas {(Ai, ri|Ai
), gi+1

i |Ai
} y A∞ =

ĺım
←−
{(Ai, ri|Ai

), gi+1
i |Ai

}i∈N. Como, para cada i ∈ N y cada a ∈ Si, a pertenece a lo más

a dos intervalos en Gi, tenemos que Ai es finito y no vacío. Por lo tanto, gji (Aj) es finito
y no vacío lo cual implica que A∞ 6= ∅. Sea x̄ ∈ A∞, entonces p ∈ xi para cada i ∈ N,
por lo que p ∈

⋂
i∈N xi, de donde se sigue que p = ϕ(π(x̄)). En el caso p = x0, basta

tomar x̄ tal que xi =
{
e2πis : s ∈

[
0, 1

2i−1

]}
, el cual satisface que ϕ(π(x̄)) = x0.

Para mostrar que ϕ es continua probaremos la continuidad de ϕ ◦ π y como π es
continua tendremos la continuidad de ϕ. Sea A un subconjunto abierto y no vacío en∨
k∈N Sk. Por definición de ϕ y π, tenemos que (ϕ ◦ π)−1(A) = {x̄ ∈ G∞ : (ϕ ◦ π)(x̄) ∈

A} = {x̄ ∈ G∞ : π(x̄) ∈ ϕ−1(A)} = {x̄ ∈ G∞ : (x̄, ȳ) ∈ r y
⋂
i∈N yi ⊂ A}.

Sea z̄ ∈ (ϕ ◦ π)−1(A), entonces existe w̄ ∈ G∞ tal que (z̄, w̄) ∈ r y
⋂
i∈Nwi ⊂ A.

Sea
⋂
i∈Nwi = {q}. Como A es abierto y no vacío en X , entonces existe un k ∈ N tal

que A ∩ Sk 6= ∅. Luego, existe r ∈ N tal que B
(
q, 1

2r

)
⊂ Sk y B

(
q, 1

2r

)
⊂ A. Como⋂

i∈Nwi ⊂ wr+2 tenemos que wr+2 ⊂ B
(
q, 1

2r

)
. Además, wr+2 ∩ zr+2 6= ∅ y la longitud

de wr+2 es 1
2r+1 , entonces zr+2 ⊂ B

(
q, 1

2r

)
. Pero g−1

r+2(zr+2) ⊂ (ϕ ◦ π)−1(zr+2) ⊂
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(ϕ ◦ π)−1
(
B
(
q, 1

2r

))
⊂ (ϕ ◦ π)−1(A) y z̄ ∈ g−1

r+2(zr+2). Por lo tanto, z̄ ∈ g−1
r+2(zr+2) ⊂

(ϕ ◦ π)−1(A), es decir, (ϕ ◦ π)−1(A) es un conjunto abierto.
Definamos la función φ :

∨
k∈N Sk → G∗ por φ(p) = π(x̄) tal que

⋂
i∈N xi =

{p}. Veamos que φ es la función inversa de ϕ. Sea p ∈
∨
k∈N Sk, por definición de φ,

φ(p) = π(x̄) donde x̄ ∈ G∞ y
⋂
i∈N xi = {p}. Por definición de ϕ, ϕ(π(x̄)) = q donde

q ∈
⋂
i∈N xi. Como

⋂
i∈N xi = {p}, resulta que p = q. Consideremos ahora, π(x̄) ∈ G∗

donde x̄ ∈ G∞. Por definición de ϕ, ϕ(π(x̄)) = p, donde p ∈
⋂
i∈N xi. Por lo tanto,

para cada i ∈ N, p ∈ xi. Ahora, por definición de φ, φ(p) = π(ȳ) donde ȳ ∈ G∞ y⋂
i∈N yi = {p}. Luego, para cada i ∈ N, p ∈ yi. Así, para cada i ∈ N, xi ∩ yi 6= ∅. Por lo

tanto, (ȳ, x̄) ∈ r, es decir, π(x̄) = π(ȳ).
Para mostrar que ϕ es un homeomorfismo probaremos que φ es continua. Sea A un

subconjunto abierto en G∗. Mostraremos que el conjunto φ−1(A) = {p ∈ X : {p} =⋂
i∈N xi, para algún x̄ ∈ π−1(A)} es abierto en

∨
k∈N Sk.

G∞ G∗

∨
k∈N Sk

π

φ

Sea p ∈ φ−1(A), consideremos B = {x̄ ∈ G∞ :
⋂
i∈N xi = {p}}. Como B ⊂ π−1(A),

el cual es un abierto, entonces para cada x̄ ∈ B existe g−1
i (xi) tal que x̄ ∈ g−1

i (xi) ⊂
π−1(A), luego p ∈ xi y π(g−1

i (xi)) ⊂ A.
Veamos primero que φ(xi) = π(g−1

i (xi)). Sea π(z̄) ∈ φ(xi), entonces
⋂
j∈N zj ⊂ xi

y existe un w̄ ∈ π(z̄) tal que wi = xi. Luego w̄ ∈ g−1
i (xi), lo cual implica que π(w̄) ∈

π(g−1
i (xi)). Como π(w̄) = π(z̄), resulta que π(z̄) ∈ π(g−1

i (xi)). Consideremos ahora
π(z̄) ∈ π(g−1

i (xi)), entonces existe w̄ ∈ π(z̄) tal que w̄ ∈ g−1
i (xi). Luego xi = wi y

como
⋂
j∈Nwj ⊂ wi, tenemos que {w} =

⋂
j∈Nwj ⊂ xi. Por lo tanto φ(w) ∈ φ(xi), lo

cual implica que π(z̄) ∈ φ(xi).
Supongamos primero que p 6= x0, entonces p ∈ Sk para algún k ∈ N. Como ca-

da punto de Sk pertenece a lo más a dos intervalos en Gi, entonces existen a lo
más dos puntos en B. Consideremos primero el caso en que solo existe un punto
ȳ ∈ G∞ tal que

⋂
j∈N yj = {p}. Dado que xi ∈ Gi, podemos suponer que xi ={

e2πis : s ∈
[

a
2i−1 ,

a+1
2i−1

]}
. Como p ∈ xi, entonces p ∈

{
e2πis : s ∈

(
a

2i−1 ,
a+1
2i−1

)}
, ade-

más φ
({
e2πis : s ∈

(
a

2i−1 ,
a+1
2i−1

)})
⊂ φ(xi), entonces φ

({
e2πis : s ∈

(
a

2i−1 ,
a+1
2i−1

)})
⊂

π(g−1
i (xi)) ⊂ A. Por lo tanto, p ∈

{
e2πis : s ∈

(
a

2i−1 ,
a+1
2i−1

)}
⊂ φ−1(A).

Si existen dos puntos x̄ y ȳ en B tales que
⋂
j∈N yj = {p} y

⋂
j∈N xj = {p}, entonces

p pertenece a xi =
{
e2πis : s ∈

[
a

2i−1 ,
a+1
2i−1

]}
y a yi =

{
e2πis : s ∈

[
b

2i−1 ,
b+1
2i−1

]}
, además

ambos están contenidos en alguna Sk. Como xi y yi solo se intersecan en un punto,

sin pérdida de generalidad podemos suponer que p = e2πi a+1

2i−1 = e2πi b

2i−1 . Por lo tanto,{
e2πis : s ∈

(
a

2i−1 , p
]}

y
{
e2πis : s ∈

[
p, b+1

2i−1

)}
satisfacen que

{
e2πis : s ∈

(
a

2i−1 , p
]}
∪
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{
e2πis : s ∈

[
p, b+1

2i−1

)}
es un abierto en Sk. Además, se tienen las siguientes conten-

ciones: φ
({
e2πis : s ∈

(
a

2i−1 , p
]})
⊂ π(g−1

i (xi)) ⊂ A y φ
({
e2πis : s ∈

[
p, b+1

2i−1

)})
⊂

π(g−1
i (yi)) ⊂ A, entonces

{
e2πis : s ∈

(
a

2i−1 , p
]}
∪
{
e2πis : s ∈

[
p, b+1

2i−1

)}
⊂ φ−1(A).

Por último, si p = x0, B contiene una cantidad numerable de puntos, y de for-
ma análoga al caso anterior para cada Sk podemos encontrar subconjuntos de la forma{
e2πis : s ∈

(
ak

2i−1 , p
]}

y
{
e2πis : s ∈

[
p, bk+1

2i−1

)}
tales que si Ak =

{
e2πis : s ∈

(
ak

2i−1 , p
]}
∪{

e2πis : s ∈
[
p, bk+1

2i−1

)}
, entonces Ak es un conjunto abierto en Sk y Ak está contenido

en φ−1(A). Por lo tanto, si definimos V = tk∈NAk tenemos que q(V ) es un conjun-
to abierto en X contenido en φ−1(A). Concluimos que φ es continua, luego ϕ es un
homeomorfismo. Por lo tanto X está determinado por una g-estructura celular.

Notación: Dada una g-estructura celular, {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N, a los elementos de G∗

los denotaremos por π(x̄) o [x̄].

Enunciamos el siguiente resultado de topología general, el cual utilizaremos en la
siguiente proposición.

Teorema 3.1.11. ([9], Teorema 3.8.4, pág. 192). Sea X un espacio Lindelöf y A ⊂ X un
subespacio cerrado, entonces A es Lindelöf.

Sea {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N una g-estructura celular donde cada Gi tiene la topología

discreta. Veamos ahora algunas propiedades del espacio cociente G∗.

Proposición 3.1.12. Sea {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N una g-estructura celular donde cada Gi tiene

la topología discreta. Entonces, para cada x̄ ∈ G∞, B(x̄, r) es un espacio Lindelöf.

Demostración. Sea x̄ ∈ G∞, entonces para cada i ∈ N existe un j ∈ N tal que
gji (B(xj, rj)) es numerable. Sea Bi = gji (B(xj, rj)) para cada i ∈ N. Mostraremos que
cada Bi es un espacio regular y σ-compacto y por el Teorema 1.1.17, tendremos que∏

i∈NBi es un espacio Lindelöf. Además, por el Teorema 3.1.11, tendremos que B∞ es
Lindelöf. En este caso Bi es regular, pues cada Gi tiene la topología dicreta y por lo tanto
es regular. Además, como cada Bi es numerable, se tiene que es la unión de una cantidad
numerable de espacios compactos, donde cada compacto contiene un solo punto. Por ser
Bi un espacio T2, es σ-compacto. Como B∞ = {ȳ ∈ G∞ : yi ∈ gji (B(xj, rj))} =
{ȳ ∈ G∞ : yi = gji (zj) con (zj, xj) ∈ rj, para cada i ∈ N} = {ȳ ∈ G∞ : (yi, xi) ∈
ri, para cada i ∈ N} = B(x̄, r), entonces B(x̄, r) es un espacio Lindelöf.

Lema 3.1.13. Sea i ∈ N y x̄ = (x1, x2, x3, ...) ∈ G∞. Entonces el conjunto Axi = {[z̄] ∈
G∗ : (zi, xi) ∈ ri y existe j ∈ N tal que (zj, wj) /∈ rj,∀w̄ ∈ g−1

i (B(xi, 2ri)\B(xi, ri))} es
un abierto en G∗ que contiene a [x̄].

Demostración. Sea w̄ = (w1, w2, w3, ...) ∈ π−1(Axi), entonces [w̄] ∈ Axi . Luego,
existe p̄ ∈ [w̄] tal que (pi, xi) ∈ ri y j ∈ N tal que (pj, yj) /∈ rj para cada ȳ ∈
g−1
i (B(xi, 2ri)\B(xi, ri)). Por la condición 1 de g-estructura celular, para p̄ y j, existe
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k ∈ N tal que gkj (B(pk, 2rk)) ⊂ B(pj, rj).
Mostraremos que w̄ ∈ g−1

k (wk)∩g−1
i (B(xi, ri)) ⊂ π−1(Axi). De la definición de g−1

k (wk)
se tiene que w̄ ∈ g−1

k (wk). Así, solo tenemos que probar que w̄ ∈ g−1
i (B(xi, ri)). Supon-

gamos que w̄ /∈ g−1
i (B(xi, ri)). Como (p̄, w̄) ∈ r, entonces (pi, wi) ∈ ri y como (pi, xi) ∈

ri, tenemos que wi ∈ B(xi, 2ri)\B(xi, ri). Por lo tanto w̄ ∈ g−1
i (B(xi, 2ri)\B(xi, ri),

lo cual implica que (wj, pj) /∈ rj , contradiciendo que (w̄, p̄) ∈ r. Así, concluimos que
w̄ ∈ g−1

k (wk) ∩ g−1
i (B(xi, ri)).

Consideremos ahora ū ∈ g−1
k (wk)∩g−1

i (B(xi, ri)) y supongamos que para cada j ∈ N
existe ȳ ∈ g−1

i (B(xi, 2ri)\B(xi, ri)) tal que (uj, yj) ∈ rj . Sea ȳ ∈ g−1
i (B(xi, 2ri)\B(xi, ri))

tal que (yk, uk) ∈ rk. Como uk = wk, entonces (yk, wk) ∈ rk y como (w̄, p̄) ∈ r, entonces
(wk, pk) ∈ rk. Por lo tanto yk ∈ B(pk, 2rk), lo cual implica que (gkj (yk), pj) = (yj, pj) ∈
rj contradiciendo la elección de j. Luego, existe j ∈ N tal que (uj, yj) /∈ rj , para cada
ȳ ∈ g−1

i (B(xi, 2ri)\B(xi, ri)). Concluimos que [ū] ∈ Axi , es decir, ū ∈ π−1(Axi).
Por último, notemos que x̄ ∈ g−1

i (B(xi, ri)) y si w̄ ∈ g−1
i (B(xi, 2ri)\B(xi, ri)), entonces

(wi, xi) /∈ ri. Por lo tanto [x̄] ∈ Axi .

Proposición 3.1.14. Sea {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N una g-estructura celular donde cada Gi tiene

la topología discreta. Entonces el espacio cociente G∗ es un espacio T2.

Demostración. Sean π(x̄) y π(ȳ), donde x̄, ȳ ∈ G∞, elementos distintos en G∗. En-
tonces (x̄, ȳ) /∈ r, por lo tanto, existe i ∈ N tal que (xi, yi) /∈ ri. Por la condi-
ción 2 de g-estructura celular, tenemos que para ese i y x̄, existe j ∈ N tal que
gji (B(xj, 2rj)) ⊂ B(xi, ri). De forma análoga, tenemos que para i y ȳ, existe k ∈ N
tal que gki (B(yk, 2rk)) ⊂ B(yi, ri). Sea j0 = máx{j, k}, entonces gj0i (B(xj0 , 2rj0)) ⊂
B(xi, ri) y gj0i (B(yj0 , 2rj0)) ⊂ B(yi, ri). Para ese j0, existe k0 ∈ N tal que k0 > j0
y gk0

j0
(B(xk0 , 2rk0)) ⊂ B(xj0 , rj0) y gk0

j0
(B(yk0 , 2rk0)) ⊂ B(yj0 , rj0). Consideremos los

siguientes conjuntos:

Axk0
= {[z̄] ∈ G∗ : (zk0 , xk0) ∈ rk0 y existe j ∈ N tal que (zj, wj) /∈ rj,

∀w̄ ∈ g−1
k0

(B(xk0 , 2rk0)\B(xk0 , rk0))},

Byk0
= {[z̄] ∈ G∗ : (zk0 , yk0) ∈ rk0 y existe j ∈ N tal que (zj, wj) /∈ rj,

∀w̄ ∈ g−1
k0

(B(yk0 , 2rk0)\B(yk0 , rk0))}.

Por el Lema 3.1.13, Axk0
y Byk0

son conjuntos abiertos en G∗ que contienen a π(x̄)
y π(ȳ), respectivamente. Mostraremos que Axk0

y Byk0
son disjuntos. Supongamos que

existe [z̄] ∈ G∗ tal que [z̄] ∈ Axk0
∩ Byk0

, entonces existen w̄ y ū en [z̄] tales que
(wk0 , xk0) ∈ rk0 y (uk0 , yk0) ∈ rk0 . Como (wk0 , uk0) ∈ rk0 , entonces wk0 ∈ B(yk0 , 2rk0).
Por la elección de k0, resulta que (gk0

j0
(wk0), gk0

j0
(yk0)) = (wj0 , yj0) ∈ rj0 . Ahora, como

(wk0 , xk0) ∈ rk0 , entonces (wj0 , xj0) ∈ rj0 . Por lo tanto, yj0 ∈ B(xj0 , 2rj0), lo cual
implica que (gj0i (yj0), gj0i (xj0)) = (yi, xi) ∈ ri contradiciendo la hipótesis. Por lo tanto,
Axk0

∩Byk0
= ∅.



3.1. G-ESTRUCTURA CELULAR 55

En el Teorema 2.3.4 se prueba que dada una estructura celular {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N,

el mapeo cociente π : G∞ → G∗ es perfecto y por lo tanto, cerrado. Pero, en el caso
de g-estructuras celulares existen ejemplos en los que el mapeo π no es cerrado, como
veremos en el ejemplo 3.1.21. Así, tiene sentido preguntarnos si existen condiciones con
las que el mapeo π sea cerrado. En el Lema 3.1.16, damos una condición para que el
mapeo π sea cerrado. Para su demostración utilizaremos la siguiente proposición.

Proposición 3.1.15. ([9], Proposición 2.4.9, pág. 92). Sea X un espacio topológico y ∼ una
relación de equivalencia. Los siguientes enunciados son equivalentes:

El mapeo cociente q : X → X/ ∼ es cerrado (abierto).

Para cada conjunto abierto (cerrado) A ⊂ X , la unión de todas las clases de equiva-
lencia que están contenidas en A es un abierto (cerrado) en X .

Lema 3.1.16. Sea {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N una g-estructura celular donde cada Gi tiene la topo-

logía discreta. Para cada x̄ ∈ G∞ y para cada subconjunto abierto A ⊂ G∞ que contiene a
B(x̄, r) existe j ∈ N tal que B(g−1

j (xj), r) ⊂ A si y sólo si el mapeo cociente π : G∞ → G∗

es cerrado.

Demostración. Supongamos que para cada x̄ ∈ G∞ y para cada subconjunto abierto
A ⊂ G∞ que contiene a B(x̄, r) existe j ∈ N tal que B(g−1

j (xj), r) ⊂ A. Sea A ⊂ G∞
un subconjunto abierto no vacío y definamos B = {z̄ ∈ G∞ : B(z̄, r) ⊂ A}. Si z̄ ∈ B,
entonces B(z̄, r) ⊂ A y por la hipótesis existe j ∈ N tal que B(g−1

j (zj), r) ⊂ A. Veamos
que g−1

j (zj) ⊂ B. Tomemos ȳ ∈ g−1
j (zj), entonces ȳ ∈ A y si (w̄, ȳ) ∈ r, entonces

w̄ ∈ B(g−1
j (zj), r) y por lo tanto w̄ ∈ A. Lo anterior implica que B(ȳ, r) ⊂ A y por tanto

ȳ ∈ B. Concluimos así que g−1
j (zj) ⊂ B, es decir, B es abierto y por la Proposición 3.1.15

tenemos que π es un mapeo cerrado. Supongamos ahora que π es un mapeo cerrado.
Sea A un subconjunto abierto en G∞ que contiene a B(x̄, r), entonces tenemos que
B = {z̄ ∈ G∞ : B(z̄, r) ⊂ A} también es abierto. Luego, como x̄ ∈ B y B es abierto,
entonces existe un j ∈ N tal que g−1

j (xj) ⊂ B. Por lo tanto, para cada ȳ ∈ g−1
j (xj)

tenemos que B(ȳ, r) ⊂ A, consecuentemente tenemos que B(g−1
j (zj), r) ⊂ A.

En [8, Lema 3.5], se muestra que para los subconjunto abiertos A en G∞ que son
de la forma π−1(B), donde B es un subconjunto de G∗, existe un j ∈ N tal que
g−1
j (B(xj, rj)) ⊂ A. Por lo tanto, B(g−1

j (xj), r) ⊂ A, pues si z̄ ∈ B(g−1
j (xj), r), en-

tonces (z̄, w̄) ∈ r para algún w̄ ∈ g−1
j (xj). Luego, wj = xj , entonces (zj, xj) ∈ rj ,

es decir, zj ∈ B(xj, rj). Así, g−1
j (zj) ⊂ g−1

j (B(xj, rj)), de donde obtenemos que
z̄ ∈ g−1

j (B(xj, rj)) ⊂ A. Pero, no todos los abiertos de G∞ son imagenes inversas
de subconjuntos de G∗. El Lema 3.1.16 nos dice que si tenemos una estructura celu-
lar, en general para cualquier abierto A ⊂ G∞, podemos encontrar un j ∈ N tal que
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B(g−1
j (xj), r) ⊂ A, esta condición también implicará que, en el caso de g-estructuras ce-

lulares, podemos construir una base para la topología de G∗, como lo muestra la siguiente
proposición.

Proposición 3.1.17. Sea {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N una g-estructura celular donde cada Gi tiene

la topología discreta. Si para cada x̄ ∈ G∞ y para cada subconjunto abierto A ⊂ G∞ que
contiene a B(x̄, r) existe j ∈ N tal que B(g−1

j (xj), r) ⊂ A, entonces

{G∗\π(G∞\A) : A es abierto en G∞}

es una base para la topología de G∗.

Demostración. Sea [x̄] ∈ G∗ y U ⊂ G∗ un subconjunto abierto que contiene a [x̄].
Como π−1(U) es abierto en G∞, entonces para cada ȳ ∈ B(x̄, r) existe iȳ tal que
g−1
iȳ

(yiȳ) ⊂ π−1(U). Sea V =
⋃
{g−1

iȳ
(yiȳ) : ȳ ∈ B(x̄, r) y g−1

iȳ
(yiȳ) ⊂ π−1(U)}, enton-

ces V es un abierto en G∞ que contiene a B(x̄, r) y está contenido en π−1(U). Por
lo tanto G∞\V ⊂ G∞\B(x̄, r), luego B(x̄, r) ∩ (G∞\V) = ∅. Lo anterior implica que
[x̄] /∈ π(G∞\V), entonces [x̄] ∈ G∗\π(G∞\V). Por otro lado, como G∞\π−1(U) ⊂
G∞\V , entonces π(G∞\π−1(U)) ⊂ π(G∞\V). Veamos ahora que π(π−1(G∗\U)) =
G∗\U . Sea [x̄] ∈ G∗\U , entonces π−1([x̄]) = B(x̄, r) ⊂ π−1(G∗\U). Por lo tanto, si
ȳ ∈ B(x̄, r), π(ȳ) ∈ π(π−1(G∗\U)), lo cual implica que [x̄] ∈ π(π−1(G∗\U)). Pa-
ra la otra contención, sea [x̄] ∈ π(π−1(G∗\U)), entonces existe ȳ ∈ π−1(G∗\U) tal
que (x̄, ȳ) ∈ r. Luego, π(ȳ) ∈ G∗\U y por lo tanto, [x̄] ∈ G∗\U . Además, como
π(G∞\π−1(U)) = π(π−1(G∗\U)), resulta que G∗\π(G∞\V) ⊂ U . Por el Lema 3.1.16,
tenemos que π(G∞\V) es un subconjunto cerrado y por lo tanto, G∗\π(G∞\V) es
abierto.

Incluimos el siguiente resultado que utilizaremos en la Proposición 3.1.19.

Teorema 3.1.18. ([9], Teorema 1.5.20, pág. 46). Las clases de espacios T1, T4 y perfectamente
normales son invariantes bajo mapeos cerrados.

Proposición 3.1.19. Sea {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N una g-estructura celular donde cada Gi tiene

la topología discreta. Si para cada x̄ ∈ G∞ y para cada subconjunto abierto A ⊂ G∞ que
contiene a B(x̄, r) existe j ∈ N tal que B(g−1

j (xj), r) ⊂ A, entonces G∗ es un espacio
normal. Más aún, G∗ es un espacio perfectamente normal.

Demostración. Por el Lema 3.1.16, tenemos que el mapeo cociente π : G∞ → G∗ es
cerrado. Como G∞ es metrizable, por el Teorema 1.1.20, G∞ es perfectamente normal
y por el Teorema 3.1.18, la propiedad de ser perfectamente normal es invariante bajo
funciones cerradas. Por lo tanto, G∗ es un espacio perfectamente normal.

Corolario 3.1.20. Sea X un espacio topológico determinado por una g-estructura celular
{(Gi, ri), g

i+1
i }i∈N donde cada Gi tiene la topología discreta. Supongamos que para cada

x̄ ∈ G∞ y para cada subconjunto abierto A ⊂ G∞ que contiene a B(x̄, r), existe j ∈ N tal
que B(g−1

j (xj), r) ⊂ A, entonces X es normal.
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Demostración. Como para cada x̄ ∈ G∞ y para cada subconjunto abierto A ⊂ G∞ que
contiene a B(x̄, r), existe j ∈ N tal que B(g−1

j (xj), r) ⊂ A, por el Lema 3.1.16, el mapeo
cociente π : G∞ → G∗ es cerrado. Como G∞ es normal, por el Teorema 3.1.18, tenemos
que G∗ es normal y por lo tanto, X es normal.

Utilizando el Corolario 3.1.20 y la g-estructura celular que construimos en el ejemplo
3.1.10, se puede ver que el espacio

∨
k∈N Sk es normal.

Sea {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N la g-estructura celular que construimos en el ejemplo 3.1.10,

para el espacio
∨
k∈N Sk. Basta con mostrar que para un x̄ tal que

⋂
i∈N xi = {x0} y

para cada subconjunto abierto A ⊂ G∞ que contiene a B(x̄, r), existe j ∈ N tal que
B(g−1

j (xj), r) ⊂ A. Sea x̄ ∈ G∞ tal que
⋂
i∈N xi = {x0} y A un subconjunto abierto

que contiene a B(x̄, r). Como x̄ ∈ A, existe un j ∈ N tal que g−1
j (xj) ⊂ A. Veamos

que B(g−1
j+1(xj+1), r) ⊂ A. Sea ȳ ∈ B(g−1

j+1(xj+1), r), entonces existe w̄ ∈ g−1
j+1(xj+1) tal

que (w̄, ȳ) ∈ r. Luego, wj+1 = xj+1 lo cual implica que (yj+1, xj+1) ∈ rj+1. Ahora, por
definición de las gráficas, tenemos dos opciones: si yj+1 está contenido en la misma Sk
que xj+1, entonces yj+1 ⊂ xj y por lo tanto, yj = xj . Así, ȳ ∈ A. Si yj+1 está contenido
en una Sm distinta a la que contiene a xj+1, entonces (ȳ, x̄) ∈ r y como B(x̄, r) ⊂ A,
ȳ ∈ A, en consecuencia B(g−1

j+1(xj+1), r) ⊂ A y por el Corolario 3.1.20,
∨
k∈N Sk es

normal.

En el ejemplo anterior, también se cumple que el mapeo cociente es cerrado, pero no
es una condición necesaria para que el espacio determinado G∗ sea normal, como podrá
observarse en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.21. Consideremos para cada i ∈ N los siguientes conjuntos:

Gi =
i⋃

k=1

Aik, donde A
i
k = {akj,i : j ∈ N} para cada k ∈ {1, ..., i},

con la topología discreta y ri = {(a, b) : a, b ∈ Aik para algún k ∈ {1, ..., i}}. Definamos,
para cada i ∈ N, gii como la función identidad en Gi, g

i+1
i : Gi+1 → Gi por g

i+1
i (a1

j,i+1) =

a1
j,i y g

i+1
i (akj,i+1) = ak−1

j,i si k > 1, ver figura 3.3. Entonces {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N define una

g-estructura celular que determina un espacio normal, pero el mapeo cociente π : G∞ → G∗

no es cerrado.

Por definición de las relaciones ri, tenemos que, para cada i ∈ N, ri es una relación
reflexiva y simétrica, y por lo tanto (Gi, ri) es una gráfica. Además, por definición de las
funciones gii y g

i+1
i tenemos que {(Gi, ri), g

i+1
i }i∈N satisface las dos primeras condiciones

de sucesión inversa de gráficas. Veamos que se satisface la tercera condición. Observemos
que Aik es homeomorfo a Ajt , para cada i, j, k, t ∈ N y por definición de gi+1

i , si
k > 1, gi+1

i (Ai+1
k ) = Aik−1 y si k = 1, gi+1

i (Ai+1
1 ) = Ai1. Así, si x, y ∈ Gi+1 son

tales que (x, y) ∈ ri+1, entonces x, y ∈ Ai+1
k para algún k ∈ {1, ..., i}. Por lo tanto,

si k = 1, gi+1
i (x), gi+1

i (y) ∈ Ai1 y si k > 1, gi+1
i (x), gi+1

i (y) ∈ Aik−1. Por lo tanto, en
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Figura 3.3: Representación de las primeras 3 gráficas del ejemplo 3.1.21
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ambos casos, (gi+1
i (x), gi+1

i (y)) ∈ ri. Concluimos así, que {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N define una

sucesión inversa de gráficas.
Para ver que se satisface la condición 1 de la definición de g-estructura celular, sea

x̄ ∈ G∞ y fijemos i ∈ N. Notemos que, para cada k ∈ {1, ..., i}, si a, b ∈ Aik, entonces
(a, b) ∈ ri. Además, si t ∈ {1, ..., i}\{k}, a ∈ Aik y b ∈ Ait, entonces (a, b) /∈ ri, ver figura
3.3. Así, supongamos que xi ∈ Aik, entonces B(xi, ri) = Aik y B(xi, 2ri) = Aik. Como i
fue arbitrario, para cada i ∈ N, tenemos que B(xi, 2ri) = B(xi, ri). Por lo tanto, por la
condición 3 de sucesión inversa de gráficas, resulta que gi+1

i (B(xi+1, ri+1)) ⊂ B(xi, ri),
es decir, gi+1

i (B(xi+1, 2ri+1)) ⊂ B(xi, ri). Así, tomando j = i + 1 tenemos que se
satisface la condición 1 de la definición de g-estructura celular.

Para verificar la condición 2 de g-estructura celular sea x̄ ∈ G∞ y fijemos i ∈ N.
Como, para cada j ∈ N tenemos que B(xj, rj) es numerable, en particular B(xi+1, ri+1)
es numerable. Por lo tanto, el conjunto gi+1

i (B(xi+1, ri+1)) es numerable. Concluimos así
que {(Gi, ri), g

i+1
i }i∈N define una g-estructura celular.

Ahora, para ver que el mapeo π no es cerrado, mostraremos que existe x̄ ∈ G∞
y un subconjunto abierto A ⊂ G∞ que contiene a B(x̄, r) tal que para cada j ∈ N,
B(g−1

j (xj), r) no está contenido en A y por el Lema 3.1.16, tendremos que el mapeo π
no es cerrado.

Consideremos x̄ =
(
a1

1,1, a
1
1,2, a

1
1,3, ...

)
y el conjunto U =

⋃
i∈N g

−1
i

(
a1
i,i

)
, el cual

es un abierto en G∞. Veamos que B(x̄, r) ⊂ U , sea z̄ ∈ B(x̄, r), entonces z̄ =(
a1
k,1, a

1
k,2, a

1
k,3, ...

)
para algún k ∈ N, por lo tanto z̄ ∈ g−1

k

(
a1
k,k

)
⊂ U .

Sea j ∈ N, entonces el hilo w̄ =
(
a1

1,1, a
1
1,2, ..., a

1
1,j, a

2
1,j+1, a

3
1,j+2, ..., a

r
1,j+r−1, ...

)
pertenece al conjunto g−1

j

(
a1

1,j

)
. Definamos ahora:

ȳ =
(
a1
j+1,1, a

1
j+1,2, ..., a

1
j+1,j, a

2
j+1,j+1, a

3
j+1,j+2, ..., a

r
j+1,j+r−1, ...

)
.

Como, para cada i, k ∈ N, a1
1,i, a

1
j+1,i ∈ Ai1 y ak1,i, a

k
j+1,i ∈ Aik, entonces (a1

1,i, a
1
j+1,i) y

(ak1,i, a
k
j+1,i) pertenecen a ri. Así (w̄, ȳ) ∈ r y por lo tanto, ȳ pertenece a B

(
g−1
j

(
a1

1,j

)
, r
)
.

Veamos que ȳ /∈ U . Observemos que los hilos que pertenecen a U tienen una coordenada
en la que sus dos subíndices coinciden y el supraíndice es 1. Así, en ȳ la única coordenada
en la que sus subíndices coinciden es a2

j+1,j+1, pero como el supraíndice es 2, ȳ no
pertenece a U . Por lo tanto, como j fue arbitrario tenemos que para cada j ∈ N,
B
(
g−1
j

(
a1

1,j

)
, r
)
no está contenido en U . De este modo, el mapeo cociente π no es

cerrado.
Veamos ahora que π(x̄) es el único punto de G∗ que no es aislado. Consideremos z̄ =(

ar1k,1, a
r2
k,2, a

r3
k,3, ...

)
/∈ B(x̄, r), entonces existe j ∈ N tal que a

rj
k,j 6= a1

s,j para todo s ∈ N,
es decir, rj 6= 1. Además, si ū ∈ B(z̄, r), entonces ū =

(
ar1t,1, a

r2
t,2, a

r3
t,3, ...

)
, para algún t ∈

N y g−1
j (a

rj
t,j) = {ū}. Por lo tanto, B(z̄, r) =

⋃
i∈N g

−1
j

(
a
rj
i,j

)
. Así, B(z̄, r) es un abierto en

G∞ y como π−1(π(z̄)) = B(z̄, r), entonces {π(z̄)} es un conjunto abierto en G∗. Veamos
que {π(x̄)} no es abierto en G∗. Sea w̄ =

(
a1
k,1, a

1
k,2, a

1
k,3, ...

)
∈ π−1(π(x̄)), entonces para

cada j ∈ N tenemos que ȳ =
(
a1
k,1, a

1
k,2, ..., a

1
k,j, a

2
k,j+1, a

3
k,j+2, ...

)
pertenece a g−1

j

(
a1
k,j

)
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pero ȳ /∈ B(x̄, r). Por lo tanto, ninguna vecindad abierta básica de w̄ se queda contenida
en B(x̄, r). Luego, {π(x̄)} no es abierto en G∗.

Mostraremos que el espacio determinado por la g-estructura celular {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N,

es un espacio normal. Veamos primero cuales son los elementos de G∗. Sea ū =
(u1, u2, u3, ...) /∈ B(x̄, r), entonces existe un j ∈ N tal que uj ∈ Aj2. Sea v̄ =
(v1, v2, v3, ...) ∈ G∞ tal que vt ∈ At2 con t 6= j. Si t > j, entonces vj ∈ Aj1. Luego,
(ū, v̄) /∈ r. Ahora, si t < j, entonces ut ∈ At1, lo cual implica que (ū, v̄) /∈ r. Concluimos
así que [ū] 6= [v̄]. Por lo tanto, las clases determinadas por π y que son distintas de [x̄],
están dadas por:

[k] = {z̄ ∈ G∞ : zk+1 ∈ A2
k+1}, para cada k ∈ N. (3.1)

Así, G∗ = {[x̄]} ∪ {[k] : k ∈ N}, donde [k] está dado por (3.1). Definamos la función
ϕ : Ω(ω) → G∗, donde Ω(ω) es la compactificación por un punto de N, dada por
ϕ(n) = [n], para cada n ∈ N y ϕ(w) = [x̄]. Mostraremos que ϕ es un homeomorfismo.

Dado que G∗ = {[x̄]} ∪ {[k] : k ∈ N}, donde [k] está dado por (3.1), es claro que ϕ
es biyectiva y como Ω(ω) es compacto y G∗ es T2, resta mostrar que ϕ es continua.

Para cada j ∈ N, el conjunto Uj =
(⋃

k≥j[k]
)
∪ [x̄] es un conjunto abierto en

G∗, pues π−1(Uj) =
⋃
k∈N g

−1
j (a1

k,j). Por otra parte, si A es un abierto que contiene a
[x̄], tenemos que π−1(A) es abierto en G∞. Así, sea ȳ =

(
a1
r,1, a

1
r,2, a

1
r,3, ...

)
∈ B(x̄, r),

entonces existe j ∈ N tal que g−1
j

(
a1
r,j

)
⊂ π−1(A). Consideremos k > j y tomemos

w̄ ∈ [k] tal que wk+1 = a2
r,k+1. Entonces w̄ ∈ g−1

k+1

(
a2
r,k+1

)
⊂ g−1

k

(
a1
r,k

)
⊂ g−1

j

(
a1
r,j

)
⊂

π−1(A). Así, [k] ∈ A, para toda k > j, de donde se sigue que
(⋃

k≥j[k]
)
∪ [x̄] ⊂ A.

Por lo tanto, para cualquier abierto A que contiene a [x̄], podemos encontrar un Uj
tal que [x̄] ∈ Uj ⊂ A. Como el único punto en G∗ que no es aislado es [x̄], para

mostrar la continuidad de ϕ basta mostrar que, para cada j ∈ N, ϕ−1
((⋃

k≥j[k]
)
∪ [x̄]

)
es abierto en Ω(ω). Veamos que ϕ−1

((⋃
k≥j[k]

)
∪ [x̄]

)
= {j, j + 1, ...} ∪ {ω}. Sea

n ∈ {j, j + 1, ...} ∪ {ω}, entonces ϕ(n) = [n] o ϕ(n) = [x̄]. Por lo tanto, ϕ(n) ∈(⋃
k≥j[k]

)
∪ [x̄], así n ∈ ϕ−1

((⋃
k≥j[k]

)
∪ [x̄]

)
. Ahora, si n ∈ ϕ−1

((⋃
k≥j[k]

)
∪ [x̄]

)
,

entonces ϕ(n) ∈
(⋃

k≥j[k]
)
∪[x̄]. Por lo tanto, n = ω o n ≥ j, así n ∈ {j, j+1, ...}∪{ω}.

Como {j, j+1, ...}∪{ω} es un conjunto abierto en Ω(ω), concluimos que ϕ es continua.
Luego, G∗ es homeomorfo a Ω(ω) y por lo tanto, es normal.

Para finalizar esta sección, presentamos el siguiente ejemplo de una g-estructura
celular que determina un espacio que no es T3. Así, no todos los espacios determinados
por una g-estructura celular son regulares.

Ejemplo 3.1.22. Definamos los siguientes conjuntos con la topología discreta:

G1 = {a1} ∪ {bk1 : k ∈ N}, G2 = {a2} ∪ {bk2 : k ∈ N} ∪ C2
1 ∪ {dk2 : k ∈ N}
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donde C2
1 = {c1

2,1, c
2
2,1} y definamos L2 = 1. En general para cada i > 2 definamos

Li = Li−1 + i− 1, Ci
k = {c1

i,k, c
2
i,k} con 1 ≤ k ≤ Li y

Gi = {ai} ∪ {bki : k ∈ N} ∪

(
Li⋃
k=1

Ci
k

)
∪ {dki : k ∈ N}.

Entonces {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N define una g-estructura celular. Donde:

ri = {(ai, bki ), (bki , ai) : k ≥ i} ∪ {(bki , bni ) : k, n ≥ i}∪{
(a, b) : a, b ∈ Ci

k, k = 1, ..., Li
}
∪
{(
d

(i−1)j+k
i , bki

)
,
(
bki , d

(i−1)j+k
i

)
: k < i, j ∈ N∪{0}

}
,

ver figura 3.4, y para cada i ∈ N, la función gii : Gi → Gi es la función identidad en Gi y
gi+1
i : Gi+1 → Gi está definida de la siguiente manera:

gi+1
i (a) =



ai si a = ai+1, (1)

bki si a = bki+1, (2)

ai si a = c1
i+1,1, (3)

bii si a = c2
i+1,1, (4)

cri,k−1 si a = cri+1,k, r = 1, 2, k = 2, ..., Li + 1, (5)

d
k−(Li+1)
i si a = c1

i+1,k, k = Li + 2, ..., Li+1, (6)

b
k−(Li+1)
i si a = c2

i+1,k, k = Li + 2, ..., Li+1, (7)

d
(i−1)(j+1)+n
i si a = dki+1, k = i · j + n con 0 < n < i, j ∈ N ∪ {0}, (8)

ai si a = dki+1, k = i · j, j ∈ N ∪ {0} (9).

Por definición de ri, para cada i ∈ N, ri es una relación reflexiva y simétrica. Además,
por definición de las funciones de ligadura tenemos que {(Gi, ri), g

i+1
i }i∈N satisface las

dos primeras condiciones de sucesión inversa. Para verificar la tercera condición sean
a, b ∈ Gi+1 tales que (a, b) ∈ ri+1.

Caso 1: Sean a = ai+1 y b = bki+1. Así, g
i+1
i (a) = ai y g

i+1
i (b) = bi, por lo tanto

(gi+1
i (a), gi+1

i (b)) ∈ ri.

Caso 2: Sean a = bki+1 y b = bni+1. Así, g
i+1
i (bki+1) = bki y gi+1

i (bni+1) = bni , por lo
tanto (gi+1

i (a), gi+1
i (b)) ∈ ri.
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b12 b13

b11 b22 b33
b44

b14

b23 b24

b34

d12

d22

d23
d43

d34
d64

d13
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b31

b41

b51

b61
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b42
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b83
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b84
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c23,3
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c24,1
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d104

G1 G2 G3 G4

Figura 3.4: Representación de las primeras 4 gráficas y las relaciones, ejemplo 3.1.22.
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Caso 3: Sean a, b ∈ Ci+1
k . Supongamos que a = c1

i+1,k y b = c2
i+1,k. Así, si

k = 1, gi+1
i (a) = ai y gi+1

i (b) = bii, por lo tanto (gi+1
i (a), gi+1

i (b)) ∈ ri. Si
k ∈ {2, ..., Li + 1}, entonces gi+1

i (a) = c1
i,k−1 y gi+1

i (b) = (c2)i,k−1, por lo tan-
to (gi+1

i (a), gi+1
i (b)) ∈ ri. Por último, si k ∈ {Li + 2, ..., Li+1}, tenemos que

gi+1
i (a) = d

k−(Li+1)
i y gi+1

i (b) = b
k−(Li+1)
i , así (gi+1

i (a), gi+1
i (b)) ∈ ri.

Caso 4: Sean b = bki+1, con k < i + 1, a = di·j+ki+1 con j ∈ N ∪ {0}. Si i · j +
k = i · r, para algún r ∈ N, entonces gi+1

i (a) = ai y gi+1
i (b) = bki . Lue-

go, (gi+1
i (a), gi+1

i (b)) ∈ ri. Ahora, si i · j + k = i · r + n con 0 < n < i,

entonces gi+1
i (a) = d

(i−1)(j+1)+n
i y gi+1

i (b) = bki . Por lo tanto, como n < i,
(gi+1
i (a), gi+1

i (b)) ∈ ri.

Concluimos así que {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N define una sucesión inversa de gráficas. Como,

para cada i ∈ N, el conjunto Gi es numerable, se tiene que el conjunto B(a, ri) es
numerable, para cada a ∈ Gi. Por lo tanto, gi+1

i (B(a, ri)) es numerable, para cada
a ∈ Gi e i ∈ N. Luego, se satisface la segunda condición de la definición de g-estructura
celular.

Antes de mostrar que se satisface la primera condición de la definición de g-estructura
celular, mostraremos el siguiente lema.

Lema 3.1.23. Sea w̄ = (w1, w2, w3, ...) ∈ G∞ tal que wi = dki para algunos k, i ∈ N.
Entonces existe un j0 ∈ N tal que wj0 ∈ Cj0

s , para algún s ∈ N.

Demostración. Consideremos la preimagen de wi bajo la función gi+1
i , por definición de

la función gi+1
i , tenemos dos casos: en el primer caso wi es el resultado de aplicar el

renglón 6 de la función gi+1
i y en el caso 2, wi es el resultado de aplicar el renglón 8

de la función gi+1
i . Si k ≤ i − 1, tenemos el primer caso, así wi+1 = c1

i+1,k+Li+1. Por lo

tanto, tomando j0 = i+ 1 y s = k+Lj0−1 + 1, wj ∈ Cj
k+Lj0−1+1. Supongamos ahora que

k > i−1. Entonces podemos factorizar a k de la siguiente manera k = (i−1)(j+1)+n,
con j ∈ N ∪ {0} y 0 < n ≤ i − 1. Así, tenemos el caso 2 y por definición de gi+1

i

resulta que wi+1 = di·j+ni+1 . Consideremos ahora la preimagen de wi+1 bajo la función
gi+2
i+1 , nuevamente tenemos dos casos, en el primer caso wi+1 es el resultado de aplicar el
renglón 6 de la función gi+2

i+1 y en el caso 2, wi+1 es el resultado de aplicar el renglón 8
de la función gi+2

i+1 . Si i · j + n ≤ i, tenemos el caso 1, así wi+2 = c1
i+2,i·j+n+Li+1+1. Por lo

tanto, tomando j0 = i+2 y s = i ·j+n+Lj0−1 +1, wj0 ∈ C
j0
i·j+n+Lj0−1+1. Si i ·j+n > i,

tenemos el caso 2, entonces wi+2 = d
(i+1)(j−1)+n
i+2 . En general, si wi+t no pertenece a

algún Ci
k, entonces wi+t = d

(i+t−1)(j−t+1)+n
i+t . Así, para m = j + 1 tenemos wi+m = dni+m.

Como 0 < n < i − 1 ≤ i + m − 1, tenemos que wi+m+1 = cii+m+1,n+Li+m+1. Luego,

tomando j0 = i+m+ 1 y s = n+Lj0−1 + 1, wj0 ∈ C
j0
n+Lj0−1+1. Concluimos por lo tanto

que para cada w̄ ∈ G∞ tal que wi = dki , para algunos k, i ∈ N, existe un j0 ∈ N tal que
wj0 ∈ Cj0

s , para algún s ∈ N.
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Mostraremos, ahora sí, que se satisface la primera condición de g-estructura celular.

Sea (w̄1, w2, w3, ...) ∈ G∞ e i ∈ N. Veamos que si wi ∈ {ai}∪{bki : k ∈ N}∪
(⋃Li

k=1C
i
k

)
,

se tiene que B(wi, ri) = B(wi, 2ri). Si wi = ai o wi = bki con k ≥ i, entonces
B(wi, ri) = {ai} ∪ {bki : k ≥ i} y B(wi, 2ri) = {ai} ∪ {bki : k ≥ i}. Si wi = bki , con
k < i, B(wi, ri) = {bki } ∪ {d

(i−1)j+k
i : j ∈ N ∪ {0}} y B(wi, 2ri) = {bki } ∪ {d

(i−1)j+k
i :

j ∈ N ∪ {0}}. Por último, si wi ∈ Ci
k para algún k ∈ N, entonces B(wi, ri) = Ci

k y

B(wi, 2ri) = Ci
k. Por lo tanto, si wi ∈ {ai} ∪ {bki : k ∈ N} ∪

(⋃Li

k=1C
i
k

)
, B(wi, ri) =

B(wi, 2ri). Así, consideremos w̄ = (w1, w2, w3, ...) ∈ G∞ tal que wi = dki para algunos
k, i ∈ N. Entonces, por el Lema 3.1.23, existe un j0 ∈ N tal que wj0 ∈ Cj0

s , para algún
s ∈ N. Por lo tanto, para ese j0 se tiene que B(wj0 , rj0) = B(wj0 , 2rj0). Así, para cada
i ∈ N y w̄ ∈ G∞, existe j ∈ N, tal que gji (B(wj, 2rj)) ⊂ B(wi, ri). Por lo tanto,
{(Gi, ri), g

i+1
i }i∈N define una g-estructura celular.

Proposición 3.1.24. El espacio G∗ determinado por la g-estructura celular definida en el
ejemplo 3.1.22, no es T3.

Demostración. Consideremos: ā = (a1, a2, a3, ...), A = {(bk1, bk2, bk3, ...) : k ∈ N} y
B = π(A). Veamos que B es un conjunto cerrado en G∗ que no contiene a π(ā). Sea
bk = (bk1, b

k
2, b

k
3, ...) ∈ A para algún k ∈ N. Por definición de rk+1, ak+1 está relacionado

con btk+1, si t ≥ k+1. Por lo tanto, (bkk+1, ak+1) /∈ rk+1, de lo cual se sigue que (bk, ā) /∈ r.
Luego, como k fue arbitrario, ā no está relacionado con ningún elemento de A. Por lo
tanto, π(ā) /∈ B.

Sea x̄ = (x1, x2, x3, ...) ∈ π−1(G∗\B). Veamos que π−1(G∗\B) ⊂ G∞\A. Conside-
remos b̄ ∈ π−1(G∗\B), entonces π(b̄) ∈ G∗\B y por lo tanto π(b̄) /∈ B = π(A). Así,
b̄ /∈ A, de modo que b̄ ∈ G∞\A. Por lo tanto, x̄ /∈ A. Mostraremos ahora que existe un
k ∈ N tal que, para cada n ∈ N, xk 6= bnk . Por contradicción, supongamos que para cada
k ∈ N existe n ∈ N tal que xk = bnk . En particular para k = 1, existe n1 tal que x1 = bn1

1 .
Como x1 = g2

1(x2) y para k = 2 existe n2 tal que x2 = bn2
2 , entonces x2 = bn1

2 . Aplicando
inducción, supongamos que xt = bn1

t , para algún t ∈ N. Como xt = gt+1
t (xt+1) y para

k = t + 1 existe nt+1 tal que xt+1 = b
nt+1

t+1 , resulta que xt+1 = bn1
t+1. Así, xt = bn1

t , para
cada t ∈ N. Por lo tanto, x̄ ∈ A lo cual es una contradicción. Luego, existe un k ∈ N tal
que, para cada n ∈ N, xk 6= bnk .

Veamos ahora que g−1
k (xk) es un abierto que contiene a x̄ y está contenido en

π−1(G∗\B). Sea w̄ = (w1, w2, w3, ...) ∈ g−1
k (xk), entonces wk = xk. Ahora, si w̄ = ā,

entonces w̄ ∈ π−1(G∗\B), pues π(ā) ∈ G∗\B. Supongamos entonces que w̄ 6= ā,
entonces wk = dnk o wk = crk,m, donde n,m ∈ N y r ∈ {1, 2}. Consideremos primero
el caso en que w̄ satisface wk = dnk para algún n ∈ N. Por el Lema 3.1.23, existe l > k
tal que wl = crl,t, para algún t ∈ N y r ∈ {1, 2}. Por lo tanto, por definición de rl,
(wl, b

s
l ) = (crl,t, b

s
l ) /∈ rl para cada s ∈ N. Así, (w̄, bs) /∈ r, para cada bs ∈ A, lo cual

implica que π(w̄) /∈ B. Luego, π(w̄) ∈ G∗\B y por lo tanto, w̄ ∈ π−1(G∗\B). Para el otro
caso, sea w̄ tal que wk = crk,m para algún m ∈ N y r ∈ {1, 2}. Entonces (crk,m, b

s
k) /∈ rl,
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para cada s ∈ N, y de manera análoga al caso anterior, tenemos que w̄ ∈ π−1(G∗\B).
Concluimos que g−1

k (xk) es un abierto que contiene a x̄ y g−1
k (xk) ⊂ π−1(G∗\B).

Por lo tanto, π−1(G∗\B) es abierto, lo cual implica que G∗\B es abierto en G∗. Así,
B es cerrado en G∗.

Para mostrar que G∗ no es T3 mostraremos que no existen abiertos disjuntos U y V
en G∗ tales que π(ā) ∈ U y B ⊂ V .

Sean U y V conjuntos abiertos en G∗ tales que π(ā) ∈ U y B ⊂ V . Entonces se tiene
que π−1(U) y π−1(V ) son conjuntos abiertos en G∞, los cuales satisfacen π−1(π(ā)) ⊂
π−1(U) y π−1(B) ⊂ π−1(V ). Además, π−1(π(ā)) = {ā}. Así, como ā ∈ π−1(U) y
π−1(U) es abierto, existe un abierto básico g−1

j (uj) tal que ā ∈ g−1
j (uj) ⊂ π−1(U).

Luego, aj = uj y por lo tanto, g−1
j (aj) ⊂ π−1(U). Por definición de rj tenemos que

(aj, b
j
j) ∈ rj . Consideremos ahora el hilo bj = (bj1, b

j
2, b

j
3, ..., b

j
j−1, b

j
j, ...). Entonces bj ∈ A

y por lo tanto bj ∈ π−1(B) ⊂ π−1(V ). Como π−1(V ) es abierto, para bj existe un
abierto básico g−1

i (bji ) tal que bj ∈ g−1
i (bji ) ⊂ π−1(V ). Luego, si z̄ ∈ g−1

i+1(bji+1), entonces
zi+1 = bji+1, lo cual implica que zi = gi+1

i (bji+1) = bji y por lo tanto z̄ ∈ g−1
i (bji ). Así,

g−1
i+1(bji+1) ⊂ g−1

i (bji ) y por lo tanto, sin perder generalidad, podemos suponer que i > j.
Recordemos que Li+1 = Li+i, así Li+2 ≤ j+Li+1 ≤ Li+1. Luego, utilizando el renglón
7 de la función de ligadura gi+1

i , tenemos que gi+1
i (c2

i+1,j+(Li+1)) = bji . Consideremos
ahora el hilo:

c̄ = (bj1, b
j
2, b

j
3, ..., b

j
j, ..., b

j
i , c

2
i+1,j+(Li+1), c

2
i+2,j+(Li+1)+1, c

2
i+3,j+(Li+1)+2, ...).

Entonces c̄ ∈ g−1
i (bji ) y por lo tanto, c̄ ∈ π−1(V ). Definamos el hilo d̄ de la siguiente

manera:

d̄ = (a1, ..., g
i+1
i−1(c1

i+1,j+(Li+1)), g
i+1
i (c1

i+1,j+(Li+1)), c
1
i+1,j+(Li+1), c

1
i+2,j+(Li+1)+1, ...).

Por definición de la relación ri+k con k ∈ N, (c2
i+k,j+(Li+k), c

1
i+k,j+(Li+k)) ∈ ri+k.

Así, (d̄, c̄) ∈ r y por lo tanto, d̄ también pertenece a π−1(V ). Dado que i > j, se
tiene que Li + 1 ≤ j + Li + 1 ≤ Li + i = Li+1 y considerando el renglón 6 de la
función de ligadura gi+1

i , resulta que gi+1
i (c1

i+1,j+(Li+1)) = dji . Si j = i− 1, utilizando el

renglón 9 de la función gii−1, resulta que gii−1(dji ) = ai−1 = aj . En otro caso (j < i− 1),
utilizando el renglón 8 de la función gii−1, g

i
i−1(dji ) = di−2+j

i−1 . Aplicando ahora la función
gi−1
i−2 nuevamente tenemos dos casos. Si j = i − 2, gi−1

i−2(di−2+j
i−1 ) = ai−2 = aj , en otro

caso (j < i − 2), gi−1
i−2(di−2+j

i−1 ) = di−3+j
i−2 . Como i > j > 1, existe 0 < l < i tal que

j = i − l. Continuando con el proceso anterior hasta que j = i − l, tendremos que
gi−l+1
i−l (di−l+ji−l+1) = ai−l = aj . Por lo tanto gij(d

j
i ) = aj . Concluimos así que d̄ pertenece

a g−1
j (aj) y por lo tanto d̄ ∈ π−1(U). Luego, π−1(U) ∩ π−1(V ) 6= ∅, es decir, existe

z̄ ∈ G∞ tal que π(z̄) ∈ U y π(z̄) ∈ V . Por lo tanto, π(z̄) ∈ U ∩ V , concluyendo así que
U ∩ V 6= ∅. Hemos demostrado que cualquier par de conjuntos U y V abiertos en G∗

tales que π(ā) ∈ U y B ⊂ V , tienen intersección no vacía, de lo cual se sigue que G∗

no es T3.
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3.2. Espacios con g-estructura celular

Considerando el ejemplo del coproducto reducido de círculos, ejemplo 3.1.10, podemos
construir otros espacios que son determinados por una g-estructura celular, pero no por
una estructura celular.

Proposición 3.2.1. Sea {Xk}k∈N una sucesión de espacios topológicos tales que cada Xk

es discreto. Entonces el coproducto reducido
∨
k∈NXk es determinado por una estructura

celular de acuerdo a la Definición 2.1.1.

Demostración. Sea X =
∨
k∈NXk y x0 el punto en común de los espacios Xk. Con-

sideremos primero el caso en que cada uno de los espacios Xk es finito, supongamos
Xk = {x0, x

1
k, ...x

rk
k }, entonces podemos definir la función ϕ : X → N × N, como

ϕ(xtk) = (k, t) y ϕ(x0) = (0, 0). La función ϕ es un homeomorfismo sobre su imagen y
como N× N es completamente metrizable, entonces ϕ(X) es metrizable con la métrica
discreta y por lo tanto, es completamente metrizable. Así, X tiene un estructura celular.
De forma análoga si los espacios Xk son numerables, supongamos Xk = {x0, x

1
k, x

2
k, ...},

podemos definir ϕ(xtk) = (k, t) y ϕ(x0) = (0, 0) y el espacio X sigue teniendo una
estructura celular.

Así, si consideremos el espacio Xk = N con la topología discreta. Entonces, por
la Proposición 3.2.1, el espacio cociente

∨
k∈NXk = tk∈NXk/{1}, ver figura 3.5, es

determinado por una estructura celular.

ω × ω

π

Figura 3.5: Representación del espacio cociente.

Proposición 3.2.2. Sea {Xk}k∈N una sucesión de espacios topológicos tales que:

Xk tiene una estructura celular de acuerdo a la Definición 2.1.1.
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Xk no tiene puntos aislados.

Entonces el coproducto reducido
∨
k∈NXk es determinado por una g-estructura celular que

no es una estructura celular de acuerdo a la Definición 2.1.1.

Demostración. Para cada k ∈ N, sea (∗)k = {(Gk
i , r

k
i ), (gk)

j
i}i<j la estructura celular en

Xk como se define en el Teorema 2.4.8.

Notación: Para cada espacio Xk tenemos una estructura celular (∗)k con la cual
obtenemos un límite inverso al cual denotaremos por Gk

∞ y al espacio determinado por
la estructura celular lo denotaremos por G∗k. La función proyección i-ésima restringida a
Gk
∞ la denotaremos por gki la cual está definida de Gk

∞ a Gk
i . Las funciones de ligadura

de la sucesión inversa de gráficas en Xk serán denotadas por (gk)
j
i las cuales están

definidas de Gk
j a Gk

i , diagrama 3.6. Las funciones cociente definidos de Gk
∞ a G∗k los

denotaremos por πk y el homeomorfismo entre Gk
∞ y Xk será denotado por ϕk.

G1
1 G1

2 G1
3

G2
1 G2

2 G2
3

G3
1 G3

2 G3
3

Gk
1 Gk

2 Gk
3

X1

X2

X3

Xk∨
k∈NXk

⋃
k∈NG

k
1

⋃
k∈NG

k
2

⋃
k∈NG

k
3

G1
∞

G2
∞

G3
∞

Gk
∞

G∞

(g1)2
1

(g2)2
1

(g3)2
1

(gk)2
1 (gk)3

2

(g3)3
2

(g2)3
2

(g1)3
2

f2
1

f3
2

G∗1

G∗2

G∗3

G∗k

G∗

π1

π2

π3

πk

π

ϕ1

ϕ2

ϕ3

ϕk

ϕ

Figura 3.6: Diagrama que muestra la construcción de las gráficas para definir la estructura
celular de X =

∨
k∈NXk.

Sea X =
∨
k∈NXk, veamos primero que X es un espacio no metrizable y por lo tanto

no tiene una estructura celular. Como cada Xk es metrizable consideremos, para cada
k ∈ N, ρk la métrica en Xk. Supongamos que existe una base de vecindades numerable
{ui}i∈N en el punto x0. Como q−1(uk) es un abierto en tk∈NXk, entonces q−1(uk)∩Xk

es un abierto en Xk. Además q−1(uk) ∩ Xk es no degenerado pues x0 pertenece a ese
conjunto y Xk no tiene punto aislados. Sea yk ∈ q−1(uk) ∩Xk\{pk} y dk = ρk(pk, yk).
Sea Ak un conjunto abierto en Xk tal que pk, yk ∈ Ak ⊂ q−1(uk)∩Xk. Por definición de
la función cociente, q−1 (q (

⋃
B(pk, dk))) =

⋃
B(pk, dk), entonces por definición de la

topología cociente tenemos que q(
⋃
B(pk, dk)) es un abierto en X =

∨
k∈NXk, el cual no
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contiene a ninguno de los elementos de la base {ui}i∈N, pues si um ⊂ q(
⋃
B(pk, dk)),

entonces q−1(um) ⊂ q−1(q(
⋃
B(pk, dk))) por lo tanto q−1(um) ∩ Xm ⊂ B(pm, dm).

Pero Am ⊂ q−1(um) ∩ Xm, entonces Am ⊂ B(pm, dm), lo cual es una contradicción
pues ym ∈ Am y ym /∈ B(pm, dm). Concluimos entonces que x0 no tiene una base de
vecindades numerable, es decir, X no es primero numerable y como todo espacio métrico
es primero numerable, entonces X no es un espacio metrizable.

Además, X no es secuencialmente compacto y tampoco compacto. Consideremos
{xn}n∈N una sucesión de puntos tales que xk ∈ Xk y d(xk, pk) > ε, para algún ε > 0
fijo, entonces {xn}n∈N no tiene una subsucesión convergente y por lo tanto X no es
secuencialmente compacto. Para ver que X no es compacto consideremos la cubierta
abierta {Xk\{x0}}k∈N ∪ {A}, donde A es un abierto que contiene a x0 pero que no
contiene a ningún Xk, entonces esta cubierta no tiene una subcubierta abierta finita.

Para cada i ∈ N consideremos
(⋃

k∈NG
k
i , Ri

)
, donde cada Ri está definida por:

Ri =
{

(x, y) ∈
⋃
k∈NG

k
i ×

⋃
k∈NG

k
i : (x, y) ∈ rki , para algún k ∈ N

}⋃{
(gki (x̄k), g

k
i (x̄j)) : j, k ∈ N y x̄k, x̄j satisfacen ϕ

−1
k (pk) = πk(x̄k) y ϕ−1

j (pj) = πj(x̄j)
}
.

Para tener una idea más clara de las relaciones Ri, incluimos el siguiente diagrama:

Gk
∞ G∗k Xk

πk ϕk
Gk
i

gki

x̄k [x̄k]
pkgki (x̄k)

Veamos que, para cada i ∈ N, Ri es una relación simétrica y reflexiva. Sea i ∈ N.

1. Para ver que Ri es reflexiva, sea x ∈
⋃
k∈NG

k
i . Entonces x ∈ Gt

i para algún t ∈ N.
Luego (x, x) ∈ rti y por lo tanto (x, x) ∈ Ri.

2. Para ver que Ri es simétrica, consideremos (x, y) ∈ Ri, entonces tenemos:

Si (x, y) ∈ rti para algún t ∈ N. Entonces (y, x) ∈ rti , por lo tanto (y, x) ∈ Ri.

Si x = gki (x̄k) y ȳ = gki (x̄j) tal que ϕ−1
k (pk) = πk(x̄k) y ϕ−1

j (pj) = πj(x̄j),
entonces (y, x) ∈ Ri.

Consideremos la sucesión de gráficas
{(⋃

k∈NG
k
i , Ri

)}
i∈N y definamos las funciones

f i+1
i :

⋃
k∈NG

k
i+1 →

⋃
k∈NG

k
i como f i+1

i (x) = (gk)
i+1
i (x), donde x ∈ Gk

i+1. Definamos
f ii como la función identidad. Por lo tanto

{(⋃
k∈NG

k
i , Ri

)
, f i+1
i

}
i∈N satisface las dos

primeras condiciones de sucesión inversa de gráficas.
Supongamos que (x, y) ∈ Ri+1. Queremos motrar que (f i+1

i (x), f+1
i (y)) ∈ Ri.

Caso 1: Si (x, y) ∈ rki+1 para algún k ∈ N. Entonces ((gk)
i+1
i (x), (gk)

i+1
i (y)) ∈ rki ,

de donde se tiene que (f i+1
i (x), f i+1

i (y)) ∈ rki . Así, (f i+1
i (x), f i+1

i (y)) ∈ Ri.
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Caso 2: Si x y y son elementos de la forma x = gki+1(x̄k), y = gki+1(x̄j) donde
ϕ−1
k (pk) = πk(x̄k) y ϕ−1

j (pj) = πj(x̄j), entonces por definición de f i+1
i tenemos

que f i+1
i (x) = f i+1

i (gki+1(x̄k)) = (gk)
i+1
i (gki+1(x̄k)) = gki (x̄k). De forma análoga

f i+1
i (y) = gki (x̄j), por lo tanto (f i+1

i (x), f i+1
i (y)) ∈ Ri.

Concluimos por tanto que
{(⋃

k∈NG
k
i , Ri

)
, f i+1
i

}
i∈N es una sucesión inversa de

gráficas. Veamos ahora que
{(⋃

k∈NG
k
i , Ri

)
, f i+1
i

}
i∈N satisface la condición 4 de la

definición de estructura celular.
Sea x̄ ∈ G∞ e i ∈ N. Mostraremos que existe un j ∈ N tal que j > i y

f ji (B(xj, 2Rj)) ⊂ B(xi, Ri). Como x̄ ∈ G∞, entonces x̄ ∈ Gt
∞, para algún t ∈ N.

Luego, xi ∈ Gt
i. Dado que (∗t) define una estructura celular, entonces para el i que

fijamos existe un j ∈ N tal que (gt)
j
i (B(xj, 2r

t
j)) ⊂ B(xi, r

t
i). Para ese j, considere-

mos y ∈ B(xj, 2Rj) ⊂
⋃
k∈NG

k
j . Entonces existe un z ∈ Gk

j tal que (y, z) ∈ Rj y
(z, xj) ∈ Rj . Tenemos por tanto los siguientes casos:

Caso 1: Si (y, z) ∈ rtj y (z, xj) ∈ rtj , entonces y ∈ B(xj, 2r
t
j). Por lo tanto,

(gt)
j
i (y) ∈ B(xi, r

t
i), lo cual implica que f ji (y) ∈ B(xi, r

t
i) ⊂ B(xi, Ri), es decir,

f ji (B(xj, 2Rj)) ⊂ B(xi, Ri).

Caso 2: Si xj = gkj (x̄k), y = gtj(x̄t) y z = gsj (x̄s) tal que ϕ
−1
k (pk) = [x̄k], ϕ

−1
t (pt) =

[x̄t] y ϕ−1
s (ps) = [x̄s], entonces (y, xj) ∈ Rj . Luego ((gk)

j
i (y), (gt)

j
i (xj)) ∈ Ri. Por

lo tanto f ji (y) ∈ B(xi, Ri), es decir, f
j
i (B(xj, 2Rj)) ⊂ B(xi, Ri).

Caso 3: Si (xj, z) ∈ rtj y y = gsj (x̄s), z = gtj(x̄t). Dado que estamos considerando
la estructura celular de acuerdo al Teorema 2.4.8, entonces la estructura satisface
que para cada x̄ ∈ Gk

∞ e i ∈ N existe j ∈ N tal que si y ∈ B(xj, rj), entonces
(gk)

j
i (y) = (gk)

j
i (xj). Por lo tanto, en el caso 3 tenemos que existe un j ∈ N,

tal que (gt)
j
i (z) = (gt)

j
i (xj). Como (gs)

j
i (g

s
j (x̄s)) = gsi (x̄s) y (gt)

j
i (g

t
j(x̄t)) =

gti(x̄t), entonces (gsi (x̄s), g
t
i(x̄t)) ∈ Ri, es decir, ((gs)

j
i (y), (gt)

j
i (z)) ∈ Ri. Luego

(f ji (y), f ji (z)) ∈ Ri, por lo tanto (f ji (y), f ji (xj)) ∈ Ri.

Veamos ahora que la condición 2 de estructura celular no se satisface. Recordemos
que x0 denota el punto común a todos los Xi con i ∈ N. Sea x̄ ∈ G∞ tal que x0 ∈ xi
para cada i ∈ N. Notemos que por cada uno de los espacios Xk existe un ȳ ∈ G∞ tal
que x0 ∈ yi, para cada i ∈ N. Por lo tanto B(xi, ri) es numerable para cada i ∈ N. Por
construcción de las gráficas

⋃
k∈NG

k
i para cada yj ∈ B(xj, rj) existe yj−1 ∈ Gj−1 tal

que yj−1 = gjj−1(yj) ⊃ yj . Por lo tanto, gji (B(xj, rj)) es numerable.
Concluimos así que

{(⋃
k∈NG

k
i , Ri

)
, f i+1
i

}
i∈N define una g-estructura celular de

gráficas, pero no una estructura celular.
Definamos en G∞ la relación r por (x̄, ȳ) ∈ r si y solo si (xi, yi) ∈ ri para cada

i ∈ N. Consideremos π : G∞ → G∗ = G∞/r el mapeo cociente. Queremos mostrar que
G∗ es homeomorfo a X .

Definamos ϕ : G∗ → X por ϕ(π(x̄)) = p, donde p ∈
⋂
i∈N xi y x̄ ∈ G∞.
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G∞ G∗

∨
k∈NXk

π

ϕϕ ◦ π

Sea p ∈
⋂
i∈N xi y q 6= p. Si p, q ∈ Xk, como Xk es métrico, entonces d(x, y) > 0.

Sea j ∈ N tal que 1
10j

< d(p, q). Como el diámetro de xj es menor que 1
10j

entonces
q /∈ xj , por lo tanto q /∈

⋂
i∈N xi. Si q ∈ Xm y p ∈ Xk con m 6= k, entonces q /∈ x1. Por

lo tanto q /∈
⋂
i∈N xi. De lo anterior, p ∈

⋂
i∈N xi es único.

Veamos que ϕ es inyectiva. Sean x̄, ȳ ∈ G∞ tales que x̄ � ȳ, entonces existe un
i ∈ N tal que xi ∩ yi = ∅. Esto implica que si {q} =

⋂
i∈N yi, entonces q /∈ xi. Luego,

q /∈
⋂
i∈N xi. Por lo tanto

⋂
i∈N yi 6=

⋂
i∈N xi. De esto tenemos que ϕ(π(x̄)) 6= ϕ(π(ȳ)).

Veamos ahora que ϕ es suprayectiva. Sea p 6= x0, entonces p ∈ Xk para algún
k ∈ N. Definamos Ai = {F ∈ Gk

i : p ∈ F}, consideremos la sucesión inversa de
gráficas {(Ai, rki |Ai

), (gk)
i
i−1|Ai

}i∈N y A∞ = ĺım
←−
{(Ai, rki |Ai

), (gk)
i
i−1|Ai

}i∈N. Como cada

Gk
i satisface las hipótesis del Teorema 2.3.4, p pertenece a una cantidad finita de elementos

de Gk
i , entonces Ai es finito y no vacío. Por lo tanto, gji (Aj) es finito y no vacío, lo

cual implica que A∞ 6= ∅. Sea x̄ ∈ A∞, entonces p ∈ xi para cada i ∈ N, por lo
que p ∈

⋂
i∈N xi, de donde se sigue que p = ϕ(π(x̄)). En el caso en que p = x0,

para algún k ∈ N fijo, consideremos x1 ∈ Gk
1 tal que x0 ∈ x1 y tomemos x̄ tal que

xi = ClX(B(x0,
1
i
)) ∩ xi−1, para i > 1, el cual satisface que ϕ(π(x̄)) = x0.

Para mostrar que ϕ es continua probaremos la continuidad de ϕ ◦ π y como π es
continua tendremos la continuidad de ϕ. Sea A un subconjunto abierto y no vacío en
X . Notemos que (ϕ ◦ π)−1(A) = {x̄ ∈ G∞ : (ϕ ◦ π)(x̄) ∈ A} = {x̄ ∈ G∞ : π(x̄) ∈
ϕ−1(A)} = {x̄ ∈ G∞ :

⋂
i∈N xi ⊂ A}.

Sea z̄ ∈ (ϕ ◦ π)−1(A), entonces
⋂
i∈N zi ⊂ A. Por lo tanto existe un k ∈ N tal

que
⋂
i∈N zi ⊂ Xk. Como Xk es métrico y A ∩ Xk es abierto y no vacío, entonces

existe un rk ∈ N tal que B
(⋂

i∈N zi,
1
rk

)
∩ Xk ⊂ A. Notemos que como

⋂
i∈N zi ⊂

zrk+1 y el diámetro de zrk+1
es menor que 1

rk+1
entonces zrk+1 ⊂ B

(⋂
i∈N zi,

1
rk

)
. Pero

g−1
rk+1(zrk+1) ⊂ (ϕ ◦ π)−1(zrk+1) ⊂ (ϕ ◦ π)−1

(
B
(⋂

i∈N zi,
1
rk

))
⊂ (ϕ ◦ π)−1(A) y

z̄ ∈ g−1
rk+1(zrk+1). Por lo tanto z̄ ∈ g−1

rk+1(zrk+1) ⊂ (ϕ ◦ π)−1(A).

Definamos la función φ : X → G∗ por φ(p) = [x̄] tal que
⋂
i∈N xi = {p}. Notemos

que φ es la inversa de ϕ, para mostrar que ϕ es un homeomorfismo probaremos que φ es
continua. Sea A un subconjunto abierto en G∗. Mostraremos que el conjunto φ−1(A) =
{p ∈ X : {p} =

⋂
i∈N xi, para algún x̄ ∈ π−1(A)} es abierto en X .
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G∞ G∗

∨
k∈NXk

π

φ

Sea p ∈ φ−1(A), para cada x̄ ∈ G∞ tal que
⋂
i∈N xi = {p}, tenemos que x̄ ∈ π−1(A).

Como π−1(A) es abierto, entonces existe g−1
i (xi) tal que:

x̄ ∈ g−1
i (xi) ⊂ π−1(A). (3.2)

Luego p ∈ xi y π(g−1
i (xi)) ⊂ A.

Para cada x̄ ∈ G∞ tal que
⋂
i∈N xi = {p} sea g−1

i (xi) que satisface 3.2. Sea S =
{xi : x̄ ∈ g−1

i (xi) ⊂ π−1(A), para algún x̄ que satisface
⋂
i∈N xi = {p}}. Sin pérdida de

generalidad xi = ClX(B
(
z, 1

i

)
) y p ∈ B

(
z, 1

i

)
⊂ xi. Entonces φ(B

(
z, 1

i

)
) ⊂ φ(xi) =

π(g−1
i (xi)) ⊂ A.
Por lo tanto, p ∈

⋃
{B
(
z, 1

i

)
: xi = ClX(B

(
z, 1

i

)
) para algún xi ∈ S} ⊂ φ−1(A).

Dado que los espacios que hemos construido son determinados por una g-estructura
celular y son espacios cocientes en los que solo identificamos un punto, tiene sentido
preguntarnos si podemos definir una g-estructura celular identificando más de un punto.
Así, abordaremos este problema en la siguiente sección.

3.3. G-estructura celular definida a partir de cubiertas

En esta sección presentamos algunas definiciones y damos condiciones en términos
de cubiertas para poder definir una g-estructura celular en un espacio X .

Definición 3.3.1. Sea A = {Aj}j∈J una cubierta de X . Definimos la estrella de un
conjunto M ⊂ X con respecto a A, denotada por St(M,A), como el conjunto:

St(M,A) =
⋃
{As ∈ A : M ∩ As 6= ∅}.

Si M = {p}, escribiremos simplemente St(p,A).

Como se vio en el Lema 2.3.3, dada una sucesión de cubiertas {Fi}i∈N de un es-
pacio topológico X tales que Fi+1 < Fi podemos definir las siguientes relaciones
ri = {(F,G) ∈ Fi×Fi : F∩G 6= ∅} y considerar en cada Fi la topología discreta. Enton-
ces {(Fi, ri)}i∈N es una sucesión de gráficas. Definiendo las funciones gi+1

i : Fi+1 → Fi
tal que F ⊂ gi+1

i (F ) para F ∈ Fi+1 y gii la función identidad, {(Fi, ri), gi+1
i }i∈N define

una sucesión inversa de gráficas y por lo tanto, definen un límite inverso F∞.
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Lema 3.3.2. Sea X un espacio T1 y {Fi}i∈N una sucesión de cubiertas cerradas, localmente
numerables tales que Fi+1 < Fi y

⋂
i∈N xi 6= ∅ para cada x̄ ∈ F∞. Si para cada x̄ ∈ F∞ tal

que p ∈
⋂
i∈N xi e i ∈ N, existe un j > i y un abierto U tal que St(p,Fj) ⊂ U ⊂ St(p,Fi)

y U ∩ G = ∅, para cualquier G ∈ Fi con p /∈ G, entonces {(Fi, ri), gi+1
i } define una g-

estructura celular.

Demostración. Veamos primero que {(Fi, ri), gi+1
i }i∈N satisface la condición 2 de g-

estructura celular, donde las relaciones ri y las funciones gi+1
i son como las definimos

anteriormente. Sea x̄ ∈ F∞, p ∈
⋂
i∈N xi e i ∈ N. Por hipótesis existe un j > i y un

abierto U tal que St(p,Fj) ⊂ U ⊂ St(p,Fi) y U ∩ G = ∅, para cualquier G ∈ Fi
con p /∈ G. Como Fi es localmente numerable, existe un abierto V tal que p ∈ V y V
interseca a lo más a una cantidad numerable de elementos de Fi. Sea F ∈ B(xj, rj)
entonces F ∩ xj 6= ∅. Si F contiene a p, entonces gji (F ) contiene a p y por lo tanto
gji (F ) ∩ V 6= ∅. Si p /∈ F , como p ∈ xj ⊂ U , entonces F ∩ U 6= ∅ y por lo tanto
gji (F )∩U 6= ∅. Así, p ∈ gji (F ), pues gji (F ) es un elemento de Fi y si no contiene a p se
tendría que U ∩ gji (F ) = ∅, de esto, gji (F )∩ V 6= ∅ y considerando que V interseca solo
a una cantidad numerable de elementos en Fi, tenemos que gji (B(xj, rj)) es numerable.

Sea x̄ ∈ F∞ y sea i ∈ N. Sea G0 =
⋃
{F ∈ Fi : p /∈ F}. Por hipótesis existe j ∈ N

y un abierto U tal que St(p,Fj) ⊂ U ⊂ St(p,Fi) y U ∩G = ∅, para cualquier G ∈ Fi
con p /∈ G. Entonces p no puede ser unido con G0 por un solo elemento de Fj , pues
U ∩ G0 = ∅. Aplicando nuevamente la hipótesis existe l > j y un abierto U0 tal que
St(p,Fl) ⊂ U0 ⊂ St(p,Fj) y U0 ∩ G = ∅, para cualquier G ∈ Fj con p /∈ G. Veamos
que p no puede ser unido con G0 por una cadena de dos elementos en Fl. Supongamos
que F1, F2 ∈ Fl es una cadena que une al punto p con el conjunto G0, sin pérdida de
generalidad supongamos que p ∈ F1. En este caso, F2 no puede contener a p, pues glj(F2)
sería un elemento en Fj que une a p con el conjunto G0, lo cual es una contradicción.
De lo anterior, se deduce que glj(F2) no puede contener a p, entonces glj(F2) ∩ U0 = ∅,
lo cual implica que F1 ∩ F2 = ∅ y por lo tanto F1, F2 ∈ Fl no forman una cadena.

Procediendo como antes, existe un k > l y un abierto U1 tal que St(p,Fk) ⊂ U1 ⊂
St(p,Fl) y U1∩G = ∅, para cualquier G ∈ Fl con p /∈ G. Veamos ahora que p no puede
ser unido con G0 por un cadena de tres elementos en Fk. Supongamos que p puede ser
unido con G0, por la cadena F1, F2, F3. sin pérdida de generalidad p ∈ F1 y G0∩F3 6= ∅.
Entonces p /∈ F2, pero como F1 ∩ F2 6= ∅ y F1 ⊂ U1, entonces F1 ∩ U1 6= ∅, lo cual
implica que gkl (F2) ∩ U1 6= ∅, por lo tanto p ∈ gkl (F2). Como F2 ∩ F3 6= ∅, entonces
gkl (F2) ∩ gkl (F3) 6= ∅; se sigue que gkl (F2), gkl (F3) es una cadena de dos elementos en
Fl que une a p con G0, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, si F ∈ B(xk, rk),
F ∩G0 = ∅. Luego gki (F ) 6⊂ G0, lo cual implica que p ∈ gki (F ), de lo cual tenemos que
gkl (F ) ∩ xi 6= ∅, es decir, gkl (F ) ∈ B(xi, ri) y por lo tanto gki (B(xk, 2rk)) ⊂ B(xi, ri).

Lema 3.3.3. Sea X un espacio T1 y sea {Fi}i∈N una sucesión de cubiertas cerradas, local-
mente finitas tales que Fi+1 es refinamiento de Fi. Supongamos que la intersección de los
elementos de cada hilo en F∞ es un conjunto no vacío en X y para cada conjunto abierto
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U ⊂ X y p ∈ U existe i ∈ N tal que cada elemento de Fi que contiene a p está contenido
en U . Entonces, para cada x̄ ∈ F∞ tal que p ∈

⋂
i∈N xi e i ∈ N, existe un j > i y un

abierto U tal que St(p,Fj) ⊂ U ⊂ St(p,Fi) y U ∩ G = ∅, para cualquier G ∈ Fi con
p /∈ G.

Demostración. Sea x̄ ∈ F∞ tal que p ∈
⋂
i∈N xi e i ∈ N. Definamos G0 =

⋃
{F ∈ Fi :

p /∈ F} y veamos que X\G0 es un abierto. Sea y ∈ X\G0, entonces y está contenido
en los elementos de Fi que contienen a p y como Fi es localmente finita, existe una U
vecindad abierta de y tal que U ⊂ F1 ∪ · · · ∪ Fn. De la colección {F1, ..., Fn} podemos
quitar a los que no contengan a y. Así, U\{Fi : y ∈ Fi y i ∈ {1, ..., n}} es un abierto
que contiene a y y está contenido en X\G0. Entonces X\G0 es un abierto contenido
en los elementos de Fi que contienen a p, es decir, X\G0 ⊂ St(p,Fi). Por hipótesis,
para X\G0 e i ∈ N, existe un j tal que cualquier elemento en Fj que contiene a p está
contenido en X\G0, es decir, St(p,Fj) ⊂ X\G0. Por la construcción de G0, tenemos
que si F ∈ Fi y p /∈ F , entonces F ∩ (X\G0) = ∅.

Proposición 3.3.4. SeaX un espacio T1, {(Fi, ri), gi+1
i }i∈N la g-estructura celular obtenida

del Lema 3.3.2 y F∗ = F∞\r. Si además se satisfacen las siguientes condiciones, entonces
X es determinado por la g-estructura celular {(Fi, ri), gi+1

i }i∈N:

1. Para cada F ∈ Fi y p ∈ F , existe un G ∈ Fi+1 tal que p ∈ G ⊂ F .

2. Para cada U abierto y x̄ ∈ F∞ tal que
⋂
i∈N xi = {p} y p ∈ U , existe j ∈ N tal que

xj ⊂ U .

3. Para cada x̄ ∈ F∞ con p ∈
⋂
i∈N xi, si U es la unión de elementos de {F ∈

⋃
i∈NFi :

p ∈ F} y para cualquier ȳ ∈ F∞ que satisface
⋂
i∈N yi = {p}, existe un j ∈ N tal

que yj ⊂ U , entonces existe un abierto V tal que p ∈ V ⊂ U .

Demostración. Veamos que F∗ es homeomorfo a X . Definamos φ : F∗ → X , por
φ(π(x̄)) donde p ∈

⋂
i∈N xi para cada x̄ ∈ F∞. Sea x̄ ∈ F∞, con x̄ = (x1, x2, x3, ...) y

p ∈
⋂
i∈N xi. Sea q 6= p, entonces X\{q} es un conjunto abierto que contiene a p, por

la hipótesis 2, existe j ∈ N tal que p ∈ xj ⊂ X\{q}, lo cual implica que q /∈ xj y por
lo tanto φ(π(x̄)) 6= q, es decir, p ∈

⋂
xi es único y por tanto la función φ está bien

definida.
La función φ es inyectiva. Sean x̄, ȳ ∈ F∞ tales que (x̄, ȳ) /∈ r, entonces existe i ∈ N

tal que (xi, yi) /∈ ri, por lo tanto xi ∩ yi = ∅. Lo cual implica que si {q} =
⋂
i∈N yi,

entonces q /∈ xi y por tanto q 6= φ(π(x̄)).
Definamos Ai = {F ∈ Fi : p ∈ F} para cada i ∈ N y consideremoa la sucesión

inversa de gráficas {(Ai, ri|Ai
), gi+1

i |Ai+1
}i∈N. Por la hipótesis 1, para cada F ∈ Ai existe

G ∈ Ai+1 tal que G ⊂ F . Por lo tanto, las funciones gi+1
i |Ai+1

son suprayectivas. Lo cual
implica que A∞ 6= ∅. Sea p ∈

⋂
i∈N xi, entonces p = φ(π(x̄)). Concluimos así que φ es

suprayectiva.
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Veamos ahora que la función φ es continua. Sea U un conjunto abierto en X y
x̄ ∈ (φ ◦ π)−1(U). Sea p = φ(π(x̄)) ∈ U . Entonces existe j ∈ N tal que xj ∈ Fj y
p ∈ xj ⊂ U . Consideremos g−1

j (xj) ⊂ F∞ el cual es un subconjunto abierto. Veamos que
se satisface φ(π(g−1

j (xj))) ⊂ xj ⊂ U . Sea [z̄] ∈ π(g−1
j (xj)) entonces existe w̄ ∈ g−1

j (xj)
tal que (z̄, w̄) ∈ r. Luego wj = xj y por lo tanto

⋂
j∈Nwj ⊂ xj . Sea {w} =

⋂
j∈Nwj ,

entonces φ−1(w) ∈ φ−1(xj) y por lo tanto, como φ−1(w) = [w̄] = [z̄], se tiene que
[z̄] ∈ φ−1(xj) y π(g−1

j (xj)) ⊂ φ−1(xj). Como φ es suprayectiva, se tiene la contención
φ(π(g−1

j (xj))) ⊂ xj . Luego g−1
j (xj) es un conjunto abierto que contiene a x̄ y está

contenido en (φ ◦ π)−1(U). Por lo tanto (φ ◦ π)−1(U) es un abierto.
Por último definamos la función ϕ : X → F∗ por ϕ(p) = [x̄] tal que

⋂
i∈N xi = {p}.

Notemos que ϕ es la función inversa de φ. Mostraremos que ϕ es continua. Sea A un
conjunto abierto en F∗, veamos que ϕ−1(A) es abierto. Veamos que ϕ−1(A) = {p ∈
X : {p} =

⋂
i∈N xi para algún x̄ ∈ π−1(A)}. Sea p ∈ ϕ−1(A), entonces ϕ(p) ∈ A,

así, existe x̄ ∈ G∞ tal que ϕ(p) = [x̄] ∈ A y
⋂
i∈N xi = {p}. Luego, x̄ ∈ π−1(A) y

por lo tanto, p ∈ {p ∈ X : {p} =
⋂
i∈N xi para algún x̄ ∈ π−1(A)}. Para mostrar la

otra contención, sea p ∈ {p ∈ X : {p} =
⋂
i∈N xi para algún x̄ ∈ π−1(A)}, entonces

existe ȳ ∈ π−1(A) tal que
⋂
i∈N xi, así, ϕ(p) = [ȳ] ∈ A, por lo tanto, p ∈ ϕ−1(A).

Concluimos que ϕ−1(A) = {p ∈ X : {p} =
⋂
i∈N xi para algún x̄ ∈ π−1(A)}. Sea

p ∈ ϕ−1(A), entonces existe x̄ ∈ F∞ tal que x̄ ∈ π−1(A) y
⋂
i∈N xi = {p}. Sea

B = {x̄ ∈ F∞ :
⋂
i∈N xi = {p}}, como cada x̄ ∈ B pertenece a π−1(A), entonces

existe i ∈ N tal que x̄ ∈ g−1
i (xi) ⊂ π−1(A). Sea U =

⋃
{xi : para algún x̄ ∈ B, x̄ ∈

g−1
i (xi) ⊂ π−1(A)}, por la hipótesis 3 existe un conjunto abierto V tal que p ∈ V ⊂ U .
Como ϕ(xi) = π(g−1

i (xi)) ⊂ A, entonces xi ⊂ ϕ−1(A). Por lo tanto U ⊂ ϕ−1(A), lo
cual implica que p ∈ V ⊂ ϕ−1(A). Concluimos entonces que ϕ−1(A) es un conjunto
abierto.

Veamos el siguiente ejemplo de un espacio determinado por una g-estructura celular,
la cual es definida con cubiertas que satisfacen las condiciones del Lema 3.3.2 y la
Proposición 3.3.4.

Ejemplo 3.3.5. Consideremos Ω(ω) = {1, 2, 3, ...} ∪ {ω} con la topología generada por la
base βΩ(ω) = {{n} : n ∈ N} ∪ {{n, n + 1, ...} ∪ {ω} : n ∈ N}. Además consideremos
I = [0, 1] con su topología usual. Definamos T = Ω(ω) × I\{(ω, 1)} con la topología
subespacio del espacio producto Ω(ω)× I considerado con la topología producto, ver figura
3.7. Entonces el espacio T es determinado por una g-estructura celular.

Demostración. Construyamos una sucesión de cubiertas cerradas para T de la siguiente
manera, para cada m ∈ N sea:

Fm =

{
{n} ×

[
a

2m
,
a+ 1

2m

]
: n ∈ N, a ∈ {0, ..., 2m − 1}

}⋃
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1 2 3 4 n n+ 1 ω

Figura 3.7: Representación del espacio T = Ω(ω)× I\{(ω, 1)}.

{
{m,m+ 1, ...} ∪ {ω} ×

[
a

2m
,
a+ 1

2m

]
: a ∈ {0, ..., 2m − 1}

}
.

Veamos ahora que la sucesión de cubiertas {Fm}m∈N satisface las hipótesis del Lema
3.3.2. Sea m ∈ N y (x, y) ∈ T . Por definición de Fm, tenemos que Fm es numerable y
por lo tanto, si U es una vecindad abierta de (x, y), U interseca a una cantidad nuerable
de elementos de Fm. Por lo tanto, Fm es localmente numerable.

Definamos, para cada n ∈ N, la relación rn = {(A,B) ∈ Fn × Fn : A ∩ B 6= ∅} y
consideremos las funciones gnn la identidad en Fn y gn+1

n : Fn+1 → Fn definida por:

gn+1
n

(
{k} ×

[
a

2n+1
,
a+ 1

2n+1

])
= {k} ×

[
b

2n
,
b+ 1

2n

]
y

gn+1
n

(
{n+ 1, n+ 2, ...} ∪ {ω} ×

[
a

2n+1
,
a+ 1

2n+1

])
= {n, n+1, ...}∪{ω}×

[
b

2n
,
b+ 1

2n

]
tal que b

2n
≤ a

2n+1 <
a

2n+1 ≤ b+1
2n

y gki (F ) = gji (g
k
j (F )) para cada F ∈ Fk y i < j < k.

Por lo tanto, {(Fn, rn), gn+1
n }n∈N satisface las dos primeras condiciones de sucesión

inversa. Como, para cada A ∈ Fn+1, A ⊂ gn+1
n (A), tenemos que para cada A,B ∈ Fn+1

tal que A ∩ B 6= ∅, gn+1
n (A) ∩ gn+1

n (B) 6= ∅. Así, se satisface la tercera condición de
sucesión inversa. Por lo tanto, {(Fn, rn), gn+1

n }n∈N es una sucesión inversa de gráficas,
cuyo límite inverso denotaremos por F∞. Por otra parte, como los elementes de Fm son
cerrados y compactos, entonces, para cada x̄ ∈ F∞,

⋂
i∈N xi es una intersección anidada

de conjuntos compactos y cerrados, por lo tanto,
⋂
i∈N xi 6= ∅.

Sea x̄ ∈ F∞, i ∈ N y p ∈
⋂
j∈N xj . Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

p = (ω, x) con x ∈ [0, 1). Entonces los elementos en Fi que contienen a p son de la
forma:
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A = {m,m+ 1, ...} ∪ {ω} ×
[
a

2m
,
a+ 1

2m

]
.

Notemos que en Fi a lo más hay dos elementos que contienen a p. Si solo existe uno,
podemos tomar U = {m,m+1, ...}∪{ω}×

(
a

2m
, a+1

2m

)
. Si hay dos, estos tienen que ser de

la forma: U1 = {m,m+1, ...}∪{ω}×
[
a

2m
, a+1

2m

]
y U2 = {m,m+1, ...}∪{ω}×

[
a+1
2m
, a+2

2m

]
.

Por lo tanto, podemos tomar U = {m,m + 1, ...} ∪ {ω} ×
(
a

2m
, a+2

2m

)
. En ambos casos

tenemos que U es un abierto que satisface U ⊂ St(p,Fi). Además notemos que en
Fi+1 hay a lo más dos elementos que contienen a p y St(p,Fi+1) ⊂ U . Por lo tanto, se
satisfacen las hipótesis del Lema 3.3.2.

Veamos ahora que se satisfacen las hipótesis de la Proposición 3.3.4. Sea i ∈ N fijo,
F ∈ Fi y p ∈ F . Por construcción de la cubierta Fi+1, existe un G ∈ Fi+1 tal que
p ∈ G ⊂ F , así que se satisface la condición 1 de la Proposición 3.3.4.

Sea U un subconjunto abierto y x̄ ∈ F∞ tal que
⋂
i∈N xi = {p} y p ∈ U . Si p = (n, x),

con n ∈ N y x ∈ [0, 1], entonces existe ε > 0 tal que p ∈ {n} × (x− ε, x+ ε) ⊂ U . Así,
podemos encontrar un m ∈ N tal que p ∈ {n} ×

[
a

2m
, a+1

2m

]
⊂ {n} × (x − ε, x + ε) y

xm = {n} ×
[
a

2m
, a+1

2m

]
. Por lo tanto, p ∈ xm ⊂ U . Si p = (ω, x) con x ∈ [0, 1). Entonces

existe un elemento en βΩ(ω) tal que:

p ∈ {N,N + 1, ...} ∪ {ω} × (x− ε, x+ ε) ⊂ U, para algún ε > 0.

De forma análoga al caso anterior, podemos encontrar un m ∈ N tal que p ∈
{N,N + 1, ...} ∪ {ω} ×

[
a

2m
, a+1

2m

]
⊂ {N,N + 1, ...} ∪ {ω} × (x − ε, x + ε) y xm =

{N,N + 1, ...} ∪ {ω} ×
[
a

2m
, a+1

2m

]
. Por lo tanto, p ∈ xm ⊂ U . Concluimos así que se

satisface 2 de la Proposición 3.3.4.
Por último, veamos que se satisface la condición 3. Sea x̄ ∈ F∞, p ∈

⋂
i∈N xi y U

una unión de elementos de
⋃
i∈NFi los cuales contienen a p y para cualquier ȳ ∈ G∞

tal que
⋂
i∈N yi = {p}, existe un j ∈ N tal que yj ⊂ U .

Consideraremos el caso p = (ω, x) con x ∈ [0, 1), los demás casos son análogos.
Entonces los elementos A que contienen a p y tales que A ⊂ U son de la forma:

Aam = {m,m+ 1, ...} ∪ {ω} ×
[
a

2m
,
a+ 1

2m

]
para algún m ∈ N y a ∈ {0, ..., 2m − 1}.
Sea a0 tal que a0

2n
= min{ a

2m
: Aam ⊂ U} y sea a1 tal que a1

2k
= máx{a+1

2m
: Aam ⊂ U}.

Entonces el conjunto {n, n+ 1, ...} ∪ {ω} × ( a0

2n
, a1

2k
) es un abierto que contiene a p y se

queda contenido en U . Por lo tanto, se satisfacen las hipótesis de la Proposición 3.3.4 lo
cual implica que T es determinado por una g-estructura celular.

Veremos un ejemplo de una familia de espacios determinados por una g-estructura
celular, la cual es obtenida a partir de cubiertas cerradas que satisfacen las condiciones
del Lema 3.3.2 y la Proposición 3.3.4, para lo cual introducimos la siguiente notación.
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Lema 3.3.6. Sea {Xk}k∈N una familia de espacios topológicos no vacíos, {Bk}k∈N una
familia de subconjuntos abiertos donde Bi ⊂ Xi y l

j
i : B̄j → B̄i homeomorfismos tales que

(lji )
−1 = lij , l

j
i = lki ◦ l

j
k para todo i, j, k ∈ N y lii es la identidad. Sea {Ak}k∈N una familia

de subconjuntos tales que Ak ⊂ Bk y Ak = ljk(Aj). Definamos la relación ∼ en tk∈NXk

como sigue: x ∼ y si x = y o x ∈ Ai y y ∈ Aj , para algunos i, j ∈ N y lji (y) = x. Entonces
la relación ∼ es una relación de equivalencia y por lo tanto, tk∈NXk/ ∼ está bien definido.

Demostración. Es claro que ∼ es reflexiva y simétrica. Veamos que ∼ es transitiva. Sean
x, y, z ∈ tk∈NXk puntos distintos tales que x ∼ y y y ∼ z. Entonces x ∈ Ai, y ∈ Aj ,
z ∈ Ak, lji (y) = x y lkj (z) = y, para algunos i, j, k ∈ N. Luego, lji (lkj (z)) = lji (y) = x y

como lki = lji ◦ lkj para todo i, j, k ∈ N, tenemos que lki (z) = x. Así, x ∼ z y por lo tanto,
∼ es una relación de equivalencia.

Con la notación del Lema 3.3.6 presentamos el siguiente lema, en el cual nos referimos
como un encaje a una función f entre dos espacios topologicos X y Y que es un
homeomorfismo sobre su imagen.

Lema 3.3.7. El mapeo cociente ϕ obtenido del Lema 3.3.6 satisface las siguientes condicio-
nes:

1. Para cada A ⊂ Am, con m ∈ N tenemos que ϕ−1(ϕ(∪k∈Nlmk (A))) = ∪k∈Nlmk (A).

2. Para cada i ∈ N, ϕ|Xi
es un encaje.

3. ϕ|∪i∈N(Xi\Ai) es un encaje.

Demostración. Para mostrar la condición 1, sea A ⊂ Am, para algún m ∈ N, y para cada
i ∈ N, sea Bi = lmi (A). Definamos B = ϕ(∪k∈NBk). Mostraremos que ϕ−1(ϕ(B)) = B.
Es claro que B ⊂ ϕ−1(ϕ(B)). Sea w ∈ ϕ−1(ϕ(B)) entonces ϕ(w) ∈ ϕ(B). Así, existe
v ∈ B tal que ϕ(v) = ϕ(w). Si v = w, entonces w ∈ B. Supongamos entonces que
v 6= w, entonces podemos suponer que w ∈ Xr y v ∈ Br0 . Como ϕ(v) = ϕ(w), por
definición de ϕ, tenemos que v ∼ w. Por lo tanto, w = lr0r (v) y como v ∈ Br0 , entonces
v = l1r0(v′) para algún v′ ∈ B1. Luego w = l1r(v

′) y como l1r(v
′) ∈ l1r(B1) = Br , entonces

w ∈ Br , es decir, w ∈ B.
Sea i ∈ N, queremos mostrar ahora que ϕ|Xi

: Xi → ϕ(Xi) es un homeomorfis-
mo. Notemos que ϕ|Xi

es una función continua, pues es la restricción de una función
continua, y es suprayectiva sobre su imagen. Para ver que es inyectiva, sean x, y ∈ Xi

tales que x 6= y, como x y y pertenecen al mismo Xi, entonces x � y. Por lo tanto,
ϕ|Xi

(x) 6= ϕ|Xi
(y) Veamos que ϕ|Xi

es una función abierta. Sea A un subconjunto
abierto de Xi, entonces A ∩ Bi es un conjunto abierto en Xi. Consideremos el con-
junto C = A ∪ (

⋃
j∈N l

i
j(A ∩ Bi) el cual es un abierto en tk∈NXk y por el inciso 1,

ϕ−1(ϕ(C)) = C . Por lo tanto, ϕ(C) es abierto en tk∈NXk/ ∼ y ϕ(C) ∩ ϕ(Xi) es
abierto en ϕ(Xi). Veamos que ϕ|Xi

(A) = ϕ(C) ∩ ϕ(Xi). Sea z ∈ ϕ|Xi
(A), enton-

ces existe y ∈ A tal que ϕ|Xi
(y) = z. Como y ∈ A ⊂ Xi y A ⊂ C , ϕ(y) ∈ ϕ(C) y



78 CAPÍTULO 3. G-ESTRUCTURA CELULAR

ϕ(y) ∈ ϕ(Xi), por lo tanto, ϕ(y) = ϕ|Xi
(y) = z ∈ ϕ(C)∩ϕ(Xi). Para la otra contención,

sea z ∈ ϕ(C)∩ϕ(Xi), entonces existe x ∈ C tal que ϕ(x) = z y y ∈ Xi tal que ϕ(y) = z.
Como x ∈ C , tenemos dos casos: si x ∈ A ⊂ Xi, entonces ϕ(x) ∈ ϕ(A) = ϕ|Xi

(A).
Para el caso 2, supongamos que x /∈ A, entonces x ∈ lik(A ∩Bi) ⊂ Xk con k 6= i. Por lo
tanto, existe w ∈ A ∩ Bi tal que x = lik(w). Por otra parte, como ϕ(x) = ϕ(y), x ∼ y
y como x ∈ Xk y y ∈ Xi, necesariamente x ∈ Ak, y ∈ Ai y x = lik(y), de donde se
sigue que w = y y ϕ(w) = ϕ(y) ∈ ϕ(A ∩ Ai) ⊂ ϕ(A) = ϕ|Xi

(A). Dado que x ∼ y, se
tiene que ϕ(x) ∈ ϕ|Xi

(A). Por lo tanto, ϕ|Xi
(A) es abierto en ϕ(Xi) y ϕ|Xi

es abierta.
Concluimos que ϕ|Xi

es un homeomorfismo.
Veamos ahora que la función ϕ|∪i∈N(Xi\Ai) : ∪i∈N(Xi\Ai) → ϕ(∪i∈N(Xi\Ai)) es un

homeomorfismo. De forma análoga al inciso anterior, tenemos que la función ϕ|∪i∈N(Xi\Ai)

es continua por ser la restricción de una función continua, además es suprayectiva so-
bre su imagen. Para ver que ϕ|∪i∈N(Xi\Ai) es inyectiva, sean x, y ∈ ∪i∈N(Xi\Ai) ta-
les que x 6= y, entonces x � y. Por lo tanto, ϕ|∪i∈N(Xi\Ai)(x) 6= ϕ|∪i∈N(Xi\Ai)(y), así
ϕ|∪i∈N(Xi\Ai) es inyectiva. Veamos que la función ϕ|∪i∈N(Xi\Ai) es abierta. Sea A un sub-
conjunto abierto de ∪i∈N(Xi\Ai), mostraremos que ϕ|∪i∈N(Xi\Ai)(A) es un subconjunto
abierto en ϕ(∪i∈N(Xi\Ai)). Si x ∈ Xi\Ai y y ∈ Xj\Aj con i 6= j, entonces x � y. Así,
ϕ−1(ϕ|∪i∈N(Xi\Ai)(A)) = A y por lo tanto, ϕ|∪i∈N(Xi\Ai)(A) es abierto en tk∈NXk/ ∼.
Además, como ϕ−1(ϕ(∪i∈N(Xi\Ai))) = ∪i∈N(Xi\Ai), entonces ϕ(∪i∈N(Xi\Ai)) es
abierto en tk∈NXk/ ∼. Por lo tanto, ϕ|∪i∈N(Xi\Ai)(A) es abierto en ϕ(∪i∈N(Xi\Ai)).
Así, ϕ|∪i∈N(Xi\Ai) es abierta y por lo tanto, un homeomorfismo.

Lema 3.3.8. Sea {Xk}k∈N, {Bk}k∈N, {Ak}k∈N y ∼ definidos como en la Observación 3.3.6,
tal que para cada k ∈ N, Ak ⊂ Xk es un subespacio cerrado. Entonces a partir de cubiertas
para el espacio cociente tk∈NXk/ ∼ podemos construir una g-estructura celular.

Demostración. Sea ϕ el mapeo cociente definido de tk∈NXk sobre tk∈NXk/ ∼. Para
cada k ∈ N, tenemos que Xk es metrizable y por lo tanto es perfectamente normal.
Entonces, por el Teorema 1.1.25, los subespacios ClXk

(Bk) y Xk\Bk son completamente
metrizables.

Para cada k ∈ N, sea {Fki }i∈N una sucesión de cubiertas cerradas localmente finitas
de Xk\Bk, construidas de acuerdo al Teorema 2.4.8. De forma análoga, para ClX1(B1) sea
{A1

i }i∈N una sucesión de cubiertas cerradas localmente finitas, construidas de acuerdo
al Teorema 2.4.8. Luego, para cada i ∈ N y j > 1, la familia Aji = {l1j (A) : A ∈ A1

i } es
una cubierta cerrada localmente finita para Bj y además {Aji}i∈N satisface Aji+1 < A

j
i .

Veamos ahora que para cada i ∈ N el conjunto:

Gi = {ϕ(F ) : F ∈ Fki , con k ∈ N} ∪ {ϕ(A) : A ∈ Aki , con k ∈ N} (3.3)

es una cubierta cerrada localmente numerable para el espacio tk∈NXk/ ∼. Sea y ∈
tk∈NXk/ ∼, entonces existe x ∈ tk∈NXk tal que ϕ(x) = y. Por lo tanto, x ∈ Xk para
algún k ∈ N. Si x ∈ Bk, existe A ∈ Aki tal que x ∈ A y por lo tanto y ∈ ϕ(A). Si
x ∈ Xk\Bk, existe F ∈ Fki tal que x ∈ F y por lo tanto y ∈ ϕ(F ). Concluimos así que
Gi cubre a tk∈NXk/ ∼.
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Para ver que es cerrada, sea ϕ(F ) ∈ Gi. Consideremos primero el caso en el que
F ∈ Fki para algún k ∈ N. Como F ⊂ Xk\Ak, ϕ−1(ϕ(F )) = F , por lo tanto ϕ(F )
es un cerrado en tk∈NXk/ ∼. Supongamos ahora que F ∈ Aki y k ∈ N, entonces
ϕ−1(ϕ(F )) = F ∪ (tj 6=k(Aj ∩ lkj (F ))), el cual es un cerrado en tk∈NXk. Por lo tanto,
Gi es una cubierta cerrada para tk∈NXk/ ∼.

Mostraremos ahora que Gi es localmente numerable. Sea y ∈ tk∈NXk/ ∼, entonces
existe x ∈ tk∈NXk tal que ϕ(x) = y. Supongamos que x ∈ Xk con k ∈ N. Si x ∈
Xk\B̄k, entonces existe una vecindad Ux ⊂ Xk\B̄k de x que interseca a una cantidad
finita de elementos de Fki , digamos F1, ..., Fn. Como Uk está completamente contenido
en Xk\Ak, resulta que ϕ(Uk) es un abierto en tk∈NXk/ ∼ que contiene a y y que
interseca a una cantidad finita de elementos de Gi, ϕ(F1), ..., ϕ(Fn). De manera análoga,
si x ∈ ∂(Bk). Entonces existe un abierto Ux ⊂ Xk\Ak que contiene a x y que interseca
solo a una cantidad finita de elementos de Aki y Fki , sean A1, ..., Am, F1, ..., Fn tales
elementos. Como Uk está completamente contenido en Xk\Ak, ϕ(Uk) es un abierto
en tk∈NXk/ ∼ que contiene a y y que interseca a una cantidad finita de elementos
de Gi, ϕ(A1), ..., ϕ(An), ϕ(F1), ..., ϕ(Fn). Por último, consideremos el caso en el que
x ∈ Bk. Entonces existe un abierto Uk ⊂ Bk que contiene a x y que interseca solo a
una cantidad finita de elementos de Aki . Entonces para cada j ∈ N, tenemos que lkj (Uk)
es un subconjunto abierto que contiene a lkj (x) y que interseca solo a una cantidad

finita de elementos de Aji . Por el inciso 1 del Lema 3.3.7 tenemos que ϕ(tj∈Nlkj (Uk)) es
un abierto en tk∈NXk/ ∼ que contiene a y, pues ϕ−1(ϕ(tj∈Nlkj (Uk))) = tj∈Nl1j (Uk).
Además ϕ(tj∈Nlkj (Uk)) interseca a una cantidad numerable de elementos de Gi, pues
cada lkj (Uk) interseca solo a una cantidad finita de elementos de Aki y Fki y por lo tanto
ϕ−1(ϕ(tj∈Nlkj (Uk))) = tj∈Nl1j (Uk) interseca a una cantidad numerable de elementos de
{F : F ∈ Aki ó F ∈ Fki , para algún k ∈ N}.

Notemos ahora que Gi+1 < Gi, para cada i ∈ N, pues Fki+1 < Fki y Aki+1 < Aki para
cada k ∈ N. Además definiendo, para cada i ∈ N, ri = {(A,B) ∈ Gi×Gi : A∩B 6= ∅},
gii la función identidad en Gi y g

i+1
i : Gi+1 → Gi tal que F ⊂ gi+1

i (F ) para cada
F ∈ Gi+1, tenemos que

⋂
i∈N yi 6= ∅ para cada ȳ ∈ G∞, pues {Fki }i∈N y {Aki }i∈N

satisfacen las hipótesis del Teorema 2.3.4.

Mostraremos que para cada ȳ ∈ G∞, p ∈
⋂
i∈N yi e i ∈ N, existe j > i y un

abierto U tal que St(p,Fj) ⊂ U ⊂ St(p,Fi) y U ∩ G = ∅, para cualquier G ∈ Fi con
p /∈ G, así por el Lema 3.3.2 tendremos que {(Gi, ri), g

i+1
i }i∈N define una g-estructura

celular. Sea ȳ ∈ G∞, p ∈
⋂
i∈N yi, i ∈ N y definamos D =

⋃
{A ∈ Gi : p /∈ A}. Sin

pérdida de generalidad podemos suponer que p ∈ ϕ(A1), pues si p ∈ ϕ(
⋃
i∈N(Xi\Ai)),

entonces existe un solo elemento y ∈
⋃
i∈N(Xi\Ai) tal que ϕ(y) = p. Por lo tanto, si

y ∈ Xk\Ak con k ∈ N, nos podemos restringir al espacio Xk donde la sucesión de
cubiertas {Aki ∪ Fki }i∈N satisfacen las hipótesis del Teorema 2.3.4 y por el Lema 3.3.3, se
tiene la condición que queremos. Así, para cada j ∈ N, existe xj ∈ Aj tal que ϕ(xj) = p
y por lo tanto, lij(xi) = xj para cada i, j ∈ N. Consideremos para x1 una vecindad
abierta U1 que interseca solo una cantidad finita de elementos de A1

i , sean E1
1 , ..., E

n
1
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tales elementos. Definamos ahora:

W1 = U1\{Er
1 : x1 /∈ Er

1 , r ∈ {1, ..., n}}

y para cada n ≥ 2, definamos
Wn = l1n(W1).

Observemos queW1 es un conjunto abierto de X1, pues es un abierto menos una cantidad
finita de cerrados. Por lo tanto Wj es abierto para cada j ∈ N. Además, para cada j ∈ N,
xj pertenece a Wj . Definamos ahora W =

⋃
k∈NWj . Entonces ϕ(W ) es un abierto en

tj∈NXj/ ∼, pues por la condición 1 del Lema 3.3.7 tenemos que ϕ−1(ϕ(W )) = W .
Veamos ahora que ϕ(W ) ⊂ St(p,Gi). Sea ϕ(F0) ∈ Gi tal que p /∈ ϕ(F0). Supon-

gamos que ϕ(F0) ∩ ϕ(W ) 6= ∅. Sea w ∈ ϕ(F0) ∩ ϕ(W ), entonces existen w1 ∈ F0 y
w2 ∈ W tales que ϕ(w1) = w y ϕ(w2) = w. Podemos suponer que w1 ∈ F0 ⊂ Xr

y w2 ∈ Xr0 , para algunos r, r0 ∈ N. Por definición de ∼, tenemos que w1 ∼ w2, lo
cual implica que w1 = lr0r (w2). Como w2 pertenece a Wr0 , entonces w1 ∈ Wr , es decir
Wr ∩ F0 6= ∅, lo cual es una contradicción. Pues Wr no interseca a ningún elemento de
Ari que no contenga a xr. Por lo tanto, ϕ(W ) es un abierto que está contenido en los
elementos de Gi que contienen a p, es decir, ϕ(W ) ⊂ St(p,Gi).

Ahora, como Wj es un abierto en Xj que contiene a xj , para cada j ∈ N existe
mj ∈ N tal que St(xj,Ajmj

) ⊂ Wj . Pero como Wj ⊂ Bj , podemos suponer que
mk = m1 para todo k ∈ N. Como St(xj,Ajm1

) ⊂ Wj para todo j ∈ N, entonces
ϕ
(⋃

j∈N St(xj,Ajm1
)
)
⊂ ϕ

(⋃
j∈NWj

)
= ϕ(W ). Veamos que ϕ

(⋃
j∈N St(xj,Ajm1

)
)

=

St(p,Gm1). Sea q ∈ St(p,Gm1), entonces q ∈ A para algún A ∈ Gm1 . Por lo tanto, existe
F ∈ Ajm1

tal que A = ϕ(F ). Como p ∈ A, entonces xj ∈ F , luego F ∈ St(xj,Ajm1
). Así,

ϕ(F ) ∈ ϕ
(⋃

j∈N St(xj,Ajm1
)
)
. Consideremos ahora, ϕ(F ) con F ∈

⋃
j∈N St(xj,Ajm1

).

Entonces existe k ∈ N tal que F ∈ St(xk,Akm1
). Luego xk ∈ F , lo cual implica que

p ∈ ϕ(F ). Por lo tanto ϕ(F ) ∈ St(p,Gm1). Así, concluimos que St(p,Gm1) ⊂ ϕ(W ).
Además, si A ∈ Gm1 con p /∈ A entonces A∩ϕ(W ) = ∅. Por lo tanto, por el Lema 3.3.2,
tenemos que {(Gi, ri), g

i+1
i }i∈N define una g-estructura celular.

Teorema 3.3.9. Sea {Xk}k∈N, {Bk}k∈N, {Ak}k∈N y ∼ definidos como en la Observación
3.3.6, tal que para cada k ∈ N, Ak ⊂ Xk es un subespacio cerrado. Entonces el espacio
cociente tk∈NXk/ ∼ es determinado por una g-estructura celular.

Demostración. Veamos que la g-estructura celular {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N obtenida como en

el Lema 3.3.8, donde los conjuntos Gi están definidos en 3.3 de la demostración del Lema
3.3.8, satisface las hipótesis de la Proposición 3.3.4. Para verificar la primera condición sea
A ∈ Gi y p ∈ A, entonces existe x ∈ tj∈NXj tal que ϕ(x) = p. Como A ∈ Gi,
A = ϕ(F ) para algún F ∈

⋃
k∈N(Fki ∪ Aki ) tal que x ∈ F , donde sin pérdida de

generalidad podemos suponer que F ∈ Aji con j ∈ N, ya que ϕ satisface 3 del Lema
3.3.7. Por construcción de las cubiertas y por el Teorema 2.4.8, existe G ∈ Aji+1 tal que
xj ∈ G ⊂ F , entonces ϕ(G) ⊂ ϕ(F ) y ϕ(G) ∈ Gi+1.
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Sea x̄ ∈ G∞, entonces para cada i ∈ N, xi = ϕ(Fi). Dado que se satisface 3 del Lema
3.3.7, sin pérdida de generalidad podemos suponer que para cada i ∈ N, Fi ⊂ Aj para
algún j ∈ N. Sea p ∈

⋂
i∈N ϕ(Fi) y U ⊂ ti∈NXi/ ∼ un subconjunto abierto que contiene

a p. Como U es abierto en ti∈NXi/ ∼, entonces ϕ−1(U) es abierto en ti∈NXi. Luego,
ϕ−1(U) ∩Xj es un abierto en Xj , para cada j ∈ N. Notemos que como Fi ⊂ Aji para
cada i ∈ N y Aji satisface las hipótesis del Teorema 2.3.4, entonces para yj =

⋂
i∈N Fi

existe m ∈ N tal que Fm ⊂ Xm ∩ ϕ−1(U). Así, ϕ(Fm) ⊂ U . Concluimos por tanto que
xm ⊂ U .

Por último, veamos que se satisface la condición 3 de la Proposición 3.3.4. Sea x̄ ∈ G∞
con p ∈

⋂
i∈N xi y sea U una unión de elementos de

⋃
i∈NGi los cuales contienen a p y

tal que para todo ȳ ∈ G∞ que satisface
⋂
i∈N yi = {p} existe un j ∈ N tal que yj ∈ U .

Utilizando nuevamente la condición 3 del Lema 3.3.7, sin pérdida de generalidad podemos
suponer que p ∈ ϕ(A1), entonces para cada i ∈ N existe zi ∈ Ai tal que ϕ(zi) = p.
Supongamos que U =

⋃
j∈N ϕ(Fj), (podemos considerar que la unión es numerable

porque para cada Xi puede haber una cantidad a lo más numerable de elementos de⋃
k∈NAik los cuales contienen a zi y además por (2) del Lema 3.3.7 tenemos que ϕ|Xi

es
un encaje), entonces existe una colección {Ej}j∈N ⊂ {Fj}j∈N tal que cada Ej contiene
a z1 y se queda contenido en B1. Como X1 es completamente metrizable y estamos
considerando que su estructura celular es definida como en el Teorema 2.4.8, sin pérdida
de generalidad podemos suponer que Ej = ClX1B(vj, r) para algún vj ∈ X1 tal que
x1 ∈ B(vj, r). Entonces ∪j∈NB(vj, r) es un abierto en X1 que contiene a z1 y además se
queda contenido en ∪j∈NEj . Definamos D1 = ∪j∈NEj y Dn = l1n(D1). Por la condición
1 del Lema 3.3.7, ϕ(∪j∈NDj) es un abierto en ti∈NXi/ ∼, además ϕ(∪j∈NDj) contiene
a p, pues para cada j ∈ N, zj ∈ Dj . Veamos que ϕ(∪j∈NDj) se queda contenido en
U . Sea w ∈ ϕ(∪j∈NDj), entonces existe w0 ∈ ∪j∈NDj tal que ϕ(w0) = w. Lo cual
implica que w0 ∈ Dk, para algún k ∈ N, así w0 ∈ l1k(D1). Por lo tanto, existe un
w1 ∈ Em, para algún m ∈ N, tal que l1k(w1) = w0. Luego w1 ∈ Fr , para algún r ∈ N
y ϕ(w1) ∈ U . Como ϕ(w1) = ϕ(w0), entonces ϕ(w0) ∈ U , es decir, w ∈ U . Así,
p ∈ ϕ(∪j∈NDj) ⊂ U . Concluimos así que se satisfacen las hipótesis de la Proposición
3.3.4, por lo tanto tk∈NXk/ ∼ es determinado por una g-estructura celular.

Veamos ahora un ejemplo de un espacio que satisface las hipótesis del resultado
anterior.

Ejemplo 3.3.10. Consideremos, para cada k ∈ N, Xk = [0, 1]× [0, 1] y Bk = [0, 1]× [0, 1
2
)

como subespacio de Xk. Sea, para cada k ∈ N, Ak = [0, 1] × {0} contenido en Bk.
Definamos, para cada i, j ∈ N, lji : ClXj

Bj → ClXi
Bi por l

j
i ((x, y)) = (x, y). Sea

X = tk∈NXk/ ∼, donde la relación ∼ está definida como: (x, 0) ∼ (y, 0) si (x, 0) ∈ Ai y
(y, 0) ∈ Aj , para algunos i, j ∈ N y lij((y, 0)) = (x, 0) ó lji ((x, 0)) = (y, 0), ver figura 3.8.
Entonces X es determinado por una g-estructura celular.

Para ver que X es determinado por una g-estructura celular verificaremos que se sa-
tisfacen las hipótesis de Teorema 3.3.9, para lo cual es necesario mostrar que se satisfacen
las condiciones de la Observación 3.3.6.



82 CAPÍTULO 3. G-ESTRUCTURA CELULAR

Por definición de lji , (lji )
−1 = lij , l

j
i = lki ◦ l

j
k para todo i, j, k ∈ N y lji (Aj) = Ai.

Entonces, por la Observación 3.3.6, la relación ∼ definida en tk∈NXk es una relación
de equivalencia. Ahora, como Ak es cerrado en Xk para cada k ∈ N, tenemos que se
satisfacen las hipótesis del Teorema 3.3.9 y por lo tanto, X es determinado por una
g-estructura celular.

Figura 3.8: Representación del espacio cociente X del ejemplo 3.3.10. La parte con líneas
azules representa la imagen bajo el mapeo cociente de 1os subespacios Bk y la línea
marcada en rojo, la imagen bajo el mapeo cociente de los Ak.



Conclusiones

Las estructuras celulares obtenidas a partir de sucesiones inversas, definidas por E.
Tymchatyn y W. Debski, determinan espacios completamente metrizables, así, en este
trabajo hemos definido las estructuras celulares generalizadas con la idea de poder re-
presentar espacios topológicos, que no necesariamente son completamente metrizables,
como un cociente de un límite inverso de una sucesión inversa de gráficas, sin necesidad
de recurrir a sistemas inversos.

Dado un espacio topológico X , el cual es determinado por una estructura celular ge-
neralizada, {(Gi, ri), g

i+1
i }i∈N donde cada Gi tiene la topología discreta, hemos mostrado

lo siguiente:

El espacio X es Hausdor� (Proposición 3.1.14).

Para cada x̄ ∈ G∞ se tiene que B(x̄, r) es un espacio Lindelöf (Proposición 3.1.12).

Sea {(Gi, ri), g
i+1
i }i∈N una g-estructura celular donde cada Gi tiene la topología

discreta. Si para cada x̄ ∈ G∞ y para cada subconjunto abierto A ⊂ G∞ que
contiene a B(x̄, r) existe j ∈ N tal que B(g−1

j (xj), r) ⊂ A, entonces

β = {G∗\π(G∞\A) : A es abierto en G∞}

es una base para la topología de G∗ (Proposición 3.1.17).

Si X es un espacio determinado por una g-estructura celular la cual satisface que
para cada x̄ ∈ G∞ y para cada subconjunto abierto A ⊂ G∞ que contiene a
B(x̄, r) existe j ∈ N tal que B(g−1

j (xj), r) ⊂ A, entonces X es normal (Corolario
3.1.20).

El mapeo cociente π : G∞ → G∗ no necesariamente es cerrado (ejemplo 3.1.21).

El espacio X no necesariamente es regular (Proposición 3.1.24).

Hemos mostrado una familia de espacios que son determinados por estructuras celu-
lares generalizadas, pero no por una estructura celular obtenida a partir de una sucesión
inversa de gráficas (Proposición 3.2.2) y utilizando cubiertas cerradas hemos extendido tal
familia de espacios, ver Teorema 3.3.9.

83
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Los espacios completamente metrizables son determinados por una estructura celular
generalizada, pero no todos los espacios determinados por una estructura celular genera-
lizada son regulares, así, tiene sentido preguntarnos si todos los espacios topológicamente
completos son determinados por una estructura celular generalizada o más general, si
todos los espacios que son imagen perfecta de un espacio topológicamente completo son
determinados por una estructura celular generalizada.

Dado, que el espacio determinado por la estructura celular generalizada construida
en el ejemplo 3.1.22, no es regular y por lo tanto, no es la imagen perfecta de un
espacio topológicamente completo, podemos preguntarnos ¿se puede caracterizar a los
espacios que no son imagen perfecta de un espacio topológicamente completo, pero
que si son determinados por una estructura celular generalizada?, con base en esto,
podemos preguntarnos por algunos ejemplos particulares, como el espacio conocido como
la plancha de Tychono�, T , el cual es Tychono� y por lo tanto regular, pero no es
un espacio topológicamente completo, ver Observación 1.3.19. ¿Será T determinado por
una estructura celular generalizada? o en todo caso, extendiendo la definición de g-
estructura celular a sistemas inversos ¿puede T ser determinado por una estructura
celular generalizada? y en este caso ¿cualquier espacio Tychono� puede ser determinado
por una g-estructura celular?
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