
Universidad Autónoma del Estado de Hidalgo

Instituto de Ciencias Básicas e Ingenieŕıa
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———————————
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Resumen

Se analiza un modelo microeconómico de los usos del tiempo de un niño a educación, ocio y
trabajo, con el cual es posible estudiar simultáneamente los determinantes microeconómicos de
la participación laboral y de la asistencia escolar de los niños. Uno de los principales determi-
nantes en la asignación óptima del tiempo de un niño es el nivel de riqueza familiar, razón por
la cual las distintas soluciones están en función de dichonivel de riqueza.

Abstract

A dynamic microeconomic model of child’s allocation of timeto education, leisure and work
is shown. This model allows to study the microeconomics determinants for schooling and labor
supply participation simultaneously. The level of parental wealth plays an important role as one
of these determinants. This is the factor that mostly influences in the child’s distribution of time.
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Introduccíon

En términos económicos, el capital son los recursos utilizados para producir bienes y ser-
vicios. Lo más común es que por él se entienda el capital f´ısico; pero el capital humano es
igualmente importante para la producción y es muy valioso para la persona que cuenta con él.
El capital humano son los conocimientos, las aptitudes y la experiencia de los seres humanos,
que los hacen económicamente productivos, y se puede incrementar invirtiendo en educación,
atención de la salud y capacitación laboral, principalmente. El análisis del capital humano asume
que la educación incrementa ganancias y productividad, dando conocimiento, habilidades y una
forma diferente de analizar problemas. Probablemente la mayor evidencia de esto es que las
personas que poseen un mayor nivel educativo cuentan con mayores ingresos que otras (Becker,
1993).

La riqueza del capital humano y su ritmo de aumento son cruciales para el desarrollo de un
paı́s, principalmente porque el capital humano es el factormás importante que determina la ca-
pacidad de un paı́s para producir y para implementar nuevas tecnologı́as. Esto se ve reflejado en
los paı́ses que han tenido un crecimiento económico significativo gracias a grandes inversiones
en la educación y capacitación de su fuerza laboral (Becker, 1993). Por esta razón, los gobiernos
invierten en educación, ya que es el eje fundamental para alcanzar la realización personal y para
contribuir a un desarrollo más rápido del paı́s.

Sin embargo, a pesar de las enormes ventajas que ofrece la educación muchas personas ni
siquiera completan su educación básica, y éste es un problema que se presenta en muchos paı́ses
subdesarrollados o en vı́as de desarrollo, como es el caso deMéxico. Por tal razón, uno de los
principales problemas a los que se enfrenta el área de economı́a de la educación es tratar de
identificar los factores más importantes que influyen en la inasistencia escolar; uno de éstos, y
de gran importancia, es el trabajo infantil.

Cabe destacar que el trabajo infantil parece ser perjudicial para el desarrollo integral de los
niños, ya que afecta no sólo su presente sino también sus posibilidades de desarrollo, limitando
ası́ sus oportunidades en el futuro. En el largo plazo, conduce al retraso escolar o al abandono del
sistema educativo, a menores ingresos en la vida adulta, al acceso a trabajos no calificados y a la
reproducción de las condiciones de pobreza que originaronsu prematura inserción laboral. La
pérdida de años de educación se traduce en una calidad inferior del capital humano disponible
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en una sociedad. El trabajo infantil contribuye a conspirarcontra el desarrollo personal de los
niños, ya que entra en conflicto con la educación y sus logros en el aprendizaje, ası́ como con
el juego y el esparcimiento. Esto sucede porque el tiempo quelos niños utilizan para trabajar es
tiempo robado a esas actividades educativas y recreativas.

Durante las etapas iniciales del desarrollo o del proceso deindustrialización de paı́ses ahora
altamente industrializados, los niños fueron activos económicos de las familias; desafortunada-
mente, todavı́a lo son en paı́ses de ingresos bajos y medios,como es el caso de México. Los
niños pueden ser empleados por sus propias familias si el hogar funciona como una unidad
económica, o pueden compartir sus ingresos laborales con su núcleo familiar, o bien, el trabajo
infantil puede servir como amortiguador en las reduccionesrepentinas del ingreso paterno (Rob-
les, 2004). En la gran mayorı́a de los casos, el ingreso temprano en el mercado laboral guarda
estrecha vinculación con la problemática de la pobreza y con las estrategias de supervivencia a
que deben recurrir los grupos familiares de los sectores de la sociedad que no disponen de los
medios necesarios para asegurar la satisfacción de sus necesidades básicas.

Es importante notar que a medida que la sociedad adquiere unamayor preocupación por
el bienestar de los niños y valora cada vez más la educación, los padres disminuyen el tiempo
que los niños dedican a auxiliar a la familia y aumentan los recursos y el tiempo asignados al
desarrollo de su capital humano. La teorı́a del capital humano señala un mecanismo económico
que refuerza este proceso. Cuando los padres obtienen mayores ingresos, deciden tener menos
hijos e incrementar la inversión en educación y salud de los mismos; de esta manera el trabajo
infantil tiende a disminuir (Becker, 1993).

En el presente trabajo se realiza un análisis detallado delmodelo desarrollado por Robles
(2000) en su tesis doctoral, tituladaA microeconomic Analysis of Child Labor Participation and
Education: The Case of Mexico, 1984-1996. Dicho modelo estudia la asignación del tiempo de
los niños en edad escolar en educación y trabajo, permitiendo identificar los principales fac-
tores que determinan la asistencia escolar de los mismos. Este trabajo está basado en el libroEl
Trabajo Infantil en Ḿexico 1984-2000escrito por Robles (2004), el cual es una extensión de la
tesis doctoral del mismo autor. A lo largo de los primeros tres capı́tulos se introduce la teorı́a
matemática y microeconómica necesaria para abordar el modelo. En el cuarto capı́tulo se desar-
rolla detalladamente el modelo y en el quinto se da solucióna una parte del mismo mediante la
técnica de Kuhn-Tucker. Finalmente, en el último capı́tulo se presentan las conclusiones.



Capı́tulo 1
Continuidad y diferenciabilidad de funciones
deRn aRm

En este capı́tulo se encuentran algunos resultados básicos de funciones continuas y funciones
diferenciables que son importantes para el desarrollo del presente trabajo. Para ello se requiere
introducir algunos conceptos topológicos deRn.

Notacíon.Los vectores se designarán con tipo de letra negrita y los escalares con letra más
clara. Un vectorx ∈ Rn se denotará por un arreglo de una fila yn columnas, es decir,

x = (x1,x2, . . . ,xn).

Si f está definida en un puntox∈Rn, la notaciónf (x) y f (x1, . . . ,xn) se usan indistintamente
para designar el valor def en dicho punto.

1.1

El espacio vectorialRn

En esta sección suponemos conocidas las propiedades básicas deRn como espacio vectorial
y sólo recordamos algunos conceptos que nos serán de utilidad.

El producto escalarde dos vectoresx = (x1,x2, . . . ,xn) y y = (y1,y2, . . . ,yn) enRn, denotado
por 〈x,y〉, es definido por la siguiente fórmula:

〈x,y〉 :=
n

∑
i=1

xiyi .

El producto escalar de dos vectores también puede ser denotado porx ·y.
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En Rn se tiene una norma inducida por el producto escalar, en la forma: dado un vector
x ∈ Rn se define la norma dex por

‖x‖ =
√

〈x,x〉 =
√

x2
1 +x2

2 + · · ·+x2
n.

A esta norma se le llamanorma euclidiana.

También se introduce la noción dedistanciaentre dos elementosx,y∈Rn, denotada y defini-
da por

d(x,y) := ‖x−y‖ =
√

(x1−y1)2+(x2−y2)2+ · · ·+(xn−yn)2.

1.2

Conceptos topoĺogicos b́asicos deRn

Utilizaremos la notación y lenguaje estándar de Teorı́a de Conjuntos. A lo largo de esta
sección se introducirán algunos conceptos topológicosde Rn, tales como conjuntos abiertos,
cerrados, compactos, convexos y conexos; tomando como referencia Spivak (1965). Empezamos
con las siguientes definiciones básicas.

Definición 1.1. Seax0 ∈Rn y r ∈R positivo fijo. Se define labola abiertade centrox0 y radio
r como el conjunto

B(x0, r) = {x | ‖x−x0‖ < r}.
B(x0, r) está constituida por todos los puntos cuya distancia ax0 es menor quer.

Si en la definición anterior tuviéramos el signo≤ en vez de<, obtenemos la definición de
bola cerrada, que es el conjunto que consta de todos los puntos cuya distancia ax0 es menor o
igual quer y se denota porB[x0, r].

La Figura 1.1 ilustra una bola abierta enR2, y si el conjunto incluyera la circunferencia
punteada obtendrı́amos una bola cerrada.

Definición 1.2. SeaA⊆ Rn un subconjunto dado.

i) Se dice quex0 ∈ A es unpunto interiordeA si exister > 0 tal que

B(x0, r) ⊆ A.



5

bb x0

r

Figura 1.1: Bola abierta.

ii) Se dice quex0 ∈ Rn es unpunto fronteradeA si para todor > 0 se cumple

B(x0, r)∩A 6= /0 y B(x0, r)∩Ac 6= /0.

DondeAc denota el complemento deA.

iii) Se dice quex0 ∈ Rn es unpunto adherentedeA si para todor > 0 se cumple

B(x0, r)∩A 6= /0.

iv) Se dice quex0 ∈ Rn es unpunto ĺımitedeA si para todor > 0 se tiene

(B(x0, r)\{x0})∩A 6= /0.

El conjunto de todos los puntos interiores deA se llama elinterior de Ay se designa con
int(A); y al conjunto de todos los puntos frontera deA se le llamafrontera de Ay se denota por
∂A. La colección de todos los puntos adherentes deA se llama laadherencia de Ay se denota
porA.

Definición 1.3. Un conjuntoA ⊆ Rn se llamaconjunto abiertosi todos sus puntos son inte-
riores; es decir,A es abierto siA = int(A).

Definición 1.4. Un conjuntoA⊆ Rn se llamaconjunto cerradosi su complemento es abierto.

Notemos queRn y /0 son conjuntos abiertos y cerrados a la vez; y queB(x0, r) es un conjunto
abierto yB[x0, r] es un conjunto cerrado. El conjuntoB(x0, r) es abierto ya que si tomamos
r1 = r −‖x0 − x1‖ > 0, conx1 ∈ B(x0, r), se cumple queB(x1, r1) ⊂ B(x0, r); y el conjunto
B[x0, r] es cerrado porque si tomamosx1 ∈ (B[x0, r])c y r1 = ‖x0− x1‖− r > 0, entonces se
cumple queB(x1, r1) ⊂ (B[x0, r])c.

Algunas propiedades importantes sobre los conjuntos abiertos y cerrados son las siguientes:
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i) La unión arbitraria de conjuntos abiertos es un conjuntoabierto.

ii) La intersección de cualquier colección finita de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

iii) La intersección arbitraria de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

iv) La unión de cualquier colección finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

Proposición 1.5. Un conjunto A es cerrado si y sólo si contiene a todos sus puntos lı́mites.

Ya que tenemos los conceptos de conjuntos abiertos y cerrados pasamos al análisis de unos
conjuntos muy importantes, los conjuntos compactos; para ello empezamos con lo siguiente.

Definición 1.6. Un recubrimiento abiertode un conjuntoA⊆ Rn es una colecciónF de con-
juntos abiertos tales que

A⊆
⋃

U∈F

U.

Definición 1.7. Un conjuntoA ⊆ Rn se diceconjunto compactosi toda cubierta abierta deA
posee una subcubierta finita.

Definición 1.8. Un conjuntoA ⊆ Rn se diceconjunto acotadosi existeR > 0 para el cual
A⊆ B(0,R).

En la Figura 1.2 ilustramos un conjunto acotado para el cason = 2.

bb0
R

Figura 1.2: Conjunto acotado.

Teorema 1.9. Teorema de Heine-Borel. Un conjunto A⊆ Rn es compacto si y sólo si es
cerrado y acotado.

Demostración.
(⇒ Supongamos queA ⊆ Rn es un conjunto compacto, queremos probar que es cerrado y
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acotado. Consideremos la colección

F = {B(0,k) | k∈ N}.

Dicha colección es una cubierta abierta infinita deRn y por lo tanto deA. ComoA es com-
pacto existe una subcubierta finitaB(0,k1),B(0,k2), . . . ,B(0,k j) que lo cubre. Sea

R= máx{k1,k2, . . . ,k j},

entoncesA⊆ B(0,R); es decir,A es acotado.

Ahora para demostrar queA es cerrado probaremos queAc es abierto. Seax0 ∈ Ac. La colec-
ciónF = {B[x0,

1
n]c | n∈ N} es una cubierta abierta deRn\{x0} y por lo tanto deA.

ComoA es compacto existe una subcubierta finitaB[x0,
1
n1

]c,B[x0,
1
n2

]c, . . . ,B[x0,
1
nk

]c que lo

cubre, es decir,A⊆ B[x0,
1
ni

]c para todoi = 1,2, . . . ,k.

Si n0 = máx{n1,n2, . . . ,nk}, entoncesB[x0,
1
n0

] ⊆ B[x0,
1
ni

] para todoi = 1,2, . . . ,k.

Se sigue queB[x0,
1
n0

]c ⊇ A, lo cual implica queB[x0,
1
n0

] ⊆ Ac y de aquı́ obtenemos que

B(x0,
1
n0

) ⊆ Ac; es decir,Ac es abiero.

⇐) Supongamos queA es cerrado y acotado, queremos demostrar queA es compacto. Sólo
daremos un bosquejo de esta prueba, los detalles pueden consultarse en Spivak (1965). ComoA
es acotado, existem> 0 tal queA⊆ B, donde

B = [−m,m]× . . .× [−m,m].

Notemos queB es compacto, pues es producto de compactos; más adelante probaremos este
hecho. Por otra parte, siK es un subconjunto cerrado de un conjunto compactoD⊆Rn, entonces
K es compacto. ComoA es cerrado yB es compacto, entoncesA es compacto.

Con lo anterior finalizamos la demostración del Teorema 1.9, sólo falta probar queB es
compacto; para ello vamos a demostrar lo siguiente: SiA es un conjunto compacto enRn y B es
un conjunto compacto enRm, entoncesA×B es un conjunto compacto enRn×Rm.

Para la demostración de esta parte vamos a necesitar la siguiente proposición:

Proposición 1.10. Seanx ∈ Rn y B un subconjunto compacto deRm, entonces{x}×B es un
conjunto compacto en el espacioRn×Rm.

SeaF una cubierta abierta deA×B. Por la Proposición 1.10, para cadax ∈ A existe un
abiertoUx y una colección finita{Wx

1 , . . . ,Wx
kx} tal que

Ux×B⊆Wx
1 ∪ . . .∪Wx

kx.
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Claramente, la colección{Ux|x∈ A} es una cubierta abierta deA; pero comoA es compacto,
existe una subcubierta finita{Ux1, . . . ,Uxm} que lo cubre.

Como para cadai = 1, . . . ,m, el conjuntoUxi × B esta cubierto por una colección finita
{Wxi

1 , . . . ,Wxi
kxi
} de elementos deF , entonces la colección

{Wx1
1 , . . . ,Wx1

kx1
, . . . ,Wxm

1 , . . . ,Wxm
kxm

}

es una subcubierta finita deF paraA×B. LuegoA×B es compacto.�

Ahora pasamos a definir dos tipos de conjuntos que serán de utilidad para este trabajo, los
conjuntos convexos y conexos; ası́ como algunas de sus propiedades más importantes.

Definición 1.11. Un conjunto no vacı́oA⊂ Rn se diceconjunto convexosi el segmento lineal
que une a cualesquiera dos puntos del conjunto, está totalmente contenido en el mismo. Es decir,
si x1,x2 ∈ A, entonces

λx1+(1−λ )x2 ∈ A para cadaλ ∈ [0,1].

La Figura 1.3 ilustra un conjunto convexo y otro que no lo es, ya que el segmento que une a
x1 y x2 no está completamente contenido en el conjunto.

Conjunto convexo Conjunto no convexo

x1
x2

bb
bb

Figura 1.3: A la izquierda se ilustra un conjunto convexo y a la derecha uno que no lo es.

Las propiedades más importantes de conjuntos convexos sonlas siguientes:

i) Rn y /0 son conjuntos convexos.

ii) Los conjuntos que constan de un único elemento son convexos.

iii) La intersección arbitraria de conjuntos convexos es un conjunto convexo.

iv) La unión de conjuntos convexos no siempre es un conjuntoconvexo.

Definición 1.12. Un conjuntoA⊆ Rn se diceconjunto disconexosi existen conjuntos abiertos
U,V ⊂ Rn no vacı́os tales que:
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i) A⊆U ∪V

ii) A∩U 6= /0 y A∩V 6= /0

iii) (A∩U)∩ (A∩V) = /0

En este caso decimos queU y V forman una separación o disconexión del conjuntoA.

La Figura 1.4 ilustra un conjunto disconexo.

U V
A1 A2

Figura 1.4: El conjuntoA = A1∪A2 es disconexo.

Definición 1.13. Un conjuntoA⊆ Rn se llamaconjunto conexosi no es disconexo, es decir,
si no existen abiertosU y V que formen una separación deA.

La Figura 1.5 ilustra un conjunto conexo, podemos observar que no hay forma de separar tal
conjunto.

Definición 1.14. Un intervalo, I , es un subconjunto deR que verifican la propiedad siguiente:
si x e y pertenecen aI , conx≤ y, entonces para todoz tal quex≤ z≤ y, z pertenece aI .

Lema 1.15. Un subconjunto A⊆ R es conexo si y śolo si A es un intervalo (acotado o no).

Demostración.
(⇒ Supongamos queA es conexo. SiA es el conjunto de un sólo elemento, entoncesA es el

intervalo[x0,x0]. Si A contiene dos elementos distintos, supongamosa < b:

Afirmamos que el conjunto(a,b) = {x | a < x < b} está contenido enA. Demostraremos la
afirmación anterior por contradicción. Supongamos que(a,b) * A, entonces existe al menos un
elementox0 tal quex0 ∈ (a,b) perox0 /∈ A. SeanU = (−∞,x0) y V = (x0,+∞) dos conjuntos
abiertos, notemos que:

i) A⊆ (U ∪V)
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Figura 1.5: Conjunto conexo.

ii) A∩U 6= /0 y A∩V 6= /0

iii) (A∩U) ∩ (A∩V) = /0

Por lo queU y V forman una separación deA, lo cual es una contradicción al hecho de que
A es conexo, entoncesA es necesariamente un intervalo.

Ahora, seanp y q la cota inferior máxima y la cota superior mı́nima deA en la adherencia de
R, R, respectivamente; y seac∈ A tal quep< c< q. Por la Afirmación?? tenemos lo siguiente:

Supongamos quep y q son finitos, entonces se tienen los casos que se enumeran a conti-
nuación.

i) Si p, q∈ A, entoncesA = [p,q].

ii) Si p∈ A y q /∈ A, entoncesA = [p,q).

iii) Si p /∈ A y q∈ A, entoncesA = (p,q].

iv) Si p, q /∈ A, entoncesA = (p,q).

v) Si p = −∞, para todox < c existey∈ A tal quey < x, y ya quex∈ A, entonces(−∞,c]
está contenido enA.

vi) Análogamente al caso anterior, siq = +∞, entonces[c,+∞) está contenido enA.

⇐) Con respecto a la prueba de esta implicación, sólo la bosquejaremos y daremos las
ideas centrales, los detalles de la prueba se pueden consultar en (Dieudonné, 1969). Primero,
procedemos por contradicción suponiendo que existen abiertosU y V que forman una separación
deA. Suponemos por ejemplo quex∈U , y∈V y x< y. Luego seaz la cota superior mı́nima del
conjunto acotadoU ∩ [x,y]; si z∈U se tiene una contradicción con respecto a la definición dez,
y similarmente siz∈ V; por lo quez no puede pertenecer ni aU ni aV, lo cual es absurdo ya
que el conjunto cerrado[x,y] está contenido enA. �

Del Lema 1.15 surge un importante hecho plasmado en el siguiente corolario.

Corolario 1.16. El conjunto de los ńumeros reales,R, es conexo.
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1.3

Continuidad de funciones

En esta sección introduciremos el concepto de función continua, ası́ como algunas de sus
propiedades más importantes.

Definición 1.17. Seaf : A→ Rm, A⊆ Rn, una función. Decimos quef es continuaenx0 ∈ A,
si para cadaε > 0 existeδ > 0 tal que

‖x−x0‖ < δ implica que‖ f (x)− f (x0)‖ < ε.

Equivalentemente,

x ∈ B(x0,δ )∩A implica que f (x) ∈ B( f (x0),ε).

A

bb

bb

bb f (x0)

bb f (x)

ε

Rm
f

δx0

x

Figura 1.6: Continuidad.

En la Figura 1.6 se representa el concepto de continuidad. También podemos definir dicho
concepto utilizando sucesiones, ası́ que las Definiciones 1.17 y 1.18 son equivalentes.

Definición 1.18. SeanA⊆ Rn, B⊆ Rm y f : A→ B una función. Decimos quef es continua
en x0 ∈ A si para toda sucesión{xn}n∈N ⊂ A tal que xn → x0, la sucesión{ f (xn)}n∈N ⊂ B
converge af (x0).

Definición 1.19. Si f : A→ Rm,dondeA⊆ Rn, entonces

f (x) = ( f1(x), f2(x), . . . , fm(x))∀x ∈ A

en dondefi : A→ R parai = 1,2, . . . ,m. Las funcionesfi se denominanfunciones coordenadas
de f .
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Diremos quef es continua enA si f es continua en todo punto deA. Además,f : A→ Rm,
A⊆Rn, es continua si cada una de sus funciones coordenadas,fi coni = 1,2, . . . ,m, es continua.

SeanA ⊆ Rn un conjunto dado,f ,g : A → Rm funciones continuas enx0 ∈ A, entonces se
cumple lo siguiente:

i) La función f +g es continua enx0.

ii) La función λ f es continua enx0, λ ∈ R.

iii) La función f ·g es continua enx0.

iv) La función‖ f‖ es continua enx0.

Teorema 1.20. Si L : Rn → Rm es una funcíon lineal, entonces es continua en todoRn.

Demostración.
Para la prueba de este teorema necesitamos el siguiente resultado: SiL : Rn → Rm es una

función lineal, entonces existeM > 0 tal que

‖L(x)‖ ≤ M‖x‖ ∀x ∈ Rn.

Seaε > 0 dado. Six0 ∈ Rn, entonces, por el resultado antes mencionado, tenemos que

‖L(x)−L(x0)‖ = ‖L(x−x0)‖ ≤ M‖x−x0‖.

Elegimosδ ≤ ε
M y se tiene el resultado deseado.�

Teorema 1.21. Sea f: D → Rm una funcíon dada, con D⊆ Rn un conjunto abierto.

i) La función f es continua en D si y sólo si f−1(V) es un conjunto abierto en D para todo
conjunto abierto V⊆ Rm.

ii) La función f es continua en D si y sólo si f−1(F) es un conjunto cerrado en D para todo
conjunto cerrado F⊆ Rm.

Demostración.
Probaremos el primer inciso.

(⇒ Supongamos quef es continua. SeanV ⊆ Rm un conjunto abierto yx0 ∈ f−1(V), en-
toncesf (x0) ∈V. ComoV es abierto existeε > 0 tal queB( f (x0),ε)⊆V y como f es continua
enx0 existeδx0 > 0 tal que

f (x) ∈ B( f (x0),ε) siempre quex ∈ B(x0,δx0)∩D.
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Si
U =

⋃

x∈ f−1(V)

B(x,δx),

entoncesU es abierto yf−1(V) = U ∩D es abierto enD.

⇐) Supongamos quef−1(V) es un conjunto abierto enRn para todo conjunto abierto
V ⊆ Rm. Seanε > 0 y x0 ∈ D arbitrario, entonces el conjuntoV = B( f (x0),ε)⊆ Rm es abierto.
Luego existe un abiertoU enRn tal que f−1(V) = U ∩D es abierto enD.

Comox0 ∈U y U es abierto, existeδ > 0 tal queB(x0,δ ) ⊆U . Por lo tanto si

x ∈ B(x0,δ )∩D ⊆U ∩D = f−1(V),

entoncesf (x) ∈V = B( f (x0),ε). Por lo tantof es continua.

La prueba para el segundo inciso es análoga a la anterior, s´olo hace falta notar que el conjunto
f−1(F)c = f−1(Fc) es abierto.�

Teorema 1.22. Sea f: A→ Rm una funcíon continua, con A⊆ Rn abierto.

i) Si C⊆ A es conexo entonces f(C) es conexo.

ii) Si K ⊆ A es compacto entonces f(K) es compacto.

Demostración.
Primero probaremos el primer inciso. Supongamos, por contradicción, queU,V son abiertos

enRm tales que

i) f (C) ⊆U ∪V

ii) f (C)∩U 6= /0 y f (C)∩V 6= /0

iii) ( f (C)∩U)∩ ( f (C)∩V) = /0

Como f es continua, entoncesf−1(U) y f−1(V) son abiertos enRn que satisfacen

i) C⊆ f−1(U)∪ f−1(V)

ii) C∩ f−1(U) 6= /0 y C∩ f−1(V) 6= /0

iii) (C∩ f−1(U))∩ (C∩ f−1(V)) = /0

Contradicción, puesC es un conjunto conexo. Por lo tantof (C) es conexo.
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Ahora demostraremos el segundo inciso. SeaF una cubierta abierta def (K). Por la con-
tinuidad def , la colección

C = { f−1(U) |U ∈ F}

es una cubierta abierta deK. ComoK es compacto, existe una colección finitaU1, . . . ,Un de
elementos deF tales queK ⊆ f−1(U1)∪ . . .∪ f−1(Un) y por lo tanto

f (K) ⊆U1∪ . . .∪Un.

Es decir,f (K) posee una subcubierta finita; por lo tanto es compacto.�

Note que siK es un subconjunto compacto deR, k∗ = ı́nfK y k∗ = supK, entoncesk∗, k∗ ∈K.
Esto es porquek∗, k∗ ∈ K = K. Ahora, del segunco inciso del Teorema 1.22 surge el siguiente
corolario.

Corolario 1.23. Si f : A→R es continua, con A⊆Rn abierto, y K⊆Rn es compacto, entonces
existenx∗ y x∗ en K tales que

f (x∗) ≤ f (x) ≤ f (x∗) ∀x ∈ K.

Demostración.
Sabemos quef (K) es un subconjunto compacto deR. Luegok∗ = ı́nf f (K) y k∗ = supf (K)

son elementos def (K). Por lo tanto existenx∗ y x∗ enK tales quek∗ = f (x∗) y k∗ = f (x∗). De
esta forma,k∗ = f (x∗) ≤ f (x) ≤ f (x∗) = k∗ ∀x ∈ K. �

Teorema 1.24. Si f : A→ Rm, A⊆ Rn, es una funcíon continua enx0 ∈ A y g: Rm → Rk es
continua en f(x0), entonces g◦ f es continua enx0.

Demostración.
Dadoε > 0, por la continuidad deg en f (x0), existeδ1 > 0 tal que

g(y) ∈ B(g( f (x0)),ε) siempre quey ∈ B( f (x0),δ1).

Por la continuidad def enx0, existeδ > 0 tal que

f (x) ∈ B( f (x0),δ1) siempre quex ∈ B(x0,δ ).

Por lo tanto,g( f (x)) ∈ B(g( f (x0)),ε) siempre quex ∈ B(x0,δ ). �
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1.4

Diferenciabilidad de funciones

Dada una funciónf (x), siempre es útil saber cómo cambiaf cuando se da un cambio en
x. Por ejemplo, supongamos que conocemos la función de demanda, D, de un bieny, y que
dicha función depende del preciop de ese bien. Estamos interesados en analizar el cambio en
la funciónD cuando varı́a el preciop del bien; para ello es necesario introducir el concepto de
derivada.

A lo largo de esta secciónΩ denotará un subconjunto deRn.

Definición 1.25. Sea f : Ω → Rm una función, sia es un punto interior deΩ y y un vector
cualquiera deRn definimos laderivadade f ena con respecto ay, f ′(a;y), mediante la fórmula

f ′(a;y) = lı́m
h→0

f (a+hy)− f (a)

h
, (1.1)

siempre que tal lı́mite exista.

Designemos confk la k-ésima componente def , pues recordemos que

f (x) = ( f1(x), f2(x), . . . , fm(x))∀x ∈ Ω.

Notemos que la derivadaf ′(a;y) existe si y sólo sif ′k(a;y) existe para cadak = 1,2, . . . ,m en
cuyo caso tenemos

f ′(a;y) = ( f ′1(a;y), f ′2(a;y), . . . , f ′m(a;y)) =
m

∑
k=1

f ′k(a;y)ek,

dondeek es el k-ésimo vector canónico.

Si y es un vector unitario, es decir, cuando‖y‖ = 1, la derivadaf ′(a;y) se llama laderivada
direccionalde f ena en la dirección dey. En particular, siy = ek la derivada direccionalf ′(a;ek)
se denominaderivada parcialde f respecto aek y se representa también mediante el sı́mbolo
Dk f (a). De esta manera tenemos que

Dk f (a) = ( f ′1(a;ek), f ′2(a;ek), . . . , f ′m(a;ek)),

o también se puede escribir como

Dk f (a) = (Dk f1(a),Dk f2(a), . . . ,Dk fm(a)).

Por otra parte, las derivadas parciales deD1 f ,D2 f , . . . ,Dn f se llamanderivadas parciales
de segundo ordende f y las derivadas parciales de éstas se llamanderivadas parciales de tercer
orden, y ası́ sucesivamente. En general, las derivadas parcialesde este tipo reciben el nombre de
derivadas parciales de orden superior.
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Definición 1.26. Una funciónf : Ω → Rm se dicediferenciableen un punto interiora∈ Ω si
existe una transformación linealTa : Rn → Rm tal que

f (a+v) = f (a)+Ta(v)+‖v‖E(a,v), (1.2)

dondeE(a,v) → 0 cuandov → 0.

Definición 1.27. Si f : Ω → Rm es diferenciable ena∈ Ω, entonces a la transformación lineal
T que satisface (1.2) la denominamos ladiferencial totalo simplementediferencialde f ena.

Teorema 1.28. Supongamos que f es diferenciable ena con diferencial Ta, entonces existe la
derivada f′(a;y) ∀y ∈ Rn, y tenemos

Ta(y) = f ′(a;y).

Adeḿas si f= ( f1, f2, . . . , fm) y y = (y1,y2, . . . ,yn) tenemos

Ta(y) =
m

∑
k=1

(∇ fk(a) ·y)ek = (∇ f1(a) ·y,∇ f2(a) ·y, . . . ,∇ fm(a) ·y). (1.3)

La ecuación (1.3) también puede representarse como un producto matricial

Ta(y) = D f (a)y,

dondeD f (a) es la matrizm×n cuya fila k-ésima es∇ fk(a) y su elementok j es la derivada
parcialD j fk(a); y y ∈ Rn es un vector columna.

D f (a) =





D1 f1(a) D2 f1(a) · · · Dn f1(a)
D1 f2(a) D2 f2(a) · · · Dn f2(a)

...
...

D1 fm(a) D2 fm(a) · · · Dn fm(a)





La matrizD f (a) se llamamatriz jacobianade f ena y está definida en cada punto en el que
existan lasmnderivadas parcialesD j fk(a).

La diferencialTa se expresa también poniendof ′(a). La derivadaf ′(a) es una transforma-
ción lineal, la matriz jacobianaD f (a) es la matriz que representa aD f (a) respecto de la base
canónica de esa transformación. La fórmula de Taylor de primer orden toma la forma

f (a+v) = f (a)+ f ′(a)(v)+‖v‖E(a,v), (1.4)

dondeE(a,v) → 0 cuandov → 0.

La desigualdad enunciada a continuación será de utilidadpara la demostración del siguiente
teorema. La desigualdad deCauchy-Schwarzestablece que para todox,y ∈ Rn

|〈x,y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖,
con igualdad si y sólo siy = cx para algún escalarc.
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Teorema 1.29. Si f : Ω → Rm es diferenciable ena entonces f es continua ena.

Demostración.
Tomando en cuenta la ecuación (1.4), tenemos que

‖ f (a+v)− f (a)‖ = ‖ f ′(a)(v)+‖v‖E(a,v)‖.

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos

0≤ ‖ f (a+v)− f (a)‖ ≤ ‖ f ′(a)(v)‖+‖‖v‖E(a,v)‖.

Si hacemos quev → 0, el error‖v‖E(a,v)→ 0. La parte linealf ′(a)(v) tiende también a0,
debido a que las transformaciones lineales son continuas en0. Completando ası́ la prueba.�

Teorema 1.30. Regla de la Cadena. Sean g: Ω → Rm y f : Rm → Rk tales que h= f ◦ g
est́e definida en un entorno del puntoa. Supongamos que g es diferenciable ena, con diferencial
g′(a). Pongamosb = g(a) y supongamos que f es diferenciable enb, con diferencial f′(b).
Entonces h es diferenciable ena, y la diferencial h′(a) viene dada por

h′(a) = f ′(b)◦g′(a),

que es la composición de las transformaciones lineales f′(b) y g′(a).

Demostración.
Consideremos la diferenciah(a+ y)−h(a) para valores pequeños de‖y‖, y demostremos

que se obtiene una fórmula de Taylor de primer orden. De la definición deh resulta

h(a+y)−h(a) = f [g(a+y)]− f [g(a)] = f (b+v)− f (b), (1.5)

dondev = g(a+y)−g(a). Por la diferenciabilidad deg tenemos:

v = g′(a)(y)+‖y‖Eg(a,y) donde Eg(a,y) → 0 cuando y → 0. (1.6)

Además, por la diferenciabilidad def , se cumple:

f (b+v)− f (b) = f ′(b)(v)+‖v‖Ef (b,v), (1.7)

dondeEf (b,v) → 0 cuandov → 0. Aplicando (1.6) en (1.7) obtenemos

f (b+v)− f (b) = f ′(b)g′(a)(y)+ f ′(b)(‖y‖Eg(a,y))+‖v‖Ef (b,v) (1.8)

= f ′(b)g′(a)(y)+‖y‖E(a,y), (1.9)

dondeE(a,0) = 0 y

E(a,y) = f ′(b)(Eg(a,y))+
‖v‖
‖y‖Ef (b,v) si y 6= 0. (1.10)
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Para completar la demostración necesitamos probar queE(a,y)→ 0cuandoy→ 0. El primer
término del segundo miembro de (1.10) tiende a0 cuandoy → 0 porqueEg(a,y) → 0 cuando
y → 0 y las transformaciones lineales son continuas en0. En el segundo término del segundo
miembro de (1.10) el factorEf (b,v)→0 porquev→ 0cuandoy→0. El cociente‖v‖

‖y‖ permanece
acotado porque, según (1.6) y debido a que las transformaciones lineales son acotadas, tenemos

‖v‖ ≤ M‖y‖+‖y‖‖Eg(a,y)‖.

Por consiguiente los dos términos del segundo miembro de (1.10) tienden a0 cuandoy → 0,
por lo tantoE(a,y) → 0.

Entonces, de (1.8) y (1.5) obtenemos la fórmula de Taylor

h(a+y)−h(a) = f ′(b)g′(a)(y)+‖y‖E(a,y),

dondeE(a,y) → 0 cuandoy → 0. Esto prueba queh es diferenciable ena y que la diferencial
h′(a) es igual a la composiciónf ′(b)◦g′(a). �

1.5

Funciones ćoncavas y convexas

Las funciones cóncavas y convexas son muy peculiares y tienen muchas propiedades im-
portantes. A lo largo de esta sección analizaremos dichas propiedades, las cuales nos permiten
obtener condiciones adecuadas para alcanzar un óptimo.

Definición 1.31. Seaf : S→ R, dondeS⊆ Rn es un conjunto no vacı́o. Se dice que la función
f esconvexaenSsi

f (λx1+(1−λ )x2) ≤ λ f (x1)+(1−λ ) f (x2)

para todox1,x2 ∈ Sy para todoλ ∈ (0,1).

Se dice que la funciónf esestrictamente convexaenSsi la desigualdad anterior se cumple
con desigualdad estricta para todox1 6= x2 ∈ Sy para todoλ ∈ (0,1).

La función f : S→ R escóncava(estrictamente ćoncava) enSsi − f es convexa (estricta-
mente convexa) enS.

Ahora hagamos una interpretación geométrica de estos conceptos. Seanx1 y x2 dos puntos
distintos en el dominio def y consideremos el puntoλx1 +(1−λ )x2 conλ ∈ (0,1). Note que
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λ f (x1)+(1−λ ) f (x2) es un punto que está sobre el segmento que une af (x1) y f (x2), mientras
que f (λx1+(1−λ )x2) es el valor def en el puntoλx1+(1−λ )x2. Entonces para una función
convexaf , el valor de f en los puntos de la formaλx1 + (1− λ )x2 con λ ∈ (0,1) es menor
o igual que la altura del segmento que une los puntos(x1, f (x1)) y (x2, f (x2)). Es decir,f es
convexa si el segmento que une(x1, f (x1)) con(x2, f (x2)) queda por encima de la gráfica def .

Para una función cóncava el segmento que une(x1, f (x1)) con(x2, f (x2)) queda por debajo
de la gráfica def . La Figura 1.7 ilustra una función cóncava y una convexa. De aquı́ en adelante
nos concentraremos únicamente en analizar funciones convexas, ya que los resultados para las
funciones cóncavas se pueden obtener fácilmente tomandoen cuenta quef es cóncava si y sólo
si− f es convexa.

x1

f (x1)

x2

f (x2)

x1

f (x1)

x2

f (x2)

λx1 +(1−λx2) λx1 +(1−λx2)

f f

Figura 1.7: A la izquierda tenemos una función convexa y a laderecha una función cóncava.

1.5.1

Continuidad de funciones convexas

Una propiedad importante de las funciones cóncavas y convexas es que son continuas en el
interior de su dominio, esto se establece en el siguiente teorema.

Teorema 1.32. Sean S⊆ Rn un conjunto convexo no vacı́o y f : S→ R una funcíon convexa,
entonces f es continua en el interior de S.

Demostración.
Seax̃ ∈ int(S). Para demostrar la continuidad def enx̃, necesitamos probar que dadoε > 0,

existeδ > 0 tal que‖x− x̃‖ ≤ δ implica que| f (x)− f (x̃)| ≤ ε. Comox̃ ∈ int(S), existeδ ′ > 0
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tal que‖x− x̃‖ ≤ δ ′ implica quex ∈ S. Definamosθ de la siguiente forma:

θ = máx
1≤i≤n

{máx{ f (x̃+δ ′ei)− f (x̃), f (x̃−δ ′ei)− f (x̃)}} (1.11)

dondeei es el i-ésimo vector coordenado unidad. Note que 0≤ θ < ∞. Sea

δ = mı́n

{
δ ′

n
,
εδ ′

nθ

}
. (1.12)

Tomemos unx tal que‖x− x̃‖ ≤ δ . Sea

zi =

{
δ ′ei si xi − x̃i ≥ 0,
−δ ′ei de otra forma.

Entoncesx− x̃ = ∑n
i=1 αizi , dondeαi ≥ 0 parai = 1,2. . . ,n. Más aún,

‖x− x̃‖ = δ ′
(

n

∑
i=1

α2
i

)1
2

. (1.13)

Tomando en cuenta (1.12) y como‖x− x̃‖ ≤ δ , se sigue queαi ≤ 1
n parai = 1,2. . . ,n. Por

la convexidad def y como 0≤ nαi ≤ 1, obtenemos

f (x) = f

(

x̃+
n

∑
i=1

αizi

)

= f

[
1
n

n

∑
i=1

(x̃+nαizi)

]

≤ 1
n

n

∑
i=1

f (x̃+nαizi)

=
1
n

n

∑
i=1

f [(1−nαi)x̃+nαi(x̃+zi)]

≤ 1
n

n

∑
i=1

[(1−nαi) f (x̃)+nαi f (x̃+zi)].

Entoncesf (x)− f (x̃) ≤ ∑n
i=1αi [ f (x̃ + zi)− f (x̃)]. Por otra parte, por (1.11) se tiene que

f (x̃+zi)− f (x̃) ≤ θ para todoi, y comoαi ≥ 0, se sigue que

f (x)− f (x̃) ≤ θ
n

∑
i=1

αi . (1.14)

Tomando en cuenta las ecuaciones (1.12) y (1.13), se sigue queαi ≤ ε
nθ , y (1.14) implica que

f (x)− f (x̃)≤ ε. Hemos probado que‖x− x̃‖ ≤ δ implica quef (x)− f (x̃)≤ ε. Para terminar la
prueba necesitamos demostrar quef (x̃)− f (x) ≤ ε. Seay = 2x̃−x, notemos que‖y− x̃‖ ≤ δ .
Por lo tanto

f (y)− f (x̃) ≤ ε. (1.15)



21

Perox̃ = 1
2y+ 1

2x, por la convexidad def , tenemos

f (x̃) ≤ 1
2

f (y)+
1
2

f (x). (1.16)

Combinando (1.15) y (1.16), se sigue quef (x̃)− f (x) ≤ ε, completando la prueba.�

Note que las funciones cóncavas y convexas, como cualquierfunción, pueden no ser con-
tinuas en todas partes. Sin embargo, por el teorema anterior, los puntos de discontinuidad para
estas funciones son permitidos únicamente en la frontera deS.

1.5.2

Optimización de funciones convexas

En este apartado consideraremos el problema de minimizar una función convexa sobre un
conjunto convexo y analizaremos las condiciones necesarias para obtener un óptimo. El proble-
ma de maximizar una función cóncava es equivalente al de minimizar una función convexa.

Considerando la Definición 1.26 y el Teorema 1.28 de la sección 1.4, establecemos la defini-
ción de una función convexa diferenciable; lo hacemos de esta manera ya que será de utilidad
en las secciones posteriores.

Definición 1.33. SeanS⊆ Rn un conjunto no vacı́o yf : S→ R una función. Se dice quef
esdiferenciableen x0 ∈ int(S) si existe un vector∇ f (x0), llamado elvector gradiente, y una
funciónE : Rn → R tal que

f (x) = f (x0)+∇ f (x0) · (x−x0)+‖x−x0‖E(x0;x−x0)

para todox ∈ S, dondeE(x0;x−x0) → 0 cuandox → x0.

La función f se dice diferenciable en el conjunto abiertoS′ ⊂ Ssi es diferenciable en cada
punto deS′.

Definición 1.34. Seaf : Rn → R una función, consideremos el siguiente problema

Problema 1.35.
Minimizar f (x)

sujeto a x ∈ S
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Un puntox ∈ Ses llamadosolucíon factibledel problema anterior. Six0 ∈ Sy

f (x0) ≤ f (x) para todox ∈ S,

entoncesx0 es unasolucíon óptima, soluciónóptima global, o simplementesolucíon del Pro-
blema 1.35. Six0 ∈ Sy existeε > 0 tal que

f (x0) ≤ f (x) para cadax ∈ S∩B(x0,ε),

entoncesx0 es unasolucíon óptima local.

En el siguiente teorema vamos a probar que cada mı́nimo localdel Problema 1.35 es también
un mı́nimo global. Este resultado es de mucha utilidad en el proceso de optimización.

Teorema 1.36. Sean S⊆ Rn un conjunto convexo no vacı́o y f : S→ R una funcíon. Consi-
deremos el Problema 1.35 y supongamos quex0 ∈ S es una solución óptima local del problema.

i) Si f es convexa, entoncesx0 es una solucíon óptima global.

ii) Si f es estrictamente convexa, entoncesx0 es laúnica solucíon óptima global.

Demostración.
Vamos a probar la parte (i). Supongamos quef es convexa, comox0 es un óptimo local,

existeε > 0 tal que
f (x0) ≤ f (x) para cadax ∈ S∩B(x0,ε). (1.17)

Supongamos, por contradicción, quex0 no es un óptimo global, entonces se deberı́a cumplir
que f (x̂) < f (x0) para algún̂x ∈ S. Ya quef es convexa se tiene que

f (λ x̂+(1−λ )x0) ≤ λ f (x̂)+(1−λ ) f (x0) < λ f (x0)+(1−λ ) f (x0) = f (x0)

para todoλ ∈ (0,1). Pero paraλ > 0 suficientemente pequeño

λ x̂+(1−λ )x0 ∈ S∩B(x0,ε).

Entonces la desigualdad anterior contradice (1.17), por lotantox0 es un óptimo global.

Ahora probaremos la segunda parte. Supongamos quef es estrictamente convexa. Como
convexidad estricta implica convexidad, entonces por la parte (1) tenemos quex0 es un óptimo
global. Supongamos, por contradicción, quex0 no es el único óptimo global; entonces existe
x ∈ S, x 6= x0, tal quef (x) = f (x0). Como f es estrictamente convexa se cumple lo siguiente

f

(
1
2

x+
1
2

x0

)
<

1
2

f (x)+
1
2

f (x0) = f (x0).

ComoSes un conjunto convexo,1
2x+ 1

2x0 ∈ S, y la desigualdad anterior contradice el hecho
de quex0 sea un óptimo global. Probando ası́ quex0 es el único óptimo global.�
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1.5.3

Generalizaciones del concepto de convexidad

A lo largo de esta subsección presentaremos algunos tipos de funciones que son similares
a las funciones cóncavas y convexas. Varios de los resultados que se presentarán después no
requieren el supuesto restrictivo de convexidad, más bientrabajaremos bajo la suposición más
general de cuasiconvexidad y pseudoconvexidad. En Bazaara(1993) se encuentran mayores
detalles sobre estos conceptos.

Funciones cuasiconvexas

Con la siguiente definición introducimos el concepto de función cuasiconvexa.

Definición 1.37. Seaf : S→ R, dondeS⊂ Rn es un conjunto convexo no vacı́o. La funciónf
se dicecuasiconvexasi, para todosx1,x2 ∈ S, se cumple la siguiente desigualdad

f (λx1+(1−λ )x2) ≤ máx{ f (x1), f (x2)} para todoλ ∈ (0,1).

La función f se dicecuasićoncavasi − f es cuasiconvexa, es decir, si se cumple que

f (λx1+(1−λ )x2) ≥ mı́n{ f (x1), f (x2)} para todoλ ∈ (0,1).

Note que de la definición anterior se tiene que una funciónf es cuasiconvexa si cuando
f (x1) ≤ f (x2), entoncesf (x2) es mayor o igual que el valor def en todas las combinaciones
convexas dex1 y x2. Una funciónf es cuasicóncava si cuandof (x1) ≤ f (x2), entonces el valor
de f en todas las combinaciones convexas dex1 y x2 es mayor o igual quef (x1). La Figura 1.8
ilustra ejemplos de funciones cuasicóncavas y cuasiconvexas.

(a)Cuasiconvexa (b)Cuasicóncava (c)Ninguna de las dos

Figura 1.8: Funciones cuasiconvexas y cuasicóncavas.
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Note que de la Definición 1.37 se sigue que toda función convexa es también cuasiconvexa,
pero al revés no necesariamente. Por ejemplo,f (x) = x3 es una función que es a la vez cua-
sicóncava y cuasiconvexa, pero que no es ni cóncava ni convexa (Figura1.9).

1 2−1−2

1

2

−1

−2

Figura 1.9: Ejemplo de una función cuasiconvexa y cuasicóncava.

Funciones fuertemente cuasiconvexas

A continuación definiremos otra versión de cuasiconvexidad, llamada cuasiconvexidad fuerte,
la cual asegura unicidad del mı́nimo global.

Definición 1.38. Seaf : S→ R, dondeS⊂ Rn es un conjunto convexo no vacı́o. La funciónf
se dicefuertemente cuasiconvexasi, para todosx1,x2 ∈ S, conx1 6= x2, se tiene que

f (λx1+(1−λ )x2) < máx{ f (x1), f (x2)} para todoλ ∈ (0,1).

La función f se dicefuertemente cuasicóncavasi − f es fuertemente cuasiconvexa.

La Figura 1.10 ilustra un ejemplo de una función fuertemente cuasiconvexa y un ejemplo de
una que no lo es.

Teorema 1.39. Sea f: Rn → R una funcíon fuertemente cuasiconvexa. Consideremos el Pro-
blema 1.35, donde S es un conjunto convexo no vacı́o enRn. Six0 es unóptimo local, entonces
x0 es unóptimo global y adeḿas esúnico.

Demostración.
Comox0 es un óptimo local, entonces existeε > 0 tal que

f (x0) ≤ f (x) para todox ∈ S∩B(x0,ε).
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(a) (b)

Figura 1.10: (a)Fuertemente cuasiconvexa. (b)No es fuertemente cuasiconvexa.

Supongamos, por contradicción, que existex̂ ∈ S tal que f (x̂) ≤ f (x0) y x̂ 6= x0. Como f es
fuertemente cuasiconvexa se sigue que

f (λ x̂+(1−λ )x0) < máx{ f (x̂), f (x0)} = f (x0) para todoλ ∈ (0,1).

Pero paraλ suficientemente pequeño,λ x̂ +(1−λ )x0 ∈ S∩B(x0,ε) y, por lo tanto, la de-
sigualdad anterior contradice el hecho de quex0 sea un óptimo local. Concluyendo ası́ quex0 es
la única solución óptima global.�

−1−2−3 1 2 3

1

2

3

−1

−2

−3

Figura 1.11: Ejemplo de una función cuasiconvexa.

Antes de pasar a definir otro tipo de funciones, tenemos el siguiente ejemplo. Seaf : R → Z
la función parte enteraf (x) = [x], donde

[x] = máx{n∈ Z | n≤ x}.
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La función f (x) está ilustrada en la Figura1.11 y es una función cuasiconvexa que no es fuerte-
mente cuasiconvexa ni convexa.

Funciones pseudoconvexas

Definición 1.40. SeanS⊂ Rn un conjunto abierto no vacı́o yf : S→ R una función diferen-
ciable enS. La función f se dicepseudoconvexasi

∀x1,x2 ∈ S con ∇ f (x1) · (x2−x1) ≥ 0 se tiene quef (x1) ≤ f (x2).

Equivalentemente,

si f (x2) < f (x1) entonces∇ f (x1) · (x2−x1) < 0.

La función f se diceestrictamente pseudoconvexasi ∀x1, x2 ∈ S, x1 6= x2, que cumplen
∇ f (x1) · (x2−x1)≥ 0 se tiene quef (x1) < f (x2). Equivalentemente, si∀x1, x2 ∈ S, x1 6= x2, tal
que f (x2) ≤ f (x1), entonces∇ f (x1) · (x2−x1) < 0.

La función f se dicepseudoćoncava(estrictamente pseudocóncava) si− f es pseudoconvexa
(estrictamente pseudoconvexa).

Punto de
inflexión

(a) (b)

Figura 1.12: (a)No es pseudoconvexa. (b)Pseudoconvexa.

En la Figura 1.12 podemos observar un ejemplo de una funciónpseudoconvexa y un ejemplo
de una función que no lo es. La función que tiene un punto de inflexión no es pseudoconvexa
porque si consideramos ax1 como el punto de inflexión y tomamosx2 < x1, enx1 el gradiente
de la función es cero, pero no se cumple quef (x1) ≤ f (x2). Ası́ que se puede verificar, a partir
de la deinición, que sif es pseudoconvexa y∇ f (x0) = 0, entoncesx0 es un mı́nimo global def .

Por otra parte,f (x) = arctan(x) es un ejemplo de una función que es pseudoconvexa pero
no es convexa. Esta función se ilustra en la Figura1.13. También se puede observar que de
las definiciones de convexidad y pseudoconvexidad se sigue que toda función convexa, bajo el
supuesto de diferenciabilidad, es pseudoconvexa.
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Figura 1.13: Ejemplo de una función pseudoconvexa.

Teorema 1.41. Sean S⊂ Rn un conjunto convexo abierto no vacı́o y f : S→ R una funcíon
diferenciable estrictamente pseudoconvexa, entonces f esfuertemente cuasiconvexa.

Demostración.
Supongamos, por contradicción, que existenx1, x2 ∈ S, x1 6= x2, y λ ∈ (0,1) tal que

máx{ f (x1), f (x2)} ≤ f (x),

dondex = λx1 +(1−λ )x2. Por la pseudoconvexidad estricta def se tiene quef (x1) ≤ f (x),
entonces∇ f (x) · (x1−x) < 0 y, por lo tanto,

∇ f (x) · (x1−x2) < 0. (1.18)

Análogamente, comof (x2) ≤ f (x), entonces

∇ f (x) · (x2−x1) < 0. (1.19)

Contradicción, pues las desigualdades (1.18) y (1.19) no son compatibles. Por lo tantof es
fuertemente cuasiconvexa.�

1.6

Correspondencias

Definición 1.42. Dado un conjuntoA⊆ Rn, unacorrespondenciaF : A→ Rk es una regla que
asigna un conjuntoF(x) ⊆ Rk para todox ∈ A.



28

Cabe señalar que una función es una caso especial de correspondencia. Para discutir la idea
de continuidad de correspondencias, necesitamos las siguientes definiciones.

Definición 1.43. SeanA ⊂ Rn y Y ⊂ Rk, la gráfica de la correspondenciaF : A → Y es el
conjunto

{(x,y) ∈ A×Y | y ∈ F(x)}.

Definición 1.44. SeanA ⊆ Rn y Y ⊆ Rk un conjunto cerrado, la correspondenciaF : A → Y
tiene unagráfica cerradasi para cualesquiera dos sucesionesxm→ x ∈ A y ym→ y, conxm∈ A
y ym ∈ F(xm) para todom, se tieney ∈ F(x).

Sea

f (x) =

{
1, 0≤ x≤ 2;

1
x−2, 2 < x≤ 4.

En la Figura 1.14 se ilustra la gráfica de la función antes definida. Note quef (x) tiene una
gráfica cerrada.

0 1 2 3
0

1

2

3

Figura 1.14: Gráfica def (x).

Definición 1.45. SeanA ⊂ Rn y un conjunto cerradoY ⊂ Rk, la correspondenciaF : A → Y
essuperiormente hemicontinua(shc) si tiene una gráfica cerrada y las imágenes de conjuntos
compactos son acotados, esto es, para todo conjunto compacto B⊂ A el conjunto

F(B) = {y ∈Y | y ∈ F(x) para algúnx ∈ B}

es acotado.

Sea

g(x) =

{
1, 0≤ x≤ 2;

1
x−1.5, 2≤ x≤ 4.
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En la Figura 1.15 se ilustra la gráfica deg(x), que es una correspondencia shc. Notemos que
la función del ejemplo anterior no es superiormente hemicontinua ya que la imagen del intervalo
[3
2, 5

2] no es acotada.

0 1 2 3
0

1

2

Figura 1.15: Gráfica deg(x).

Teorema 1.46. Sean A⊆ Rn y Y⊆ Rk un conjunto cerrado, entonces la función f : A→Y es
superiormente hemicontinua si y sólo si es continua.

La prueba del teorema anterior se puede consultar en Mas-Colell (1995).

Definición 1.47. SeanA⊂ Rn y Y ⊂ Rk un conjunto compacto, la correspondenciaF : A→Y
es inferiormente hemicontinua si para toda sucesiónxm→ x ∈ A conxm∈ A para todom, y para
todoy ∈ F(x), podemos encontrar una sucesiónym → y y un M ∈ N tal queym ∈ F(xm) para
todom> M.

Finalmente, cuando una correspondencia es superior e inferiormente hemicontinua, decimos
que escontinua.



Capı́tulo 2
Programacíon no lineal

En este capı́tulo se establecen las condiciones para optimizar el problema:

Maximizar f (x)
sujeto a x ∈ S

donde f es una función convexa yS es un conjunto convexo. La mayorı́a de los problemas
económicos de optimización son de esta naturaleza ya que el hecho de limitar la función obje-
tivo y las restricciones a un molde lineal, en ocasiones, puede ser inconveniente; pues es más
apropiada una formulación no lineal que una lineal para describir el problema a tratar.

2.1

Conceptos b́asicos

A lo largo de esta sección presentamos algunos conceptos deprogramación lineal que serán
de utilidad para el desarrollo del presente capı́tulo.

Definición 2.1. SeaV un espacio vectorial. Se dice que los vectoresx1,x2, ...,xm ∈ V son
linealmente dependientessi existen escalaresa1,a2, ...,am∈ R, no todos cero, tales que

a1x1+a2x2+ ...+amxm = 0.

En caso contrario se dice que los vectores sonlinealmente independientes.

Definición 2.2. Dado c ∈ Rn\{0} y b ∈ R se define elsemiespacio inferior, denotado por
S−(c;b), como

S−(c;b) = {x ∈ Rn | 〈c,x〉 ≤ b}.
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Ası́ mismo se define elsemiespacio superior, S+(c;b), como

S+(c;b) = {x ∈ Rn | 〈c,x〉 ≥ b}.

Por otra parte, la intersección deS+(c;b) y S−(c;b) determina unhiperplano:

H(c;b) = S+(c;b)∩S−(c;b).

En la siguiente figura se ilustran los conjuntos antes definidos.

S+(c;b)

S−(c;b)

H(c;b)

Figura 2.1: Ilustración deS−(c;b), S+(c;b) y H(c;b).

Definición 2.3. Un conjunto no vacı́oC ⊆ Rn es llamadoconosi x ∈ C implica queλx ∈ C
para todoλ ≥ 0. Si además,C es un conjunto convexo,C es llamadocono convexo.

Figura 2.2: Cono convexo

En la Figura 2.2 se ilustra un cono convexo. Los siguientes teoremas sólo se utilizarán para
las demostraciones de los Teoremas 2.6 y 2.7, para mayores detalles consultar Bazaraa (1993).
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Teorema 2.4. Sean S⊆ Rn un conjunto convexo cerrado no vacı́o yy /∈ S, entonces existen un
vector no cerop y un escalarα tal queα < p ·y y p ·x ≤ α para cadax ∈ S.

Teorema 2.5. Sean S1 y S2 conjuntos convexos no vacı́os enRn y supongamos que S1∩S2 = /0,
entonces existe un hiperplano que separa a S1 y S2; es decir, existe un vector no cerop ∈ Rn tal
que

sup{p ·x | x ∈ S2} ≤ ı́nf{p ·x | x ∈ S1}.

Los dos teoremas que se presentan a continuación serán utilizados para probar algunos re-
sultados importantes que se expondrán más adelante. Por comodidad de notación, sólo en los
Teoremas 2.6 y 2.7, un vectorx ∈ Rn se denotará por una matriz den filas y una columna.

Teorema 2.6. Teorema de Farkas. SeanA una matriz m×n yc∈ Rn un vector, entonces a lo
más uno de los siguientes sistemas tiene solución:

Sistema1 Ax ≤ 0 y ctx > 0 para alǵun x ∈ Rn.

Sistema2 Aty = c y y ≥ 0 para alǵun y ∈ Rm.

Demostración.
Supongamos que elSistema2 tiene solución, es decir, existey ≥ 0 tal queAty = c. Seax tal

queAx ≤ 0, entoncesctx = ytAx ≤ 0. Por lo tanto, elSistema1 no tiene solución.

Ahora supongamos que elSistema2 no tiene solución. Definamos el siguiente conjunto

S= {x | x = Aty, y ≥ 0}.

Note queSes un conjunto convexo cerrado y quec /∈S. Por el Teorema 2.4, existen un vector
p ∈ Rn y un escalarα tal queα < ptc y ptx ≤ α para todox ∈ S. Como0∈ S, entoncesα ≥ 0
y, por lo tanto,ptc> 0; también se cumple queα ≥ ptAty = ytAp para todoy ≥ 0. Comoy ≥ 0
puede ser tomado arbitrariamente grande, la última desigualdad implica queAp ≤ 0. Hemos
construido un vectorp ∈ Rn tal queAp ≤ 0 y ptc > 0; por lo tanto, elSistema1 tiene una
solución.�

Teorema 2.7. Teorema de Gordan. SeaA una matriz m× n, entonces śolo uno de los si-
guientes sistemas tiene solución:

Sistema1 Ax < 0 para alǵun x ∈ Rn.

Sistema2 Atp = 0 y p ≥ 0 para alǵun vector p ∈ Rm no cero.
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Demostración.
Primero probaremos que si elSistema1 tiene una solucióñx, entonces no podemos tener una

solución paraAtp = 0, p≥ 0, p no cero. Supongamos, por contradicción, que existe una solución
p̃ para elSistema2. ComoAx̃ < 0, p̃ ≥ 0, y p 6= 0, entonces tenemos quep̃tAx̃ < 0, es decir,
x̃tAt p̃ < 0. Pero por suposiciónAt p̃ = 0, entonces̃xtAt p̃ = 0 y llegamos a una contradicción.
Por lo tanto, elSistema2 no tiene solución.

Ahora supongamos que elSistema1 no tiene solución. Consideremos los siguientes conjun-
tos,

S1 = {z | z = Ax, x ∈ Rn}
S2 = {z | z < 0}.

Note queS1 y S2 son conjuntos convexos no vacı́os tales queS1∩S2 = /0, entonces, por el
Teorema 2.5, existe un hiperplano que separa aS1 y S2; es decir, existe un vectorp, no cero, tal
que

ptz≤ ptAx para todox ∈ Rn y z∈ S2.

Como cada componente dez puede ser un número negativo arbitrariamente grande, se sigue
quep ≥ 0. También, haciendoz= 0, se debe cumplir queptAx ≥ 0 para cadax ∈ Rn. Haciendo
x = −Atp, se sigue que−‖Atp‖2 ≥ 0 y entoncesAtp = 0. Por lo tanto elSistema2 tiene una
solución.�

2.2

Optimización de problemas sin restricciones

La forma general de un problema sin restricciones es: minimizar o maximizar una función
f (x) sin ninguna restricción sobre el vectorx. Los problemas sin restricciones no son muy uti-
lizados en aplicaciones prácticas, pero empezaremos estudiando este tipo de problemas porque
las condiciones de optimalidad para problemas con restricciones surgen como una extensión
lógica del análisis que se hará en esta sección.

2.2.1

Condiciones necesarias de primer orden

Dadox ∈ Rn queremos determinar, de ser posible, six es un óptimo local o global de una
función f . Para ello necesitamos caracterizar el punto óptimo, y el hecho de quef sea diferen-
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ciable nos ayuda a obtener dicha caracterización.

Teorema 2.8. Sea f: Rn → R una funcíon diferenciable enx0. Si existe un vectord tal que
∇ f (x0) ·d < 0, entonces existeδ > 0 tal que f(x0+λd) < f (x0) para cadaλ ∈ (0,δ ). El vector
d es llamado direccíon descendente de f enx0.

Demostración.
Por la diferenciabilidad def enx0 tenemos

f (x0+λd) = f (x0)+λ∇ f (x0) ·d+λ‖d‖E(x0;λd)

dondeE(x0;λd) → 0 cuandoλ → 0. Ordenando los términos y dividiendo porλ tenemos

f (x0+λd)− f (x0)

λ
= ∇ f (x0) ·d+‖d‖E(x0;λd).

Tomando el lı́mite cuandoλ → 0 y como∇ f (x0) ·d < 0 y E(x0;λd) → 0 cuandoλ → 0,
entonces existeδ > 0 tal que

∇ f (x0) ·d+‖d‖E(x0;λd) < 0 para todoλ ∈ (0,δ ).

De esta forma se tiene quef (x0+λd) < f (x0) para cadaλ ∈ (0,δ ). �

Corolario 2.9. Sea f : Rn → R una funcíon diferenciable enx0. Si x0 es un ḿınimo local,
entonces∇ f (x0) = 0.

Demostración.
Supongamos, por contradicción, que∇ f (x0) 6= 0 y sead = −∇ f (x0). Entonces se cumple

que∇ f (x0) ·d = −‖∇ f (x0)‖2 < 0 y, por el Teorema 2.8, existeδ > 0 tal que

f (x0+λd) < f (x0) para todoλ ∈ (0,δ ).

Esto contradice el hecho de quex0 sea un mı́nimo local.�

2.2.2

Condiciones suficientes

Las condiciones discutidas en la sección anterior son condiciones necesarias, es decir, se
deben satisfacer para toda solución óptima local; pero unpunto que satisfaga dichas condiciones
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no necesariamente es un mı́nimo local. El Teorema 2.10 establece que la condición necesaria,
∇ f (x0) = 0, es también suficiente para quex0 sea un mı́nimo global def , si dicha función es
pseudoconvexa enx0.

Teorema 2.10. Sea f: Rn → R una funcíon pseudoconvexa enx0, entoncesx0 es un ḿınimo
global si y śolo si ∇ f (x0) = 0.

Demostración.
(⇒ Supongamos quex0 es un mı́nimo global, por el Corolario 2.9 tenemos que∇ f (x0) = 0.

⇐) Supongamos que∇ f (x0) = 0, entonces∇ f (x0) · (x−x0) = 0 para todox ∈ Rn. Por la
pseudoconvexidad def enx0 se sigue que

f (x0) ≤ f (x) para todox ∈ Rn.

Completando la prueba.�

2.3

Optimización de problemas con restricciones

En esta sección analizaremos, en primer término, una condición necesaria para optimizar el
problema: minimizarf (x) sujeto ax∈S. Después veremos que el conjuntoSes la región factible
de un problema de programación no lineal de la forma: minimizar f (x) sujeta ag(x)≤ 0 y x∈X.

2.3.1

Condiciones geoḿetricas

Desarrollaremos una condición necesaria para optimizar el problema: minimizarf (x) sujeto
ax ∈ Sutilizando el cono de direcciones factibles que definimos enseguida.

Definición 2.11. SeanS⊆ Rn un conjunto no vacı́o yx0 ∈ S. El cono de direcciones factibles
deSenx0, denotado porD, está definido como

D = {d | d 6= 0 y x0 +λd ∈ S}



37

para todaλ ∈ (0,δ ) y para algúnδ > 0. Cada vector no cerod ∈ D es llamado unadirección
factible.

De la Definición 2.11, es claro que al hacer un pequeño movimiento dex0 a lo largo de un
vectord ∈ D obtenemos puntos factibles; pero podemos decir aún más, por el Teorema 2.8, si
∇ f (x0) ·d < 0, entoncesd es una mejor dirección de movimiento; es decir, empezando en x0,
un pequeño movimiento a lo largo ded reducirá el valor def .

En el siguiente teorema probaremos que six0 es un mı́nimo local y si∇ f (x0)·d < 0, entonces
d /∈ D; es decir, una condición necesaria para un óptimo local esque cada mejor dirección de
movimiento no sea una dirección factible.

Teorema 2.12. Consideremos el problema de minimizar f(x) sujeto ax∈S, donde f: Rn →R
y S⊆ Rn es un conjunto no vacı́o. Supongamos que f es diferenciable enx0 ∈ S. Six0 es un
óptimo local, entonces F0∩D = /0, donde

F0 = {d | ∇ f (x0) ·d < 0}

y D es el cono de direcciones factibles de S enx0.

Demostración.
Supongamos, por contradicción, que existe un vectord ∈ F0∩D; entonces, por el Teore-

ma 2.8, existeδ1 > 0 tal que

f (x0+λd) < f (x0) para cadaλ ∈ (0,δ1). (2.1)

Más aún, por la Definición 2.11, existeδ2 > 0 tal que

(x0+λd) ∈ S para cadaλ ∈ (0,δ2). (2.2)

De esta forma, (2.1) y (2.2) contradicen el hecho de quex0 sea un óptimo local def . Por lo
tantoF0∩D = /0. �

Ahora especificamos la región factible,S, de la siguiente forma:

S= {x ∈ X | gi(x) ≤ 0}

dondegi : Rn → R parai = 1, . . . ,m y X ⊆ Rn es un conjunto abierto no vacı́o.

Esto nos lleva a la forma general de un problema de programación no lineal con rectricciones
de desigualdad:

Problema 2.13.
Minimizar f (x)

sujeto a gi(x) ≤ 0 parai = 1, . . . ,m
x ∈ X
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Recordemos que una condición necesaria para quex0 sea un óptimo local es queF0∩D = /0,
dondeF0 es un semiespacio abierto definido en términos del vector gradiente∇ f (x0) y D es
el cono de direcciones factibles, el cual no necesariamenteestá definido en términos de los
gradientes de las funciones que determinan la región factibleS. En el siguiente teorema veremos
que podemos definir un cono abiertoG0 definido en términos de los gradientes de las funciones
que determinan la región factible que se satisfacen con igualdad enx0, tal queG0 ⊂ D. Como
F0∩D = /0 se debe cumplir enx0 y comoG0⊂D, entoncesF0∩G0 = /0 también es una condición
necesaria para quex0 sea un óptimo local.

Teorema 2.14. Sean gi : Rn → R para i = 1, . . . ,m y X⊆ Rn un conjunto abierto no vacı́o.
Considere el Problema 2.13, seax0 un punto factible y sea I= {i | gi(x0) = 0}. Más áun, supon-
gamos que f y gi con i∈ I son diferenciables enx0, y que gi con i /∈ I es continua enx0. Six0 es
un óptimo local, entonces F0∩G0 = /0, donde

F0 = {d | ∇ f (x0) ·d < 0}
G0 = {d | ∇gi(x0) ·d < 0 para todo i∈ I}.

Demostración.
Sead ∈ G0, comox0 ∈ X y X es un conjunto abierto, existeδ1 > 0 tal que

x0+λd ∈ X paraλ ∈ (0,δ1). (2.3)

Comogi(x0) < 0 y gi es continua enx0 parai /∈ I , existeδ2 > 0 tal que

gi(x0+λd) < 0 paraλ ∈ (0,δ2) y parai /∈ I . (2.4)

Por último, comod ∈ G0 se tiene que∇gi(x0) ·d < 0 para cadai ∈ I ; entonces, por el Teo-
rema 2.8, existeδ3 > 0 tal que

gi(x0+λd) < gi(x0) = 0 paraλ ∈ (0,δ3) y parai ∈ I . (2.5)

De (2.3), (2.4) y (2.5), se sigue que los puntos de la formax0+λd son puntos factibles para
el Problema 2.13 para todoλ ∈ (0,δ ), dondeδ = mı́n(δ1,δ2,δ3). De aquı́ se tiene qued ∈ D,
el cono de direcciones factibles enx0. De esta forma, hemos probado que sid ∈ G0 entonces
d ∈ D, es decir,G0 ⊂ D. Comox0 es un óptimo local del Problema 2.13, por el Teorema 2.12,
F0∩D = /0. Además, comoG0 ⊂ D se sigue queF0∩G0 = /0. �

El siguiente es un ejemplo ilustrativo sobre una aplicación del Teorema 2.14.

Ejemplo 2.15. Consideremos el siguiente problema.

Minimizar (x1−3)2+(x2−2)2

sujeto a x2
1 +x2

2 ≤ 5
x1+x2 ≤ 3

x1 ≥ 0
x2 ≥ 0
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En este caso, hacemos

g1(x) = x2
1 +x2

2−5

g2(x) = x1 +x2−3

g3(x) = −x1

g4(x) = −x2

y X = R2. Seax0 = (9
5, 6

5). Note que la única restricción que se cumple con igualdad esg2 y que

∇ f (x0) = (
−12

5
,
−8
5

) y ∇g2(x0) = (1,1).

Los conjuntosF0 y G0, trasladados del origen al punto(9
5, 6

5) por facilidad, se ilustran el la
Figura 2.3. ComoF0∩G0 6= /0, x0 = (9

5, 6
5) no es una solución óptima local.

x0

∇ f

∇g2

F0

G0

x2

x1
Figura 2.3:F0∩G0 6= /0

Ahora consideremos el puntox1 = (2,1), note que en esta ocasión las restricciones que se
cumplen con igualdad song1 y g2. Los gradientes en este punto son:

∇ f (x1) = (−2,−2), ∇g1(x1) = (4,2) y ∇g2(x1) = (1,1).

Los conjuntosF0 y G0 se ilustran el la Figura 2.4; observe queF0∩G0 = /0. Note que el
Teorema 2.14 establece una condición necesaria, por lo tanto no garantiza quex1 = (2,1) sea
un punto óptimo. Sólo podemos concluir quex1 es un candidato a óptimo.
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x1

∇ f

∇g1

∇g2
F0

G0

x2

x1
Figura 2.4:F0∩G0 = /0.

2.3.2

Condiciones de Fritz John

En esta parte analizaremos las condiciones de optimalidad necesarias establecidas por Fritz
John, las cuales están en términos de los gradientes de la función objetivo y de las funciones que
determinan la región factible.

Teorema 2.16. Sean X un conjunto abierto no vacı́o enRn, f : Rn → R y gi : Rn → R para
i = 1, . . . ,m. Considere el Problema 2.13, seax0 un punto factible y sea I= {i | gi(x0) = 0}. Más
aún, supongamos que f y gi con i∈ I son diferenciables enx0, y que gi con i /∈ I son continuas
enx0. Six0 es unóptimo local, entonces existen escalares u0 y ui para i∈ I tales que

u0∇ f (x0)+∑
i∈I

ui∇gi(x0) = 0

u0,ui ≥ 0 para i∈ I
(u0,uI ) 6= (0,0).

(2.6)

dondeuI es el vector cuyas componentes son ui para i∈ I. Más áun, si las funciones gi con i /∈ I
tambíen son diferenciables enx0, entonces las condiciones de Fritz John pueden ser escritasde
la siguiente forma:

u0∇ f (x0)+
m

∑
i=1

ui∇gi(x0) = 0

uigi(x0) = 0 para i = 1, . . . ,m
u0,ui ≥ 0 para i = 1, . . . ,m

(u0,u) 6= (0,0).

(2.7)
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dondeu es el vector cuyas componentes son ui para i = 1, . . . ,m.

Demostración.
Comox0 es un óptimo local del Problema 2.13, por el Teorema 2.14, noexiste un vectord

tal que∇ f (x0) ·d < 0 y ∇gi(x0) ·d < 0 para cadai ∈ I .

SeaA la matriz cuyas filas son∇ f (x0) y ∇gi(x0) con i ∈ I . La condición establecida en el
Teorema 2.14 es equivalente a afirmar que el sistemaAdt < 0 es inconsistente. Por el Teore-
ma 2.7, existe un vector columna no cerop ≥ 0, tal queAtp < 0.

Denotando las componentes dep por u0 y ui parai ∈ I , obtenemos la prueba para (2.6); la
prueba de (2.7) se obtiene de la misma forma que la anterior, sólo que en esta ocasión hacemos
ui = 0 parai /∈ I . �

En las condiciones de Fritz John, los escalaresu0 y ui , parai = 1, . . . ,m, son llamadosmul-
tiplicadores de Lagrange. La condiciónuigi(x0) = 0, parai = 1, . . . ,m, es llamadacondicíon de
holgura complementaria; se requiere queui = 0 sigi(x0) < 0 y ui ≥ 0 sigi(x0) = 0.

Los ejemplos que se exponen a continuación son para ilustrar el Teorema 2.16.

Ejemplo 2.17. Consideremos el siguiente problema.

Minimizar (x1−3)2+(x2−2)2

sujeto a x2
1 +x2

2 ≤ 5
x1+2x2 ≤ 4

−x1 ≤ 0
−x2 ≤ 0

La región factible de este problema se ilustra en la Figura 2.5. Ahora probaremos que las
condiciones de Fritz John se satisfacen en el punto óptimox0 = (2,1). Observe que el conjunto
de restricciones que se cumplen con igualdad enx0 esI = {1,2}, entonces los multiplicadores
de Lagrangeu3 y u4 asociados con−x1 ≤ 0 y −x2 ≤ 0, respectivamente, son iguales a cero.
Tenemos que

∇ f (x0) = (−2,−2), ∇g1(x0) = (4,2) y ∇g2(x0) = (1,2).

Haciendou0 = 3, u1 = 1 y u2 = 2 se satisfacen las condiciones de Fritz John, puesto que
tenemos un vector no cero(u0,u1,u2) ≥ 0 que satisface lo siguiente:

u0(−2,−2)+u1(4,2)+u2(1,2) = (0,0).

Para fines ilustrativos, vamos a checar si las condiciones deFritz John se satisfacen en el
puntox1 = (0,0), que no es un óptimo. En esta ocasión,I = {3,4} y u1 = u2 = 0. Tenemos que

∇ f (x1) = (−6,−4), ∇g3(x1) = (−1,0) y ∇g4(x1) = (0,−1).
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(2,1)
∇ f (x0)

∇g1(x0)

∇g2(x0)
(0,2)

(
√

5,0)

x2

x1

Mı́nimo sin restricciones

Curvas de nivel def

Figura 2.5: Ilustración del Ejemplo 2.17.

Note que
u0(−6,−4)+u3(−1,0)+u4(0,−1) = (0,0)

se satisface si y sólo siu3 = −6u0 y u4 = −4u0. Si u0 > 0, entoncesu3,u4 < 0 y llegamos a una
contradicción; siu0 = 0, entoncesu3 = u4 = 0, lo cual contradice el hecho de que(u0,u3,u4)
es un vector no cero. Por lo tanto, las condiciones de Fritz John no se satisfacen en el punto
x1 = (0,0), lo cual prueba que el origen no es un punto óptimo.

Ejemplo 2.18. Consideremos el siguiente problema de Kuhn y Tucker [1951].

Minimizar −x1

sujeto a x2− (1−x1)
3 ≤ 0

−x2 ≤ 0

(1,0)

∇ f (x0)

∇g1(x0)

∇g2(x0)

x2

x1

Figura 2.6: Ilustración del Ejemplo 2.18.

La región factible de este problema se ilustra en la Figura 2.6. Ahora probaremos que las
condiciones de Fritz John se satisfacen en el punto óptimox0 = (1,0). Observe que el conjunto
de restricciones que se cumplen con igualdad esI = {1,2}. Tenemos que

∇ f (x0) = (−1,0), ∇g1(x0) = (0,1) y ∇g2(x0) = (0,−1).

Entonces
u0(−1,0)+u1(0,1)+u2(0,−1) = (0,0)
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se cumple siu0 = 0 y u1 = u2 = α, dondeα es un escalar positivo. Por lo tanto, las condiciones
de Fritz John se satisfacen enx0.

Ejemplo 2.19. Consideremos el siguiente problema.

Minimizar −x1
sujeto a x1 +x2−1≤ 0

−x2 ≤ 0

(1,0)

∇ f (x0)

∇g1(x0)

∇g2(x0)

x2

x1

Figura 2.7: Ilustración del Ejemplo 2.19.

La región factible de este problema se ilustra en la Figura 2.7 y el punto óptimo esx0 = (1,0).
Observe que el conjunto de restricciones que se cumplen con igualdad esI = {1,2} y que

∇ f (x0) = (−1,0), ∇g1(x0) = (1,1) y ∇g2(x0) = (0,−1).

Las condiciones de Fritz John se satisfacen haciendou0 = u1 = u2 = α, dondeα es cualquier
escalar positivo.

2.3.3

Condiciones de Kuhn-Tucker

Se observa que siu0 = 0, entonces las condiciones de Fritz John no utilizan información
alguna perteneciente al gradiente de la función objetivo;únicamente establecen que existe una
combinación lineal no trivial de los gradientes de las funcionesgi que se cumplen con igualdad,
que suma cero. Por lo tanto, cuandou0 = 0, las condiciones de Fritz John no son de utilidad para
localizar un punto óptimo; de esta forma, son de mayor interés los casos en queu0 > 0.

Kuhn y Tucker desarrollaron unas condiciones necesarias que son precisamente las condi-
ciones de Fritz John con la propiedad adicional de queu0 > 0. Las condiciones que se imponen
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a las restricciones para garantizar queu0 > 0 son llamadascualificacíon de restricciones. El
siguiente teorema establece las condiciones de Kuhn-Tucker bajo la cualificación de restric-
ciones que establece que los gradientes de las funcionesgi que se cumplen con igualdad son
linealmente independientes.

Teorema 2.20. Condiciones necesarias de Kuhn-Tucker.Sean X un conjunto abierto no vacı́o
enRn, f : Rn →R y gi : Rn →R, para i= 1, . . . ,m. Considere el Problema 2.13, seax0 un punto
factible y sea I= {i | gi(x0) = 0}. Supongamos que f y gi con i∈ I son diferenciables enx0, y que
gi con i /∈ I son continuas enx0. Más áun, supongamos que∇gi(x0) para i∈ I son linealmente
independientes. Six0 es unóptimo local entonces existen escalares ui para i∈ I tales que

∇ f (x0)+∑
i∈I

ui∇gi(x0) = 0

ui ≥ 0 para i∈ I .
(2.8)

Adeḿas de las suposiciones hechas anteriormente, si las funciones gi con i /∈ I tambíen
son diferenciables enx0, entonces las condiciones de Kuhn-Tucker pueden ser escritas de la
siguiente forma

∇ f (x0)+
m

∑
i=1

ui∇gi(x0) = 0

uigi(x0) = 0 para i = 1, . . . ,m
ui ≥ 0 para i = 1, . . . ,m.

(2.9)

Demostración.
Por el Teorema 2.16 existen escalaresu0 y ûi parai ∈ I , no todos iguales a cero, tales que

u0∇ f (x0)+∑
i∈I

ûi∇gi(x0) = 0

u0, ûi ≥ 0 parai ∈ I .
(2.10)

Note queu0 > 0, pues siu0 = 0, el sistema (2.10) contradice el hecho de que∇gi(x0) para

i ∈ I son linealmente independientes. Haciendoui =
ûi

u0
obtenemos la prueba para (2.8). La

prueba de (2.9) se obtiene haciendoui = 0 parai /∈ I . �

Al igual que en las condiciones de Fritz John, los escalaresui , parai = 1, . . . ,m, son llamados
multiplicadores de Lagrange y la condiciónuigi(x0) = 0 parai = 1, . . . ,mes llamada condición
de holgura complementaria.

Interpretaci ón geoḿetrica de las condiciones de Kuhn-Tucker

Note que cualquier vector de la forma∑
i∈I

ui∇gi(x0), dondeui ≥ 0 parai ∈ I , pertenece al cono

generado por los gradientes de las funcionesgi que se cumplen con igualdad. Las condiciones
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de Kuhn-Tucker,−∇ f (x0) = ∑
i∈I

ui∇gi(x0) y ui ≥ 0 parai ∈ I , pueden ser interpretadas como

que−∇ f (x0) pertenece al cono antes mencionado.

El Teorema 2.21 establece que, bajo condiciones razonablesde convexidad, las condiciones
de Kuhn-Tucker son también suficientes.

Teorema 2.21. Condiciones suficientes de Kuhn-Tucker.Sean X un conjunto abierto no vacı́o
en Rn, f : Rn → R y gi : Rn → R para i = 1, . . . ,m. Considere el Problema 2.13, seax0 un
punto factible y sea I= {i | gi(x0) = 0}. Supongamos que f es una función pseudoconvexa en
x0 y que gi es cuasiconvexa y diferenciable enx0 para cada i∈ I. Más áun, supongamos que
las condiciones necesarias de Kuhn-Tucker se satisfacen enx0; es decir, existen escalares no
negativos ui para i∈ I tales que

∇ f (x0)+∑
i∈I

ui∇gi(x0) = 0.

Entoncesx0 es una solucíon óptima global del Problema 2.13.

Demostración.
Seax un punto factible del Problema 2.13, entonces, parai ∈ I , se cumple quegi(x)≤ gi(x0),

ya quegi(x) ≤ 0 y gi(x0) = 0. Por la cuasiconvexidad degi enx0, se sigue que

gi [x0+λ (x−x0)] = gi [λx+(1−λ )x0] ≤ máx{gi(x),gi(x0)} = gi(x0)

para todoλ ∈ (0,1). Esto implica quegi no incrementa su valor al moverse dex0 a lo largo
de la direcciónx− x0, entonces, por el Teorema 2.8, debemos tener∇gi(x0) · (x− x0) ≤ 0.
Multiplicando porui y sumando sobreI obtenemos

[

∑
i∈I

ui∇gi(x0)

]

· (x−x0) ≤ 0.

Pero como

∇ f (x0)+∑
i∈I

ui∇gi(x0) = 0,

se sigue que∇ f (x0) · (x− x0) ≥ 0. Entonces, por la pseudoconvexidad def en x0, debemos
tener f (x0) ≤ f (x). �

Note que sif y gi son convexas enx0, entonces se tendrá también que serán pseudoconvexa
y cuasiconvexa enx0, respectivamente, y por lo tanto las condiciones de Kuhn-Tucker son sufi-
cientes. Por otra parte, si la convexidad en un punto es reemplazada por convexidad global, las
condiciones de Kuhn-Tucker son también suficientes.
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2.3.4

Cualificación de restricciones

Hasta este momento hemos probado que optimalidad local implica queF0∩G0 = /0, con lo
que se deducen las condiciones de Fritz John; y bajo la suposición de cualificación de restric-
ciones de independencia lineal se obtienen las condicionesde Kuhn-Tucker. En esta sección
obtendremos las condiciones de Kuhn-Tucker directamente,sin tener que probar primero las
condiciones de Fritz John. Como se demostrará en el Teorema2.23, una condición necesaria
para un óptimo local es queF0 ∩ T = /0, dondeT es el cono de tangentes definido ensegui-
da. Usando la cualificación de restriccionesT = G′, dondeG′ se definirá en el Teorema 2.24,
F0∩G′ = /0. Finalmente, usando el Teorema 2.6, obtendremos las condiciones de Kuhn-Tucker.

Definición 2.22. SeanSun conjunto no vacı́o enRn y x0 ∈ S. El cono de tangentesdeSenx0,
denotado porT, es el conjunto de todas las direccionesd tales que

d = lı́m
k→∞

λk(xk−x0),

dondeλk > 0, xk ∈ Spara todok y xk → x0.

De la definición anterior, es claro qued está en el cono de tangentes si existe una sucesión
factible{xk} que converja ax0 tal que las direcciones de las coordenadas dexk−x0 converjan a
d. La Figura 2.8 ilustra dos ejemplos de conos de tangentes.

S

x0

T

S

x0
T

Figura 2.8: Ejemplos de conos de tangentes.

Teorema 2.23. Sean S un conjunto no vacı́o enRn y x0 ∈ S. Supongamos que f: Rn → R es
diferenciable enx0. Si x0 es unóptimo local del problema de minimizar f(x) sujeto ax ∈ S,
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entonces F0∩T = /0, donde

F0 = {d | ∇ f (x0) ·d < 0}

y T es el cono de tangentes de S enx0.

Demostración.
Sead ∈ T, es decir,d = lı́m

k→∞
λk(xk−x0), dondeλk > 0, xk ∈ Spara todok y xk → x0. Como

f es diferenciable enx0, tenemos que

f (xk)− f (x0) = ∇ f (x0) · (xk−x0)+‖xk−x0‖E(x0,xk−x0) (2.11)

dondeE(x0,xk−x0) → 0 cuandoxk → x0. Comox0 es un óptimo local, parak suficientemente
grande, tenemosf (x0) ≤ f (xk); y de (2.11) tenemos que

∇ f (x0) · (xk−x0)+‖xk−x0‖E(x0,xk−x0) ≥ 0.

Multiplicando porλk > 0 y tomando el lı́mite cuandok→ ∞, la desigualdad anterior implica
que∇ f (x0) ·d≥ 0. Hemos probado qued ∈ T implica que∇ f (x0) ·d≥ 0 y de aquı́ se sigue que
F0∩T = /0. �

Teorema 2.24. Teorema de Kuhn-Tucker (Condiciones necesarias).Sean X un conjunto no
vaćıo enRn, f : Rn → R y gi : Rn → R para i= 1, . . . ,m. Considere el Problema 2.13, seax0 un
punto factible y sea I= {i | gi(x0) = 0}. Supongamos que f y gi con i∈ I son diferenciables en
x0. Más áun, supongamos que la cualificación de restricciones T= G′ se satisface, donde T es
el cono de tangentes de la región factible enx0 y

G′ = {d | ∇gi(x0) ·d ≤ 0 para i∈ I}.

Six0 es una solucíonóptima local, entonces existen escalares no negativos ui para i∈ I tales
que

∇ f (x0)+∑
i∈I

ui∇gi(x0) = 0.

Demostración.
Por el Teorema 2.23,F0∩T = /0. Por suposiciónT = G′, ası́ queF0∩G′ = /0; es decir, el

siguiente sistema no tiene solución.

∇ f (x0) ·d < 0 ∇gi(x0) ·d ≤ 0 parai ∈ I .

A partir del Teorema 2.6 se sigue el resultado.�
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2.3.5

Problemas con restricciones lineales

El siguiente lema establece que si las restricciones son lineales, entonces se satisface el
Teorema 2.24. Esto también implica que las condiciones de Kuhn-Tucker son siempre necesarias
para problemas con restricciones lineales, independientemente de que la función objetivo sea
lineal o no.

Lema 2.25. SeanA una matriz m×n, b y x vectores columna m×1 y

S= {x | Ax ≤ b}.

Supongamos quex0∈S es tal queA1x = b1 yA2x < b2, dondeAt =(At
1,A

t
2) ybt =(bt

1,b
t
2);

entonces T= G′, donde T es el cono de tangentes de S enx0 y G′ = {d | A1d ≤ 0}.

Demostración.
Si A1 es la matriz cero,G′ = Rn. Más aún,x0 ∈ int(S) y por lo tantoT = Rn. De esta forma

T = G′.

Ahora supongamos que la matrizA1 tiene al menos una entrada diferente de cero. Sead∈ T,
es decir,d = lı́m

k→∞
λk(xk−x0), dondexk ∈ Sy λk > 0, para todok. Entonces

A1(xk−x0) ≤ b1−b1 = 0. (2.12)

Multiplicando (2.12) porλk > 0 y tomando lı́mite cuandok → ∞ se tiene queA1d ≤ 0,
entonces llegamos a qued ∈ G′ y T ⊂ G′. Ahora queremos probar queG′ ⊂ T. Sead ∈ G′, es
decir,A1d ≤ 0. ComoA2x0 < b2, existeδ > 0 tal queA2(x0 +λd) < b2 para todoλ ∈ (0,δ ).
Más aún, comoA1x0 = b1 y A1d ≤ 0, entoncesA1(x0 + λd) ≤ b1 para todoλ > 0. Entonces
x0 + λd ∈ S para todoλ ∈ (0,δ ); lo cual implica qued ∈ T, es decir,G′ ⊂ T. Por lo tanto
T = G′. �

Notemos que el Problema 2.13 también puede ser escrito de lasiguiente forma:

Problema 2.26.
Minimizar f (x)

sujeto a gi(x) ≤ ci parai = 1, . . . ,m
x ∈ X

dondeci es constante para todai. Denotemos los parámetrosci ’s del Problema 2.26 por medio
del vectorc = (c1, . . . ,cm), al cual llamaremosvector paŕametro. Pero observemos que el valor
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de ci puede presentar variaciones para cualquieri. Supongamos que parac ∈ Rm, el Proble-
ma 2.26 tiene una soluciónx(c) y denotemos el valor de esta solución porv(c) = f (x(c)).
Probaremos más adelante que, bajo ciertas condiciones,v(c) depende continuamente del vector
parámetroc.

Consideremos el siguiente problema de optimización más general. Seaf : Rn → R una fun-
ción dada,

Problema 2.27.
Minimizar f (x)

sujeto a x ∈C(q)

dondeC(q) es unconjunto restriccíon no vacı́o yq = (q1, . . . ,qs) pertenece a un conjunto de
parámetrosQ ⊂ Rs. Supongamos quef es continua y queC(q) es compacto para todaq ∈ Q,
entonces, por el Corolario 1.23, que el Problema 2.27 tiene al menos una solución. Denotemos
por x(q) ⊂ C(q) al conjunto de soluciones correspondiente aq y por v(q) al valor máximo
asociado; es decir,v(q) = f (x) para algúnx ∈ x(q). El Teorema 2.28 establece la continuidad
dex(·) y v(·) (Mas-Colell,1995).

Teorema 2.28. Supongamos que la correspondencia de restricción C : Q → Rn es continua
y que f es una función continua, entonces la correspondencia maximizadora x: Q → Rn es
superiormente hemicontinua y la función valor v: Q→ R es continua.



Capı́tulo 3
Elementos de microeconomı́a

En este capı́tulo se desarrolla una parte de la teorı́a de la elección del consumidor, con el fin
de que el lector se familiarice con algunos conceptos económicos que son de importancia para
el desarrollo del presente trabajo.

Notacíon. En este capı́tulo la notacióny << x, con y,x ∈ Rn, significa queyi < xi para
i = 1,2, . . . ,n.

3.1

Las preferencias del consumidor

Cuando entramos en una tienda nos encontramos con una gran cantidad de bienes que po-
drı́amos comprar, pero como nuestros recursos financieros son limitados no podemos comprar
todo lo que queremos. Por esta razón, observamos los precios de los diversos bienes y com-
pramos los que, dados nuestros recursos, mejor se ajustan a nuestras necesidades y deseos. A la
mayorı́a de las personas les gustarı́a aumentar la cantidado calidad de los bienes que consumen,
sin embargo, consumen menos de lo que desean porque su ingreso restringe o limita su gasto.

El problema al que se enfrenta el consumidor es elegir sus niveles de consumo de varios
bienes y servicios que están disponibles en un determinadomercado. A estos bienes y servicios
les llamaremosartı́culos de consumo. Por simplicidad, asumiremos que el número de artı́culos
de consumo es finito e igual an.

Un vector de artı́culos de consumo,x = (x1, ...,xn), es una lista de las cantidades de diferentes
artı́culos de consumo y puede ser visto como un punto enRn, elespacio de artı́culos de consumo.
La i-ésima entrada de éste vector representa la cantidad consumida del artı́culo de consumoi y el
vectorx representa un nivel de consumo de un individuo. Nos referiremos a dicho vector como
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unacesta de consumo. Por ejemplo, sin = 3 y mis artı́culos de consumo son botellas de agua,
blusas y libretas; entoncesR3 es el espacio de consumo y las cestasx1 = (1,2,3) y x2 = (3,1,2)
representan los niveles de consumo de una botella de agua, dos blusas y tres libretas; y tres
botellas de agua, una blusa y dos libretas, respectivamente.

Por otra parte, las elecciones de consumo están limitadas por un número de restricciones
fı́sicas; por ejemplo, es imposible consumir una cantidad negativa de un bien, tal como pan o
agua. Formalmente, el conjunto de consumo, X, es un subespacio del espacio de consumoRn,
es decir, X⊂ Rn. El conjunto X consta de todas las posibles cestas de bienes que el individuo
podrı́a consumir dadas las restricciones fı́sicas impuestas por su entorno.

Consideremos los siguientes ejemplos para el cason = 2.

1. La Figura 3.1 representa los niveles de consumo posibles de pan y ocio en un dı́a, ambos
niveles deben ser no negativos y consumir más de 24 horas de ocio al dı́a es imposible.

Pan

Horas
deocio

24

X

Figura 3.1: Ejemplo de un espacio de consumo X.

2. Supongamos que un individuo requiere un mı́nimo de 4 rebanadas de pan al dı́a para
sobrevivir y que hay dos tipos de pan, blanco e integral. La Figura 3.2 representa esta
situación en la que el individuo puede combinar los dos tipos de pan de modo que cubra
con sus necesidades básicas.

Para el desarrollo de este trabajo se tomará la clase más simple de un conjunto de consumo,
el conjunto de todas las cestas de consumo cuyas entradas sonno negativas, es decir,

X = Rn
+ = {x ∈ Rn | xi ≥ 0 parai = 1, ...,n}.

Supondremos que dadas dos cestas de consumo cualesquiera enX, el consumidor puede
ordenarlas según su atractivo, es decir, vamos a suponer que el individuo tiene preferencias sobre
las cestas de consumo en X. Si el consumidor prefiere una cestaa otra, significa que elegirá la
que prefiere, si tiene posibilidad de hacerlo. Por lo tanto, las decisiones del consumidor dependen
de sus preferencias por los bienes.
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X

Pan
Integral

Pan
Blanco

4

4
Figura 3.2: Ejemplo de un espacio de consumo X.

Definición 3.1. Definimos unarelación de preferenciassobre el conjunto de consumo X, de-
notada por el sı́mbolo-, de la siguiente manera:y - x quiere decir que el consumidor considera
que la cesta de consumox es al menos tan buena como la cestay.

De esta relación se derivan las siguientes:

1. Cuando el consumidor prefiere estrictamente la cestax a la cestay, y ≺ x, esto ocurre si y
sólo siy - x pero nox - y.

2. Cuando el consumidor es indiferente entre las dos cestas de consumo,x ∼ y, esto sucede
si y sólo six - y y y - x.

3.1.1

Supuestos sobre las preferencias

Cuando- cumple la propiedad de orden total queremos decir que un individuo puede com-
parar dos cestas cualesquiera de su conjunto de consumo X y decidir cuál prefiere. Para que
el individuo pueda elegir alguna cesta, antes debe reflexionar sobre su decisión; ası́ que este
supuesto también nos dice que el individuo sólo toma decisiones meditadas.

Por otra parte, el supuesto de que- es transitiva hace que las preferencias del consumidor
sean coherentes y que no se ciclen; por ejemplo, si un individuo considera que una rebanada de
melón,m, es al menos tan buena como una naranja,n, y ésta es al menos tan buena como una
fresa, f , ( f - n - m); no puede decir que una fresa es al menos tan buena como una rebanada
de melón (m� f - n - m).

De esta forma, llegamos a la siguiente definición.
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Definición 3.2. La relación de preferencias- esracionalsi cumple las siguientes propiedades:

i) Orden total. Se cumpley - x o x - y o ambas,∀x,y ∈ X.

ii) Transitividad. Si y - x y z - y, entoncesz - x, ∀x,y,z∈ X.

La siguiente definición establece que si tenemos una cesta que contiene al menos la misma
cantidad de todos los bienes que otra, es al menos tan buena como ésta.

Definición 3.3. La relación de preferencias- se dicemonótonasi yi ≤ xi ∀i, entoncesy - x.

También podemos plasmar la siguiente idea mediante una definición, una cesta que con-
tenga al menos la misma cantidad de todos los bienes que otra,y más de alguno de ellos, es
estrictamente preferida a ésta.

Definición 3.4. La relación de preferencias- se dicemonótona fuertesi yi ≤ xi ∀i y x 6= y,
implicay ≺ x.

El principio de insaciabilidad local es muy utilizado en economı́a, éste se basa en la idea de
que al estar hablando de bienes, suponemos que cuanto más, mejor. Este principio plantea que
el consumidor no se sacia con ninguna de las cestas de bienes viables, en el sentido de que una
cesta que tiene más de cualquier bien es preferible a una cesta que tenga menos de ese bien.

Principio de insaciabilidad local.Dado cualquierx ∈ X y cualquierε > 0, existey∈ X con
|x−y| < ε tal que x ≺ y.

3.1.2

La utilidad

Los individuos son capaces de ordenar todas las situacionesposibles de la menos a la más
deseable y las situaciones más deseables reportan mayor utilidad que las menos deseables. La
utilidad es una medida subjetiva de la satisfacción o la felicidad que reporta a un consumidor
una cesta de consumo.

Para el análisis económico es conveniente representar elcomportamiento del consumidor
mediante una función de utilidad. Una función de utilidades un instrumento que asigna un valor
numérico a cada elemento en X de tal forma que las cestas que son más preferidas tengan un
número más alto que las menos preferidas. La función de utilidad tiene un carácter ordinal,
únicamente refleja el orden de las preferencias del individuo.
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Definición 3.5. Una funciónu : X → R es unafunción de utilidadque representa la relación
de preferencias- si se cumple lo siguiente

y - x ⇔ u(y) ≤ u(x) ∀x,y ∈ X.

Dado que sólo importa la ordenación de las cestas de bienes, si u(x) representa una relación
de preferencias- y f : R → R es una función monótona creciente, entoncesf (u(x)) represen-
tará exactamente las mismas preferencias, ya quef (u(y)) ≤ f (u(x)) si y sólo siu(y) ≤ u(x).

Proposición 3.6. Una relacíon de preferencias- puede ser representada mediante una fun-
ción de utilidad śolo si- es racional.

Demostración.
Demostraremos que si existe una función de utilidadu(x) que represente las preferencias-,

entonces- debe cumplir las propiedades de orden total y transitividad.

Primero probaremos que la relación de preferencias debe cumplir la propiedad de orden
total. Sabemos que la funciónu va de X aR, entonces para cualquierax,y ∈ X se deberá tener
u(y)≤ u(x) o u(x)≤ u(y) o ambas. Ahora, comou es una función de utilidad que representa las
preferencias-, de acuerdo con la Definición 3.5, entonces se tieney - x o x - y o ambas. Por
lo tanto se cumple la propiedad de orden total.

Ahora probaremos que se cumple la propiedad de transitividad. Supongamos quey - x y
z - y, comou representa las preferencias debemos teneru(y) ≤ u(x) y u(z) ≤ u(y), lo cual
implicau(z)≤ u(x); y por lo tanto tenemosz- x. Demostrando ası́ que se cumple la propiedad
de transitividad.�

Pero una relación de preferencias racional no siempre puede ser representada mediante una
función de utilidad, para ilustrar esto veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.7. Preferencias lexicogŕaficas.Por simplicidad, supongamos que X= R2
+. Defi-

nimos las preferencias lexicográficas-L de la siguiente manera:

(x,y) -L (x′,y′) ⇔ x < x′ o si x = x′ y y≤ y′,

análogamente
(x,y) ≺L (x′,y′) ⇔ x < x′ o si x = x′ y y < y′.

Es decir, una cesta es al menos tan buena como otra si tiene más o igual cantidad del bien
uno y en caso de tener igual, tiene más o igual cantidad del bien dos. De esta forma, para el
consumidor es más importante el bien uno que el bien dos.

En la Figura 3.3 podemos observar que las preferencias lexicográficas nos dan la relación
D ≺L C ≺L B ≺L A. Las preferencias lexicográficas son racionales pero a pesar de ello no se
pueden representar mediante una función de utilidad.
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x

y

D

C

B

A

Figura 3.3: Preferencias lexicográficas

Supongamos, por contradicción, que existe una funciónu : X → R que representa-L.
Tomemos dos cantidades positivas del segundo bien,y1 y y2, tales quey2 < y1. Seax1 ∈ R+

arbitrario, entonces tenemos(x1,y2) ≺L (x1,y1) y como u representa dichas preferencias, se
tiene queu(x1,y2) < u(x1,y1). Ahora, comoQ es denso enR, exister(x1) ∈ Q tal que

u(x1,y2) < r(x1) < u(x1,y1).

Por otra parte, debido al carácter lexicográfico de las preferencias, el tenerx2 < x1 implica
r(x2) < r(x1), ya que

u(x2,y2) < r(x2) < u(x2,y1) < u(x1,y2) < r(x1) < u(x1,y1).

Entonces, para cadax ∈ R+ existe unr(x) ∈ Q distinto, es decir, tenemos una función in-
yectivar : R+ → Q, lo cual es imposible porqueQ es numerable yR+ no lo es. Por lo tanto, no
existe una función de utilidad que represente las preferencias lexicográficas.

Necesitamos que la relación de preferencias cumpla una propiedad más para asegurar la
existencia de una función de utilidad, la propiedad de continuidad. Dicha propiedad nos dice
que las preferencias del consumidor no pueden exhibir “brincos”, es decir, que la dirección de
preferencia no se puede revertir al pasar al lı́mite de una sucesión de comparaciones, además
nos dice que el consumidor es capaz de distinguir pequeñas diferencias entre las cestas y tomar
decisiones. Para comparar cestas que tienen pequeñas diferencias necesitamos decidir qué tan
cerca está una de la otra, ası́ que tenemos que incorporar laidea de distancia.

Definición 3.8. La relación de preferencias- es continuasi se preserva bajo lı́mites, es
decir, para cualquier par de sucesiones{(xn,yn)}n∈N tales queyn - xn ∀n, lı́mn→∞ xn = x y
lı́mn→∞ yn = y, se cumpley - x.

Una forma equivalente de establecer la idea de continuidad es decir que los conjuntos

{x ∈ X : y - x} y {x ∈ X : x - y}

son cerrados,∀y ∈ X.
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El que la relación de preferencias- cumpla la propiedad de continuidad es suficiente para
que exista una función de utilidad que la represente, de hecho nos garantiza la existencia de una
función de utilidad continua. Esto se establece en el siguiente teorema.

Teorema 3.9. Supongamos que la relación de preferencias- es racional y continua en X,
entonces existe una función de utilidad u(x) que representa la relación de preferencias-.

Demostración.
Probaremos la proposición para el caso deX = Rn

+ y una relación de preferencias monótona.
Sean

Z = {x = (x1, . . . ,xn) ∈ Rn | x1 = . . . = xn}
y e el vector unidad enRn

+,
e= (1, . . . ,1).

Observemos queαe∈ Z para todoα ≥ 0. Además, para todox ∈ Rn
+, la monotonicidad

de la relación de preferencias implica que0 - x; notemos también que para cualquierα̃ tal
quex << α̃e, entoncesx - α̃e. La construcción de una función de utilidad para el cason = 2
está ilustrada en la Figura 3.4.

Figura 3.4: Construcción de una función de utilidad.

Utilizando el hecho de que la relación de preferencias sea monótona y continua, vamos a
probar que existe un único valorα(x) ∈ [0, α̃] tal queα(x)e∼ x.

Por continuidad, los conjuntos

A+ = {α ∈ R+ | x - αe}
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y

A− = {α ∈ R+ | αe- x}

son no vacı́os y cerrados. Debido a que la relación de preferencias cumple la propiedad de orden
total,R+ ⊂ (A+ ∪A−). Por otra parte, comoA+ y A− son conjuntos cerrados no vacios yR es
conexo, entoncesA+ ∩A− 6= /0; por lo tanto existe un escalarα tal queαe∼ x. Más aún, por
monotonicidad,α1e≺ α2esiempre queα1 < α2; entonces, existe un único escalar que satisface
αe∼ x, a dicho escalar lo denotamos porα(x).

Hasta este puntoα(x) es nuestra función de utilidad, es decir, asignamos un valor de utilidad
u(x) = α(x) para todox. Este nivel de utilidad está representado en la Figura 3.4 por el conjunto
{y∈ R2 | y ∼ x}. Ahora necesitamos probar que la función de utilidad en realidad representa las
preferencias- y que es una función continua.

El hecho de queα(x) represente las preferencias- se sigue de su construcción. Vamos a
probar quey - x ⇔ α(y) ≤ α(x).

⇐) Supongamos queα(y) ≤ α(x). Por monotonicidad, se tiene queα(y)e- α(x)e; como
x ∼ α(x)ey y ∼ α(y)eentoncesy - x.

⇒) Supongamos quey - x, entoncesα(y)e∼ y - x ∼ α(x)e y por monotonicidad se debe
cumplir queα(y) ≤ α(x).

Ahora vamos a probar queα(x) es una función continua para todox, es decir, para toda
sucesión{xn}n∈N tal que lı́mn→∞ xn = x, entonces lı́mn→∞ α(xn) = α(x).

Consideremos una sucesión{xn}n∈N tal que lı́mn→∞ xn = x. Notemos que la sucesión dada
por {α(xn)}n∈N debe tener una subsucesión convergente. Por monotonicidad se tiene que para
cualquierε > 0, α(x′) está en un subconjunto compacto deR+, [α0,α1], para todox′ tal que
‖x′−x‖ ≤ ε (ver Figura 3.5). Como{xn}n∈N converge ax, existeN∈N tal queα(xn)∈ [α0,α1]
para todon > N. Pero cualquier sucesión infinita que esté en un conjunto compacto debe tener
una subsucesión convergente.

Ahora falta demostrar que todas las subsucesiones convergentes de{α(xn)}∞
n=1 convergen

a α(x). Supongamos, por contradicción, que existe una funciónm(·) estrictamente creciente
que asigna a cada entero positivon un entero positivom(n) y para la cual, la subsucesión
{α(xm(n))}n∈N converge aα ′ 6= α(x).

Primero probaremos que si suponemosα(x) < α ′ llegamos a una contradicción. Supon-
gamosα(x) < α ′, por monotonicidad tenemos queα(x)e≺α ′e. Seaα̂ = 1

2[α ′+α(x)]. El punto
α̂e es el punto medio que está sobreZ entreα ′e y α(x)e (ver Figura 3.5). Por monotonicidad
se cumple queα(x)e≺ α̂e. Por otra parte, comoα(xm(n)) → α ′ > α̂, existeN ∈ N tal que para
todon > N se tiene queα(xm(n)) > α̂. Ahora, para todos esosn’s se cumplexm(n) ∼ α(xm(n))e
y por monotonicidad̂αe≺ α(xm(n))e. Ya que la relación de preferencias es continua, entonces
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Figura 3.5: Prueba de que la función de utilidad construidaes continua.

α̂e- x, y comox ∼ α(x)e, se tiene quêαe- α(x)e; lo cual es una contradicción pues tenı́amos
queα(x)e≺ α̂e. El argumento para descartar el caso en el queα ′ < α(x) es similar.

Por lo tanto, ya que todas las subsucesiones convergentes de{α(xn)}n∈N convergen aα(x),
tenemos que lı́mn→∞ α(xn) = α(x), completando la prueba.�



Capı́tulo 4
Un modelo de la asignación del tiempo de los
niños a educación y trabajo

Este capı́tulo tiene una fuerte intersección con Acosta (2008), ya que dicho trabajo se enfoca
en el análisis de una parte de la solución del modelo que se discute en esta tesis. De manera
evidente, el planteamiento del problema es el mismo. Asimismo, el presente capı́tulo está basado
ampliamente en el libroEl Trabajo Infantil en Ḿexico 1984-2000de H. Robles.

El análisis de las decisiones entre estudio y trabajo para los niños se puede abordar a través
de distintos enfoques económicos. Estos enfoques pueden ser clasificados de acuerdo al carácter
de la educación y el altruismo de los padres.

Por una parte, el bienestar de los padres puede depender o no de la riqueza de sus hijos,
independientemente de que éstos los ayuden económicamente en el futuro. Consideremos dos
tipos de padres:

Padre altruista: aquel padre cuyo bienestar es influido directamente por la felicidad de sus
hijos a lo largo de su ciclo de vida.

Padre no altruista: aquel padre que sea indiferente a la situación en que se encuentren sus hijos
ahora y en el futuro.

Descartamos el caso de padres malintencionados que incrementan su felicidad a costa del
bienestar y desarrollo de sus hijos.

Por otra parte, la educación formal puede ser vista como inversión en capital humano o como
un bien de consumo.

El enfoque que considera a la educación como inversión está basado en la teorı́a del capi-
tal humano. Dicha teorı́a fue desarrollada, entre otros, por el economista estadounidense Gary
Becker. De la manera más simple, podemos definir al capital humano como los conocimientos,
las aptitudes y la experiencia en las que intencionadamentelos individuos invierten recursos con
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objeto de disfrutar de un flujo de beneficios futuros; estos beneficios pueden ser económicos
o de otra ı́ndole. El capital humano puede incrementarse invirtiendo en educación, atención a
la salud y capacitación laboral, principalmente. Esta teorı́a deduce que es más conveniente que
los individuos dediquen parte de su tiempo a adquirir educación formal a edades tempranas, ya
que en esa etapa de la vida sus costos de oportunidad son muy bajos o nulos. Al considerar
esto último, podemos decir que los padres tienen la posibilidad de maximizar la remuneración
del capital humano de sus hijos, al educarlos desde pequeños; simplemente porque entre más
jóvenes terminen ellos de educarse, recibirán por un periodo más extenso dicha remuneración.
De esta forma, la teorı́a del capital humano concluye que un proceso eficiente para maximizar
el ingreso de los individuos consiste en la adquisición de educación formal durante los periodos
de niñez y adolescencia (Becker, 1993).

La perspectiva del capital humano considera que las personas, al invertir en sı́ mismas,
además de perseguir un bienestar presente, también buscan un rendimiento futuro de cualquier
ı́ndole. En este trabajo se estudiará la adquisición de educación como una inversión en capi-
tal humano y se analizarán los determinantes de la inversi´on en educación suponiendo que los
beneficios futuros se reducen únicamente a los económicos.

Cabe destacar que la adquisición de educación es analizada también desde otra perspecti-
va, considerándola como un gasto en un bien de consumo. En esta perspectiva, las personas
se educan porque la obtención de conocimientos, habilidades y aptitudes son satisfactorias en
sı́ mismas. El enfoque que considera a la educación como un bien de consumo plantea que los
padres educan a sus hijos porque ésta es un bien que influye positivamente en el desarrollo so-
cial y cognitivo de los niños. Este punto de vista, económicamente equivale a atribuirle a la
educación las caracterı́sticas de un bien normal de consumo duradero. Se dice que es un bien
normal porque al aumentar el ingreso, aumenta el consumo de la misma; de consumo porque
el objetivo de la educación es satisfacer la demanda final del individuo sin intentar producir
otros bienes o servicios, contrario al caso anterior; y por ´ultimo, se considera duradero porque
le retribuye al individuo, durante un tiempo relativamentelargo, un flujo de servicios.

El esquema siguiente ilustra los tres modelos generales en los que pueden ser ordenados
los estudios económicos sobre la asignación del tiempo delos niños a educación y trabajo. Se
excluye el caso en el que los padres son no altruistas y la educación es vista como un bien de
consumo, pues como la educación influye positivamente en eldesarrollo de los niños, entonces
los padres que educan a sus hijos tienen que ser altruistas.

Altruismo de los padres
Carácter de la educacíon Altruistas No altruistas

Inversión Posible Posible
Consumo Posible No posible

Es importante notar que las relaciones intrafamiliares pueden influir en las decisiones de
asignación del tiempo de los niños; para simplificar esta realidad se tienen algunas hipótesis
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sobre las relaciones existentes en el núcleo familiar. Bergstrom (1997), distingue dos esquemas
teóricos de la familia:

Modelos unitarios: son aquellos en los cuales las decisiones económicas de losmiembros de
la familia se analizan a partir de una sola función de utilidad, que corresponde a la persona
que toma las decisiones.

Modelos plurales: son aquellos donde los miembros de la unidad familiar desarrollan interac-
ciones estratégicas para la toma de decisiones económicas de los recursos del hogar.

En este estudio se toma el enfoque que considera a la educaci´on como una inversión en
capital humano, asumiendo a los padres altruistas. Ademássólo es admitido un esquema familiar
sin conflictos, por lo que optaremos por un modelo unitario.

4.1

Planteamiento del problema.

El presente trabajo considera que la educación es capital humano y que los beneficios fu-
turos de ésta, son económicos. El modelo microeconómicose centra en los usos del tiempo del
menor. Es un modelo heurı́stico, unitario y dinámico de losusos del tiempo de un niño. Es un
modelo dinámico porque distingue explı́citamente en los tiempos de inversión y de recolección
de beneficios.

La teorı́a del capital humano asume que el proveer de educación a los hijos es una forma de
transferirles riqueza (Becker,1993). El objetivo de los padres es transferirle la mayor cantidad de
riqueza humana y no humana al menor, a modo de maximizar su bienestar futuro; pues debido
al supuesto de padres altruistas, éstos serán más felices mientras mayor bienestar tenga el niño
en su infancia y en su vida adulta. Esto lleva a los padres a tratar de proporcionarle a su hijo
las mejores condiciones de vida posibles; otorgándole tiempo para descansar, invirtiendo en su
educación y transfiriéndole activos en vida o a través de herencias en forma óptima.

El modelo se desarrollará considerando los siguientes supuestos:

i) Se supone que el padre puede influir en el bienestar futuro de su hijo mediante la asig-
nación de una parte del tiempo del menor a su educación formal, y/o dándole transferen-
cias monetarias cuando alcance la madurez.

ii) Suponemos dos periodos, el primero de ellos es lainfancia, en esta etapa los padres
cuidan de sus hijos y asignan el tiempo de éstos a educacióny, eventualmente, a trabajar
en el mercado laboral o en la producción económica o doméstica de la unidad familiar. El
segundo es lamadurez, en donde los padres envejecen y abandonan el mercado laboral.
Ellos viven de sus ahorros y, eventualmente, transfieren activos económicos a sus hijos.
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iii) Sin pérdida de generalidad, las decisiones laboralesde los padres se consideran exógenas,
suponiendo que el padre trabaja lo más posible.

iv) La dirección de las transferencias es de padres a hijos.

v) Existe perfecta previsión de todos los precios, incluida la tasa de interés.

A continuación explicaremos las hipótesis económicas comprendidas en el modelo para
poder plantearlo totalmente.

4.1.1

Función de utilidad del padre

Como estamos bajo el esquema de un modelo unitario, las decisiones económicas de los
miembros del hogar se analizan a partir de una sola función de utilidad, correspondiente a la
persona que toma las decisiones. A dicha persona la llamaremos padre.

De acuerdo a la perspectiva de la teorı́a del capital humano,es natural dividir el análisis del
modelo en dos periodos, en el primero se invierte en la educación del niño y en el segundo se
obtienen los beneficios de dicha inversión. De esta forma, se tendrá una función de utilidad del
padre para cada periodo.

La felicidad del padre estará directamente influenciada por la felicidad de su hijo, ya que
aquel es altruista. En el primer periodo el niño es feliz al consumir tiempo en ocio, el cual
denotaremos porL, esto lleva al padre a considerar al ocio del menor como una desus variables
de su función de utilidad. Además, el tiempo dedicado al ocio y al trabajo limitan el tiempo
que el menor podrı́a dedicar a su educación formal. Por otraparte, es razonable considerar que
la felicidad del padre depende del bienestar su familia; dicho bienestar puede ser contemplado
a través del consumo familiar de bienes y servicios. Al consumo familiar del primer periodo
lo denotaremos porC1; notemos que el gasto enC1 limita las posibilidades de que el menor
adquiera educación formal. De esta forma,U(C1,L) representará la función de utilidad del padre
del primer periodo.

Cuando el hijo alcance la madurez, su felicidad dependerá,principalmente, del nivel de
riqueza que posea. La adquisición de esta riqueza puede serpor medio de la remuneración a
su capital humano formado durante su niñez, denotado porτH; o posiblemente reciba algún
tipo de transferencias, las cuales están representadas por Tr. El parámetroτ y la variableH
representan el precio de una unidad de capital humano del individuo y el nivel de capital humano,
respectivamente. Análogamente al primer periodo, el bienestar paterno dependerá del consumo
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familiar del segundo periodo, denotado porC2. De esta manera,V(C2,τH,Tr) representará la
función de utilidad paterna del segundo periodo.

Debido a que se tienen dos funciones de utilidad en diferentes periodos de tiempo, es nece-
sario incluir un factor de descuento temporal, al que llamaremosβ . Ya que el propósito deβ es
comparar funciones de naturaleza subjetiva, él mismo tiene dicha caracterı́stica, pues para cada
uno de nosotros un objeto hoy no nos retribuye la misma utilidad que en el futuro. Por ejemplo,
si les preguntáramos a dos personas de diferentes recursoseconómicos, donde una tiene un nivel
de riqueza mayor que la otra, cuál serı́a su utilidad de tener una unidad monetaria adicional hoy
y cuál la de obtenerla en el futuro; seguramente la primera responderı́a que en el futuro, pues es
muy probable que en el presente cuente con los recursos econ´omicos suficientes para satisfacer
sus necesidades y le es más atractiva la posibilidad de tener dicha riqueza adicional en el futuro.
En cambio, podrı́amos pensar que para la otra persona es másbenéfico contar con esos recursos
en el presente, pues es muy probable que los recursos con que cuenta no sean suficientes para
cubrir sus necesidades. De esta manera el parámetroβ asociado a la persona que posee un menor
nivel de riqueza será más pequeño que en comparación conel parámetroβ asociado a la persona
que posee un menor mayor nivel de riqueza.

Finalmente, la función de utilidad paterna para los dos periodos está dada por:

U(C1,L)+βV(C2,τH,Tr). (4.1)

4.1.2

Función de produccíon de capital humano

En general se puede definir a una función de producción comoaquella que muestra la
relación entre la cantidad total de producción y la cantidad de insumo utilizado. En particu-
lar, la producción de capital humano del menor depende del tiempo que éste asigne al estudio.
Ası́, es razonable suponer una función de producción de capital humano para el menor.

Una caracterı́stica importante que cumplen las funciones de producción, y por ende la fun-
ción de producción de capital humano, es la establecida por el principio de rendimientos marginales
decrecientes. Veamos un sencillo ejemplo antes de enunciardicho principio.

Imaginemos que queremos vender galletas y que para producirlas se necesitan batidoras,
hornos, trabajadores, harina, azúcar, aromatizantes, colorantes, etcétera. Además, supongamos
que tenemos una cantidad fija de batidoras, hornos, harina, azúcar, aromatizantes y colorantes; y
que estamos interesados en analizar cómo varı́a la producción de galletas variando simplemente
el número de trabajadores. La siguiente tabla muestra el n´umero de trabajadores, en la primer
columna; la producción de galletas por hora, en la segunda columna y la tercer columna indica
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el aumento que experimenta la producción de galletas al contratar un trabajador adicional; a lo
que llamamos producto marginal.

Número de trabajadores Producto total Producto marginal
0 0 -

1 10 10

2 30 20

3 60 30

4 80 20

5 95 15

6 105 10

7 110 5

Como se puede observar en la tabla, el segundo trabajador tiene un producto marginal de
20 galletas, el tercero de 30, y ası́ sucesivamente. Notemosque a niveles bajos de contratación
de trabajadores, el producto marginal es positivo y creciente, esto es, el contratar un trabajador
adicional aumenta la producción. Sin embargo, llega el momento en el que seguir contratando
trabajadores provoca una producción adicional positiva pero decreciente; en el ejemplo este
fenómeno se presenta a partir de 3 trabajadores. Este hechoes bastante razonable, ya que a
medida que aumenta su número, los trabajadores adicionales tienen que compartir el equipo y
trabajar en un lugar más saturado. Por lo tanto, a medida quese contratan más trabajadores, cada
empleado adicional contribuye menos a la producción totalde galletas.

Análogamente, si en lugar de variar el número de trabajadores variamos el número de hornos,
manteniendo todos los demás insumos constantes, se presentará una situación similar a la descri-
ta. Este comportamiento es conocido como el principio de rendimientos marginales decrecientes,
el cual establece que a partir de una cierta cantidad de insumo, si la cantidad de dicho insumo
aumenta, entonces la producción aumenta pero a un ritmo más y más débil; manteniendo todos
los demás factores constantes. En otras palabras, llegar´a un momento en el cual los incrementos
de la producción marginal resultantes del aumento de algún insumo serán decrecientes.

Este principio puede ser formalizado de la siguiente manera:

Seaf : X ⊆Rn →R una función de producción que cumple con elprincipio de rendimientos
marginales decrecientespara eli-ésimo insumo, entonces, manteniéndose todo lo demás cons-
tante, a partir de un momentoDi f > 0 y Di,i f < 0; es decir,f es cóncava como función de la
i-ésima variable. En el caso de que la productividad marginal de las primeras unidades consumi-
das deli-ésimo insumo sea positiva y creciente, entoncesDi f > 0 y Di,i f > 0, es decir,f es
convexa como función de lai-ésima variable.

Podemos apreciar el principio de rendimientos marginales decrecientes en la función de pro-
ducción de capital humano del menor como sigue: para las primeras unidades de tiempo de
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estudio del niño, la producción marginal será positiva ycreciente, en otras palabras, la cantidad
de capital humano se incrementará conforme el menor aumente su tiempo de estudio; sin embar-
go, a partir de un cierto nivel de tiempo asignado al estudio,al aumentar más unidades de éste, el
capital humano del menor se incrementará pero en menor cantidad. Por dar un ejemplo simple,
supongamos que un individuo ha decidido estudiar todo un dı́a alguna materia en especı́fico,
muy probablemente las primeras horas de estudio serán muy productivas, pero conforme avance
el dı́a el rendimiento del individuo será menor, pues seguramente llegará un momento en el que
éste se sature de información.

Rendimientos marginales

t

f (t)

decrecientes

0

Figura 4.1: Función de producción de capital humano.

La Figura 4.1 ilustra el comportamiento general de la funci´on de producción de capital hu-
mano del menor, la cual denotaremos porf (t), dondet es el tiempo dedicado a su educación
formal. Ası́, el nivel de capital humano formado durante la niñez,H, estará determinado por la
función de producción del menor,H = f (t). Es importante notar que para un nivel de estudio
nulo no habrá producción de capital humano, es decir,f (0) = 0. Cabe señalar que si el propósito
es maximizar ésta función, la parte de interés es la regi´on cóncava.1

4.1.3

Concavidad de las funciones de utilidad

Debido a que cada persona tiene distintos gustos y preferencias, que cambian incluso de
momento a momento, es muy difı́cil medir la utilidad; pese a esto, la utilidad suele observar

1Por sentido común podemos ver que la función de producción de capital humano del menor no sólo depende
de t, pero se asumirá ası́, ya que el objeto de estudio del modeloes la asignación del tiempo del menor. Esto se
puede consultar en el Anexo.
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un comportamiento marginal decreciente. Esta propiedad esmejor conocida como elprincipio
de utilidad marginal decreciente, el cual establece que, más allá de la diversidad de los gustos
individuales, la satisfacción lograda mediante el consumo de un bien aumenta con el incremento
del consumo, pero tal aumento de satisfacción se produce a un ritmo cada vez más débil, de
tal manera que se presenta una saturación progresiva. Parailustrar esto, pensemos que tenemos
un antojo muy grande de comer pastel y vamos a una pastelerı́apara merendar. La primera
rebanada de pastel nos producirá mucha satisfacción; la segunda ya no nos gustará tanto. Si
seguimos comiendo más rebanadas llegará un momento en el que nos sentiremos saciados y la
satisfacción obtenida al comer una rebanada adicional será casi nula.

La noción de marginalidad es un término económico utilizado en el sentido de “adicional”.
La utilidad marginalindica la utilidad adicional que reporta el consumo de una unidad más de
un bien o servicio.

El principio de utilidad marginal decreciente puede ser integrado a las funciones de utilidad
asumiéndolas cóncavas, esto se puede justificar de la siguiente manera. Para cualquier valor de
C1, la primera unidad de consumo de ocio,L, genera una utilidad muy grande, y conforme se
van consumiendo más unidades de ocio, la utilidad va aumentando pero en menor cuantı́a que
la anterior. Claramente, este comportamiento puede ser descrito mediante una función cóncava.
Por lo que si fijamosC1 y vemos aU como función deL solamente, la podemos considerar
cóncava. De igual forma, si fijamosL y vemos aU únicamente como función deC1, también la
podemos considerar cóncava.

Mediante un argumento análogo al anterior, podemos asumira la funciónV cóncava como
función únicamente de una de sus variables, manteniendo las otras dos constantes.

Si consideramos aU(C1,L) y V(C2,τ f (t),Tr) como funciones de todas sus variables, podrı́a
suceder que éstas no fueran cóncavas. Sin embargo, más adelante se impondrán algunas hipótesis
económicas sobre los argumentos de estas funciones con lascuales se asegura la concavidad de
U y V.

4.1.4

Hipótesis ecońomicas sobre las variables de las funciones

Los bienesC1, C2 y L poseen la caracterı́stica de serbienes necesarios, pues no es posible
que la familia no consuma ningún tipo de bienes y servicios,o que el menor no cuente con un
momento de descanso. Esta propiedad se incorpora al modelo mediante la positividad estricta de
los niveles óptimos deC1,C2 y L en la solución. Esto se garantiza con las condiciones siguientes.
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lı́m
C1→0

∂U(C1,L)

∂C1
= +∞ ∀L > 0 (4.2)

lı́m
L→0

∂U(C1,L)

∂L
= +∞ ∀C1 > 0 (4.3)

lı́m
C2→0

∂V(C2,τH,Tr))
∂C2

= +∞ ∀H,Tr ≥ 0. (4.4)

La interpretación económica de la ecuación (4.2) es la siguiente: para todo nivel de ocio, el
consumo inicial de una cantidad deC1 cercana a cero genera una utilidad arbitrariamente grande;
lo cual es muy razonable, pues imaginemos que una persona no ha bebido ningún tipo de lı́quido
durante todo el dı́a, y al anochecer se le ofrece un vaso de agua, de manera que al tomar el primer
sorbo su satisfacción será enorme. Observemos que el valor óptimo deC1 no puede ser cero, ya
que el nivel de utilidad más grande es el generado por el consumo de la primera unidad. La
argumentación anterior se mantiene para las ecuaciones (4.3) y (4.4).

Otra hipótesis económica utilizada en el modelo, que no contraviene elprincipio de no sa-
ciedad, es que consumos adicionales deC1 y C2, cuando los niveles de éstos son arbitrariamente
grandes, producen únicamente cambios marginales en la utilidad muy pequeños y que tienden a
cero. Analı́ticamente se cumple

lı́m
C1→+∞

∂U(C1,L)

∂C1
= 0 ∀L > 0 (4.5)

y

lı́m
C2→+∞

∂V(C2,τH,Tr))
∂C2

= 0 ∀H,Tr ≥ 0. (4.6)

La ecuación (4.5) establece que para cualquier valor deL, el comportamiento de la función
de utilidadU en el infinito es asintótico. Esto quiere decir que cuando sehaya consumido una
gran cantidad deC1, al consumir otra unidad más, la utilidad generada por estaunidad adicional
es casi nula. La interpretación anterior es la misma para laecuación (4.6).

Finalmente, se tiene una hipótesis sobre la existencia de un nivel de ocioL = T que sacia
U , dondeT es la dotación de tiempo del niño durante su niñez. Esta hipótesis es razonable ya
que si asignáramos todo nuestro tiempo disponible a ocio, con seguridad podemos decir que en
algún momento nos sentirı́amos aburridos y con deseos de realizar alguna otra actividad. Un
ejemplo muy simple que puede ilustrar esta hipótesis es suponer que un niño ha distribuido todo
su tiempo en actividades de entretenimiento, divirtiéndose con sus juguetes y los de sus amigos,
yendo al cine, viendo televisión, jugando algunos juegos de mesa, etcétera. Seguramente, des-
pués de un tiempo todas estas actividades podrı́an aburrirle, y le serı́a atractivo dedicar parte de
su tiempo a alguna otra tarea.
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Esta hipótesis se puede formular de la siguiente manera:

lı́m
L→T

∂U(C1,L)

∂L
= 0 ∀C1 > 0. (4.7)

Cabe hacer notar que esta condición permite que el menor dedique tiempo a otras actividades
en su niñez, a estudiar, por ejemplo.

4.1.5

Separabilidad de las funciones de utilidad

Asumiremos los siguientes supuestos para facilitar el análisis del modelo.

i) Las decisiones de ocio son separables de las decisiones deconsumo.

ii) Las decisiones sobre las transferencias e inversión encapital humano son separables de
las decisiones de consumo.

iii) Las transferencias y el valor del acervo de capital humano son sustitutos perfectos.

Recordemos que el objeto de estudio en el modelo es el tiempo del niño, ası́ que la suposi-
ción que se tiene en el primer inciso sólo es para enfocarnos en el tiempo de ocio y simplificar el
análisis de éste. Este supuesto es poco intuitivo, ya que se pierde la relación de sustitución exis-
tente entre consumo y ocio, dicha relación refleja la disponibilidad del individuo a intercambiar
consumo por ocio para mantener el mismo nivel de satisfacci´on.

La explicación del segundo supuesto es análoga a la anterior. Ası́ que la función de utilidad
del padre (4.1) puede ser reescrita como

Up(C1)+Uh(L)+β [Vp(C2)+Vh(τ f (t),Tr)],

donde los subı́ndicesp y h representan al padre y al hijo, respectivamente.

Por otra parte, la satisfacción del deseo del padre por transferirle riqueza a su hijo puede ser
obtenida a través de la inversión en capital humano y de lastransferencias que eventualmente le
pueda dar, ya que ambas opciones tienen la finalidad de que el hijo cuente con una buena calidad
de vida en el futuro. La tercera hipótesis refleja esta idea,ası́ que tenemos:

Vh(τ f (t),Tr) = Vh(τ f (t)+Tr).
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La funciónVh(τ f (t)+ Tr) es una composición de funciones,Vh ◦ g, dondeVh : R → R y
g : R2 → R definida comog(t,Tr) = τ f (t) + Tr. Observemos queg es suma de funciones
cóncavas, por lo que ésta también es una función cóncava. Luego, la funciónVh(τ f (t) +Tr)
es composición de funciones cóncavas, por lo que ella misma cumple dicha propiedad.

Por último, tomando en cuenta la discusión hecha hasta este punto, podemos considerar a
las funcionesUp(C1), Uh(L), Vp(C2), Vh(τ f (t)+Tr) y f (t) no sólo cóncavas, sino estrictamente
cóncavas crecientes y diferenciables. Las consideramos de esta forma con el fin de asegurar la
existencia de una única solución y la aplicación de algunos resultados matemáticos para resolver
el problema que se planteará en este modelo. Por consiguiente, la función de utilidad del padre
es suma de funciones estrictamente cóncavas crecientes y diferenciables, ası́ que ella misma
tiene dichas propiedades.

La función de utilidad del padre para los dos perı́odos est´a dada por:

Up(C1)+Uh(L)+β [Vp(C2)+Vh(τ f (t)+Tr)],

donde

C1 : = consumo familiar durante el primer periodo.

C2 : = consumo familiar durante el segundo periodo.

L : = ocio del menor.

t : = tiempo de estudio del menor.

Tr : = transferencias que los padres dan a sus hijos en su vida adulta.

τ : = precio de una unidad de capital humano del individuo.

β : = factor de descuento temporal.

El precio de una unidad de capital humano del individuo y el factor de descuento temporal
son parámetros de la función de utilidad.

4.1.6

Restricciones del modelo

La primera restricción que consideraremos es conocida como restricción presupuestal, la
cual muestra todas las cestas de consumo posibles que puede permitirse el consumidor con un
ingreso dado; ya que las decisiones de elección de bienes y servicios por parte del consumidor
dependen de su presupuesto total. Para este caso, la restricción presupuestal es la siguiente:

p1C1+ω(L+ t)+ (p2C2+Tr)
1+r ≤W+ωT,
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donde

p1 : = precios de los bienes de consumo en la infancia.

p2 : = precios de los bienes de consumo en la madurez.

ω : = tasa salarial del hijo.

r : = tasa de interés.

t : = tiempo asignado a la formación de capital humano.

W : = riqueza familiar.

Esta restricción indica todos los gastos de la familia durante los dos periodos, ası́ como el
ingreso que posee para solventar dichos gastos. La expresi´on p1C1 denota el gasto en el consumo
familiar del primer periodo,p2C2 y Tr los gastos en el consumo familiar del segundo periodo
y en transferencias, respectivamente; los últimos dos gastos están considerados en el futuro,
ası́ que es necesario traerlos al presente, por lo que dividimos p2C2 + Tr entre 1+ r. Estos
gastos no deben exceder el presupuesto familiar, el cual está formado por toda la riqueza de
la familia, como por ejemplo, el ingreso laboral del padre; el ingreso no laboral de la familia,
que es aquel dinero proveniente de herencias y/o la loterı́a; en caso de que el menor trabaje, el
ingreso laboral de éste,ω(T−L− t), dondeω representa la tasa salarial del menor; propiedades
(valuadas monetariamente), etcétera. Denotaremos porW a toda la riqueza familiar excepto el
ingreso laboral del menor, y nos referiremos a ella simplemente como riqueza familiar o como
ingreso no laboral del menor.

La siguiente restricción surge de manera muy natural, puesestablece que el tiempo que el
menor dedica a estudio, ocio y, de ser necesario, al trabajo,no debe rebasar el tiempo total del
que dispone, ası́ tenemos

t +L ≤ T.

La tercera restricción establece que el tiempo que el menorasigna a su educación formal
está acotado por la solución de un modelo básico de inversión en capital humano. Este modelo
considera que el único costo de oportunidad del individuo es el tiempo que podrı́a dedicar a
trabajar en lugar de estudiar, asumiendo que el individuo noenfrenta restricciones crediticias
de ningún tipo y que las decisiones de inversión en capitalhumano son independientes de las
decisiones de ocio y consumo.

De esta forma, el tiempo óptimo de educación formal de un niño en edad escolar, está dado
por la solución al siguiente problema:

Problema 4.1.

Maximizar τ f (t)−ω(1+ r)t
sujeto a 0≤ t ≤ T
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donde

τ : = precio de la renta por una unidad de capital humano.

t : = tiempo asignado a la formación de capital humano.

f (t) : = función de producción de capital humano del menor.

ω : = tasa salarial del hijo.

r : = tasa de interés.

El Problema 4.1 consiste en optimizar los beneficios del individuo, maximizando el ingreso
que obtendrá por su formación de capital humano, denotadoporτ f (t), menos el costo generado
por estudiar, que es el ingreso que obtendrı́a si en lugar de estudiar trabajara,ω(1+ r)t.

Analı́ticamente el Problema 4.1 es maximizar una función real estrictamente cóncava cre-
ciente y diferenciable sobre un conjunto compacto, por lo que alcanza su valor óptimo. Seats
dicho valor óptimo, entonces debe satisfacer:

τ f ′(ts) = ω(1+ r). (4.8)

El nivel de estudiots puede ser interpretado como el tiempo óptimo económico para la edu-
cación en mercados que permitan la perfecta financiación de ésta, es claro que este tiempo
óptimo sólo depende de la productividad del menor. De manera evidente, cuando el menor se
enfrenta a mercados imperfectos en la financiación de la educación, el tiempo asignado a su
educación debe satisfacer:

t ≤ ts.

Por último, suponemos que las transferencias de padres a hijos es no negativa al igual que el
tiempo de estudio del menor:

0≤ Tr y 0≤ t.

Por lo tanto, el problema enfrentado por el padre es maximizar su función de utilidad, sujeta
a la restricción presupuestal, las restricciones en el usodel tiempo del menor y la no negatividad
de las transferencias paternas. Analı́ticamente el problema es el siguiente:

SeaP : R5 → R la función definida como

P(C1,L,C2, t,Tr) = Up(C1)+Uh(L)+β [Vp(C2)+Vh(τ f (t)+Tr)],

la cual llamaremosfunción objetivo. Seangi : R5 → R parai = 1. . .5 las siguientes funciones:

g1(C1,L,C2, t,Tr) = W+ω(T −L− t)− p1C1−
(p2C2+Tr)

1+ r
g2(C1,L,C2, t,Tr) = T − t −L

g3(C1,L,C2, t,Tr) = ts− t

g4(C1,L,C2, t,Tr) = Tr

g5(C1,L,C2, t,Tr) = t
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dondets es solución del Problema 4.1.

Ası́, el problema al que se enfrenta el padre es:

Problema 4.2.

Maximizar P(C1,L,C2, t,Tr)
sujeto a gi(C1,L,C2, t,Tr)≥ 0 parai = 1, . . . ,5.

Las diferentes soluciones de asignación del tiempo del menor a ocio, tiempo de estudio y
trabajo propuestas por Robles al Problema 4.2 (Robles, 2000), están descritas en función del
nivel de riqueza del hogar y de la factibilidad del tiempo de estudio ts, que se discutirá más
adelante. El objetivo de este trabajo es estudiar una parte de las soluciones del Problema 4.2
propuestas por Robles para el caso en el que el tiempo de estudio ts no es factible; realizando un
análisis tanto analı́tico como microeconómico sobre el comportamiento de las ecuaciones que
resultan al aplicar el Teorema de Kuhn-Tucker al Problema 4.2.



Capı́tulo 5
Solucíon del problema

En el presente capı́tulo se da solución al problema y se exponen dos proposiciones, una de las
cuales establece la existencia de una cota superior para el tiempo óptimo de estudio que resuelve
el Problema 4.2, y la otra establece que la asignación de losrecursos familiares es económica-
mente eficiente. La cota antes mencionada, junto con otros parámetros, determinarán distintos
modos de asignación eficiente del tiempo del niño. A lo largo de este capı́tulo se denotarán con
asterisco a los valores óptimos de las variables.

Proposición 5.1. Para cualquier nivel de transferencias Tr fijo el tiempoóptimo para edu-
carse, t∗, que resuelve el Problema 4.2, está acotado por el valor T−Lr, determinado por la
solucíon a la ecuacíon:

U ′
h(Lr) = τβV ′

h(τ f (T −Lr)+Tr) f ′(T −Lr). (5.1)

Demostración.
El tiempoT −Lr es solución de un problema de optimización más sencillo que el que se

pretende resolver, en el cual se considera que la única variable de decisión es el tiempo de
ocio del niño y que éste sólo distribuye su tiempo entre educación y ocio. De esta manera, las
decisiones de inversión en capital humano son dependientes de las decisiones de ocio y, por el
contrario, independientes de las decisiones de consumo. Esto puede interpretarse de la siguiente
forma: el padre sólo está interesado en saber el mejor uso del tiempo de su hijo de tal forma que
maximice su felicidad en ambos periodos; por lo tanto,C1 y C2 no serán variables de estudio y
las transferencias pasarán a ser uno de los parámetros delproblema.

Al aplicar estos supuestos para representar las decisionesde asignación del tiempo de un
niño, los usos óptimos del tiempo de educación formal y ocio están dados por la solución del
siguiente problema:

Problema 5.2.
Maximizar U(L)+β [V(τ f (T −L)+Tr)]

sujeto a 0≤ L ≤ T
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Las caracterı́sticas de las funciones del primer y segundo periodo son las mismas que las que
poseen las funciones involucradas en el Problema 4.2, por lotanto el Problema 5.2 consiste en
optimizar una función real estrictamente cóncava creciente y diferenciable en un compacto, por
lo que ésta alcanza un máximo. Luego, las cantidades óptimas de ocio,Lr, y de estudio,T −Lr,
deben satisfacer la siguiente ecuación:

U ′
h(Lr) = τβV ′

h(τ f (T −Lr)+Tr) f ′(T −Lr).

El valor T −Lr puede interpretarse como el tiempo óptimo para educarse por parte de un
niño de un hogar que sólo toma en cuenta la utilidad marginal del ocio y el valor marginal que
los padres atribuyen a la educación, en otras palabras, entendemos porT −Lr como el tiempo
máximo de estudio de un modelo que sólo toma en cuenta la felicidad del menor al consumir
ocio y el bienestar de los padres por saber que su hijo percibirá una remuneración por su capital
humano. Nos referiremos a las solucionesLr y T −Lr como los tiempos óptimos de gustos.

Debido a la concavidad estricta de las funcionesUh(L) y Vh(τ f (T−L)+Tr), sus derivadas,
U ′

h(L) y τβV ′
h(τ f (T −L)+Tr) f ′(T −L), son funciones estrictamente decrecientes y positivas

con respecto aL y t = T −L, respectivamente.

Figura 5.1: Geometrı́a de la solución del Problema 5.2.

La Figura 5.1 ilustra la determinación del valorT −Lr. El eje horizontal representa el in-
tervalo[0,T]. El ocio se mide de izquierda a derecha, mientras que el tiempo para educarse se
mide en sentido opuesto. Las funcionesU ′

h(L) y τβV ′
h(τ f (t)+Tr) f ′(t) representan la utilidad

marginal del ocio del niño y el valor presente del valor subjetivo marginal paterno del tiempo
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dedicado a educarse por parte del menor, respectivamente. Ası́, el valorT −Lr queda determi-
nado por la intersección de ambas curvas.

Notemos que para cualquier nivel de transferencias la geometrı́a de la solución es básica-
mente la misma, ya que al aumentar las transferencias la curva τβV ′

h(τ f (t)+ Tr) f ′(t) se des-
plaza hacia la derecha. SeaT −Lr0 la solución de la ecuación (5.1) para un nivel de transfe-
rencias cero, es decir, satisface

U ′
h(Lr0) = τβV ′

h(τ f (T −Lr0)) f ′(T −Lr0); (5.2)

entoncesT −Lr0 siempre se encontrará a la izquierda deT −Lr1, donde éste último denota la
solución de la ecuación (5.1) para un nivel de transferenciasTr1 > 0 (ver Figura 5.2).

Figura 5.2: Determinación deT −Lr dependiendo del nivel de transferencias.

Es claro que cuando el menor se enfrenta a un problema más complicado, en el que se con-
sideran como variables los consumos familiares en ambos periodos, las transferencias, ası́ como
la posibilidad de que el menor dedique parte de su tiempo a trabajar; el tiempo asignado a su
educación está acotado por el valorT −Lr asociado a un nivel de transferenciasTr. �

Una vez discutido lo anterior es posible explicar cuándo seconsiderará al tiempo de estudio
ts como factible y cuándo no. Dado que el tiempo de estudio del menor está acotado por dos
valores,ts y T −Lr, donde éste último varı́a de acuerdo al nivel de transferencias, diremos que
ts es factible o no dependiendo de que se cumplats ≤ T −Lr0 o T −Lr0 < ts, respectivamente.
El primer caso sucede cuando el periodo de la niñez es suficiente para alcanzar el nivel ópti-
mo económicots. Por el contrario, si la niñez cubre un periodo muy corto, esprobable quets
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exceda dicho periodo. Este fenómeno ocurre cuando los niños se casan a edades tempranas o
se incorporan de tiempo completo al mercado laboral, abandonando la escuela. Tal situación es
más frecuente en las áreas rurales de los paı́ses pobres o en zonas indı́genas. Evidentemente la
factibilidad dets depende de diversos factores económicos, tales como: el precio de una unidad
de capital humano, la valoración que los padres dan a la educación, la productividad de la fun-
ción de capital humano y el costo de oportunidad del niño.

Retomando el problema general enfrentado por el padre, observemos que dar solución al
Problema 4.2 es lo mismo que resolver el siguiente:

Problema 5.3.

Minimizar −P(C1,L,C2, t,Tr)
sujeto a gi(C1,L,C2, t,Tr)≤ 0 parai = 1, . . . ,5.

Donde

P(C1,L,C2, t,Tr) = Up(C1)+Uh(L)+β [Vp(C2)+Vh(τ f (t)+Tr)]

g1(C1,L,C2, t,Tr) = p1C1 +
(p2C2 +Tr)

1+ r
−W−ω(T −L− t)

g2(C1,L,C2, t,Tr) = t +L−T

g3(C1,L,C2, t,Tr) = −t

g4(C1,L,C2, t,Tr) = −Tr

g5(C1,L,C2, t,Tr) = t− ts

El objetivo es resolver una parte del Problema 5.3 cuando se considera que el nivel ópti-
mo económico de estudio no es factible, pero antes será necesario obtener las ecuaciones que
resultan de aplicar el Teorema de Kuhn-Tucker a dicho problema.

Primero verificaremos que la función objetivo,−P, y las restricciones,gi ’s, cumplen las
condiciones para aplicar el Teorema 2.21. Estas condiciones exigen que−P sea pseudocon-
vexa y diferenciable en el óptimox0, que lasgi ’s sean cuasiconvexas y diferenciables enx0 para
todo i ∈ I , dondeI = {i | gi(x0) = 0} y que la cualificación de restricciónT = G′ se cumpla.
La función objetivoP(C1,L,C2, t,Tr) es estrictamente cóncava creciente y diferenciable, luego
−P es estrictamente convexa y por lo tanto pseudoconvexa. Ya que lasgi ’s son lineales, en-
tonces son diferenciables y convexas, y por lo tanto cuasiconvexas; además, por el Lema 2.25,
podemos asegurar que éstas cumplen con la cualificación derestriccionesT = G′.

Ya que hemos visto que se satisfacen las condiciones, el Teorema 2.21 establece que si el
puntox0 = (C∗

1,L
∗,C∗

2, t
∗,Tr∗) es una solución óptima local del Problema 5.3, entonces existen

escalares no negativosλi parai ∈ I tales que:
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∇(−P(x0))+
5

∑
i=1

λi∇gi(x0) = 0

λigi(x0) = 0 parai = 1, . . . ,5
λi ≥ 0 parai = 1, . . . ,5.

(5.3)

Observemos que la primera expresión del sistema (5.3) es elgradiente del siguiente La-
grangiano igualado a cero:

L = −(Up(C1)+Uh(L)+β [Vp(C2)+Vh(τ f (t)+Tr)])

+λ1(p1C1+
(p2C2+Tr)

1+ r
−W−ω(T −L− t))+λ2(t +L−T)

+λ3(−t)+λ4(−Tr)+λ5(t− ts).

Del sistema (5.3) se derivan las siguientes ecuaciones, lascuales son las condiciones de
Kuhn-Tucker del Problema 5.3.

U ′
p(C1) = λ1P1 (5.4)

U ′
h(L) = λ1ω +λ2 (5.5)

βV ′
p(C2) = λ1

P2

1+ r
(5.6)

τβV ′
h(τ f (t)+Tr) f ′(t) = λ1ω +λ2−λ3+λ5 (5.7)

βV ′
h(τ f (t)+Tr) =

λ1

1+ r
−λ4 (5.8)

λ1

(
W+ω(T −L− t)−P1C1−

P2C2+Tr
1+ r

)
= 0 (5.9)

λ2(T −L− t) = 0 (5.10)

λ3t = 0 (5.11)

λ4Tr = 0 (5.12)

λ5(ts− t) = 0 (5.13)

Robles (2000) obtiene las siguientes soluciones para el caso en quets no es factible mediante
un análisis microeconómico.

“Proposicíon 4. Si ts no es factible, la solución del sistema (5.4)-(5.13) es compatible con
cuatro distintos modos en que se asignan el tiempo del menor yla transferencia de activos no
humanos. Estos cuatro modos se determinan por tres valores crı́ticos del ingreso no laboral del
menor,W1, W2 y W3 (con 0< W1 < W2 < W3), tal que:

i) el tiempo del niño es asignado a trabajar y al ocio. Las transferencias de otros activos no
humanos es nula (t∗ = 0 y Tr∗ = 0) para 0< W ≤W1;
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ii) el tiempo del niño es dedicado a ocio, participación laboral y educación. Las transferencias
en otros activos es cero (t∗ > 0, R∗ = T −L∗− t∗ > 0 y Tr∗ = 0) paraW1 < W < W2;

iii) el tiempo del menor es asignado a las cotas superiores deocio y educación, y las transfe-
rencias no humanas son cero (t∗ = T −Lr0, L∗ = Lr0 y Tr∗ = 0) paraW2 ≤W ≤W3;

iv) el tiempo del menor es asignado a las cotas superiores de ocio y educación; las transfe-
rencias de otros activos son estrictamente positivas (t∗ = T −Lr, L∗ = Lr y Tr∗ > 0) para
W3 < W.”

Las primeras dos soluciones son explicadas en Acosta (2008). Dentro de este trabajo nos
enfocaremos en el análisis detallado, ası́ como en la representación gráfica de las últimas dos
soluciones. Utilizando el resultado establecido en el Teorema 2.28 asumiremos que las solu-
ciones son funciones continuas respecto a los parámetros.

Antes de discutir la solución del problema, probaremos la siguiente proposición, la cual
establece que la asignación de los recursos familiares entre la inversión del capital humano
del menor y otras transferencias de riqueza, es económicamente eficiente. En otras palabras, la
posibilidad de que el nivel de transferencias óptimo sea positivo sólo se da cuando el menor
haya alcanzado la cota superior del tiempo de estudio,T −Lr0. De acuerdo con esta hipótesis,
el padre persigue invertir en la formación de capital humano del niño antes de transferirle algún
otro tipo de riqueza.

Proposición 5.4. Si ts no es factible y el niveĺoptimo de transferencias, Tr∗, es positivo,
entonces el tiempóoptimo de estudio es igual a su cota superior, t∗ = T −Lr.

Demostración.Por hipótesisTr∗ > 0 y ts no es factible, por lo que se satisfaceλ ∗
4 = 0 y λ ∗

5 = 0.

De la ecuación (5.8) se tiene que

(1+ r)βV ′
h(τ f (t)+Tr) = λ1,

multiplicando porω tenemos

ω(1+ r)βV ′
h(τ f (t)+Tr) = λ1ω,

y considerando la ecuación (4.8) se cumple

τβV ′
h(τ f (t)+Tr) f ′(ts) = λ1ω. (5.14)

Primero demostraremos quet∗ > 0. Supongamos, por contradicción, quet = 0. Por la res-
tricción de los usos del tiempo del menor tendrı́amos queT −L ≥ 0, pero probaremos que esta
última desigualdad implica una contradicción.
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Supongamos queT −L > 0, por la condición (5.10) se tendrı́a queλ2 = 0. Notemos que

λ1ω −λ3 ≤ λ1ω,

entonces considerando las ecuaciones (5.7) y (5.14) se sigue que

τβV ′
h(Tr) f ′(0) ≤ τβV ′

h(Tr) f ′(ts),

lo que implica
f ′(0) ≤ f ′(ts);

pero comots > 0 y f ′ es una función estrictamente decreciente se tienef ′(ts) < f ′(0), llegando
a una contradicción.

Ahora supongamos queT −L = 0, por lo queT = L. Considerando la ecuación (5.5), las
caracterı́sticas deλ1 y λ2, ası́ como la hipótesis económica impuesta al modelo que establece
que el nivel de ocioL = T saciaU (ver ecuación (4.7)), se tiene que el término del lado izquierdo
de la ecuación (5.5) es cero, mientras que el otro término es estrictamente positivo, ası́ que

U ′
h(T) 6= λ1ω +λ2;

por lo que no es posible queT −L sea igual a cero.

Por lo tanto podemos concluir quet∗ > 0 y por la condición (5.11), el valor deλ ∗
3 = 0. Ahora

probaremos quet∗ = T −Lr.

Reescribiendo la ecuación (5.7)

τβV ′
h(τ f (t)+Tr) f ′(t)−λ1ω = λ2, (5.15)

y substituyendo (5.14) en (5.15) se tiene

τβV ′
h(τ f (t)+Tr) f ′(t)− τβV′

h(τ f (t)+Tr) f ′(ts) = λ2

τβV ′
h(τ f (t)+Tr)[ f ′(t)− f ′(ts)] = λ2.

Probaremos queλ2 no puede ser cero, pues si fuese ası́ se tendrı́a

τβV ′
h(τ f (t)+Tr)[ f ′(t)− f ′(ts)] = 0,

lo que implica que
f ′(t) = f ′(ts),

es decir, quet tendrı́a que ser igual ats, pero esto no es posible ya quets no es factible.

Por lo tantoλ ∗
2 > 0 y por la condición (5.10) se tiene queT −L = t, es decir,t∗ = T −Lr

para un nivel de transferenciasTr∗ > 0. �
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Antes que nada, es conveniente explorar la geometrı́a involucrada en la asignación del tiempo
del menor. Consideremos el valorλ ∗

1 ω, a la variableλ ∗
1 se le llama utilidad marginal del dinero1,

esta variable representa el incremento del bienestar de lospadres a lo largo de su ciclo de vida
si el hogar dispone de un peso adicional. De esta forma,λ ∗

1 ω puede ser interpretado como el
valor paterno de la tasa salarial del menor o, dicho de otra forma, como la valuación paterna de
una unidad de tiempo del menor. Al graficar dicho valor junto con la geometrı́a de la solución
del Problema 5.2, ilustrado en la Figura 5.3, se observa que la rectaλ ∗

1 ω interseca las gráficas
de las funcionesU ′

h(L) y τβV ′
h(τ f (t)+Tr) f ′(t). Esta geometrı́a es suficiente para determinar la

asignación del tiempo del menor.

Figura 5.3: Asignación del tiempo del menor.

Para el caso ilustrado en la Figura 5.3, los padres asignan eltiempo del niño a todos sus
usos posibles: ocio, trabajo y educación. El tiempo óptimo de estudio,t∗, se determina por las
itersecciones deλ ∗

1 ω y τβV ′
h(τ f (t)+ Tr) f ′(t); el ocio óptimo del niño está dado porL∗, que

se determina por las intersecciones deλ ∗
1 ω y U ′

h(L). La oferta laboral del niño está dada por el
complemento de esas cantidades,R∗ = T −L∗− t∗, que en la Figura 5.3 está determinado por el
tiempo entreL∗ y t∗ y denotada porR∗.

Naturalmente, la asignación del tiempo del menor está en función de la riqueza familiar,
ya que el valor deλ ∗

1 depende de dicho nivel de riqueza; esto se tiene ya que al aumentar sin
lı́mite la riqueza familiar, la utilidad marginal del dinero decrece continuamente a cero, lo cual se

1Para mayores detalles consultar el Anexo.
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puede deducir a partir de la ecuación (5.4). Si la riqueza crece sin lı́mite, es claro que el consumo
aumenta de la misma forma, por lo que la utilidad marginal delconsumo tiende a cero. Ası́, en
la ecuación (5.4), al disminuir la utilidad marginal del consumo y al serP1 fijo, λ ∗

1 tiene que
decrecer. Con esto se puede observar queλ1 es una función continua estrictamente decreciente
con respecto aW, ası́ queλ1(W) denotará el valor deλ1 asociado a una familia que posee un
nivel de riquezaW. Dicho valor satisface

lı́m
W→0+

λ1(W) = +∞ y lı́m
W→+∞

λ1(W) = 0+.

Esto implica que la valuación paterna de la tasa salarial del menor tienda a infinito cuando
W tienda a cero y que tienda a cero cuandoW crezca sin lı́mite, es decir,

lı́m
W→0+

λ1(W)ω = +∞ y lı́m
W→+∞

λ1(W)ω = 0+.

Por otra parte, notemos que debido a la no factibilidad del tiempo de estudiots se tiene que
en el óptimo siempre se cumpleλ ∗

5 = 0, por las condiciones de Kuhn-Tucker. Por otra parte, al
considerar la ecuación (5.4), se puede concluir queλ ∗

1 siempre es positivo ya queP1 es fijo y, por
hipótesis,U ′(C1) es positiva para cualquier nivel de consumo. De esta forma, de la condición
(5.9), se deduce que la restricción presupuestal se cumplecon igualdad; que es lo que se espe-
raba, ya que por el supuesto de insaciabilidad local se tieneque el individuo tiende a gastar todo
su ingreso disponible en los bienes y servicios que desea.

DefinimosW1, W2 y W3 como los niveles de riqueza tales que:

λ1(W1) =
τβV ′

h(0) f ′(0)

ω
(5.16)

λ1(W2) =
τβV ′

h(τ f (T −Lr0)) f ′(T −Lr0)

ω
(5.17)

λ1(W3) = (1+ r)βV ′
h(τ f (T −Lr0)) (5.18)

A continuación obtendremos la tercera solución para el caso en el quets no es factible.

Solución 3

El tiempo del menor es asignado a las cotas superiores de ocioy educacíon, y las transfe-
rencias no humanas son cero (t∗ = T −Lr0, L∗ = Lr0, R∗ = 0 y Tr∗ = 0) para W2 ≤W ≤W3.

Enseguida se realiza el análisis correspondiente para verificar que esta es una asignación
óptima del tiempo del menor para niveles de riquezaW tales queW2 ≤W ≤W3.
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Comoλ1 es una función estrictamente decreciente con respecto a lariqueza, se tiene

λ1(W3) ≤ λ1(W) ≤ λ1(W2),

multiplicando porω
λ1(W3)ω ≤ λ1(W)ω ≤ λ1(W2)ω. (5.19)

Substituyendo (5.17) y (5.18) en (5.19)

ω(1+ r)βV ′
h(τ f (T −Lr0)) ≤ λ1(W)ω ≤ τβV ′

h(τ f (T −Lr0)) f ′(T −Lr0). (5.20)

Sabemos que el tiempo óptimo de estudio es positivo, ya que en la segunda solución pro-
puesta por Robles (2000) el tiempo óptimo de estudio se encuentra en el intervalo(0,T−Lr0),2

y debido a la continuidad de las soluciones, podemos descartar la posibilidad de quet∗ sea cero.
De esta forma, por la condición (5.11),λ ∗

3 = 0.

Demostraremos quet∗ = T − Lr0 suponiendo por contradicción quet < T − Lr0. Luego,
comoV ′

h y f ′ son funciones estrictamente decrecientes y, por la Proposición 5.4,Tr = 0, se tiene

τβV ′
h(τ f (T −Lr0)) f ′(T −Lr0) < τβV ′

h(τ f (t)) f ′(t). (5.21)

Despejandoλ1(W)ω de (5.7), en el óptimo se debe satisfacer

τβV ′
h(τ f (t)) f ′(t)−λ2 = λ1(W)ω,

substituyendo la igualdad anterior en la segunda desigualdad de (5.20) se tiene

τβV ′
h(τ f (t)) f ′(t)−λ2 ≤ τβV ′

h(τ f (T −Lr0)) f ′(T −Lr0)

y por (5.21)

τβV ′
h(τ f (T −Lr0)) f ′(T −Lr0)−λ2 < τβV ′

h(τ f (T −Lr0)) f ′(T −Lr0).

Esto implica queλ2 tendrı́a que ser estrictamente positivo, pero si esto sucede, por la condi-
ción (5.10), se cumplirı́aR= 0, es decir,t = T −L. Ya que el nivel de transferencias es nulo,
entoncest = T−Lr0, perot no puede tomar este valor porque por hipótesist < T−Lr0, llegando
ası́ a una contradicción.

Por lo tanto,t∗ = T−Lr0 y L∗ = Lr0, de esta formaR∗ = 0 y, por la condición (5.10),λ ∗
2 ≥ 0.

Ahora demostraremos queTr∗ = 0. Al igual que antes procedemos por contradicción suponien-
do queTr > 0, ası́, por (5.12), se tendrı́a queλ4 = 0.

Multiplicando la ecuación (5.8) porω(1+ r) obtenemos

ω(1+ r)βV ′
h(τ f (T −Lr0)+Tr) = λ1(W)ω,

2Dicha solución es analizada en la Tesis “La asignación deltiempo de un niño a educación y trabajo: un análisis
microeconómico I” realizada por Berencie Acosta Rivera.
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substituyendo esta última igualdad en la primera desigualdad de (5.20) se tiene

ω(1+ r)βV ′
h(τ f (T −Lr0)) ≤ ω(1+ r)βV ′

h(τ f (T −Lr0)+Tr) (5.22)

V ′
h(τ f (T −Lr0)) ≤V ′

h(τ f (T −Lr0)+Tr) (5.23)

pero comoτ f (T −Lr0) < τ f (T −Lr0)+ Tr y V ′
h es una función estrictamente decreciente se

debe cumplir que
V ′

h(τ f (T −Lr0)+Tr) < V ′
h(τ f (T −Lr0)),

contradiciendo la desigualdad (5.23). Por lo tanto el nivelóptimo de transferencias es nulo,
Tr∗ = 0 y λ ∗

4 ≥ 0.

La geometrı́a de esta solución está representada en la Figura 5.4.

Figura 5.4: Geometrı́a de la solución para niveles de riquezaW ∈ [W2,W3].

En seguida se discutirá el análisis de la última solución propuesta por Robles (2000).

Solución 4

El tiempo del menor es asignado a las cotas superiores de ocioy educacíon; las transfe-
rencias de otros activos son estrictamente positivas (t∗ = T −Lr, L∗ = Lr, R∗ = 0 y Tr∗ > 0)
para W3 < W.
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En lo que sigue, nos ocuparemos de demostrar que esta es una asignación óptima del tiempo
del menor para niveles de riquezaW tales queW3 < W.

Comoλ1 es una función estrictamente decreciente con respecto a lariqueza, se tiene

λ1(W) < λ1(W3),

multiplicando porω
λ1(W)ω < λ1(W3)ω, (5.24)

substituyendo (5.18) en (5.24) tenemos

λ1(W)ω < βω(1+ r)V ′
h(τ f (T −Lr0)). (5.25)

Primero demostraremos que el nivel óptimo de transferencias es positivo,Tr∗ > 0. De la
ecuación (5.8) se tiene

βV ′
h(τ f (T −Lr0)+Tr)+λ4 =

λ1(W)

1+ r
,

multiplicando porω(1+ r) tenemos

ω(1+ r)βV ′
h(τ f (T −Lr0)+Tr)+λ4ω(1+ r) = λ1(W)ω.

Sustituyendo la igualdad anterior en (5.25) se obtiene

ω(1+ r)βV ′
h(τ f (T −Lr0)+Tr)+λ4ω(1+ r) < ω(1+ r)βV ′

h(τ f (T −Lr0)),

pero notemos que si las transferencias fueran cero se tendr´ıa

ω(1+ r)βV ′
h(τ f (T −Lr0))+λ4ω(1+ r) < ω(1+ r)βV ′

h(τ f (T −Lr0)),

peroλ4 es no negativo, llegando a una contradicción. Por lo tanto,Tr∗ > 0 y λ ∗
4 = 0.

Observemos que comoTr∗ > 0, la curvaτβV ′
h(τ f (t))+Tr) f ′(t) se desplaza hacia la izquier-

da. Este desplazamiento provoca que las curvasU ′
h(L) y τβV ′

h(τ f (t))+Tr) f ′(t) determinen un
nuevo punto de intersección,T −Lr; el cual es la nueva cota superior del tiempo de estudio del
menor.

Con respecto al nivel óptimo de trabajo,R, demostraremos que éste es cero. Para verificar lo
anterior procederemos por contradicción, supongamos queel menor trabaja; entonces, por las
condiciones de Kuhn-Tucker, el valor óptimo deλ2 es cero. De esta manera, de la ecuación (5.5)
se sigue que

U ′
h(L) = λ1ω,

recordemos que para niveles de riqueza suficientemente grandes, el valor paterno de la tasa
salarial del menor decrece continuamente a cero, provocando queU ′

h(L) decrezca de la misma
forma.
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Por otra parte, una de las hipótesis económicas del modeloestablece que existe un nivel de
ocio L = T el cual saciaUh (ver ecuación (4.7)), por lo que se tiene queU ′

h(L) tiende a cero
si y sólo siL tiende aT; pero esto no es posible debido a la hipótesis de que el menortrabaja,
llegando a una contradicción. Por lo tantoR∗ = 0, es decir,t∗ = T−L∗, el menor sólo distribuye
su tiempo entre educación y ocio.

Figura 5.5: Representación de la solución para niveles deriqueza familiarW tales queW3 < W.

Por último, probaremos que los tiempo óptimos de ocio y educación están dados por las
nuevas cotas superiores de los mismos, determinadas por la intersección de las curvasU ′

h(L)
y τβV ′

h(τ f (t))+ Tr) f ′(t) con un nivel óptimo de transferencias positivo, es decir,L∗ = Lr y
t∗ = T −Lr. Para probar lo anterior supongamos, por contradicción, queL < Lr. Esto implica
que

T −Lr < T −L,

es decir,
T −Lr < t

pero esto no es posible ya queT −Lr es cota superior del tiempo de estudio del menor. De esta
forma,L∗ = Lr y como ya probamos que el menor no trabaja,t∗ = T −Lr.

La Figura 5.5 ilustra la geometrı́a de esta solución. Se puede apreciar que la valuación pater-
na de una unidad de tiempo del menor,λ ∗

1(W)ω, se encuentra por debajo del punto de intersec-
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ción de ambas curvas; pues se cumple que

U ′
h(Lr∗) = τβV ′

h(τ f (T −Lr∗)+Tr∗) f ′(T −Lr∗) (5.26)

= τ
λ ∗

1

1+ r
f ′(T −Lr∗) (5.27)

> τ
λ ∗

1

1+ r
f ′(ts). (5.28)

La igualdad (5.26) se tiene por las ecuaciones (5.5) y (5.7) evaluadas en el óptimo. Susti-
tuyendo la ecuación (5.8) evaluada en el óptimo en el segundo término de la primera igualdad,
obtenemos (5.27). Por último, la desigualdad (5.28) se debe a queT −Lr∗ < ts. Peroτ f ′(ts) es
igual aω(1+ r), puests es solución del Problema 4.1. Obteniendo

λ ∗
1 (W)ω < U ′

h(Lr∗).

Figura 5.6: Disminución del tiempo óptimo de estudio al aumentar las transferencias.

Es primordial señalar que conforme la riqueza familiar aumente continuamente a partir del
nivel W3, las transferencias aumentarán y el tiempo óptimo de estudio disminuirá, ambos con-
tinuamente. Asimismo, el nivel óptimo de educación se alcanzará en la cota superior de gustos,
T−Lr i , determinada por un nivel de transferenciasTr∗i > 0 (ver Figura 5.6). Ademásλ ∗

1 ω tam-
bién se encuentra por debajo del punto de intersección de ambas curvas, pues en general se
satisface queλ ∗

1 (Wi)ω < U ′
h(Lr∗i ), dondeWi es un nivel de riqueza familiar tal queW3 < Wi .



Capı́tulo 6
Conclusiones

Se distinguen dos tipos de conclusiones. Las primeras que sepresentan están ligadas direc-
tamente al objeto de esta tesis, las segundas son de carácter general.

El trabajo se complementa con el trabajo de Acosta (2008) para discutir con mayor detalle
las soluciones de uno de los dos casos del modelo de asignaci´on del tiempo de los niños pro-
puesto por Robles (2000). Este modelo plantea básicamenteque el fenómeno del trabajo infantil
puede ser explicado desde una perspectiva económica sin considerar comportamientos malinten-
cionados por parte de padres que busquen su propio beneficio acosta de sus hijos. Basta suponer
que el tiempo de los niños es un activo económico para la familia y que las decisiones sobre la
asignación de su tiempo disponible a educación o al trabajo dependen de la riqueza familiar, de
parámetros económicos y del altruismo de los padres.

Tanto el trabajo de Acosta (2008) como el presente, discutenel caso en que el periodo de
la infancia de los niños es relativamente corto, de modo queno permite alcanzar las soluciones
óptimas predichas por el modelo básico de inversión en capital humano. Esto no resta generali-
dad a los resultados, pues las soluciones del caso faltante se obtienen de manera similar.

Mientras Acosta (2008) discute las primeras dos soluciones, cuando el nivel de riqueza fa-
miliar es suficientemente bajo de tal forma que existe el trabajo infantil, en esta tesis se considera
que dicha riqueza es suficientemente grande como para excluir esta posibilidad, permitiendo al-
canzar dos posibles soluciones. En la primera, los niveles de riqueza son tales que el menor no
trabaja y alcanza una de sus cotas superiores del tiempo de estudio. En esta solución la única
transmisión de riqueza de padres a hijos es mediante la inversión en capital humano. En la se-
gunda, los niveles de riqueza son tales que el menor no trabaja, estudia lo máximo posible y
los padres heredan al hijo otros activos fı́sicos, además de la inversión en capital humano. Cabe
destacar que en esta última solución, de manera paradójica, el menor disminuye su tiempo de
estudio mientras que simultáneamente incrementa el tiempo dedicado al ocio. Además, el nivel
óptimo de transferencias es creciente conforme el nivel deriqueza familiar se incrementa.

En el modelo analizado se tiene que el nivel de riqueza familiar es uno de los principales
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determinantes de la asignación del tiempo de un niño. En esta lı́nea, estudios recientes muestran
que más alla de las caracterı́sticas de las escuelas, el gasto destinado por parte del gobierno a
la educación, la preparación con que cuenten los maestroso el tiempo que un niño pase en un
salón de clases; la familia y el entorno sociocultural en elque se desenvuelva el menor son los
principales factores que determinan el nivel de conocimiento que puede adquirir un idividuo.
Las caracterı́sticas sociodemográficas de la familia, como el número de individuos que integran
el núcleo familiar, el nivel educativo y el ingreso de los padres; forman parte del llamado entorno
familiar.

Entre lo futuros desarrollos de este trabajo se contempla actualizar el análisis econométrico
que ofrece Robles (2000).

En cuanto a las conclusiones generales, se puede mencionar que en este trabajo se incluyen
los prerrequisitos teóricos de economı́a y matemáticas necesarios para resolver modelos mi-
croeconómicos utilizando técnicas de optimización conrestricciones. Durante el proceso de
elaboración de esta tesis, fue necesario hacer una revisi´on de la teorı́a antes mencionada debido
a que el programa de estudios de la Licenciatura en Matemáticas Aplicadas de la Universidad
Autónoma del Estado de Hidalgo, no contempla algunos de estos temas. Por lo que la elabo-
ración de este trabajo permitió ampliar la formación curricular que ofrece dicha licenciatura,
especialmente en las partes de microeconomı́a y optimización no lineal.

Esta tesis muestra que es posible realizar investigación con las herramientas que provee la Li-
cenciatura en Matemáticas Aplicadas integrando equipos multidisciplinarios, donde alumnos de
los últimos semestres participen en grupos lidereados porinvestigadores de distintas disciplinas.



Anexo

Función de produccíon de capital humano

Siguiendo a Ghez y Becker (1975), la función de producciónde capital humano, representada
porH(t), tiene la siguiente forma aditiva.

Sea la funciónH : R → R definida como sigue:

H(t) = f (t;g,ε)+(1−δ )H1

donde

t : = tiempo que el menor dedica a su educación formal.

Parámetros:

g : = gastos gubernamentales en educación que incrementan el capital humano del menor.

ε : = dotaciones genéticas y culturales del menor.

H1 : = dotación de capital humano adquirido por el menor.

δ : = depreciación del acervo de capital humano.

Podemos comprender la forma deH(t) a través del siguiente ejemplo. Imaginemos que
la función de producción de capital humano de un niño est´a dada porf (t;g,ε), dondet es
el tiempo de estudio durante su educación secundaria. Obviamente la cantidad de capital hu-
mano del menor depende de los conocimientos que adquirió durante su formación primaria; a
lo que llamamosH1. Pero es muy probable que el menor no recuerde todos los conocimientos
que aprendió, es decir, su capital humano sufrió una depreciación; dicha depreciación se puede
representar como(1− δ )H1. De esta forma,H(t) es la suma de los conocimientos adquiridos
durante su educación secundaria y primaria,H = f (t;g,ε)+(1−δ )H1.

ComoH(t) es una función de producción de capital humano, cumple conel comportamiento
general descrito en la Subsección 4.1.2, veremos queH(t) mantiene este comportamiento al
variar cada uno de sus parámetros.

91



92

Supongamos que el gobierno siempre ha destinado una cantidad g para invertir en educación,
pero esta ocasión ese presupuesto aumentará ag1. De esta forma, se tendrá la oportunidad de
enriquecer el acervo bibliográfico en las bibliotecas públicas, mejorar la infraestructura de las es-
cuelas, dotar de computadoras a un gran número de planteles, impartir buenos cursos para tener
maestros mejor capacitados, etcétera. Por lo que la probabilidad de que las clases que reciba el
menor sean más productivas es muy alta, ası́ como el que tenga acceso a mayor información para
incrementar y enriquecer sus conocimientos. En cambio, si en lugar de que el gobierno hubiese
incrementado el presupuesto para educación, hubiera decidido disminuirlo ag2, posiblemente
el menor no tenga la oportunidad de consultar una bibliografı́a más extensa, ni tenga acceso a
una computadora y tal vez las técnicas de enseñanza de sus profesores no sean tan buenas. En-
tonces, para un determinado tiempot∗, si el gasto gubernamental en educación esg1, el capital
humano del niño indudablemente será mayor que si el gasto fuerag. Por lo que un aumento de
g a g1 causará una modificación enH de tal forma que la gráfica resultante cumple que∀t > 0,
H ′(t;g) < H ′(t;g1). Algo semejante ocurre si el gobierno decide disminuir el gasto ag2. Ahora
para un cierto tiempot∗ dedicado al estudio, las posibilidades de que el individuo tenga acceso
a libros, a computadoras y a un mejor ambiente para su educación, se reducen innegablemente.
Por lo que una disminución deg ag2 causará una modificación enH, de tal forma que la gráfica
resultante cumple que∀t > 0, H ′(t;g2) < H ′(t;g) (Figura 6.1).

0
t

H

t∗

H(t;g1)

H(t;g)

H(t;g2)

Figura 6.1: FunciónH cuandog2 < g < g1.

Los cambios enH(t) al variar el parámetroε son similares a los descritos anteriormente.
Supongamos que cierto niño tiene una dotación genética yculturalε y su función de producción
de capital humano esta dada porH(t;ε), mientras que otro cuenta con una dotación genética y
cultural ε1, mayor queε. Sin duda, el niño que cuenta con la dotaciónε1 puede adquirir una
mayor cantidad de capital humano, ya que seguramente se desenvuelve en un ambiente más
apropiado para el desarrollo de la educación, además de contar con un coeficiente intelectual
más elevado, aunado a que muy probablemente se desarrolla dentro de un núcleo familiar en
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el cual es de gran importancia el hecho de que el menor adquiera educación formal. Ası́ que
un aumento (disminución) deε a ε1 (ε2) causará una modificación enH de tal forma que la
gráfica resultante cumple que∀t > 0, H ′(t;ε) < H ′(t;ε1) (H ′(t;ε2) < H ′(t;ε)). Observemos
que la variación de este parámetro provoca modificacionesen H(t) similares a las anteriores,
representadas en la Figura 6.1.

Para finalizar, analizaremos las variaciones provocadas por δ . Imaginemos que dos niños
terminan a la par su educación primaria y uno de ellos iniciainmediatamente su educación
secundaria, mientras que el otro se incorpora al mercado laboral y después de un tiempo decide
continuar con sus estudios. Supongamos que sus funciones deproducción de capital humano
sonH(t;δ ) = f (t)+ (1− δ )H1 y H(t;δ1) = f (t)+ (1− δ1)H1, respectivamente, dondet es el
tiempo dedicado al estudio durante su educación secundaria yH1 es el capital humano adquirido
durante su formación primaria. Naturalmente, la depreciación que sufre el capital humano del
primer niño es significativamente menor que la que sufre el niño que ingresa tiempo después a
la secundaria,δ < δ1. De esta forma, la funciónH(t;δ1) se encontrará por debajo deH(t;δ ),
ilustrado en la Figura 6.2.

H

t

H(t;δ )

H(t;δ1)

0
Figura 6.2: FunciónH cuandoδ < δ1.

Para el análisis del modelo sólo consideraremosH(t) = f (t), pues debido a que el tiempo
de estudio se encuentra dentro del periodo de infancia del menor,H1 = 0, y el último sumando
se anula; con respecto a los parámetrosg y ε hemos justificado que podemos excluirlos, ya que
sólo desplazan aH(t) sin alterar el comportamiento esencial de ésta.
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Utilidad marginal del dinero

A la variableλ1 se le llama utilidad marginal del dinero, pues supongamos que nos en-
frentamos al siguiente problema, el cual es el más sencillode optimización de elección de un
consumidor.

Problema 6.1.
Maximizar U (x1,x2, . . . ,xn)

sujeto a p1x1 + . . .+ pnxn− I = 0

dondexi y pi representan la cantidad y el precio deli-ésimo bien, respectivamente,I el in-
greso total yU una función función de utilidad estrictamente cóncava creciente y diferenciable.
Denotemos comog(x1, . . . ,xn) a la única restricción del Problema 6.1, aplicando los Teore-
mas 2.21 y 2.24, six0 = (x∗1,x

∗
2, . . . ,x

∗
n) es una solución óptima local del Problema 6.1, entonces

existen escalares no negativosλi parai ∈ I tales que

∇−U (x0)+λ∇g(x0) = 0
λg(x0) = 0

λ ≥ 0
(6.1)

Del sistema (6.1) se derivan las siguientes ecuaciones:

−Ux1 +λ p1 = 0
... =

...

−Uxn +λ pn = 0

λ (p1x1+ . . .+ pnxn− I) = 0

El Teorema 2.28 establece que las soluciones son funciones continuas de los parámetros, por
lo que en el óptimo

∂U (x0(I , p))

∂ I
= Ux1

∂x1

∂ I
+ . . .+Uxn

∂xn

∂ I
Luego, derivando la restricción parcialmente con respecto al ingreso obtenemos:

p1∂x1 + . . .+ pn∂xn = ∂ I

Observemos que del sistema de ecuacionesλ =
Uxi

pi
, por lo tanto

∂U (x0(I , p))

∂ I
= λ p1

∂x1

∂ I
+ . . .+λ pn

∂xn

∂ I
(6.2)

= λ (
p1∂x1 + . . .+ pn∂xn

∂ I
) (6.3)

= λ . (6.4)
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Es decir, la utilidad marginal del dinero es igual aλ la cual representa el incremento del
bienestar del consumidor, si éste dispone de un peso adicional. Por lo tanto, en términos de
nuestro problemaλ1 representa el incremento del bienestar de los padres a lo largo de su ciclo
de vida, si el hogar dispone de un peso adicional.
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