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Notación

Lista de símbolos matemáticos

En este texto se ocuparán los siguientes símbolos matemáticos.

R Espacio de los reales.
Rn Espacio Lineal de vectores de dimensión n.
Rn×m Matriz con n �las y m columnas y elementos de R.
In Matriz identidad de dimensión n.
N Numeros naturales.
R+ Campo de los reales positivos.
→ Mapeo del dominio sobre el rango. También Tiende a.
7→ Mapeo de dos elementos sobre la imagen.
‖x‖ Norma Euclideana de x ∈ Rn.
‖A‖ Con A ∈ Rn×m: Se induce la norma 2.
∀ Para todo.
∃ Existe.
∈ Perteneciente a.
⇒ Implica.
⇔ Equivalente a, o sí y solo sí.
⊂ Subconjunto.
C∞ Función suave.
q Vector generalizado de posición.
q̇ Vector generalizado de velocidad

(
dq
dt

)
.

q̈ Vector generalizado de aceleración
(

d2q
dt2

)
.
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u Vector generalizado de control o entradas de control.
(·)−1 Operador de función inversa.
D(q) Matriz de inercia.
C(q, q̇) Matriz de Coriolis y de fuerzas centrífugas.
g(q) Matriz de fuerza gravitacional.
∂F
∂q̇ Fricción.
F (q̇) Disipación de Rayleigh.
τ Matriz de fuerzas de entrada.
Ltop Energía en el punto de equilibrio superior.
Lmid1 Energía en el punto de equilibrio medio 1.
Lbot Energía en el punto de equilibrio inferior.
Lmid2 Energía en el punto de equilibrio medio 2.

Lista de acrónimos

nGdL n grados de libertad.
gr grado relativo.
EL Euler-Lagrange.
LQR Regulador lineal cuadrático (Linear Quadratic Regulator).

Lista de locuciones latinas

i.e id est, esto es.
e.g. exempli, gratia por ejemplo.



Resumen

El enfoque en este proyecto de tesis es el diseño del control y la estabilización de sistemas elec-
tromecánicos subactuados de dos grados de libertad. Los sistemas subactuados tienen un menor
número de entradas de control que de variables con�guracionales. El control de sistemas subactua-
dos es un campo de gran interés por su extensa aplicación, unos ejemplos, son los manipuladores,
los vehículos marinos y los aeroespaciales. Otros ejemplos especiales de sistemas subactuados tam-
bién incluyen al robot con brazo �exible, robots móviles, robots caminantes, robots con plataforma
móvil, autos, robots tipo serpiente, robots gimnastas, aeronaves, naves espaciales, helicópteros, y
los satélites. Basados en trabajos recientes, se puede asegurar que el control general de sistemas
subactuados es todavía un problema abierto.
Algunos mecanismos de la vida real poseen propiedades de simetría cinética (i.e. su energía ciné-
tica no depende de un conjunto de variables externas) las cuales pueden ser aprovechadas para un
enfoque de pasividad y energía de sistemas de control del tipo Euler-Lagrange como se presenta en
este trabajo de tesis. En este trabajo de investigación, se muestra una alternativa para el control
de sistemas subactuados, sobre la parte dinámica correspondiente al grado de libertad pasivo del
sistema que puede ser controlado bajo ciertas condiciones las cuales están asociadas a la teoría de
estabilidad de Lyapunov.
La necesidad del desarrollo de técnicas de control para sistemas subactuados surge de la gran va-
riedad de sistemas prácticos existentes, los cuales involucran no solo su estabilización, sino también
la solución de problemas de regulación y balanceo.
Los sistemas subactuados no solo son aquellos que se diseñan expresamente para su análisis, sino
que también pueden presentarse debido a fallas de algún actuador. Lo anterior representa un gran
riesgo en sistemas de control, y una de las soluciones posibles es la de equipar al sistema con re-
dundancia en los actuadores, pero por cuestiones económicas no siempre es posible realizarlo y en
consecuencia nace la idea del análisis del control y regulación de sistemas subactuados.
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Capítulo 1

Introducción.

En años recientes, el interés por el estudio de sistemas subactuados ha aumentado. Estos sistemas se
caracterizan por tener más grados de libertad que de actuadores (i.e. una o más entradas de control
que de variables con�guracionales). Los sistemas subactuados aparecen en una gran variedad de
aplicaciones las cuales incluyen a robots, aeronaves, sistemas marinos, sistemas �exibles, sistemas
móviles, etc. La propiedad de subactuación esta dada por alguna de las siguientes cuatro razones:
1. Dinámicas del sistema (e.g. aeronaves, vehículos espaciales, helicópteros, vehículos submarinos,

etc.).
2. Por diseño, para reducción de costos (e.g. robots con brazos �exibles).
3. Falla en actuadores (e.g. en manipuladores o aeronaves).
4. Impuestos arti�cialmente para crear un grado más complejo en el control de los sistemas no

lineales (e.g. Acrobot, Pendubot, Péndulo Invertido, Péndulo Rotatorio, Sistema TORA, etc.).
En este trabajo de tesis se presenta la alternativa de control para sistemas subactuados de dos
grados de libertad, en la cual se involucra la teoría de Lyapunov, el concepto de energía, y la
regulación lineal cuadrática. También, se hace una consideración a los sistemas de Euler-Lagrange,
debido a las propiedades interesantes que presentan estos sistemas, en el diseño de la ley de control
así como en el análisis de su estabilidad.

1.1. Planteamiento del problema.

En la vida real la presencia de fallas en sistemas robóticos es un problema muy grave, ya que un
robot manipulador falla por el actuador o por sensor, demanda una ley de control en el sistema
requiere de un gran esfuerzo electromecánico que puede no solo averiar la parte de potencia sino
también la misma parte mecánica. Cuando una falla es detectada, el sistema debería cambiar su
esquema de control, llevándolo a una con�guración de seguridad. Para el caso de estudio de este
trabajo de tesis, se han tomado en cuenta manipuladores de dos grados de libertad (2GDL) verti-
cales, aunque la metodología aquí presentada puede ser aplicada a sistemas en general subactuados
de 2GDL con un punto de equilibrio inestable que como se verá, existen una amplia variedad.
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2 1.2. Objetivos.

1.2. Objetivos.

1.2.1. Objetivo general.
Desarrollar una metodología de control para sistemas subactuados de dos grados de libertad ver-
ticales, basado en la Teoría de estabilidad de Lyapunov y en conceptos de energía del sistema.

1.2.2. Objetivos especí�cos.
Analizar las diferentes estrategias de control empleadas para los sistemas subactuados.
Obtener un esquema de control integral para el balanceo y la estabilización de estos sistemas.
Implementar en simulación numérica la metodología en diferentes sistemas subactuados.
Realizar la implementación física en un Pendubot del esquema de control propuesto.

1.3. Justi�cación.

En este proyecto se considera una clase típica de sistemas llamada sistemas Euler-Lagrange. Esto
es debido a las propiedades inherentes a este tipo de sistemas que serán útiles, como se verá más ade-
lante, tanto en el diseño de control como en el análisis de su estabilidad. Sin embargo, una subclase
llamada sistemas subactuados es en particular muy interesante para análisis y diseño de algunas
herramientas de control. Así la motivación para el desarrollo de una ley de control y estabilización
para un sistema robótico Euler-Lagrange subactuado, es que a diferencia de sistemas completamente
actuados, aquellos presentan problemas muy interesantes por sus dinámicas acopladas.
En la literatura existen varios esquemas de control para un sistema robótico subactuado de dos
grados de libertad, sin embargo para sistemas subactuados, es difícil establecer una ley general
para el balanceo y estabilización de sistemas subactuados en los que in�uye la fuerza gravitacional.
Ejemplo de estos sistemas son el pendubot, el acrobot, el péndulo Furuta, el péndulo invertido,
etc. Es debido a este problema que nace el interés de la realización de una metodología para la
estabilización de estos sistemas en su punto de equilibrio inestable.

1.4. Estado del arte.

Las restricciones a las que son sometidos los sistemas subactuados como lo son las restricciones
no holónomicas y holónomicas [10], hace que los sistemas subactuados sean realmente difíciles de
controlar, en especial los sistemas subactuados impuestos arti�cialmente en los que se involucran
fuerzas gravitacionales. Además, de la condición de Brockett [53, 55], la cual enuncia que es imposi-
ble diseñar una ley de control del tipo u = τx que estabilice al sistema en cualquier posición (i.e.
es imposible de realizar el control del sistema tal que se estabilice al sistema en todo el espacio de
trabajo). Debido a esto, no existe una teoría de control general para sistemas subactuados.
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Las referencias bibliográ�cas pueden ser muy extensas y variadas, y en consecuencia en este traba-
jo sólo se harán mención de las que aportan resultados interesantes sobre los sistemas subactuados
impuestos de manera arti�cial.

Los principales métodos de control aplicados a sistemas mecánicos impuestos arti�cialmente están
basados en balancear al sistema a una posición deseada y conmutar para la estabilización del mismo
a un controlador que es diseñado en su con�guración lineal. Estas técnicas incluyen balanceo del
sistema usando métodos basados en energía [54], linealización parcial [37, 38], o bien pseudolinea-
lización usando funciones splines [62]. Sin embargo, los métodos basados en pasividad, a pesar de
que son los más empleados en el balanceo a la posición superior del sistema, (región de atracción)
esto no implica que se pueda estabilizar el sistema. Además, en [23] las condiciones iniciales del
sistema tienen que ser las adecuadas para que el sistema presente cierta energía cinética y así poder
balancearlo de tal manera que sea llevado a la región deseada.

Algunos autores consideran para el balance de un sistema subactuado hacia su posición inestable,
el hacer inestable el punto de equilibrio globalmente atractor, lo cual implica algunos riesgos, es que
la ley de control (en este caso resuelta por una desigualdad matricial (LMI) [67]), produzca una
ley de control que en simulación numérica funciona, y lleva al sistema a su con�guración inestable,
pero en la implementación es realmente imposible de realizar, ya que la salida de control implica
fuerzas de torque muy elevadas, y que ningún actuador soportaría. También, existe un grado de
complejidad en la asignación de polos para este punto de equilibrio.

La realización de control por métodos heurísticos [48, 72] ha sido muy explotada para este tipo
de sistemas, por lo que en la literatura existe una gran e interesante variedad para el control de
sistemas subactuados, entre los que sobresale una técnica en la cual es necesaria la conmutación a
un controlador que lo estabilice [72]. Sin embargo, el control no es apropiado para algunas de las
condiciones iniciales en las que las velocidades de los eslabones no son nulas.

Otra forma de controlar a estos sistemas se reporta en [57], en donde la técnica de control propone
una transformación global de coordenadas y reducir el orden del sistema. Así, se hace lo que es
llamado un abrupt swing up, en el cual como en la mayoría de los controladores se conmuta a un
controlador que estabiliza al sistema en su posición deseada.

De una manera más tradicional en [30], se hace uso del seguimiento de trayectorias para el siste-
ma con la conjunción de técnicas de linealización entrada-salida y control predictivo, pero en dicho
proyecto no se propone el llevar al sistema de una con�guración arbitraria a la con�guración deseada.

Otra técnica de control no lineal como el backstepping es muy complicada de realizar, dado que
debido a que se diseñan sistemas virtuales y a la naturaleza de la matriz de fuerzas centrípetas y
de coriolis, este método puede extenderse demasiado.
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1.5. Organización de la tesis.

El presente trabajo de tesis está organizado en cuatro capítulos, las conclusiones generales, un
glosario y dos apéndices los cuales se desarrollan de la siguiente manera:
En el primer capítulo se desarrolla una introducción en donde se presenta el planteamiento del
problema, los objetivos planteados, la justi�cación del tema de tesis y el estado del arte.
En el segundo capítulo se hace referencia a las bases teóricas de sistemas no lineales, modelado
de sistemas por metodología de Euler-Lagrange, propiedades y el desarrollo del esquema de control
planteado para la solución del planteamiento del problema.
En el tercer capítulo se presenta el esquema de control propuesto por este trabajo de tesis para
el sistema subactuado pendubot, péndulo invertido y péndulo rotatorio. En el cual se aborda la
descripción física del sistema, el modelo matemático, la linealización del mismo, el diseño de una
ley de control y estabilización del sistema propuesto, por medio de análisis de energía, pasividad y
funciones de Lyapunov. También, se muestran las simulaciones del sistema obtenidas con la ley de
control propuesta en este proyecto de investigación.
En el último capítulo se presentan los resultados obtenidos de manera experimental, los cuales
fueron implementados en un pendubot físico, de la Unidad Guadalajara del Centro de Investigación
y Estudios Avanzados del I.P.N (CINVESTAV).
Después se dan las conclusiones obtenidas sobre el proyecto realizado. Y un glosario de las palabras
que no se trataron particularmente en el presente tema de tesis.
En el primer apéndice se dan los conceptos de pasividad y la teoría relacionada de este tema con
sistemas modelados por la metodología de Euler-Lagrange.
En el segundo apéndice se aborda la linealización de los sistemas Euler-Lagrange, así como sus
propiedades, las cuales son involucradas de manera directa para el análisis del sistema. Finalmente,
en el apéndice C se mencionan los trabajos publicados a raíz del presente proyecto de tesis.



Capítulo 2

Teoría de sistemas no lineales.

Es difícil elaborar una teoría de control no lineal general, dado que cada tipo de sistema no lineal
tiene sus propias características. Por lo tanto, las teorías para clases especializadas de sistemas son
potencialmente más útiles en el análisis de sistemas no lineales. En este trabajo estudiamos una
clase incluso bastante amplia, de sistemas llamada sistemas de Euler - Lagrange. Un sistema de
Euler-Lagrange es un sistema dinámico que es descrito por un tipo de ecuaciones, presentadas en
este capítulo. También se involucra una clase especial de sistemas Euler-Lagrange, llamados siste-
mas de Euler-Lagrange pasivos. La mayor parte de la teoría en este reporte está relacionada con
esa clase de sistemas. Del mismo modo se da seguimiento a la teoría de estabilidad de Lyapunov,
para el control de estos sistemas.
Este capítulo se presenta la teoría matemática fundamental para el análisis de sistemas Euler-
Lagrange, y análisis de Lyapunov. Para una presentación más detallada, consulte [9], [23], [42] y
[61].
Debido a que el sistema, propuesto en el presente proyecto de tesis, es no-lineal las ecuaciones
descritas por el mismo pueden ser representadas de la forma siguiente:

ẋ = f(x) + g(x) · u (2.1)

y = h(x) (2.2)
Con x, de�nido en una variedad X del origen de Rn; f y g campos vectores en Rn y h es C∞ tal
que f(0) = 0, h(0) = 0.
El estudio de sistemas lineales se clasi�ca como variantes en el tiempo o invariantes en el tiempo.
En el caso de sistemas no lineales se les denomina de forma general sistemas autónomos y no
autónomos:
De�nición 2.1. [43] El sistema no lineal ẋ = f(x, t) es llamado autónomo, si f no depende
explícitamente del tiempo t, i.e. si el sistema en ecuaciones de estado no puede ser escrito de la
forma (2.1). De otra manera el sistema es denominado no autónomo.

5
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A continuación, se de�nirán algunos conceptos fundamentales para el estudio de sistemas no li-
neales, como son los puntos de equilibrio, los atractores, la estabilidad de un punto de equilibrio,
etc.

2.1. Conceptos de estabilidad

A continuación se de�nirá el concepto de estabilidad para sistemas autónomos. Para una mejor
comprensión de las siguientes secciones, se introduce una breve notación simpli�cada. Sea BR una
bola de�nida por ‖x‖ < R en el espacio de estado y SR una esfera en sí, de�nida por ‖x‖ = R,
donde x es una variedad del estado que satisface x ∈ X ⊆ M donde M es una vecindad de Rn.

Figura 2.1: Concepto de estabilidad.
La Figura 2.1 hace una representación grá�ca de la estabilidad y donde cada curva describe los
siguientes casos.
La curva 1 indica estabilidad asintótica.
La curva 2 indica estabilidad marginal.
La curva 3 indica inestabilidad.

De�nición 2.2. [27] Un punto x = x∗en el espacio de estado es un punto de equilibrio de sistema
descrito por (2.1), con u = 0, si se tiene la propiedad de que el estado inicial del estado x∗, permanece
en x∗ para todo tiempo t.

De�nición 2.3. [27] El estado de equilibrio x = 0 es llamado estable, en el sentido de Lyapunov,
si, para cualquier R > 0, existe un r > 0, tal que si ‖x(0)‖ < r, entonces ‖x(t)‖ < R para todo
t ≥ 0. De otra forma el punto de equilibrio será inestable.

Más formalmente, el estado de�ne que el origen es estable dado que no buscamos la trayectoria
de estado x(t) que lleva fuera de la bola de un radio especí�camente arbitrario BR, un valor r(R)
puede ser encontrado tal que se inicie el estado desde el interior de la bola Br en un tiempo cero,
garantizaremos que el estado permanecerá dentro de la bola BR.
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Figura 2.2: Interpretación grá�ca de estabilidad.

Figura 2.3: Estabilidad asintótica del origen [9].

De�nición 2.4. [43] El punto de equilibrio x = 0 de (2.1) es llamado atractor si existe un número
η > 0 que tiene la propiedad de que

ĺım
t→∞

x(t) = 0

siempre que ‖x(0)‖ < η.
La bola Bη = {y ∈ Rn|d(x, y) < η} es llamada un dominio de atracción del punto de equilibrio.

La estabilidad asintótica indica que en el equilibrio es estable, y que además, el estado iniciado
cerca de cero, converge a cero cuando t →∞. Un punto de equilibrio que es Lyapunov estable pero
no es asintóticamente estable es llamado marginalmente estable.
De�nición 2.5. [43] Un punto de equilibrio x = 0 es asintóticamente estable si es estable, y si es
atractor.
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Figura 2.4: Punto de equilibrio atractor.
De�nición 2.6. [43] Un punto de equilibrio x = 0 es exponencialmente estable si existen dos
números estrictamente positivos α ≥ 1 y λ > 0 tal que

∀t > 0 ‖x(t)‖ ≤ α ‖x(0)‖ e−λt (2.3)
en alguna bola Br alrededor del origen donde el parámetro λ se le llama tasa de convergencia
exponencial.
En otras palabras (2.3) indica que el vector de estados de un sistema exponencialmente estable
tiene una taza de convergencia mayor al origen que un sistema asintóticamente estable.
Las de�niciones anteriores están dadas para estabilidad en sistema locales, las siguiente de�nición
es valida para sistemas globales.
De�nición 2.7. [43] Si un punto de equilibrio es asintóticamente (o exponencialmente) estable,
para cualquier condición inicial, el punto de equilibrio es llamado asintóticamente estable en la
trayectoria. También podemos llamarlo globalmente asintóticamente estable.

2.2. Estabilidad en el sentido de Lyapunov (segundo método)

En esta sección se verá el estudio de la estabilidad en el sentido de Lyapunov de los sistemas
descritos por (2.1) y (2.2) al usar la energía total de los mecanismos que satisfagan la función de
Lyapunov. El método directo de Lyapunov formaliza la primera propiedad, por noción de funciones
de�nidas positivas, y la segunda por formalización es llamada función de Lyapunov.
De�nición 2.8. [27] Una función escalar continua V (x) es llamada de�nida positiva localmente,
si V (0) = 0 y sobre una bola BR0

x 6= 0 ⇒ V (x) > 0 ∀x

Si V (0) = 0 y la propiedad anterior lleva al centro del espacio de estado, entonces V (x) es llamada
globalmente de�nida positiva.
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Figura 2.5: Forma típica de una función de�nida positiva V (x1, x2).

Figura 2.6: Forma típica de una función de�nida positiva cuya geometría es complicada.
La de�nición anterior implica que V tiene un mínimo único en el origen.
Con una pequeña variación de la De�nición 2.8, se puede incluir funciones de�nidas negativas local
y globalmente como se observa a continuación.
De�nición 2.9. [43] Una función escalar continua V (x) es llamada una funcional de�nida negativa
localmente, si −V (x) es de�nida positiva.

x 6= 0 ⇒ V (x) < 0

De�nición 2.10. [43] Una función V (x) es semide�nida positiva si V (0) = 0 y

x 6= 0 ⇒ V (x) ≥ 0

Si V (0) = 0 y la propiedad anterior lleva al centro del espacio de estado, entonces V (x) es llamada
una funcional semi de�nida positiva globalmente.
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Si se denota con x el estado del sistema (2.1), una función escalar V (x) representa actualmente
una función implícita del tiempo t. Asumiendo que V (x) es diferenciable, procedemos a usar la regla
de la cadena.

V̇
∣∣∣
(2.1)

=
dV (x)

dx
=

∂v

∂x
ẋ =

∂v

∂x
f(x) (2.4)

De�nición 2.11. [43] Si en una bola BR0, la función V (x) es de�nida positiva y tiene derivadas
parciales continuas, y si su derivada a lo largo de la trayectoria del sistema (2.1) es semi de�nida
negativa, entonces V (x) es llamada función de Lyapunov para el sistema (2.1).

Una función de Lyapunov puede ser dada en una simple interpretación geométrica. En la Figura
2.5, el valor del punto V (x1, x2) es visto en un punto hacia abajo del cono.
El término Local en un punto de equilibrio es de particular interés ya que tiene propiedades
de estabilidad en una vecindad del punto y usualmente involucra una función de�nida positiva
localmente.
Teorema 2.1. Teorema principal de Lyapunov. [32] Sea x = 0 un punto de equilibrio de
ẋ = f(x). Sea V : D → R una función C1 tal que

V (0) = 0

V (x) > 0 para x ∈ D − 0

V̇ (x(t)) =
∂V

∂x
f(x) = [DfV ](x) ≤ 0,

para todo x ∈ D.

Entonces x = 0 es estable.

Demostración. Considere cualquier ε > 0 y considere la bola
Br = x ∈ Rn : ‖x‖ < r ⊂ D,

donde r ∈ (0, ε].
Sea β ∈ (0, α] donde

α = máx
‖x‖=r

V (x),

y de�na
Ωβ = x ∈ Br : V (x) ≤ β ⊂ Br.

Elija x(0) ∈ Ωβ y sea x(t) cualquier solución de ẋ = f(x). Por hipótesis [DfV ](x(t)) ≤ 0 lo cual
indica que

V (x(t)) ≤ V (x(0)) ≤ β,

para todo t ≥ 0. Esto indica que el conjunto Ωβ es invariante bajo f .
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Ahora entonces, existe un δ > 0 tal que

‖x‖ ≤ δ ⇒ V (x) < β

lo cual implica que
Bδ = x|‖x‖ < δ ⊂ Ωβ ⊂ Br.

Así si x(0) ∈ Bδ ⇒ x(0) ∈ Ωβ

⇒ x(t)Ωβ ∀ t ≥ 0
⇒ x(t)Br ∀ t ≥ 0
⇒ ‖x(t)‖ < r ≤ ε ∀ t ≥ 0

lo cual implica estabilidad de Lyapunov.
Teorema 2.2. (Estabilidad local). [27] Si en una bola BR0 existe una función escalar V (x) con
la primer derivada parcial continual tal que

• V (x) es de�nida positiva (localmente en BR0).

• V̇ (x) es de�nida seminegativa (localmente en BR0).

Entonces el punto de equilibrio es estable. Si actualmente la derivada V̇ (x) es de�nida negativa
localmente en BR0, entonces es asintóticamente localmente estable.

Una condición adicional para V es que tiene que satisfacer el no tener un radio acotado, porque
indica que V (x) →∞ cuando ‖x‖ → ∞ (en otras palabras x tiende a in�nito en cualquier dirección).
De aquí se obtiene el siguiente resultado.
Teorema 2.3. (Estabilidad global). [27] Suponga que existe una función escalar V del estado x,
con la primer derivada parcial continua tal que

• V (x) es de�nida positiva.

• V̇ (x) es de�nida negativa .

• V (x) →∞ cuando ‖x‖ → ∞.

entonces el equilibrio en el origen es globalmente asintóticamente estable.

De estos resultados se puede concluir que pueden existir muchas funciones de Lyapunov para el
mismo sistema. Lo anterior indica que si V es una función de Lyapunov para un sistema dado, i.e.

V1 = ρV α

donde ρ es una constante estrictamente positiva y α > 1 es cualquier escalar, no necesariamente es
entero, entonces V1 también es una función de Lyapunov.
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Teorema 2.4. (Estabilidad asintótica). [32] Bajo la hipótesis del Teorema 2.1, V̇ (x) < 0 en
D − {0} implica que x = 0 es asintóticamente estable.

Demostración. Dado V (x(t)) como una función no decreciente, esto implica
V (x(t)) → c ≥ 0,

cuando t →∞.
Si c ≥ 0 entonces existe un d > 0 tal que Bd ⊂ Ωc. Ahora sea

−γ = máx
‖x‖≥d

V̇ (x) < 0.

Entonces observe que
V (x(t)) = V (x(0)) +

t∫
0

V̇ (x(τ)) dτ

= V (x(0))− γt

para un t grande, esto debe ser negativo, lo cual contradice el hecho de que V ≥ 0. Por lo tanto c
puede ser cero.
De�nición 2.12. [32] Dada una sucesión creciente T , decimos que V : D → R es una función tipo
Lyapunov si

V̇ (x, t) ≤ 0 para t ∈ (tk, tk+1)

V no decrece monótonamente en E(T ), donde E(t) es el conjunto de todos los puntos de la
sucesión T .

Lema 2.1. [32] Considere la ecuación diferencial ordinaria

ẋ = −g(x),

donde g es localmente Lipschitz, g(0) = 0 y xg(x) > 0. Claramente x = 0 es un punto de equilibrio.
Considere una función candidata de Lyapunov a

V (x) =

x∫
0

g(y)dy.

Observe que V ∈ C1, V (0) = 0, y V (x) > 0 para x 6= 0. Así todo lo que se necesita veri�car es la
derivada direccional de V ,

DgV =
∂V

∂x

dx

xt
=

∂V

∂x
[−g(x)] = −g2(x) < 0,

para todo x ∈ D − {0}. Este tipo de sistema es asintóticamente estable.
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2.3. Principio de invarianza de LaSalle.

La estabilidad de Lyapunov es una propiedad local de los puntos de equilibrio. Si sabemos que
‖x‖ < δ implica ‖x(t)‖ < ε para cualquier ε y t ≥ 0, entonces podemos pensar en una bola Bδcentrada en el punto de equilibrio como una base de atracción (BOA por sus siglas en inglés) para
el punto de equilibrio.
De aquí surge una pregunta, que indica bajo que condiciones será una base de atracción un espacio
de estado entero.
La idea básica es encontrada por la prueba original: retomando que r > 0 tal que Br ⊂ D. Para
esto se elige encontrar

β = mı́n
‖x‖=r

V (x)

Obteniendo el conjunto invariante
Ω = {x ∈ Br|‖V (x)‖ ≤ β}

Entonces elija Bδ ⊂ Ωβ. Si δ puede hacerse arbitrariamente grande cuando r → ∞, entonces se
puede concluir la estabilidad global.
De�nición 2.13. [32] Sea V : Rn → R una función tal que V (x) →∞ cuando ‖x‖ → ∞, entonces
V es llamada como radialmente no acotada.
Los siguientes teoremas muestran que una V radialmente no acotada es su�ciente para la estabi-
lidad asintótica global del punto de equilibrio
Teorema 2.5. (Barbashin-Krasovskii). [32] Sea V : Rn → R una función C1 radialmente no
acotada tal que V (0) = 0, V (x) > 0 cuando x 6= 0 y V̇ (x) < 0. Entonces x = 0 es globalmente
asintóticamente estable.
Teorema 2.6. (Chataev). [32] Sea x = 0 un punto de equilibrio de ẋ = f(x). Sea V una función
C1 tal que V (0) = 0. Para todo ε > 0 suponga que existe x0 ∈ Bε, tal que V (x0) > 0. Si existe un
ε > 0 tal que V̇ (x) > 0 para x en el conjunto,

U = {x|‖x‖ ≤ r, V (x) > 0},

entonces x es inestable.
Demostración. x0 es interior de U y de V (x0) = a > 0. Así, la trayectoria que inicia en x(0) = x0,debe dirigirse a U .
Note que esta trayectoria no puede cruzar la super�cie

{x|V (x) = 0},

porque V (x0) = a > 0. Así, puede ir dentro de la super�cie
{x|‖x‖ = r},

y entonces existe un ε > 0 tal que para algún x(0) arbitrariamente cerrado en el punto de equilibrio,
no podemos permanecer dentro de ε. Por lo tanto el punto de equilibrio es inestable.
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De�nición 2.14. [32] Sea x la solución de ẋ = f(x). Un punto p es un punto límite positivo de x
si existe una sucesión {tn} donde tn →∞ tal que x(tn) → p cuando n →∞.
De�nición 2.15. [32] El conjunto límite w (conjunto límite positivo) de x es el conjunto de todos
los puntos positivos de x.
De�nición 2.16. [32] Un conjunto M es llamado invariante respecto a f (f invariante) si x(0) ∈ M
implica x(t) ∈ M para todo t ≥ 0.
De�nición 2.17. [32] Se dice que M es un atractor para x, si cuando t → ∞ y cualquier ε > 0
existe un T > 0 tal que

∃ xm ∈ M ‖x(t)− xm‖ < ε

para todo t > T .
El siguiente teorema establece la fuerza del principio de invarianza.
Teorema 2.7. [32] Si x es la solución de ẋ = f(x) que es acotada y direcciona D para todo t ≥ 0,
entonces el conjunto limite w de x, L+, es no vacío, compacto, invariante, y atractor.
Demostración. la prueba se dará para cada caso por separado.

No vacío: Dado que x(t) es acotado y consiste de un número in�nito de puntos, el teorema de
Weierstrass demuestra que tiene un punto límite.
Acotado: Dado que x es acotado en D, este punto límite es acotado y también L+ es acotado.
Compacto: Se ha probado que L+ es cerrado y entonces el conjunto compacto tiene la forma
del Teorema de Heine-Borel. Sea {yi} una sucesión en L+ tal que yi → y. Dado un yi ∈ L+

para cada i, entonces {tij} es una sucesión tal que x(tij) → yi. Así se construye una sucesión
τi, eligiendo τi > tij, tal que ‖x(τi) − yi‖ < 1

i
. Así, para cualquier ε > 0 se puede encontrar

un N1 y N2 tal que
‖x(τi)− yi‖ <

ε

2
∀ i > N1,

‖yi − y‖ <
ε

2
∀ i > N2.

Esto indica que
‖x(τi)− yi‖ ≤ ‖x(τi)− yi‖+ ‖yi − y‖ = ε > Ni

para todo i > max(N1, N2), lo cual indica que x(τi) → y. Así, y ∈ L+ y también L+ son
cerrados.
Invariante: Sea y ∈ L+ y también x = φ(x, t) la solución de ẋ = f(x), con x(0) = y. Dado
y ∈ L+ como una trayectoria de x y la sucesión {ti} tal que x(ti) → y. Así se nota que

φ(t + ti, x) = φ(t, φ(ti, x0))
= φ(t, x(ti))

Por continuidad de x, se puede tomar el límite en i →∞. Así, se concluye que
ĺım
i→∞

φ(t + ti, x0) = φ(t, y),

lo cual implica que φ(t, y) ∈ L+ para todo t > 0 y L+ sea invariante.
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Atractor: Suponga que no es un atractor, entonces existe un ε > 0 y una sucesión {ti}, tal que

inf
y∈L+

‖x(ti)− y‖ > ε

Dado que la sucesión es acotada (compacta), contiene una subsucesión convergente x(t′i) → x∗

indicando que x∗ ∈ L+. Esto puede ayudar mientras x sea siempre menor que ε en todo L+,
lo cual contradice la suposición inicial.

Con base en las anteriores de�niciones y teoremas, se puede ahora establecer de forma más clara
el Teorema de invarianza de LaSalle.
Teorema 2.8. (LaSalle). [32] Sea Ω ⊂ D un conjunto compacto positivamente invariante con
respecto a ẋ = f(x). Sea V : D → R una función C1, tal que, V̇ ≤ 0 en Ω. Sea E el conjunto de
todos los puntos en Ω tal que V̇ = 0. Sea M el conjunto invariante más grande en E. Entonces toda
solución iniciada en Ω se aproxima a M cuando t →∞.

Demostración. Sea x la solución de ẋ = f(x) iniciada en Ω. Dado que V̇ ≤ 0 en Ω, se sabe que
V (x(t)) es no creciente y también es acotada, así que tiene un punto límite a.
El conjunto límite w, L+, de x esta Ω, dado que Ω es cerrado. Así para cualquier p ∈ L+ existe
una sucesión {tn}, tal que, x(tn) → p y

V (p) = ĺım
n→∞

V (x(tn)) = a,

lo cual indica que V (x) = a en L+.
Dado que L+ es invariante (por el teorema anterior) se sabe que V̇ (x) = 0 en L+ lo cual implica
que

L+ ⊂ M ⊂ E ⊂ Ω.

Además se sabe por el Teorema anterior, que L+ es atractor, lo que implica que x → L+ o que
x → M .
El siguiente Colorario es una aplicación del principio de invarianza, que es obtenido por la solución
trivial x = 0, la cual es el mayor conjunto invariante en E.
Corolario 2.1. [32] Sea x = 0 el punto de equilibrio de ẋ = f(x). Sea V : D → R una función
de�nida positiva C1 en D, y que conteniendo a x = 0 tal que V̇ ≤ 0 en D. Sea

S = {x ∈ D|V̇ = 0}.

Ahora suponga que la solución no esta en S, ya que es la solución trivial. Entonces la solución es
asintóticamente estable.

Observación 1. Observe que al quitar la restricción de que V̇ es de�nida negativa, todavía se asegura
la estabilidad, y esto es por el costo de valorar la naturaleza no atractora de S.
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Ahora bien, el enfoque de este tema de tesis es orientado a robots de 2GdL, por lo que es nece-
sario conocer su descripción. El modelado de robots puede ser descrito por diferentes técnicas de
modelado, como lo es el modelo dinámico, el modelo cinemático directo de aceleración, el modelo
cinemático directo de posición, el modelo cinemático directo de velocidad, el modelo cinemático
inverso de aceleración, el modelo cinemático inverso de posición y el modelo cinemático inverso de
velocidad.
Para nuestro caso de estudio modelaremos al sistema con el modelo dinámico, para esto requerimos
introducir a un tipo de sistemas no lineales especí�co, el cual es representado por ciertas ecuaciones
llamadas ecuaciones de Euler-Lagrange.

2.4. Las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Las ecuaciones Euler-Lagrange originalmente fueron usadas para describir la dinámica de sistemas
mecánicos. Pueden ser demostradas por su equivalente en la segunda ley de Newton. La ventaja de
la formulación de Euler-Lagrange es que la forma de estas ecuaciones es invariable. Las ecuaciones
de Euler-Lagrange también pueden ser usadas para describir la dinámica de otros sistemas físicos,
como sistemas eléctricos.
El modelado de sistemas con varios parámetros pueden ser dados por dos aproximaciones básicas,
las cuales son usadas comúnmente en la actualidad: la derivación de la ecuación de movimiento
usando ley la de Newton, o la aplicación de principios de variación al seleccionar funciones de ener-
gía. De hecho, para sistemas puramente mecánicos o eléctricos se usa la segunda Ley de Newton
y Ley de Kirchho�, respectivamente. El método de modelado por Euler-Lagrange es muy fácil de
aplicar para un sistema hibrido1 de los mencionados anteriormente. En este caso, las fuerzas que
interactuar pueden obtenerse el método de desplazamiento arbitrario y de conservación de la energía.

2.4.1. Modelado de sistemas Euler-Lagrange.
La metodología de modelado de sistemas de Euler-Lagrange puede ser utilizada para el modelado
de un robot. Para determinar las ecuaciones de Euler-Lagrange en una situación especí�ca, uno
tiene que constituir el Lagrangiano del sistema, que es la diferencia entre la energía cinética y la
energía potencial.
Las ecuaciones Euler-Lagrange tienen algunas propiedades muy importantes que pueden ser ex-
plotadas al diseñar y analizar los algoritmos de control por retroalimentación. Entre estos límites
explícitos está la matriz de inercia, linealidad en los parámetros de inercia, y propiedades de pasi-
vidad, etc.
El diseño de un modelo vía aproximación por variación hace el uso de las funciones de energía
en términos de conjuntos de variables generalizadas (típicamente posiciones y cargas para el siste-
ma mecánico y eléctrico, respectivamente), este procedimiento hace una introducción de la función

1 e.g. teniendo una parte mecánica y otra eléctrica.
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Lagrangiano. Las ecuaciones de movimiento son derivadas, principalmente de dinámicas analíticas,
particularmente del principio de Hamilton, el cual describe el movimiento de los estados del sistema
a través de las trayectorias que minimizan la integral del Lagrangiano.
Uno de los orígenes de las ecuaciones de Euler-Lagrange para sistemas mecánicos es detallado a
continuación.
Modelo dinámico

Las etapas para el modelado dinámico de robots manipuladores por Euler-Lagrange consiste de
los siguientes pasos [9]:
1. Cálculo de la energía cinética: K(q(t), q̇(t)).
2. Cálculo de la energía potencial: u(q(t)).
3. Cálculo de Lagrangiano: L(q(t), q̇(t)).
4. Desarrollo de las ecuaciones de Euler-Lagrange; para obtener

ε(q(t), q̇(t)) = K(q(t), q̇(t)) + u(q(t)), (2.5)
donde ε es la suma total de las energías, las energías cinéticas K y las energías potenciales u , y
q(t) =

[
q1(t) . . . qn(t)

]T
, que corresponde a un vector de coordenadas generalizadas.

El Lagrangiano L(q(t), q̇(t)) de un robot manipulador es la diferencia entre su energía cinética K
y su energía potencial u de tal forma que:

L(q(t), q̇(t)) = K(q(t), q̇(t))− u(q(t)), (2.6)
Considerando a u como fuerzas conservativas, como lo es la fuerza de gravedad y fuerzas de resorte.
Las ecuaciones del movimiento de Euler-Lagrange vienen dadas por:

d

dt

[
∂L(q, q̇(t))

∂q̇(t)

]
− ∂L(q, q̇(t))

∂q(t)
= τ − bq̇(t), (2.7)

o de forma equivalente
d

dt

[
∂L(q, q̇)

∂q̇i

]
− ∂L(q, q̇)

∂qi

= τi − bq̇i,

con i representado la i− esima articulación i = 1, . . . , n donde τi son fuerzas y pares ejercidos (por
accionadores) en cada articulación como fuerzas no conservativas, siendo b el coe�ciente de fricción
viscosa y n = grados de libertad.
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Por otro lado, la energía cinética de un cuerpo en movimiento está dada por

K =
n∑

i=1

1

2
miv

2
i , (2.8)

donde n es el número de coordenadas generalizadas, mi es la masa del i-ésimo cuerpo en movimiento
y vi es la i-ésima velocidad operacional.
Así que la energía cinética asociada a un dispositivo mecánico articulado puede de�nirse como:

K(q, q̇) =
1

2
q̇T D(q)q̇,

donde D(q) es una matriz n×n simétrica de�nida positiva denominada matriz de inercia. La energía
potencial u(q) no tiene una forma especí�ca como en el caso de energía cinética, pero se sabe que
depende del vector de posiciones articulares q, situación que describe la altura del centro de masas
con relación al plano de trabajo.
El Lagrangiano L(q, q̇), dado por la ecuación (2.6) en este caso es:

L(q, q̇) =
1

2
q̇T D(q)q̇ − u(q) (2.9)

De esta forma la ecuación de movimiento de Euler-Lagrange puede expresarse como:
d

dt

[
∂

∂q̇

[
1

2
q̇T D(q)q̇

]]
− ∂

∂q̇

[
1

2
q̇T D(q)q̇

]
+

∂u(q)

∂q
= τ − ∂F

∂q̇
(q̇),

los términos del lado derecho de la ecuación anterior son fuerzas externas, por lo tanto puede
veri�carse que:

∂

∂q̇

[
1

2
q̇T D(q)q̇

]
= D(q)q̇,

d

dt

[
∂

∂q̇

[
1

2
q̇T D(q)q̇

]]
= D(q)q̈ + Ḋ(q)q̇,

cuya forma genérica es:
D(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) = τ − ∂F

∂q̇
(q̇). (2.10)

Nótese que de (2.10) es una ecuación diferencial vectorial no lineal en el estado [
qT q̇T

]T , donde
C(q, q̇)q̇ = Ḋ(q)q̇ − 1

2

∂

∂q

[
q̇T D(q)q̇

]
, (2.11)

g(q) =
∂u(q)

∂q
(2.12)

y C(q, q̇)q̇ es un vector de n×1 llamado vector de fuerzas centrífugas y de Coriolis, g(q) es un vector
de n× 1 de fuerzas o de pares gravitacionales y τ es un vector de n× 1 llamado vector de fuerzas
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externas, siendo generalmente los pares y fuerzas aplicadas por los actuadores en las articulaciones.
La matriz C(q, q̇) ∈ Rn×n puede no ser única, pero el vector g sí lo es y C de�ne el mapeo

C : Rn → L(Rn×Rn; Rn). Una manera de obtener C(q, q̇)q̇ es a través de los coe�cientes o símbolos
de Christo�el cijk(q) de�nidos como:

cijk(q) =
1

2

[
dDkj(q)

∂qi

+
dDki(q)

∂qj

+
dDij(q)

∂qk

]
,

donde Dij(q) denota el ij-ésimo elemento de la matriz de inercia D(q). En efecto, el kj-ésimo elemento
Ckj(q, q̇) de la matriz C(q, q̇) puede obtenerse de la siguiente manera:

Ckj(q, q̇) =


c1jk(q)
c2jk(q)...
cnjk(q)


T

,

Usando una factorización especial describimos el sistema de ecuaciones de Euler-Lagrange puede
ser representado de forma equivalente a

D(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) +
∂F

∂q̇
(q̇) = τ (2.13)

donde ∂F
∂q̇

(q̇) es llamada comúnmente como fuerza disipativa.
Lema 2.2. [61] Con D y C de la ecuación (2.13) tenemos que q̇T Ḋq̇ − 2q̇T (C(q, q̇)q̇) = 0.

Demostración. Si calculamos
Ḋij =

∂Dij

∂xk
q̇k

Entonces del cálculo usando la de�nición de C se puede veri�car que

q̇T Ḋq̇ − 2q̇T (C(q, q̇)q̇) =

(
∂Djk

∂xi
q̇k − ∂Dik

∂xj
q̇k

)
q̇iq̇j

dado que el resultado entre paréntesis es simétrico con respecto a los indices i y j, se cumple el
resultado, enunciado en el Lema 2.2.

2.4.2. Fuerzas externas.
Existen tres tipos de fuerzas externas que in�uyen en un sistema Euler-Lagrange las cuales son:
Fuerza de control de entrada, fuerzas disipativas, y fuerzas de interacción del sistema con su medio
ambiente (perturbaciones).
Se supone que la fuerza de control en un sistema lineal puede ser descrita como Mu y por lo tanto,

M es una matriz constante y u es el vector de control, es decir un vector que contiene todas las
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señales de control.
Las fuerzas disipativas, siempre son de la forma −∂F (q̇)/∂q̇, donde F (q̇) es llamada como de
disipación de Rayleigh, que por de�nición satisface

q̇T ∂F

∂q̇
(q̇) ≥ 0.

Usando estas tres fuerzas, las fuerzas externas pueden ser escritas de la forma
Q =

∂F

∂q̇
+ Qζ + Mu,

donde Qζ denota las fuerzas de perturbación.
De�nición 2.18. [61] Un sistema con ecuaciones Euler-Lagrange

d

dt

(
∂L

∂q̇
(q, q̇)

)
− ∂L

∂q
(q, q̇) +

∂F

∂q̇
(q̇) = Mu + Qζ

esta caracterizada por los parámetros Euler-Lagrange

K(q, q̇), U(q), F (q̇), M, Qζ

Si un parámetro es igual a cero, entonces usualmente se omite algún parámetro. por ejemplo, si
Qζ = 0 el conjunto paramétrico es

K(q.q̇), U(q), F (q̇), M.

De�nición 2.19. Sistema Euler-Lagrange completamente actuado: [61] si el número de en-
tradas de control nu es igual al número de grados de libertad n, el sistema es llamado completamente
actuado, esto es, n = nu. Si n > nu, el sistema es llamado subactuado.

De�nición 2.20. Amortiguamiento de sistemas Euler-Lagrange: [61] el sistema es de�nido
como completamente amortiguado, si la función de Rayleigh q̇T ∂F (q̇)/∂q̇ es de�nida positiva, esto
es, que satisface

q̇T ∂F

∂q̇
(q̇) ≥

n∑
i=1

αiq̇
2
i

con αi > 0, ∀i ∈ 1, ..., n. Si ∃i ∈ 1, ..., n : αi = 0, el sistema es llamado como subamortiguado.

Observación 2. Función de disipación cuadrática: [61] En muchos casos se supone que la función
de disipación de Rayleigh es una función cuadrática de la forma

F (q̇) ≡ 1

2
q̇T Rq̇

donde la matriz R es no negativa, simétrica y diagonal. Si el sistema es completamente amortiguado,
la matriz es de�nida positiva y el sistema es subamortiguado, esto es semide�nida positiva pero no
de�nida positiva (de la De�nición 2.20). La propiedad cuadrática de F indica que F (0) = 0.
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2.4.3. Suposiciones y propiedades.
Para el desarrollo de este tema se proponen las siguientes suposiciones y propiedades:
Proposición 2.1. [42] El sistema (2.13) puede ser parametrizado de la forma

D(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) +
∂F

∂q̇
(q̇) = Φ(q, q̇, q̈)T θ (2.14)

donde θ ∈ Rp es un vector de parámetros constantes y Φ(q, q̇, q̈)T ∈ Rq×n es la matriz de regresión.

Suposición 2.1 [61] La matriz de inercia D(q) es de�nida positiva ∀ x, xT D(q)x > 0 y simétrica
D(q) = D(q)T , y también tiene una cota inferior y superior, i.e. satisface la desigualdad

dmI < D(q) < dMI (2.15)
donde dm y dM son constantes positivas.
Suposición 2.2 [61] La función de energía potencial u(q) es radialmente acotada, globalmente
de�nida positiva y tiene un mínimo único en q = q. También asumimos que u(q) no tiene ningún
otro punto crítico, por lo que q = q es la única solución de ∂u/∂q = 0.
Suposición 2.3 [61] Existe alguna constante positiva kg y kv tal que

kg ≥ sup
q∈Rn

∥∥∥∥∂2u(q)

∂q2

∥∥∥∥ (2.16)

kv ≥ sup
q∈Rn

∥∥∥∥∂u(q)

∂q

∥∥∥∥ (2.17)
Proposición 2.2. [61] La matriz C(x, y) es acotada en x y lineal en y, entonces ∀z ∈ Rn

C(x, y)z = C(x, z)y (2.18)

‖C(x, y)‖ ≤ kc ‖y‖ , kc > 0 (2.19)
de hecho (2.18) es una consecuencia de la de�nición de C(q, q̇). También las desigualdades (2.16)
y (2.17) son una de�nición de los símbolos de Christo�el.
Una vez que se ha comprendido la teoría anterior, ahora se puede realizar una conexión con la
teoría de control para el desarrollo de un algoritmo de control como se presenta a continuación.

2.5. Síntesis de un controlador mediante el análisis de Lya-

punov.

Como se mencionó anteriormente, el control más común en sistemas subactuados implementados
de forma arti�cial, esta basado en propiedades pasivas de los sistemas. Sin embargo, estas técnicas
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tienen algunas de�ciencias en la realización, por lo que solo nos enfocaremos en sistemas de dos
grados de libertad tipo vertical, y en particular con los modelado de sistemas por medio de la téc-
nica de Euler-Lagrange revisados en el presente capítulo y el apéndice A. Los sistemas robóticos
Euler-Lagrange tienen algunas propiedades que explotaremos para el diseño de la ley de control,
como son los resultados a través de (2.13), el Lema (2.2), la Suposición (2.1), y las De�niciones
(A.3), (A.4), (A.5), principalmente.

2.5.1. Esquema de control.
Para el caso de estudio en cuestión, como se mencionó anteriormente, se tomarán los sistemas
subactuados de dos grados de libertad tipo verticales. Siguiendo la con�guración clásica de un
robot descritos por (2.10), se pueden sintetizar las dinámicas para un sistema de dos grados de
libertad de la forma siguiente:

D(q) =

[
d11(q) d12(q)
d21(q) d22(q)

]
(2.20)

C(q, q̇) =

[
C11(q, q̇) C12(q, q̇)
C21(q, q̇) C22(q, q̇)

]
(2.21)

g(q) =

[
g1(q)
g2(q)

]
(2.22)

τ =

[
τ1

τ2

]
(2.23)

Observación 3. Las fuerzas disipativas se han omitido debido a que estas no in�uyen directamente
en propiedades pasivas del sistema, e incluso las fricciones inducen pasividad.
Debido a que el sistema propuesto en este tema es un sistema subactuado, entonces las ecuaciones
anteriores pueden ser descritas como sigue:

D(q)(q̈act, q̈act) + C(q, q̇)(q̇act, q̇noact) + g(q) = τ (2.24)
donde

τ =

[
τact

τnoact

]
(2.25)

donde el término act indica la variable actuada y el término noact indica la variable no actuada.
La energía total de un sistema está dada por la ecuación (2.6) y está deberá de ser evaluada en el
punto de equilibrio al que se desea llevar al sistema. Así, se obtiene la energía deseada del sistema
(Leq), donde el subíndice eq indica que es evaluado en el punto de equilibrio deseado, por lo que la
ecuación de energía tiene las siguientes características:

K(q(t), q̇(t) = 0, (2.26)
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y

u(q(t)) = u(qeq). (2.27)
De esta manera, se puede apreciar que para llevar al sistema al punto de equilibrio deseado, es
necesario introducir la serie de condiciones siguientes:
C1) q̇eq = 0.
C2) L(qeq, q̇eq) = Leq.
donde se observa que si L(q, q̇) 6= Leq entonces q̇2

noact > 0. Dado que el objetivo del control es llevar
al sistema a las condiciones q̇act = 0, L̃ = L−Leq y q̃act = qact− qeq, se agrega una tercera condición
C3) qact + qnoact + cte = 0.
Así, L̃ = L − Leq = 0, resulta en una trayectoria, la cual es conocida como orbita homoclínica2 la
cual depende de las dinámicas de cada sistema en particular.
Del apéndice A, se usarán algunas propiedades de la pasividad para realizar una retroalimentación
equivalente. Así, se involucra una función de almacenamiento de la forma V (x) para el diseño de la
ley de control. Por lo que se propone una función candidata de Lyapunov de la forma siguiente:

V (q, q̇) =
kE

2
L̃(q, q̇)2 +

kD

2
q̇2
act +

kP

2
q̃2
act +

kL

2
q̃2
noact (2.28)

donde las constantes kE, kD, kP y kL son estrictamente positivas, para que (2.28) sea semide�nida
positiva. Del modelo directo de un manipulador se obtiene:

d

dt


qact

qnoact

q̇act

q̇noact

 =

 q̇act

q̇noact

D(q)−1 [τ − C(q, q̇)(q̇act, q̇noact)− g(q)]

 , (2.29)

se puede descomponer al sistema de tal manera que la variable actuada quede de la forma siguiente:[
q̈act

q̈noact

]
=

Adj(D(q))

∆

([
τ
0

]
− C(q, q̇)

[
q̇act

q̇noact

]
− g(q)

)
, (2.30)

Así la variable q̈act se escribe como:

q̈act =
f(q, q̇) + u(q)τ

∆
, (2.31)

donde ∆ = det(D(q)).
2 Una trayectoria de un sistema dinámico que tiende a un mismo conjunto invariante (punto de equilibrio, punto

de un plano, orbita periódica, etc.) cuando t → +∞.
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Debido a que V (q, q̇) es una función de�nida positiva, lo siguiente es veri�car si es una función de
Lyapunov, por lo que se calculará V̇ (q, q̇), de la forma lo siguiente:

V̇ (q, q̇) =

[
∂V (q, q̇)/∂qact

∂V (q, q̇)/∂qnoact

]
(2.32)

Debido a que para que V (q, q̇) sea una función de Lyapunov, tiene que cumplir con V̇ (q, q̇) ≤ 0, por
lo que se propone que V̇ (q, q̇) = ∂V (q, q̇)/∂qact + ∂V (q, q̇)/∂qnoact, i.e.

V̇ = kEL̃L̇+ kDq̈actq̇act + kP q̇actq̃act + kLq̇actq̃noact + kLq̇noactq̃noact

= kEL̃q̇actτ + kDq̈actq̇act + kP q̇actq̃act + kLq̇actq̃noact + kLq̇noactq̃noact

= q̇act

(
kEL̃τ + kDq̈act + kP q̃act + kLq̃noact

)
+ kLq̇noactq̃noact

(2.33)

Así, una vez obtenido V̇ (q, q̇), y sustituyendo a L̇ por su equivalente en propiedad pasiva, i.e.
L̇ = q̇actτ , se obtiene la representación de la función (2.33) de la forma siguiente:

V̇ = q̇act

{
τ

(
kEL̃+ kDu(q)

∆

)
+ kDf(q,q̇)

∆
+ kpq̃act + kLq̃noact

}
+q̇noactq̃noact

(2.34)

Dado que la función V̇ (q, q̇) necesariamente tiene que ser una función semide�nida negativa, se
propone lo siguiente:

V̇ = −(q̇act + q̇noact)
2 (2.35)

Así forzando a la función candidata se puede lograr que sea una función de Lyapunov.
Al desarrollar (2.35), se le puede dividir en dos ecuaciones de la forma siguiente:

V̇1 = −q̇2
act + 2q̇actq̇noact ≤ 0, (2.36)

y
V̇2 = −q̇2

noact ≤ 0 (2.37)
De esta manera, de (2.34), (2.36) y (2.37) se obtiene que:

−q̇2
act − 2q̇actq̇noact = q̇act

(
kEL̃τ + kDq̈act + kP q̃act + kLq̃noact

) (2.38)
y

−q̇2
noact = kLq̃noactq̇noact, (2.39)

Así, la ley de control puede tomar la siguiente forma:
τ

(
kEL̃+ kDu(q)

∆

)
+ kDf(q,q̇)

∆
+ kpq̃act + kLq̃noact

= −q̇act − 2q̇noact.
(2.40)
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Obviamente la ley de control (2.40) pueden presentar singularidades, que se puede evitar si

kEẼ +
kDg(q, q̇)

∆
6= 0 (2.41)

De la ecuación de la energía (2.6) se puede observar que L̃ ≥ −2Leq. Así, en (2.40) se mantiene bien
de�nida si lo siguiente se satisface:

kDu(q)

máx (∆)
≥ 2kE (Leq) . (2.42)

Obteniendo de esta forma cota inferior para KD/KE:
kD

kE

>
2u(q) (Leq)

máx (∆)
. (2.43)

Cuando se hace el uso de la ley de control (2.40) el sistema subactuado puede establecerse alrededor
de cualquiera de sus puntos de equilibrio. Para evitar cualquier punto singular diferente del punto
deseado se necesita que ∣∣∣L̃∣∣∣ < mı́n (|Leq − L1| , |Leq − L2| , ...) = c (2.44)
Dado que V no es una función creciente, se puede llevar (2.44) a (2.36) si las condiciones iniciales
son tales que

V (0) < KE
c2

2
(2.45)

donde cada sistema en particular, de�ne una región de atracción. Por lo que la ley de control puede
ser escrita como:

τ =
−kDf(q,q̇)

∆
− kP q̃act − kLq̃noact − q̇act − 2q̇noact{

kEL̃+ kDu(q)
∆

}
Al desarrollar la anterior ecuación se obtiene el siguiente resultado

τ =
−kDf(q, q̇)− (qact − 2q̇noact + kpq̃act + kLq̃noact)∆

kEL̃∆ + kDu(q).
(2.46)

Como se puede notar de la ecuación (2.46), hace que el primer término de (2.36) sea una función
semide�nida negativa, pero no a la función (2.36) en si, por lo que se de�ne lo siguiente:

V̇2 ≤ V̇1 ≤ 0 (2.47)
i.e.,

V̇2 ≤ τ (2.48)
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donde τ = α + β, por lo que el sistema queda representado de la siguiente manera
α = −q̇noact − kLqnoact (2.49)

y
β =

−kDf(q, q̇)− (qact − 2q̇noact + kpq̃act + kLq̃noact)∆

kEL̃∆ + kDu(q)
(2.50)

Finalmente, se llega a una ley de control general de la forma:
τ = α + β =

−kDf(q, q̇)− (qact − 2q̇noact + kpq̃act + kLq̃noact)∆

kEL̃∆ + kDu(q)
− q̇noact − kLqnoact (2.51)

La cual puede ser implementada en general para sistemas subactuados de dos grados de libertad.
Observe que la ley de control sintetizada en (2.51) es una ley generalizada para llevar al sistema
subactuado a una posición de equilibrio (dada a través de Leq), la cual es elegida por el usuario.
Si esta posición de equilibrio es inestable, con esta ley de control, se asegura que las condiciones
C1), C2) y C3) se veri�can y en consecuencia los estados en el atractor inestable están acotados.
Lo anterior será de gran utilidad para realizar en esta vecindad, la conmutación hacia otra ley de
control, dada por un método lineal.
La ecuación (2.51) resulta en el siguiente teorema para el análisis de estabilidad.

Teorema 2.9. Considere el sistema (2.30) y tome la función candidata de Lyapunov (2.28) donde
kE, kP , kD y kL como constantes estrictamente de�nidas positivas y que cumple con las condiciones
(2.43) y (2.44). Entonces la solución del sistema con la ley de control en lazo cerrado (2.51) converge
a un conjunto invariante M dado por la orbita homoclínica en el intervalo qact − cte = ε, donde
|ε| < ε? y ε? es arbitrariamente pequeño.

El algoritmo de control presentado en esta sección puede ser resumido de la siguiente manera:
1. Establecer la propiedad de pasividad para el sistema subactuado particular.
2. Evaluar la energía del sistema en el punto de equilibrio deseado.
3. Introducir condiciones para balancear al sistema a su con�guración deseada.

C1) q̇eq = 0

C2) L(q, q̇) = Leq.
C3) q1 + q2 + cte = 0.

4. Estabilización de la orbita homoclínica.
5. Con las condiciones de balanceo, proponer una función candidata de Lyapunov de la forma:

V (q, q̇) =
kE

2
L̃(q, q̇)2 +

kD

2
q̇2
act +

kP

2
q̃2
act +

kL

2
q̃2
noact (2.52)
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6. Forzar la función candidata de Lyapunov a una función de Lyapunov de la forma:

V̇ = −(q̇act + q̇noact)
2 (2.53)

7. Con ayuda de la propiedad de pasividad y el modelo directo, establecer la ley de control.

τ = α + β =
−kDf(q, q̇)− (qact − 2q̇noact + kpq̃act + kLq̃noact)∆

kEL̃∆ + kDu(q)
− q̇noact − kLqnoact (2.54)

8. Una vez alcanzando la órbita homoclínica se debe diseñar un controlador que estabilice al
sistema de manera asintótica, para el caso de estudio de este tema de tesis se propone diseñar
un controlador LQR.

9. Al término del desarrollo de los pasos anteriores del algoritmo se propone hacer una con-
mutación de controles, esto es con el �n de que cuando el sistema alcance una región de
atracción hacia el punto de equilibrio deseado, el sistema deberá cambiar a un controlador
que lo estabilice, así de este modo se resuelva el problema de balance y estabilización.

2.5.2. Prueba de estabilidad
La prueba del Teorema 2.9 está basada en el Teorema de Invarianza de LaSalle (ver Teorema 2.8).

Demostración. A �n de aplicar el Teorema de Invarianza de LaSalle, se requiere de�nir un conjunto
compacto (cerrado y acotado) Ω con la propiedad de que toda solución del sistema (2.30) que inicia
en Ω permanezca en Ω para todo t ≤ T .
Dado que V (q, q̇) en (2.28) no es una función creciente, (ver (2.35)), entonces qact, q̇act, qnoact y q̇noactson acotados.
De aquí suponga que si las dinámicas contienen los siguientes términos, cos qnoact, sen qnoact, cos qnoact,
sen qact, cos(qact + qnoact), sen(qact + qnoact) también son funciones acotadas, y se puede de�nir el es-
tado z del sistema en lazo cerrado como la composición dada de qact, sen qact, sen(qact + qnoact), q̇act,
cos qnoact, sen qnoact y q̇noact.Por lo tanto, la solución del sistema en lazo cerrado ż = F (z) permanece dentro de un conjunto
compacto Ω que es de�nido por el valor del estado inicial.
Sea Γ el conjunto de todos los puntos en Ω tal que V̇ (z) = 0.
Sea M el conjunto invariante más grande en Γ.
El Teorema de LaSalle enuncia que toda solución iniciada en Ω se aproxima a M cuando t →∞.
Lo cual implica que del conjunto Γ (ver (2.35)), si V̇ = 0 y q̇act + q̇noact = 0, implica que qact +qnoacty V son constantes. Dado que el sistema va hacia las condiciones C1), C2) y C3), entonces el
conjunto invariante más grande M está dado por la orbita homoclínica en el intervalo qact−cte = ε,
qact + qnoact + cte = ε, donde |ε| < ε? y ε? es arbitrariamente pequeño, entonces toda solución
converge al conjunto invariante M , por lo tanto la trayectoria del sistema converge a la orbita
homoclínica.
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2.6. Conclusiones

En este capítulo se vió como un sistema no lineal modelado por la metodología de Euler-Lagrange,
y el cual presenta la propiedad de subactuación, puede ser estabilizado en cierta región, en este caso
es una orbita homoclínica, lo cual representa una alternativa para el balanceo de este tipo de siste-
mas a un punto de equilibrio inestable del mismo. Esto es posible de realizar por la intervención de
funciones de Lyapunov, estas funciones son una interesante alternativa para el control de sistemas
de manera general, aunque en este proyecto de tesis solo lo enfocamos en sistemas subactuados, la
metodología diseñada puede ser aplicada a sistemas completamente actuados.
También podemos decir que la ley de control es una buena opción para llevar a un sistema subac-
tuado de 2GDL a una región cercana a cualquiera de sus puntos de equilibrio inestables, Así de esta
manera se puede decir con seguridad que el problema de balanceo para sistemas subactuados de
2GDL esta resuelto con la aplicación de la metodología propuesta en este proyecto de tesis, y debido
a que un sistema puede ser estabilizado por medio de controladores lineales,3 por lo que también
se puede decir que el problema de balancear y estabilizar sistemas subactuados de 2GDL en una
con�guración inestable es resuelto (para sistemas subactuados diseñados de manera arti�cial).

3 e.g. por medio de un controlador LQR, por asignación de polos, etc.



Capítulo 3

Sistema subactuado pendubot.

3.1. Descripción física.

El sistema Pendubot es un sistema electro mecánico (o mecatrónico) que consiste en dos eslabones
rígidos interconectados por articulaciones de revolución. El primer eslabón está accionado por un
motor de CD y el segundo eslabón no está actuado. Así, el segundo eslabón puede ser controlado
por el movimiento inducido por el primero. El sistema Pendubot es similar en esencia al sistema
péndulo invertido. Sin embargo, la naturaleza de las dinámicas acopladas entre los dos cuerpos del
Pendubot resultan en algunas propiedades interesantes.
De otra forma, el sistema Pendubot es un robot simple que consta de dos cuerpos rígidos. Por
esto también, se puede decir que el sistema subactuado Pendubot es un sistema no lineal, ya que su
propia dinámica lo muestra. El segundo eslabón se mueve libremente alrededor del primer primer
enlace y el objetivo de control de este sistema es el de llevar al mecanismo a su punto de equilibrio
inestable. El sistema Pendubot es un robot tipo subactuado con punto de referencia, donde se puede
hacer el estudio de técnicas de control, como es el caso de la regulación.

3.2. Modelado matemático.

En esta sección se resumen los tópicos sobre el modelado de un brazo mecánico con dos grados de
libertad, el cual es el prototipo de estudio de este proyecto de tesis.
El robot considerado puede verse en la Figura 3.1 el cual consiste en dos eslabones conectados
a través de articulaciones rotacionales. El signi�cado de las diversas constantes así como el valor
numérico de las mismas están resumidos en la Tabla 3.1.

3.2.1. Modelo del sistema pendubot.
El brazo manipulador está descrito por el diagrama de cuerpo libre que es representado en la
Figura 3.1.

29
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Descripción Notación Valor Unidades
Longitud eslabón 1 l1 0.2032 m
Longitud eslabón 2 l2 0.3841 m

Distancia al centro de masa (eslabón 1) lc1 0.1551 m
Distancia al centro de masa (eslabón 2) lc2 0.1635 m

Masa del eslabón 1 m1 0.8293 kg
Masa del eslabón 2 m2 0.3402 kg

Inercia eslabón 1 respecto al centro de masa I1 0.005 Kg ·m2

Inercia eslabón 2 respecto al centro de masa I2 0.0043 Kg ·m2

Aceleración de gravedad g 9.81 m/seg2

Tabla 3.1: Parámetros y variables del sistema Pendubot.

El brazo manipulador está formado por dos eslabones rígidos con las siguientes características
asociadas a los ángulos.
a) q1: mide desde la posición vertical hacia arriba.
b) q2: mide la posición del brazo en la horizontal.
El vector de posiciones articulares q(t) se de�ne como:

q(t) =
[

q1(t) q2(t)
]T

La energía cinética K(q, q̇) = K1(q, q̇)+K2(q, q̇) para este brazo puede descomponerse en dos partes
donde K1(q, q̇) y K2(q, q̇) son energías cinéticas asociadas a las masas m1 y m2 respectivamente.

3.2.2. Energía cinética.
El sistema se analiza como dos masas independientes, primero se procede a calcular la energía
cinética del primer eslabón. En la Figura 3.1 se muestra su diagrama de cuerpo libre.
Las coordenadas del centro de masa del primer eslabón expresadas en el plano X − Y son:

x1 = lc1 cos(q1),
y1 = lc1sen(q1),

(3.1)
y las del segundo eslabón están dadas por

x2 = l1 cos(q1) + lc2 cos(q1 + q2),
y2 = l1sen(q1) + lc2sen(q1 + q2).

(3.2)
El vector de velocidad v1 del centro de masa del primer eslabón partiendo de (3.1) en consecuencia
es:
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Figura 3.1: Sistema subactuado Pendubot.

v1 =

[
ẋ1

ẏ1

]
=

[
−lc1sen(q1)q̇1

lc1cos(q1)q̇1

]
.

Por lo tanto la velocidad al cuadrado vT
1 v1 del centro de masa de dicho eslabón resulta en

vT
1 v1 =

[
lc1sen(q1)q̇1 lc1 cos(q1)q̇1

] [
lc1sen(q1)q̇1

lc1 cos(q1)q̇1

]
,

vT
1 v1 = l2c1q̇

2
1

[
sen2(q1) + cos2(q1)

]
.

Al tomar la identidad trigonométrica cos2(θ) + sen2(θ) = 1, se obtiene, la velocidad al cuadrado
vT

1 v1 del centro de masa la cual resulta ser:
vT

1 v1 = lm2
1q̇

2
1.

Finalmente, la energía cinética correspondiente al movimiento del primer eslabón se obtiene como:
K1(q, q̇) =

1

2
m1v

T
1 v1 +

1

2
I1q̇

2
1 =

1

2
m1lm

2
1q̇

2
1 +

1

2
I1q̇

2
1. (3.3)

Por otro lado, la velocidad del centro de masa del segundo eslabón expresada en el plano X − Y
está dada por

v2 =

[
ẋ2

ẏ2

]
,

y partiendo de (3.2) se obtiene
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v2 =

[
−l1sen (q1) q̇1 − lc2sen (q1 + q2) (q̇1 + q̇2)
l1 cos (q1) q̇1 + lc2 cos (q1 + q2) (q̇1 + q̇2)

]
.

Finalmente, la velocidad al cuadrado respecto al centro de masa del segundo eslabón está dada por

vT
2 v2 =

[
−l1sen (q1) q̇1 − lc2sen (q1 + q2) (q̇1 + q̇2) l1 cos (q1) q̇1 + lc2 cos (q1 + q2) (q̇1 + q̇2)

]
×

[
−l1sen (q1) q̇1 − lc2sen (q1 + q2) (q̇1 + q̇2)
l1 cos (q1) q̇1 + lc2 cos (q1 + q2) (q̇1 + q̇2)

]

vT
2 v2 =

[
(l1sen (q1) q̇1 + lc2sen (q1 + q2) (q̇1 + q̇2))

2 + (l1 cos (q1) q̇1 + lc2 cos (q1 + q2) (q̇1 + q̇2))
2]

Al emplear las identidades trigonométricas
cos (θ)2 + sen (θ)2 = 1

y
sen (θ1) sen (θ1 + θ2) + cos (θ1) cos (θ1 + θ2) = cos (θ2) ,

se obtiene �nalmente la velocidad al cuadrado vT
2 v2 del centro de masa del segundo eslabón:

vT
2 v2 = l21q̇

2
1 + lc1

[
q̇2
1 + 2q̇1q̇2 + q̇2

2

]
+ 2l1lc1

[
q̇2
1 + q̇1q̇2

]
cos (q2)

De esta forma la energía cinética de dicho eslabón es
K2(q, q̇) =

1

2
m2v

T
2 v2 +

1

2
I2 [q̇1 + q̇2]

2 ,

K2(q, q̇) =
m2

2
l21q̇

2
1 +

m2

2
l2c2

[
q̇2
1 + 2q̇1q̇2 + q̇2

1

]
+ m2l1lc2

[
q̇2
1 + q̇1q̇2

]
cos(q2) +

1

2
I2 [q̇1 + q̇2]

2 . (3.4)

3.2.3. Energía potencial.
De forma similar, la energía potencial puede descomponerse como la suma de dos partes: u(q) =

u1(q) + u2(q) donde u1(q) y u2(q) son las energías potenciales asociadas a las masas m1 y m2respectivamente. De donde se obtiene que:
u1(q) = m1lc1g sen(q1), (3.5)

y
u2(q) = m2l1g sen(q1) + m2lc2g sen(q1 + q2). (3.6)
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3.2.4. Lagrangiano del sistema pendubot.
A partir de (2.6) y (2.7) se puede obtener el Lagrangiano del sistema:

L(q, q̇) = K(q, q̇)− u(q),

L(q, q̇) = K1(q, q̇) + K2(q, q̇)− u1(q)− u2(q).

L(q, q̇) = 1
2
m1l

2
c1q̇

2
1 + 1

2
I1q̇

2
1 + m2

2
l21q̇

2
1 + m2

2
l2c2 [q̇2

1 + 2q̇1q̇2 + q̇2
1]

+m2l1lc2 [q̇2
1 + q̇1q̇2] cos(q2) + 1

2
I2 [q̇1 + q̇2]

2

−m1lc1g sen(q1)−m2l1g sen(q1)−m2lc2g sen(q1 + q2),

De esta última ecuación pueden obtenerse las siguientes expresiones:
∂L
∂q̇1

= [m1l
2
c1 + m2l

2
1] q̇1 + m2l

2
c2q̇1 + m2l

2
c2q̇2 + 2m2l1lc2 cos(q2)q̇1

+m2l1lc2 cos(q2)q̇2 + I1q̇1 + I2 [q̇1 + q̇2] ,

d
dt

[
∂L
∂q̇1

]
= [m1l

2
c1 + m2l

2
1 + m2l

2
c2 + 2m2l1lc2 cos(q2)] q̈1 + [m2l

2
c2 + m2l1lc2 cos(q2)] q̈2

−2m2l1lc2sen(q2)q̇1q̇2 −m2l1lc2sen(q2)q̇
2
2 + I1q̈1 + I2 [q̈1 + q̈2] ,

∂L

∂q1

= −g [m1lc1 + m2l1] cos(q1)− gm2lc2cos(q1 + q2),

∂L

∂q̇2

= m2l
2
c2q̇1 + m2l

2
c2q̇2 + m2l1lc2 cos(q2)q̇1 + I [q̇1 + q̇2] ,

d
dt

[
∂L
∂q̇2

]
= m2l

2
c2q̈1 + m2l

2
c2q̈2 + m2l1lc2 cos(q2)q̈1

−m2l1lc2sen(q2)q̇1q̇2 + I2 [q̈1 + q̈2] .

3.2.5. Modelado con Euler-Lagrange (EL).
Finalmente, de las ecuaciones dinámicas de EL que modelan un robot manipulador se obtienen
las siguientes expresiones:

τ1 = [m1lc1
2 + m2l

2
1 + m2l

2
c2 + 2m2l1lc2 cos(q2)] q̈1

+ [m2l
2
c2 + m2l1lc2 cos(q2)] q̈2 − 2m2l1lc2sen(q2)q̇1q̇2

−m2l1lc2sen(q2)q̇
2
2 + I1q̈1 + I2 [q̈1 + q̈2] + g [m1lc1 + m2l1] cos(q1)

+gm2lc2cos(q1 + q2),

y
τ2 = m2l

2
c2q̈1 + m2l

2
c2q̈2 + m2l1lc2 cos(q2)q̈1

−m2l1lc2sen(q2)q̇1q̇2 + I2 [q̈1 + q̈2] + m2l1lc2sen(q2) [q̇1q̇2 + q̇2
1]

+gm2lc2cos(q1 + q2).

Siendo τ1 y τ2 los pares que actúan sobre las uniones 1 y 2, si bien en el sistema Pendubot τ2 = 0,
lo cual se realiza a continuación.
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De manera que se puede escribir el modelo de la forma genérica, al de�nir:

D(q) =

[
d11(q) d12(q)
d21(q) d22(q)

]
,

C(q, q̇) =

[
C11(q, q̇) C12(q, q̇)
C21(q, q̇) C22(q, q̇)

]
,

g(q) =

[
g1(q)
g2(q)

]
,

τ =

[
τ1

τ2

]
.

Así, el modelado queda de la siguiente forma:
[

d11(q) d12(q)
d21(q) d22(q)

]
q̈ +

[
C11(q, q̇) C12(q, q̇)
C21(q, q̇) C22(q, q̇)

]
q̇ +

[
g1(q)
g2(q)

]
= τ (3.7)

En la Tabla 3.2 se muestran los valores parametrizados.
Parámetro Valor

d11(q) m1l
2
c1 + m2l

2
1 + m2l

2
c2 + 2m2l1lc2 cos(q2) + I1 + I2

d12(q) m2l
2
c2 + m2l1lc2 cos(q2) + I2

d21(q) m2l
2
c2 + m2l1lc2 cos(q2) + I2

d22(q) m2l
2
c2 + I2

C11(q, q̇) −m2l1lc2sen(q2)q̇2

C12(q, q̇) −m2l1lc2sen(q2) [q̇1 + q̇2]
C21(q, q̇) m2l1lc2sen(q2)q̇1

C22(q, q̇) 0
g1(q) g [m1lc1 + m2l1] sen(q1) + gm2lc2sen(q1 + q2)
g2(q) gm2lc2sen(q1 + q2)

Tabla 3.2: Parámetros matriciales del robot de los grados de libertad.

Observe que la existencia de la matriz D−1(q) se asegura debido a que D(q) es una matriz de�nida
positiva, lo cual permite expresar el modelo dinámico de un robot de n − grados de libertad en
términos del vector de estado [

qT q̇T
]T de la forma siguiente:

d

dt

[
q
q̇

]
=

[
q̇

D(q)−1 [τ(t)− C(q, q̇)q̇ − g(q)]

]
(3.8)

Entonces las variables de estado adecuadas para describir el modelo dinámico del sistema son las
posiciones q1 y q2 y las velocidades q̇1 y q̇2. En términos de estas variables de estado, el modelo
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dinámico de un robot de 2GDL puede expresarse como:

d

dt


q1

q2

q̇1

q̇2

 =

 q̇1

q̇2

D(q)−1 [τ(t)− C(q, q̇)q̇ − g(q)]

 (3.9)

Para obtener del modelo matemático del Pendubot, considere
τ =

[
τ1

0

]
Y dado el siguiente cambio de variable:

x1 = q1 , ẋ1 = x3

x2 = q2 , ẋ2 = x4

x3 = q̇1 , ẋ3 = q̈1

x4 = q̇2 , ẋ4 = q̈2

al desarrollar (3.8), se obtiene

ẋ3 =
1

θ1θ2 − θ2
3 cos2(x2)

[
θ2θ3sen(x2)(x3 + x4)

2 + θ2
3 cos(x2)sen(x2)x

2
3 − θ2θ4g cos(x1)

+gθ3θ5 cos(x2) cos(x1 + x2) + θ2τ1

]
, (3.10)

ẋ4 =
1

θ1θ2 − θ2
3 cos2(x2)

[
−θ3(θ2 + θ3 cos(x2))sen(x2)(x3 + x4)

2 − θ3(θ1 + θ3 cos(x2))sen(x2)x
2
3

+(θ2 + θ3 cos(x2))(θ4g cos(x1)− τ1)− (θ1 + θ3 cos(x2))θ5g cos(x1 + x2)

]
.

(3.11)
Así, se puede representar el sistema de la forma (3.9), en donde se introdujo las siguientes ecuaciones
paramétricas: 

θ1 = m1l
2
c1 + m2l

2
1 + I1

θ2 = m2l
2
c2 + I2

θ3 = m2l1lc2
θ4 = m1lc1 + m2l1
θ5 = m2lc2

(3.12)

Para el diseño de control de estos sistemas se ha omitido las fricciones, estos 5 parámetros son
su�cientes para el caso de estudio propuesto en este trabajo de tesis ya que las fuerzas disipativas
no in�uyen en el diseño del controlador, ya que estas no afectan directamente la propiedad de
pasividad, esto se debe a la de�nición de los coe�cientes de Raleigh.

3.3. Puntos de equilibrio.

El robot planar de dos eslabones con el vector de fuerzas externas τ ≡ 0 en la formulación de Euler
Lagrange cuenta con cuatro puntos de equilibrio como se puede apreciar en las Figuras 3.2 a 3.5.
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Existen tres puntos de equilibrio inestables y uno estable, el mismo que es globalmente atractor y
que corresponde a la Figura 3.4.
Los puntos de equilibro, al evaluar (3.7) con [τ1 τ2]

T ≡ 0 son obtenidos en las siguientes posiciones,
(q1, q2, q̇1, q̇2) = ((π/2), 0, 0, 0) y (q1, q2, q̇1, q̇2) = (−(π/2), π, 0, 0) y (q1, q2, q̇1, q̇2) = (−(π/2), π, 0, 0)
los cuales son los puntos de equilibrio inestables y hay un punto de equilibrio estable situado en
(q1, q2, q̇1, q̇2) = (−(π/2), 0, 0, 0) respectivamente. La energía total L(q, q̇) para cada una de los
cuatro puntos de equilibrio a continuación.
Posición superior.

L((π/2), 0, 0, 0) = LTop = (θ4 + θ5)g (3.13)

Figura 3.2: Punto de equilibrio superior.
Posición media 1:

L(−(π/2), π, 0, 0) = Lmid1 = (−θ4 + θ5)g (3.14)

Figura 3.3: Punto de equilibrio medio 1.
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Posición inferior.

L(−(π/2), 0, 0, 0) = Lbot = −(θ4 + θ5)g (3.15)

Figura 3.4: Punto de equilibrio inferior.
Posición media 2:

L((π/2), π, 0, 0) = Lmid2 = (θ4 − θ5)g (3.16)

Figura 3.5: Punto de equilibrio medio 2.

3.4. Pasividad del sistema.

El sistema subactuado Pendubot, presenta algunas propiedades derivadas del modelado del mismo,
de las cuales se mencionan algunas a continuación.
De la matriz de inercia

D(q) =

[
θ1 + θ2 + θ3 cos(q2) θ2 + θ3 cos(q2)

θ2 + θ3 cos(q2) θ2

]
,
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se observa que cuenta con la propiedad de ser una matriz simétrica, y además
d11 = θ1θ2 + 2θ3cosq2

= m1l
2
c1 + m2l

2
1 + I1 + m2l

2
c2 + I2 + 2m2l1lc2cosq2

≥ m1l
2
c1 + m2l

2
1 + I1 + m2l

2
c2 + I2 − 2m2l1lc2

≥ m1l
2
c1 + I1 + I2 + m2(l1 − l2c2)

2 > 0,

(3.17)

y también
det(D(q)) = θ1θ2 − 2θ2

3cos
2q2

= (m1l
2
c1 + I1)(m2l

2
c2 + I2)

+m2l
2
1I2 + m2

2l
2
1l

2
c2sin

2q2 > 0.
(3.18)

Por lo tanto D(q) es de�nida positiva ∀q, qT D(q)x > 0. Además, se tiene que la matriz de fuerzas
centrífugas y de coriolis

C(q, q̇) = θ3sen(q2)

[
−q̇2 −q̇1 − q̇2

−q̇1 0

]
es una matriz anti-simétrica. De aquí se puede decir que

Ḋ(q)− 2C(q, q̇) = θ3 sen q2(2q̇1 + q̇2)

[
0 1
−1 0

]
, (3.19)

propiedad importante del sistema, la cual puede ser usada para establecer la característica de
pasividad del sistema. La cual resultará a partir de la siguiente ecuación:

zT
(
Ḋ(q)− 2C(q, q̇)

)
z = 0 ∀ z, (3.20)

Observe también que la energía potencial del pendubot puede ser de�nida como u(q) = θ4g sen(q1)+
θ5g sen(q1 + q2). Donde u se relaciona con g(q) de la siguiente manera

g(q) =
∂u

∂q
=

[
θ4g cos(q1) + θ5g cos(q1 + q2)

θ5g cos(q1 + q2)

]
.

Por tanto, la energía total del pendubot está dada por
L =

1

2
q̇T D(q)q̇ + u(q), (3.21)

y por tanto, de (3.7), los parámetros dados por la Tabla 3.1, y de (3.20), se obtiene el siguiente
resultado

L̇ = q̇T D(q)q̈ +
1

2
q̇T Ḋ(q)q̇ + q̇g(q), (3.22)

que al desarrollar se obtiene
L̇ = q̇T (−C(q, q̇)q̇ − g(q) + τ) + 1

2
q̇T Ḋ(q)q̇ + q̇g(q)

= q̇T τ

Así, de esta ecuación y al aplicar el Lema 2.2, se obtiene
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L̇ = q̇T C(q, q̇)q̇ − q̇T g(q) + q̇T τ +
1

2
q̇T Ḋ(q)q̇ + q̇T g(q),

donde
−q̇T C(q, q̇)q̇ +

1

2
q̇T Ḋ(q)q̇ = q̇T Ḋ(q)q̇ − 2q̇T C(q, q̇)q̇ = 0,

que resulta en
q̇ =

[
q̇1

q̇2

]
q̇T =

[
q̇1 q̇2

]
y L̇ = q̇T τ. (3.23)

Dado que el caso de estudio actual es el sistema Pendubot, se tiene la restricción sobre el segundo
actuador, i.e.

τ =

[
τ1

0

]
Por tanto, de (3.23) se tiene que

L̇ = q̇1τ. (3.24)
Integrando ambos lados de la ecuación anterior, se obtiene

t∫
0

q̇1τ = L(t)− L(0), (3.25)

lo cual al tomar en cuenta la de�nición de un sistema pasivo (A.7), se observa que dicha de�nición
se veri�ca si se toma a τ1 como entrada, y a q̇1 como la una salida del sistema.

3.5. Linealización.

Debido a que se requiere controlar el sistema en su punto de equilibrio inestable1 se requiere un
análisis del sistema en esta posición. A través de la linealización del sistema, se puede saber si el
sistema es controlable y observable alrededor de esta región. Para el cálculo detallado consulte el
Apéndice B.

1 i.e. Posición superior: ecuación (3.13).
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La linealización del sistema pendubot en ese punto de equilibrio resulta en la siguiente ecuación
lineal:

d
dt


x1

x2

ẋ1

ẋ2

 =


0 0 1 0
0 0 0 1

(θ2θ4−θ3θ5)g

θ1θ2−θ2
3

− θ3θ5g
θ1θ2−θ2

3
0 0

θ5g(θ1+θ3)−θ4g(θ2+θ3)

θ1θ2−θ2
3

θ5g(θ1+θ3)

θ1θ2−θ2
3

0 0




x1

x2

ẋ1

ẋ2



+


0
0
θ2

θ1θ2−θ2
3

θ2−θ3

θ1θ2−θ2
3

 τ2

(3.26)

y =
[

1 0 0 0
] 

x1

x2

x3

x4

 (3.27)

De (3.26) y (3.27), se obtienen las matrices A, B y C, que tiene de la forma siguiente:

A =


0 0 1 0
0 0 0 1

(θ2θ4−θ3θ5)g

θ1θ2−θ2
3

− θ3θ5g
θ1θ2−θ2

3
0 0

θ5g(θ1+θ3)−θ4g(θ2+θ3)

θ1θ2−θ2
3

θ5g(θ1+θ3)

θ1θ2−θ2
3

0 0

 (3.28)

B =


0
0
θ2

θ1θ2−θ2
3

−θ2−θ3

θ1θ2−θ2
3

 (3.29)

Al utilizar (B.9), (3.28) y (3.29) obtenemos el siguiente resultado,

AB =


0
0
θ2

θ1θ2−θ2
3

−θ2−θ3

θ1θ2−θ2
3



A2B =


0
0

g(θ4θ2
2+θ5θ2

3)
θ1θ2−θ2

3

−g(θ4θ2
2+θ2θ3θ4+θ1θ3θ5+θ5θ2

3)
θ1θ2−θ2

3
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A3B =


0
0

g(θ4θ2
2+θ5θ2

3)
θ1θ2−θ2

3

−g(θ4θ2
2+θ2θ3θ4+θ1θ3θ5+θ5θ2

3)
θ1θ2−θ2

3


Para saber si el sistema es controlable2 se obtiene el determinante, dado por:

det(B| AB| A2B
∣∣ A3B

∣∣), (3.30)
con lo cual se obtiene lo siguiente:

det(B| AB| A2B
∣∣ A3B

∣∣) =
g2θ2

3θ
2
5

(θ1θ2 − θ2
3)

4 ∀ θ3, θ5 6= 0.

Así, se concluye que el sistema es controlable alrededor del punto de equilibrio inestable ya que
el rango de la matriz de controlabilidad es completo. Por lo tanto, para este sistema linealizado se
puede proponer una ley de control por retroalimentación de�nida por τ1 = −KT q con un vector de
ganancias K tal que mantenga el sistema en dicho punto de equilibrio.
A continuación se veri�ca si el sistema es observable. Con ayuda de la de�nición (B.6) y de las
ecuaciones (3.28) y (3.31), se probará si el sistema es observable.
Para ello se tienen los siguientes vectores para la matriz de Observabilidad.

C =
[

1 0 0 0
]
, (3.31)

CA =
[

0 0 1 0
]
,

CA2 =
[

−(θ2+θ3)θ4g+(θ1+θ3)θ5g

θ1θ2−θ2
3

(θ1+θ3)θ5g

θ1θ2−θ2
3

0 0
]
,

CA2 =
[

0 0 −(θ2+θ3)θ4g+(θ1+θ3)θ5g

θ1θ2−θ2
3

(θ1+θ3)θ5g

θ1θ2−θ2
3

]
.

Conformando la matriz de observabilidad y obteniendo su determinante, i.e.

det


C

CA
CA2

CA3

 , (3.32)

se obtiene el siguiente resultado
2 para mayor información sobre propiedades de controlabilidad cite [6]
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det


C

CA
CA2

CA3

 =
−((−θ2 − θ3)θ4g + (θ1 + θ3)θ5g)2

(θ1θ2 − θ2
3)

2
.

Por lo que al evaluar en el punto de equilibrio inestable, se concluye que el sistema en su con�gu-
ración Ll1 es también observable.

3.6. Ley de control para el balanceo del pendubot

La energía de un robot planar de dos grados de libertad está dada por (2.6), que para el caso del
pendubot es

L =
1

2
(θ1 + θ2 + 2θ3 cos(q2)) q̇2

1 +
1

2
θ2q̇

2
2 +(θ2 + θ3 cos(q2)) q̇1q̇2+θ4gsen(q1)+θ5gsen(q1+q2) (3.33)

y al evaluar la energía en el punto de equilibrio deseado i.e. [q̇1, q̇2, q̈1, q̈2] = [π/2, 0, 0, 0] se obtiene
L =

1

2
(θ1 + θ2 + 2θ3 cos(0)) 0 +

1

2
θ20 + (θ2 + θ3 cos(q2)) 0 + θ4gsen

(π

2

)
+ θ5gsen

(π

2

)
.

Reduciendo términos se obtiene que la energía del sistema en esta posición es la del punto de
equilibrio LTop (3.13), donde LTop nos indica la energía del sistema en el punto de equilibrio de
interés, que obviamente es la energía potencial del sistema.
Por lo tanto en el punto de equilibrio se tiene

K (q(t), q̇(t)) = 0
u (q(t)) = θ4g + θ5g

y de la energía total del robot (3.21), se sabe que el sistema subactuado pendubot es pasivo.
De esta manera, a simple vista se observa de (3.22) y (3.24), que para obtener una ley de control
del pendubot es necesario que se cumplan con las siguientes condiciones:
C1) q̇1 = 0

C2) L(q, q̇) ≈ (θ4 + θ5)g.
Entonces la energía del robot está dada por

L =
1

2
q̇2
2 + θ4g sen q1 + θ5g sen(q1 + q2) = θ4g + θ5g (3.34)

Así, se aprecia que si q1 6= π/2 entonces q̇2
2 > 0, y nuestro objetivo es llevar el sistema al punto de

equilibrio por lo que se introducen las siguientes condiciones q̃1 ≈ q1−π/2, q̇1 = 0 y L̃Top = θ4g+θ5gy entonces se puede agregar una condición más
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C3) q1 + q2 ≈ π

2

Así, de (3.34), resulta en
LTop = θ4g + θ5g = 1

2
(θ1 + θ2 + 2θ3 cos(q2)) 0 + 1

2
θ2q̇

2
2 + (θ2 + θ3 cos(q2)) 0q̇2

+θ4gsen
(

π
2

)
+ θ5gsen (q1 + q2)

y reduciendo términos
θ4g =

1

2
θ2q̇

2
2 + θ4g sen

(
q1 −

π

2

)
.

Al simpli�car esta ecuación y aplicar la identidad trigonométrica sen(x+π/2) = cos(x) se obtiene
el siguiente resultado

1

2
θ2q̇

2
2 = θ4g (cos(q2) + g) . (3.35)

La ecuación anterior de�ne una trayectoria muy particular que corresponde a una orbita homoclí-
nica.3 Esto indica que la posición angular del segundo eslabón (link 2) se mueve en sentido horario
o anti-horario, hasta alcanzar el punto de equilibrio en la posición (q2, q̇2) = (0, 0), la cual puede
extenderse hasta∞. Así, nuestro objetivo puede llegar a la orbita (3.35) para que q1 ≈ π

2
, al mismo

tiempo que q1 + q2 ≈ π
2
. Una vez alcanzada la orbita descrita por la ecuación (3.35), se puede ase-

gurar que se ha resuelto el problema de balancear al sistema hasta el punto de equilibrio inestable,
que es la con�guración (q1, q2, q̇1, q̇2) = (π

2
, 0, 0, 0), y entonces el sistema puede ser eventualmente

conmutado a un controlador lineal, el cual garantice la estabilidad asintótica local para el punto de
equilibrio.

3.6.1. Estabilización alrededor de la órbita homoclínica
Basándonos en las propiedades de pasividad (Teorema A.3) para retroalimentación equivalente,
esta nos sugiere el uso de una función de almacenamiento V (x) para el diseño de control. Así,
considere q̃1 = (q1 − π

2
), q̃2 = q1 + q2 − π

2
y L̃ = L − LTop, en otras palabras q̃2 = q̃1 + q2, y dado

que se desea llevar a cero q̃1, q̃2 y L̃. Entonces se propone una función candidata de Lyapunov de
la siguiente forma.

V (q, q̇) =
KE

2
L̃(q, q̇)2 +

KD

2
q̇2
1 +

KP

2
q̃2
1 +

KL

2
q̃2
2 (3.36)

donde KE, KD, KP y KL son constantes estrictamente positivas, y ya que hemos calculado anterior
mente q̈1 = x3 (de (3.10)) y sin hacer el cambio de variable para no calcular con demasiados
términos, se hace la siguiente sustitución

f(q1, q2, q̇1, q̇2) =

[
θ2θ3sen(q2)(q̇1 + q̇2)

2 + θ2
3 cos(q2)sen(q2)q̇

2
1 − θ2θ4g cos(q1)

+gθ3θ5 cos(q2) cos(q1 + q2)

]
, (3.37)

3 i.e Una trayectoria de un sistema dinámico que tiende a un mismo conjunto invariante (Punto de equilibrio,
punto de un plano, orbita periódica, etc.) cuando t → +∞.



44 3.6. Ley de control para el balanceo del pendubot

∆ = θ1θ2 − θ2
3 cos2 q2, (3.38)

y se obtiene
q̈1 =

1

∆
[f(q1, q2, q̇1, q̇2) + θ2τ1] . (3.39)

Dado que V (q, q̇) (de (3.36)) es una función semide�nida positiva, al diferenciarla para ver si
efectivamente es una función candidata de Lyapunov apropiada para este sistema, se obtiene:

V̇ = kEL̃L̇+ kDq̈1q̇1 + kP q̇1q̃1 + kLq̇1q̃2 + kLq̇2q̃2, (3.40)
Sustituyendo L̇ = τ1q̇1 para el caso del pendubot:

V̇ = kEL̃q̇1τ1 + kDq̈1q̇1 + kP q̇1q̃1 + kLq̇1q̃2 + kLq̇2q̃2

= q̇1

(
kEL̃τ1 + kDq̈1 + kP q̃1 + kLq̃2

)
+ kLq̇2q̃2

(3.41)
Introduciendo (3.37) en (3.41) resulta en

V̇ = q̇1

{
τ1

(
kEL̃+ KDθ2

∆

)
+ KDf(q1,q2,q̇1,q̇2)

∆
+ kpq̃1 + kLq̃2

}
+q̇2q̃2.

(3.42)
Debido a que se necesita que la derivada de V sea semide�nida negativa, se propone lo siguiente

V̇ = −(q̇1 + q̇2)
2 ≤ 0 (3.43)

Al reducirla se puede dividir en dos ecuaciones, de tal manera que se obtenga
V̇1 = −q̇2

1 + 2q̇1q̇2 ≤ 0. (3.44)
y

V̇2 = −q̇2
2 ≤ 0. (3.45)

Así, de (3.42), (3.44) y (3.45), se obtiene:
−q̇2

1 − 2q̇1q̇2 = q̇1

(
kEL̃τ1 + kDq̈1 + kP q̃1 + kLq̃2

) (3.46)
y

−q̇2
2 = kLq̃2q̇2 (3.47)

De esta forma se propone una ley de control tal que

τ1

{
KEL̃+

KDθ2

θ1θ2 − θ2
3 cos2 q2

}
+

KDf(q1, q2, q̇1, q̇2)

θ1θ2 − θ2
3 cos2 q2

+ KP q̃1 = −q̇1 − 2q2 (3.48)
La cual lleva a

V̇1 = −q̈1 − 2q̇1q2 (3.49)
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Obviamente la ley de control (3.48) puede presentar singularidades, si no se asegura que

KEL̃+
KDθ2

θ1θ2 − θ2
3 cos2 q2

6= 0 (3.50)
De la ecuación de la energía (2.6) se observa que L̃ ≥ −2(θ4g + θ5g). Así (3.50) se mantiene si la
siguiente desigualdad es satisfecha

KDθ2

máx (θ1θ2 − θ2
3 cos2 q2)

≥ 2KE (θ4 + θ5) g (3.51)
Obteniendo una cota inferior para KD/KE

KD

KE

>
2θ2 (θ4 + θ5) g

máx (θ1θ2 − θ2
3 cos2 q2)

(3.52)
Cuando se hace uso de la ley de control (3.48) el pendubot puede establecerse alrededor de
cualquiera de sus cuatro puntos de equilibrio. Para evitar cualquier punto singular diferente de
(3.42) se necesita que ∣∣∣L̃∣∣∣ < mı́n (|LTop − Lmid| , |LTop − Ll1| , |LTop − Ll2|)

= mı́n (2θ4g, 2θ5g) = c
(3.53)

Dado que V no es una función creciente, se puede llevar (3.53) a (3.49) si las condiciones iniciales
son tales que

V (0) < KE
c2

2
(3.54)

donde (2.45) de�ne una región de atracción, con esta condición la ley de control puede ser escrita
como

τ1 =
−KDf(q1,q2,q̇1,q̇2)

θ1θ2−θ2
3 cos2 q2

−KP q̃1 −KLq̃2 − q̇1 − 2q̇2{
KEL̃+ KDθ2

θ1θ2−θ2
3 cos2 q2

}
al desarrollar esta ecuación se obtiene el siguiente resultado

τ1 =
−kDF (q, q̇)− (q1 − 2q̇2 + kpq̃1 + kLq̃2)∆

kEL̃∆ + kDθ2.
(3.55)

Como se observa (3.55), de�ne a (3.44) como una función semide�nida negativa, pero no a la función
(3.45), por lo que se de�ne lo siguiente:

V̇2 ≤ V̇1 ≤ 0 (3.56)
De (3.44) y (3.46) se sabe

V̇2 = −q̇2 −KLq̃2
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y debido a que τ1 hace a la función V̇1 semide�nida negativa, se propone lo siguiente:
V̇2 ≤ τ1 (3.57)

donde τ1 = α + βv, por lo que el sistema queda representado de la siguiente manera
α = −q̇2 −KLq̃2 (3.58)

y
β =

−kDF (q, q̇)− (q1 − 2q̇2 + kpq̃1 + kLq̃2)∆

kEL̃∆ + kDθ2.
(3.59)

Así, se asegura que (3.45) se cumpla, y por lo tanto (3.56) también es veri�cada. De esta forma el
sistema cuenta con una función candidata de Lyapunov apropiada para llevar al sistema a la orbita
(3.35).
Por lo tanto la ley de control �nal tiene la siguiente forma:

τ1 = α + βv =
−kDF (q, q̇)− (q1 − 2q̇2 + kpq̃1 + kLq̃2)∆

kEL̃∆ + kDθ2

v − q̇2 −KLq̃2. (3.60)

3.7. Simulación

En esta sección se presenta los resultados obtenidos en simulación numérica para la ley de control
basada en energía y la estabilización del sistema en su con�guración lineal, así como la conjunción
de estas leyes de control, que se conmutan por una función que intercambia las leyes de control que
se proveen al sistema para asegurar la estabilización en su punto de equilibrio inestable.

3.7.1. Simulación del balanceo del sistema.
En esta sección se presenta los resultados obtenidos en simulación numérica para la ley de control
basada en energía y la estabilización del sistema en su con�guración lineal, así como la conjunción
de estas leyes de control, que se conmutan por una función que intercambia las leyes de control que
se proveen al sistema para asegurar la estabilización en su punto de equilibrio inestable.

3.7.2. Simulación del balanceo del sistema.
A continuación se muestra los resultados de la simulación numérica de la ley de control basada en
energía para el sistema pendubot. Para esta simulación se utilizan las siguientes condiciones iniciales.
Condición inicial: Posición inferior: 

q1(0) = π
2

q2(0) = 0
q̇1(0) = 0
q̇2(0) = 0
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En la sección anterior se diseñó una ley de control para el sistema subactuado pendubot, de manera
que el sistema presente la forma de un sistema interconectado en retroalimentación. En la ley de
control (3.60) se dan una serie de ganancias (KE, KP , KD y KL), las cuales deben ser estrictamente
de�nidas positivas, para que el sistema cumpla con la condición (3.36), por lo que en la simulación
numérica del sistema se proponen las ganancias dadas por la Tabla 3.3.

Constante Valor
KE 30
KD 35
KP 45
KL 31

Tabla 3.3: Ganancias del controlador (3.60), implementado en simulación numérica.

En las Figuras (3.6) y (3.7) se observa como los estados del sistema se mantienen dentro de la
orbita homoclínica descrita por (3.35). En (3.8) se observa el per�l de la ley de control.
En la Figura (3.9) se puede ver como la energía del sistema trata de mantenerse en la energía de
referencia descrita por LTop. En la Figura 3.9 podemos ver que la función candidata de Lyapunov,
como ya se había previsto anteriormente, es semide�nida positiva.
Debido a que la ley de control (3.60) no estabiliza al sistema en el punto de equilibrio LTop, como
ya se había mencionado anteriormente, es necesario de diseñar una ley de control que estabilice al
sistema, por lo que se propone el esquema completo, el cual contempla una ley de control lineal
(LQR) a la cual se conmutará en una vecindad del punto de equilibrio deseado.
En el controlador (LQR) lo que se desea es encontrar los valores óptimos de K para la estabilización
asintótica del sistema de manera global en el punto de equilibrio superior, el controlador LQR es
considerado en este tema de tesis por las ventaja de que es un controlador óptimo y no es necesario
de asignar polos, con el simple hecho de proponer una matriz Q que sea no negativa y una R que
sea estrictamente positiva, el controlador LQR nos garantiza estabilidad asintótica.
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Figura 3.6: Estados del primer eslabón del sistema pendubot.
En la Figura 3.6 se observa como el estado q1 y q̇1 tratan de llegar a su referencia, en este caso

q1 ≈ π/2 y q̇1 ≈ 0 dada por una de las condiciones previamente impuestas en el algoritmo de control.
En este caso la simulación numérica, el controlador lleva al sistema exactamente a q1 = π/2 y

q̇1 = 0, lo cual indica que la órbita homoclínica esta en los estados q2 y q̇2 como se ve en la siguiente
�gura.
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Figura 3.7: Estados del segundo eslabón del sistema pendubot.
A la vez en la Figura 3.7 se nota como los estados q2 y q̇2 se aproximan a su referencia, i.e. q ≈ 0 y

q̇2 ≈ 0, de esta manera se puede observar que al aproximarse el sistema a sus referencias, este trata
de mantenerse en la región de la órbita homoclínica.
Viendo detenidamente la salida del estado q2 en un intervalo de tiempo, el sistema presenta carac-
terísticas de periodicidad, lo cual re�eja que la orbita homoclínica se esta desarrollando en el estado
q2 y q̇2 como previamente se diseño en (3.35).
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Figura 3.8: Ley de control y función de energía.
Así, el sistema se mantiene en una vecindad apropiada de la energía deseada, por lo que la condi-
ción C2) se cumple, como se puede apreciar en la Figura 3.8. En la Figura 3.8 se puede ver el
comportamiento de la ley de control, así como también el desempeño de la función de energía del
sistema.
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Figura 3.9: Función de Lyapunov y plano fase.
En la Figura 3.9 se muestra como la función candidata de Lyapunov es mayor a cero, y de esta
manera como ya se había previsto en el diseño de la ley de control, se cumple con (3.36), también
podemos ver como la función de energía trata de llega al valor propuesto por la energía del sistema
en la posición superior, así como también como se comporta el plano fase del sistema, que en este
caso representa el comportamiento de la órbita homoclínica del sistema. Esta órbita es representada
por (3.35) propuesta en el diseño de la ley de control, esta órbita fue obtenida en la estabilización
alrededor de la órbita homoclínica.
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3.7.3. Esquema completo de control.
Una vez que se lleva al sistema a la orbita dada por (3.35), se conmuta a una ley de control que
estabilice al sistema en su con�guración inestable. Para esto se ha propuesto un control LQR con
las siguientes características.

R = 2.5

Q =


1000 −500 0 0
−500 1000 0 0

0 0 1000 −500
0 0 −500 1000


Al hacer el cálculo, se obtienen las siguientes ganancias que deben emplearse en la vecindad del
punto de equilibrio para la ley de control lineal u = KT x:

K =
[
−696.3386 −666.2143 −138.8293 −92.2485

]
.

Con esta ganancia se asegura que el sistema sea asintóticamente localmente estable en la con�gu-
ración antes mencionada.
Al declarar una función de conmutación, se debe buscar una región de atracción del controlador
LQR para que cuando el sistema esté cerca de esta región de atracción, el control cambie a dicho
esquema. Para esto se propone la siguiente función de conmutación:∣∣(q1 − π

2

)∣∣ < ρ1 y
∣∣(π

2
− (q1 + q2)

)∣∣ < ρ2, ρ1 ρ2 > 0. (3.61)
En las Figuras 3.10, y 3.11 se puede observar, a diferencia de las Figuras 3.6 y 3.7, como el sistema
se estabiliza en el punto de equilibrio deseado LTop. En la Figura 3.11 se observa la evolución de
su respectiva ley de control y como está al cambiar de controlador converge al punto de equilibro
inestable.
En la Figura 3.13 se puede ver la energía total del sistema que converge a la función de energía
total del sistema en el punto de equilibrio inestable (i.e. L → LTop). En la Figura 3.13 se puede ver
el per�l de la función candidata de Lyapunov.
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Figura 3.10: Estados del primer eslabón del sistema pendubot controlado íntegramente.
En la Figura 3.10 se puede apreciar, al igual que en la Figura 3.6, como el sistema llega a las
condiciones planteadas anteriormente, q1 = π/2 y q̇1 = 0 para poder llegar a la órbita homoclínica
descrita por (3.35).
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Figura 3.11: Estados del segundo eslabón del sistema pendubot controlado íntegramente.
En la Figura 3.11 se observa como los estados q2 y q̇2 la entrar a la órbita homoclínica convergen a
la solución del problema planteado en este proyecto de tesis, y una vez alcanzando estos estados una
región de atracción, conmutamos a un controlador LQR para estabilizarlo, y claramente esta �gura
nos indica que la estabilización del sistema es alcanzada en un tiempo aproximado a 10 segundos.
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En la Figura 3.12 se observa el comportamiento de la ley de control, así como la energía del sistema.

Figura 3.12: Ley de control y función de energía del pendubot con ley controlado integral.
Como se puede ver en la Figura 3.12, una vez estabilizado el sistema la ley de control esta no
demanda fuerza de torque alguna, eso es debido a que la ley de control para estabilización del
sistema es un regulador4 en este caso como se mencionó anteriormente aplicamos un LQR. También
podemos ver como la función de energía llega al valor propuesto por la energía del sistema en la
posición superior.

4 i.e. llevar la señal de error a cero.
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Figura 3.13: Función de Lyapunov y plano fase.
En la Figura 3.13 se muestra como la función candidata de Lyapunov es mayor a cero, y de esta
manera como ya se había previsto en el diseño de la ley de control, se cumple con (3.36), también
se ve como el plano fase del sistema converge a la solución del problema.

3.8. Aplicación del control a otros sistemas subactuados.

Con el �n de ilustrar el potencial de la metodología propuesta, se aplicó esta misma metodología
a dos sistemas electro-mecánicos subactuados conocidos como el Péndulo Invertido y el Péndulo de
Furuta.
A continuación se muestran los resultados obtenidos en simulación numérica.

3.8.1. Sistema subactuado péndulo invertido.
El sistema péndulo invertido es uno de los sistemas subactuados, que son implementados de forma
arti�cial. Son bastante comunes en laboratorios para el estudio de técnicas de control no lineales.
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El sistema péndulo invertido es un sistema electromecánico, el cual consta de un péndulo montado
en un carro. El carro es el sistema actuado mientras que el péndulo rota libremente al rededor de
su punto de apoyo (ver Figura 3.14).

Descripción Notación Valor Unidades
Distancia al centro de masa del eslabón l 0.6 m

Masa del eslabón m 0.23 Kg
Masa del carro M 0.52 kg

Inercia eslabón respecto al centro de masa I 0.007 Kg ·m2

Aceleración de gravedad g 9.81 m/seg2

Tabla 3.4: Parámetros y variables del sistema Péndulo Invertido.

Modelado matemático.

El sistema péndulo invertido, Figura 3.14 es un sistema electromecánico de segundo orden, de
dos grados de libertad, donde el carro es único que cuenta con actuador. Así el péndulo puede ser
controlado por el accionamiento del carro.

Figura 3.14: Sistema subactuado Péndulo Invertido [1].
El modelo matemático del manipulador descrito en diagrama de cuerpo libre por la Figura 3.14,
puede ser obtenido por la segunda ley de Newton y por la metodología de Euler-Lagrange. Para el
modelo del sistema se considera un suposición estándar, i.e. sin fricciones, ni fuerzas disipativas. El
péndulo es asociado con las siguientes variables operacionales:
a) x: mide la distancia del centro de masa del carro de su posición actual.
b) θ: mide el ángulo del péndulo de la posición vertical.
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El vector de posiciones articulares q(t) se de�ne como:
q(t) =

[
x(t) θ(t)

]T

La energía cinética K(q, q̇) = K1(q, q̇)+K2(q, q̇) para este brazo puede descomponerse en dos partes
donde K1(q, q̇) y K2(q, q̇) son energías cinéticas asociadas a las masas m y M respectivamente.
Ecuaciones de Euler-Lagrange.

Primero se presenta la energía cinética y potencial, las cuales son usadas para el cálculo del
Lagrangiano.
La energía cinética del carro es:

K1 = M
ẋ2

2
, (3.62)

y la energía cinética del péndulo es:

K2 = m
ẋ2

G

2
+ m

ẏ2
G

2
+ Im

θ̇2

2
, (3.63)

donde xg = x + l sen θ y yG = l cos θ. Así la energía potencial del sistema está dada por
K = K1 + K2 =

1

2
(M + m) ẋ2 + mlẋθ̇ +

1

2

(
I + ml2

)
θ̇2. (3.64)

La energía potencial es u = mlg(cos θ − 1). Así el Lagrangiano está dado por (2.6), de donde se
obtiene:

L =
1

2
(M + m) ẋ2 + mlẋθ̇ +

1

2

(
I + ml2

)
θ̇2 −mgl (cos θ − 1) . (3.65)

Usando la ecuación de movimiento de Euler-Lagrange (2.7), donde q = (q1, q2)
T = (x, θ)T represen-

tan las variables con�guracionales, y τ = (τ1, τ2)
T = (f, 0)T denota las fuerzas aplicadas de torque.

Así desarrollando (2.7), se obtiene:
∂L
∂ẋ

= (M + m) ẋ + mlθ̇ cos θ,

∂L
∂x

= 0,

∂L
∂θ̇

= mlẋ +
(
I + ml2

)
θ̇,

∂L
∂θ

= mglsenθ −mlẋθ̇senθ.

Debido a que el momento de inercia es muy pequeño, decimos que este es despreciable. Así, el
sistema puede ser representado en (2.10), como:

D(q) =

[
M + m ml cos θ
ml cos θ ml2

]
, (3.66)
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C (q, q̇) =

[
0 −mlsenθθ̇
0 0

]
, (3.67)

g(q) =

[
0

−m lg senθ

]
, (3.68)

por propiedades de los sistemas Euler-Lagrange, sabemos que D(q) es simétrica y de�nida positiva.
det (D(q)) = (M + m) ml2 −m2l2 cos2 θ > 0 (3.69)

del Lema 2.2 se puede veri�car lo siguiente:

Ḋ(q)− 2C(q, q̇) =

[
0 mlsenθθ̇

−mlsenθθ̇ 0

]
(3.70)

que es una matriz antisimétrica por lo que el Lema 2.2 queda demostrado para este sistema. De
(2.13) y del Lema 2.2, se sabe que:

L̇ = q̇T τ (3.71)
también se tiene que

q̇T =
[

ẋ θ̇
]

y τ =

[
f
0

]
(3.72)

por lo que se obtiene:
L̇ = ẋf (3.73)

Al Integrar (3.73), resulta en
t∫

0

ẋfdt = L(t)− L(0) ≥ −2m lg−L(0) (3.74)

De la de�nición de un sistema Euler-Lagrange pasivo, se puede veri�car que tomando a la entrada
de control f como la entrada al sistema, y a ẋ como su salida, entonces el sistema es pasivo.
Se observa que para f = 0 y θ ∈ [0, 2π], el sistema tiene dos puntos de equilibrio, respecto al
péndulo, en las siguientes con�guraciones.(

x, θ, ẋ, θ̇
)

= (∗, 0, 0, 0),(
x, θ, ẋ, θ̇

)
= (∗, π, 0, 0),

(3.75)

donde el primero, es el punto de equilibrio inestable, y el segundo es el punto de equilibrio estable.
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Ley de control de balanceo del péndulo Invertido.

Siguiendo con la metodología de diseño de control del Capítulo 3, se obtiene lo siguiente:
K(q, q̇) = 0, (3.76)

y
u(q) = −mgl (cos θ − 1) . (3.77)

Al evaluar la ecuación de energía en el punto de equilibrio inestable, resulta en:
1

2
mlθ̇2 = m lg (cos θ − 1) , (3.78)

donde esta última, de�ne una trayectoria la cual es la orbita homoclínica.

Estabilización alrededor de la orbita homoclínica.

De las propiedades de pasividad para retroalimentación equivalente, se puede hacer uso de una
función de almacenamiento V (x) para el diseño de control. Por lo que se consideran las siguientes
variables, de acuerdo al Capítulo 4, x, ẋ, θ y L, y lo deseado es llevar a cero a estas variables.
Entonces se prosigue con la función candidata de Lyapunov propuesta en (2.28) de la forma
siguiente:

V (q, q̇) =
kE

2
L(q, q̇)2 +

kD

2
ẋ2 +

kP

2
x2 +

kL

2
θ̃2, (3.79)

donde θ̃ es la condición C3), de tal forma que θ̃ = θ + x. Del modelo dinámico (2.29), se obtiene lo
siguiente:

f(q, q̇) = msenθ
(
lθ̇2 − g cos θ

)
, (3.80)

y
∆ =

(
M + msen2θ

)
. (3.81)

Así, siguiendo con el algoritmo de (2.34) y (2.35), se puede de�nir a (2.36) y (2.37) de la siguiente
manera.

V̇ = −
(
ẋ + θ̇

)2

, (3.82)

V̇1 = −ẋ2 − 2ẋθ̇ ≤ 0, (3.83)
y

V̇2 = −θ̇2 ≤ 0. (3.84)
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Así, el algoritmo de control, al desarrollar (2.38), (2.39), (2.40), (2.41), (2.43) y (2.50), se llega a
una ley de control como se muestra a continuación.

τ =
−kDf(q, q̇)−∆

(
kLθ̃ + ẋ + 2θ̇ + kP x

)
kEL∆ + kD︸ ︷︷ ︸

β

−θ̇ − kLθ.︸ ︷︷ ︸
α

(3.85)

De esta manera con la implementación de (3.85), se asegura que el sistema entre en la región de
atracción.
Linealización del sistema.

Nuevamente cuando el sistema es llevado a su con�guración inestable es necesario conmutar a
un controlador LQR para estabilizarlo, por lo que el sistema tiene que ser linealizado y veri�carse
también si el punto de equilibrio con�guración inestable del sistema es controlable.
Del modelo dinámico del sistema lo obtiene lo siguiente:

ẍ =
1

M + msen2θ

[
msenθ

(
lθ2 − g cos θ

)
+ f

]
, (3.86)

y
θ̈ =

1

l (M + msen2θ)

[
−mlθ2senθ cos θ + (M + m) gsenθ − f cos θ

]
. (3.87)

Linealizando el sistema alrededor del punto de equilibrio inestable se obtiene:

d

dt


x
θ
ẋ

θ̇

 =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 −mg

M
0 0

0 (M+m)g
lM

0 0




x
θ
ẋ

θ̇

 +


0
0
1
M

− 1
lM

 f, (3.88)

y de la con�guración q̇ = Aq + Bf , para la controlabilidad del sistema, se obtiene lo siguiente:

B =


0
0
1
M

− 1
lM

 , AB =


0
0
1
M

− 1
lM

 , A2B =


0
0

mg
M2l

− (M+m)g
l2M2

 ,

y

A3B =


0
0

mg
M2l

− (M+m)g
l2M2

 .

Debido a que det(B| AB| A2B| A3B|) 6= 0, se concluye que la linealización del sistema es contro-
lable ya que la matriz de controlabilidad es de el rango completo. Por lo tanto, se puede decir que
para el sistema linealizado se puede proponer una ley de control por retroalimentación de�nida por
τ1 = −KT q con un vector de ganancias apropiado K tal que mantenga en el sistema en el punto de
equilibrio inestable.
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Simulación.

A �n de ilustrar el comportamiento del sistema bajo la acción de control por balanceo, se ilustraran
los resultados de la ley de control (3.85), implicando en ella la conmutación de la ley de control
(3.61) para su estabilización. Al sistema controlado al aplicar los parámetros de la Tabla 3.4 se
obtienen los siguientes resultados.
Las condiciones iniciales en las que el sistema fue implementado en la simulación numérica son las
siguientes: 

x(0) = 0.5
θ(0) = π
ẋ(0) = 0

θ̇(0) = 0



Figura 3.15: Ley de control integral para el péndulo Invertido.
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En la Figura 3.15 se observa el comportamiento de la ley de control integral para el sistema péndulo
Invertido, así como el plano fase el cual representa a la órbita homoclínica descrita por (3.78).

Figura 3.16: Ángulo del péndulo integral para el péndulo Invertido.
En la Figura 3.16 se observa el comportamiento de los estados del sistema θ y θ̇ y como estos
después de entrar en la región de atracción y conmuta a un controlador LQR para la estabilización
en un tiempo menor a 4 segundos.
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Figura 3.17: Posición del carro integral para el péndulo Invertido.
En la Figura 3.17 se observa como los estados x y ẋ los cuales corresponden a la posición del
carro convergen a cero en un tiempo menor a 4 segundos. Como se puede observar en las �guras
anteriores, el sistema péndulo invertido bajo la acción de control, propuesta en este tema de tesis,
logra llevar a sistema a su con�guración inestable desde una con�guración la cual es un otro punto
de equilibrio.
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3.8.2. Metodología aplicada al sistema péndulo de Furuta.
El sistema Péndulo Furuta o péndulo rotatorio fue creado por el Dr. K. Furuta del Instituto de
Tecnología de Tokio, el cual es un sistema subactuado de dos grados de libertad ambos rotacionales
llamados brazo y péndulo. El movimiento del brazo (primer grado de libertad) se realiza en un
plano horizontal girando alrededor de un eje perpendicular al plano, mientras que el péndulo se
encuentra colocado en un extremo del brazo y su eje de giro es colineal al eje axial del brazo y su
movimiento se realiza en un plano perpendicular al de este último.
El sistema Péndulo Furuta, al igual que el sistema Péndulo Invertido es un sistema subactuado
implementado de manera arti�cial, pero a diferencia del péndulo invertido, este sistema se traslada
de manera rotatoria el cual es descrito por la Figura 3.18 y los parámetros del sistema son descritos
en la Tabla 3.5.

Descripción Notación Valor Unidades
Distancia al centro de masa del péndulo l2 0.6 m

Masa del péndulo m2 0.23 Kg
Longitud del brazo L0 0.25 m
Inercia del brazo I1 0.007 Kg ·m2

Inercia respecto al centro de masa del péndulo I2 0.007 Kg ·m2

Aceleración de la gravedad g 9.81 m/seg2

Tabla 3.5: Parámetros y variables del sistema Péndulo Furuta.

Modelado matemático.

El sistema péndulo Furuta, Figura 3.18 es un sistema electromecánico de segundo orden, de dos
grados de libertad, el cual consta de un brazo el cual rota alrededor de su eje (parte actuada), y un
péndulo el cual puede ser controlado por medio del movimiento del brazo rotatorio.

Figura 3.18: Sistema subactuado Péndulo Furuta [59].
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El modelo matemático del sistema puede ser obtenido del diagrama de cuerpo libre mediante la
segunda ley de Newton o por metodología de Euler Lagrange, para nuestro caso de estudio se desa-
rrolla por medio de la metodología de Euler Lagrange. El péndulo está asociado con las siguientes
variables operacionales:
a) θ1: mide el ángulo de rotación del brazo.
b) θ2: mide el ángulo de posición del péndulo respecto a la vertical.
El vector de posiciones articulares q(t) se de�ne como:

q(t) =
[

θ1(t) θ2(t)
]T

La energía cinética K(q, q̇) = K1(q, q̇) + K2(q, q̇) para este brazo puede descomponerse en dos
partes donde K1(q, q̇) y K2(q, q̇) son energías cinéticas asociadas con el brazo rotatorio y el péndulo
respectivamente.
Ecuaciones de Euler-Lagrange.

Para este caso de estudio, primero se presenta la energía cinética del sistema, para proseguir con
el calculo del Lagrangiano.
La energía cinética del brazo es:

K1 =
1

2
I1θ̇

2
1, (3.89)

y la energía potencial del péndulo es:
K2 = 1

2
J2θ̇

2
2 + 1

2
m2

[{
d
dt

(L1senθ1 + l2senθ2 cos θ1)
}2

+
{

d
dt

(L1 cos θ1 − l2senθ2senθ1)
}2

+
{

d
dt

(l1 cos θ2)
}2

]
,

(3.90)
donde el primer término corresponde a la energía cinética de la velocidad angular del péndulo
mientras el segundo término corresponde a la velocidad tangencial del péndulo, respectivamente.
Después de unos simples cálculos, K2 se reduce a:

K2 = 1
2
J2θ̇

2
2 + 1

2
m2L

2
1θ̇

2
1 + 1

2
m2l

2
2θ̇

2
2 + 1

2
m2l

2
2sen

2θ2θ̇
2
1

+m2L1l2 cos θ2θ̇1θ̇2.
(3.91)

Debido a que el brazo está en el plano horizontal, este no tiene energía potencial. Por lo que la
energía potencial del sistema es representada por la energía potencial del péndulo, la cual está dada
por:

u2 = m2l2g (cos θ2 − 1) (3.92)
Así, el Lagrangiano está dado por (2.6), que resulta en:

L = 1
2
I1θ̇

2
1 + 1

2
J2θ̇

2
2 + 1

2
m2L

2
1θ̇

2
1 + 1

2
m2l

2
2θ̇

2
2 + 1

2
m2l

2
2sen

2θ2θ̇
2
1

+m2L1l2 cos θ2θ̇1θ̇2 + m2l2g (cos θ2 − 1) .
(3.93)
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Al usar la ecuación de movimiento de Euler-Lagrange (2.7), donde q = (q1, q2)

T = (θ1, θ2)
T re-

presentan las variables con�guracionales, y τ = (τ1, τ2)
T = (τ, 0)T denota las fuerzas aplicadas de

torque. Así, al desarrollar (2.7), se obtiene lo siguiente:
∂L
∂θ̇1

=
[
I1 + m2

(
L2

1 + l22sen
2θ2

)
θ̇1 + m2l2L1 cos θ2θ̇2

]
,

∂L
∂θ1

= 0,

∂L
∂θ̇2

= m2l2L1 cos θ2θ̇1 +
[
J2 + m2l

2
2

]
θ̇2,

∂L
∂θ2

= m2l
2
2senθ2 cos θ2θ̇

2
1 −m2l2L1senθ2θ̇2θ̇1 + m2l2gsenθ2.

Debido a que el sistema puede ser representado como (2.10), se simpli�ca como:

D (q) =

[
I1 + m2 (L2

1 + l22sen
2θ2) m2l2L1 cos θ2

m2l2L1 cos θ2 J2 + m2l
2
2

]
, (3.94)

C (q, q̇) =

[
1
2
m2l

2
2sen (2θ2) θ̇2

1
2
m2l

2
2sen (2θ2) θ̇1 −m2l2L1senθ2θ̇2

−1
2
m2l

2
2sen (2θ2) θ̇1 0

]
, (3.95)

g (q) =

[
0

−m2l2gsenθ2

]
. (3.96)

Dada las propiedades de los sistemas Euler-Lagrange, se sabe que D(q) es simétrica y de�nida
positiva, ya que

det (D(q)) = (I1 + m2 (L2
1 + l22sen

2θ2)) (J2 + m2l
2
2) + (m2l2L1 cos θ2)

2

= (I1 + m2l
2
2sen

2θ2) (J2 + m2l
2
2) + J2m2L

2
1 + (m2l2L1 cos θ2)

2 ,
(3.97)

Debido a que
I1 + m2

(
L2

1 + l22sen
2θ2

)
≥ I1 + m2L

2
1 > 0,

de (3.97) se determina que:
det (D(q)) > 0.

Del Lema 2.2 se obtiene lo siguiente:

Ḋ(q)− 2C (q, q̇) = m2l2

(
l2sen(2θ2)θ̇1 − L1senθ2θ̇2

) [
0 −1
1 0

]
. (3.98)

que es una matriz antisimétrica. Por lo que el Lema 2.2 queda demostrado para este sistema.
De (2.13) y del Lema 2.2, se tiene que:

L̇ = q̇T τ. (3.99)
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También se sabe que

q̇T =
[

θ̇1 θ̇2

]
y τ =

[
τ
0

]
, (3.100)

por lo que se obtiene:

L̇ = θ̇1τ. (3.101)
Integrando (3.101), se obtiene

t∫
0

θ̇1τdt = L(t)− L(0) ≥ −2m lg−L(0). (3.102)

De la de�nición de un sistema Euler-Lagrange pasivo, se puede veri�car que tomando a la entrada
de control τ como la entrada al sistema, y como su salida a θ̇1 entonces el sistema es pasivo.
Para de�nir los puntos de equilibrio del sistema es necesario hacer que τ ≡ 0 y en un intervalo

θ1 ∈ [0, 2π], el sistema péndulo Furuta, tiene dos puntos de equilibrio respecto al péndulo, en las
siguientes con�guraciones: (

θ1, θ2, θ̇1, θ̇2

)
= (∗, 0, 0, 0)(

θ1, θ2, θ̇1, θ̇2

)
= (∗, π, 0, 0)

(3.103)

donde el primero es un punto de equilibrio inestable, mientras el segundo es un punto de equilibrio
estable.

Ley de control de balanceo del péndulo de Furuta.

Siguiendo con la metodología de diseño de control del Capítulo 3, se obtiene lo siguiente:

K(q, q̇) = 0, (3.104)
y

u(q) = −m2l2g. (3.105)
Al evaluar la ecuación de energía en el punto de equilibrio inestable, resulta en:

θ̇2
2

(
J2 + m2l

2
2

)
= m2l2g (2− cos θ2) , (3.106)

donde esta última, de�ne una trayectoria la cual es la orbita homoclínica.
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Estabilización alrededor de la orbita homoclínica.

Basados en propiedades de pasividad para retroalimentación equivalente, podemos hacer uso de
una función de almacenamiento V (x) para el diseño de control. Por lo que se consideran las siguientes
variables, de acuerdo al Capítulo 4, θ1, θ̇1, θ2 y L, y lo deseado es llevar a cero a estas variables.
Entonces se prosigue al diseño de la función candidata de Lyapunov como en (2.28), de la forma
siguiente:

V (q, q̇) =
kE

2
L(q, q̇)2 +

kD

2
θ̇2
1 +

kP

2
θ2
1 +

kL

2
θ̃2
2, (3.107)

donde θ̃2 es la condición C3), de tal forma que θ̃2 = θ2 + θ1. Del modelo dinámico (2.29), se obtiene
lo siguiente:

f (q, q̇) =
[
− (J2 + m2l

2
2) m2l

2
2sen(2θ2)θ̇1θ̇2

−1
2
m2

2l
3
2L1 cos θ2sen(2θ2)θ̇

2
1 + (J2 + m2l

2
2) m2l2L1senθ2θ̇

2
2

−m2
2l

2
2L1g cos θ2senθ2] ,

(3.108)

y
∆ =

(
I1 + m2

(
L2

1 + l22sen
2θ2

)) (
J2 + m2l

2
2

)
+ (m2l2L1 cos θ2)

2 . (3.109)
Así, siguiendo con el algoritmo de (2.34) y (2.35), se puede de�nir a (2.36) y (2.37) de la siguiente
manera.

V̇ = −
(
θ̇1 + θ̇2

)2

, (3.110)

V̇1 = −θ̇2
1 − 2θ̇1θ̇2 ≤ 0, (3.111)

y
V̇2 = −θ̇2

2 ≤ 0. (3.112)
Así, el algoritmo de control, al desarrollar (2.38), (2.39), (2.40), (2.41), (2.43) y (2.50), se obtiene
una ley de control como se muestra a continuación.

τ =
−

(
θ̇1 + 2θ̇2 + kP θ1 + kDθ̃2

)
∆− kDf(q, q̇)

kEL∆ + (J2 + m2l22) kD︸ ︷︷ ︸
β

−θ̇2 − kLθ̃2.︸ ︷︷ ︸
α

(3.113)

De esta manera con la implementación de (3.112), se asegura que el sistema entre en la región de
atracción.
Linealización del sistema.

Cuando el sistema es llevado a su con�guración inestable será necesario de conmutar a un con-
trolador LQR para estabilizarlo, por lo que el sistema tiene que ser linealizado y veri�car si la
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con�guración inestable del sistema es controlable.
Del modelo dinámico del sistema se obtiene lo siguiente:

θ̈1 = 1
∆

[
− (J2 + m2l

2
2) m2l

2
2sen(2θ2)θ̇1θ̇2

−1
2
m2

2l
3
2L1 cos θ2sen(2θ2)θ̇

2
1 + (J2 + m2l

2
2) m2l2L1senθ2θ̇

2
2

−m2
2l

2
2L1g cos θ2senθ2 + (J2 + m2l

2
2) τ ] ,

(3.114)

y

θ̈2 = 1
∆

[
−m2

2l
2
2L

2
1 cos θ2θ̇

2
2 + (I1 + m2L

2
1 + l22sen

2θ2) m2l2g senθ2

+m2l
2
2sen(2θ2)θ̇1

[
m2l2L1 cos θ2θ̇2 + 1

2
(I1 + m2L

2
1 + l22sen

2θ2) θ̇1 − (m2l2L1 cos θ2) τ
]
.

(3.115)

Linealizando el sistema alrededor del punto de equilibrio inestable se obtiene:

d

dt


θ1

θ2

θ̇1

θ̇2

 =


0 0 1 0
0 0 0 1

0
−m2

2l22L1g

I1(J2+m2l22)+J2m2L2
1

0 0

0
(I1+m2l22)m2l22

I1(J2+m2l22)+J2m2L2
1

0 0




θ1

θ2

θ̇1

θ̇2

 +


0
0

J2+m2l22
I1(J2+m2l22)+J2m2L2

1
−m2l2L1

I1(J2+m2l22)+J2m2L2
1

 τ, (3.116)

y de la con�guración q̇ = Aq + Bτ , para la controlabilidad del sistema, se obtiene:

B =


0
0

J2+m2l22
I1(J2+m2l22)+J2m2L2

1
−m2l2L1

I1(J2+m2l22)+J2m2L2
1

 , AB =


J2+m2l22

I1(J2+m2l22)+J2m2L2
1

−m2l2L1

I1(J2+m2l22)+J2m2L2
1

0
0

 ,

y

A2B =


0
0

m3
2l32L2

1g

I1(J2+m2l22)+J2m2L2
1

−m2
2l22L1g(I1+m2L2

1)
I1(J2+m2l22)+J2m2L2

1

 , A3B =


m3

2l32L2
1g

I1(J2+m2l22)+J2m2L2
1

−m2
2l22L1g(I1+m2L2

1)
I1(J2+m2l22)+J2m2L2

1

0
0

 .

Debido a que det(B| AB| A2B| A3B|) 6= 0, se concluye que la linealización del sistema es contro-
lable ya que la matriz de controlabilidad es de rango completo. Por lo tanto, se puede decir que
para el sistema linealizado se puede proponer una ley de control por retroalimentación de�nida por
τ1 = −KT q con un vector de ganancias apropiado K que mantenga en el sistema en el punto de
equilibrio.
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Simulación.

Nuevamente se ilustra el comportamiento del sistema bajo la acción de control por balanceo. Aquí
se dan los resultados de la ley de control (3.85), implicando en ella la conmutación de la ley de
control (3.61) para su estabilización. El sistema con lo parámetros de la Tabla 3.4 se obtiene los
siguientes resultados.

Figura 3.19: Ley de control integral para el péndulo Furuta.
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En la Figura 3.19 se observa el comportamiento de la ley de control integral para el sistema péndulo
Invertido, así como el plano fase el cual representa a la órbita homoclínica descrita por (3.106).

Figura 3.20: Posición del brazo con ley de control integral para el péndulo Furuta.
En la Figura 3.20 se observa el comportamiento de los estados del sistema θ1 y θ̇1, los cuales
corresponden al brazo del sistema péndulo de Furuta, y como estos después de entrar en la región
de atracción y conmutar a un controlador LQR se estabilizan en un tiempo menor a 10 segundos.
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Figura 3.21: Ángulo del péndulo con ley de control integral para el péndulo Furuta.
En la Figura 3.21 se observa como los estados θ2 y θ̇2 los cuales corresponden a la posición del
péndulo convergen a cero en un tiempo menor a 10 segundos.

3.9. Conclusiones

Del desarrollo de una ley de control general para sistemas subactuados de 2GdL se obtienen las
leyes de control propuestas para los sistemas pendubot, péndulo Invertido y péndulo de Furuta o
rotatorio, las cuales alcanzan uno de los objetivos especí�cos planteados en este tema de tesis.
También del desarrollo de los controladores para los sistemas empleados en está sección, se puede
decir que la órbita homoclínica de los sistemas de 2GdL es descrita de manera general por las
dinámicas de los estados no actuados, también podemos con�rmar lo que se mencionó en el capítulo
anterior, que con está metodología diseñada en el capítulo anterior para el problema de balancear
y estabilizar sistemas subactuados de 2GDL en una con�guración inestable es resuelto (para siste-
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mas subactuados diseñados de manera arti�cial). Por lo que la aportación más importante de este
trabajo de tesis, es la obtención de una metodología general para balancear y estabilizar sistemas
subactuados de 2GdL diseñados de manera arti�cial.



Capítulo 4

Resultados con un pendubot físico.

En este capítulo se presentan los resultados experimentales obtenidos del presente proyecto de
tesis, los cuales están basados en un sistema subactuado Pendubot real, de la Unidad Guadalajara
del Centro de Investigación y Estudios Avanzados del I.P.N (CINVESTAV).

4.1. Descripción del sistema.

En la Figura 4.1 se observa el manipulador subactuado en el que fue implementada la ley de control
integral de balanceo y estabilización el cual es descrito por los parámetros de la Tabla 4.2.

El Pendubot consiste de dos eslabones de aluminio rígido; el primer eslabón está directamente
acoplado al eje del motor de imán permanente de 90 voltios de C.D., que se encuentra montado
sobre la mesa. El motor tiene acoplado un codi�cador óptico en su eje (sensor de posición). El diseño
permite que ambos eslabones giren 360o. El eslabón 2 está acoplado al extremo del eslabón 1. En
la unión 2 está montado el codi�cador 2.
El control del Pendubot se realiza mediante una computadora personal, que contiene una tarje-
ta de conversión de digital a analógico y una tarjeta lectora de codi�cadores. El motor de CD es
controlado por medio de un servopropulsor que es la interfaz entre la computadora y el motor, la
computadora envía una señal de voltaje de baja potencia a través de la tarjeta de conversión de
digital a analógico y el servopropulsor convierte esta señal en una corriente de alta potencia que es
proporcional al torque del motor.

El sistema pendubot también cuenta con una fuente de potencia que es la que suministra la
corriente al motor de C.D. Además el Pendubot cuenta con un botón de seguridad para deshabilitar
la corriente suministrada al motor.

75
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Figura 4.1: Fotografía del sistema subactuado Pendubot.

4.2. Elementos del sistema.

4.2.1. Tarjeta de conversión de digital a analógico.
La tarjeta de conversión de digital a analógico de la compañía American Scienti�c Instrument
Corp. contiene dos salidas analógicas de ±10 volts con una resolución de 12 bits (canal 1 y canal
2), los cuales están localizados en la siguiente dirección de puertos de la computadora.

Dirección Puerto
300H Parte baja Canal 1
301H Parte alta Canal 1
302H Parte baja Canal 2
303H Parte alta Canal 2

Tabla 4.1: Dirección de puertos de la PC.

Para el sistema Pendubot solo es utilizado el canal 0, ya que solo cuenta con un solo motor, los
canales 1 y 2 están disponibles en un DB25 hembra.
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Figura 4.2: Tarjeta de conversión de digital a analógico.

4.2.2. Tarjeta lectora de codi�cadores.
La tarjeta lectora de codi�cadores PC7166 de la compañía U.S. Digital Corp. tiene la función de
leer los pulsos que envían los codi�cadores, está diseñada para conectar cuatro codi�cadores, la
dirección base para obtener la cuenta de los codi�cadores es la 240 Hexadecimal.

Figura 4.3: Tarjeta lectora de codi�cadores.

Los codi�cadores envían 1024 pulsos por revolución, pero en la tarjeta son multiplicados por 4
dando una resolución de 4096 pulsos por cada 360 grados. Estos codi�cadores junto con la tarjeta
lectora son los encargados de sensar los ángulos de los eslabones 1 y 2, para ser aplicados al algo-
ritmo de control y calcular una ley de control que será enviada al motor de CD.
La tarjeta electrónica trae consigo un programa de prueba llamado PC7166.EXE el cual checa si
hay comunicación entre la computadora y la tarjeta, además de la funcionalidad de los codi�cadores.
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4.2.3. Servopropulsor.
El servopropulsor marca ADVANCED de la compañía Advanced Motion Controls, es utilizado para
proveer la potencia de entrada a los motores del sistema electromecánico, es decir, el dispositivo
ampli�ca el voltaje de entrada de baja potencia a un voltaje o corriente de alta potencia por medio
de modulación del ancho del pulso (PWM), Figura 4.4.

Figura 4.4: Servopropulsor [4].
El servopropulsor está diseñado para trabajar en diferentes modos de operación, de los cuales los
más utilizados son:
1. El modo voltaje que proporciona un voltaje en la terminales del motor proporcional al voltaje

de entrada del dispositivo (Figura 4.5).
2. El modo corriente que proporciona una corriente de armadura proporcional al voltaje de

entrada del dispositivo (Figura 4.6).
3. El modo velocidad en el cual la velocidad angular del motor es proporcional al voltaje de

entrada del dispositivo (Figura 4.7).
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Figura 4.5: Modo voltaje.

Figura 4.6: Modo corriente.

Figura 4.7: Modo velocidad.
Para el sistema Pendubot es utilizado el modo corriente o Torque ya que en el modelo matemático
el torque representa la fuerza de entrada al sistema. El servopropulsor dispone de una terminal
llamada inhibit (inhibir) para habilitar ó deshabilitar la corriente o voltaje del motor. En esta
terminal y tierra está conectado el interruptor de seguridad normalmente cerrado que mantendrá
la terminal inhibit conectada a tierra ocasionando que el motor esté sin corriente y al presionar el
botón el motor está listo para producir un torque. El servopropulsor cuenta con un LED indicador
del estado de este dispositivo. Cuando el LED está en color rojo el servopropulsor deshabilita el
motor, que puede ser ocasionado por la terminal inhibir, por un sobrecalentamiento del dispositivo
ó por un mal funcionamiento. La luz verde indica una operación normal.

4.2.4. Codi�cador incremental.
Los codi�cadores incrementales se encuentran con frecuencia en sistemas de control modernos para
convertir desplazamiento lineal ó rotatorio en un código digital o señales de pulsos. Los codi�cadores
incrementales proveen un pulso por cada incremento de resolución. Los codi�cadores incrementales
están disponibles en las formas lineales y rotatorias. Un codi�cador incremental típico rotativo tiene
cuatro partes básicas: una fuente de luz, un disco giratorio, una mascara estacionaria y un detector,
como se presenta en la Figura 4.8. El disco tiene sectores opacos y transparentes distribuidos en
forma alterna. Un par de estos sectores representa un periodo incremental. La máscara se usa para
dejar pasar o bloquear la luz entre la fuente de luz y el foto detector localizado detrás de la mascara.
Las formas de onda de las salidas de los detectores son generalmente de tipo triangular o senoidal,
en función de la resolución requerida. Las señales de onda cuadrada compatibles con lógica digital
se obtienen al utilizar un ampli�cador lineal seguido por un comparador. Para detectar la dirección
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Figura 4.8: Decodi�cador incremental óptico.

se necesita un codi�cador de dos canales con dos juegos de pulsos de salida (canal A y canal B).
Cuando la fase de los dos trenes de pulsos es de 900 eléctricos, se dice que las dos señales están en
cuadratura, como se muestra en la Figura 4.9. Las señales de�nen únicamente transiciones de 0 a
1 o de 1 a 0 con respecto a la dirección de rotación del disco codi�cador, de esta forma se puede
construir el circuito lógico de detección de la dirección para decodi�car dichas señales. En la Figura
4.9 se observa que para un movimiento en sentido de las manecillas del reloj, los pulsos del canal A
están adelantados 900 con respecto a los pulsos del canal B, y para movimientos en sentido contrario
a las manecillas del reloj el canal A está atrasado 900 con respecto al canal B.

Figura 4.9: Señales de salida del decodi�cador.
Los codi�cadores del Pendubot tienen una resolución de 1024× 4 pulsos por revolución, es decir,
que el codi�cador envía un pulso cada 0.00024o de giro, la frecuencia de la señal cuadrada es
proporcional a la velocidad angular del eslabón 1 ó 2.
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4.3. Control del sistema.

La Tabla 4.2 muestra los parámetros del sistema Pendubot físico en el que se realizaron las pruebas
experimentales.

Descripción Notación Valor Unidades
Longitud eslabón 1 l1 0.2032 m
Longitud eslabón 2 l2 0.3841 m

Distancia al centro de masa (eslabón 1) lc1 0.1551 m
Distancia al centro de masa (eslabón 2) lc2 0.1635 m

Masa del eslabón 1 m1 0.8293 kg
Masa del eslabón 2 m2 0.3402 kg

Inercia eslabón 1 respecto al centro de masa I1 0.005 Kg ·m2

Inercia eslabón 2 respecto al centro de masa I2 0.0043 Kg ·m2

Constante de fricción (eslabón 1) v1 0.00545 Kg/s
Constante de fricción (eslabón 2) v2 0.00047 Kg/s

Aceleración de gravedad g 9.81 m/seg2

Tabla 4.2: Parámetros y variables del sistema Pendubot físico.

La ley de control integral, i.e. ley de control para balanceo y estabilización, descrita por (3.60) fue
acondicionada con las siguientes ganancias en el sistema físico:

Constante Valor
KP 0.72
KD 0.93
KE 0.65
KL 1.01

Tabla 4.3: Ganancias del controlador implementado de manera experimental.

Las Figuras 4.10, 4.11 y 4.12 muestran el comportamiento del sistema de manera experimental, el
cual fue iniciado en las condiciones iniciales siguientes:

q1(0) = 1800

q2(0) = 00

q̇1(0) = 0
q̇2(0) = 0

 (4.1)
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Figura 4.10: Estados q1 y q3 del Pendubot experimental.
En la Figura 4.10 se puede apreciar el comportamiento del primer eslabón, el la cual se observa
como la posición angular y su velocidad angular llegan aproximadamente a cero, lo cual implica que
el primer eslabón está en una posición vertical. En la Figura 4.11 se aprecia el comportamiento del
segundo eslabón, el cual es llevado a una posición angular y velocidad angular aproximada a cero
respecto al primer eslabón, lo cual implica que esta en la posición superior.
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Figura 4.11: Estados q2 y q4 del Pendubot experimental.
Como se puede observar en las Figuras 4.10 y 4.11, el controlador integral realiza una buena acción
de control para balancear en una primera fase al sistema Pendubot, a las condiciones iniciales 4.1,
a un valor cercano a la posición vertical superior en ambos eslabones y estabilizar en una segunda
fase a un valor cercano a el punto de equilibrio inestable. Observe que la suma de ambas posiciones
angulares es cero.
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También se hace notar que la acción de control es llevada a cabo en un tiempo aproximado de 3.7
segundos, esto es por cuestiones de seguridad.

Figura 4.12: Ley de control integral para el Pendubot experimental.
En la Figura 4.12 se puede apreciar como la acción de control no sobrepasa los límites de torque
del sistema, estos están de�nidos por una función de saturación equivalente a ±9.5 Nm. También
se puede ver el comportamiento del plano fase respecto al segundo eslabón, en el cual se aprecia
como converge el estado a su posición deseada.
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Figura 4.13: Estados q1 y q3 del Pendubot experimental con perturbaciones.
La Figura 4.13 muestra el balanceo y la estabilización del sistema, y una vez estabilizado se
perturba al sistema de los estados q1 y q3, ambos correspondientes al primer eslabón del sistema.
Como se observa en está �gura, la acción de control para estabilizar al sistema (LQR) no tiene
problemas ante perturbaciones ya que lo logra estabilizar de una forma adecuada.
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Figura 4.14: Estados q2 y q4 del Pendubot experimental con perturbaciones.
La Figura 4.14 muestra el balanceo y la estabilización del sistema, y una vez estabilizado se
perturba al sistema de los estados q2 y q4, ambos correspondientes al segundo eslabón del sistema.
Como se menciono anterior mente en está �gura se observa como la acción de control para estabilizar
al sistema (LQR) no tiene problemas ante perturbaciones ya que lo logra estabilizar de una forma
adecuada.
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En la Figura 4.15 se puede ver como la acción de control frente perturbaciones no demanda
demasiado torque de salida. Así como el comportamiento del plano fase respecto al segundo eslabón
se mantiene en una región cercana al punto de equilibrio superior. Por lo que podemos decir que el

Figura 4.15: Ley de control integral para el Pendubot experimental con perturbaciones.
controlador LQR es una buena opción para la solución del problema de estabilización de manera
experimental.
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En las Figuras 4.16, 4.17 y 4.18, se inicia al sistema de control con las siguientes condiciones
iniciales: 

q1(0) = 00 ± ε
q2(0) = 1800 ± ε
q̇1(0) = ±ε
q̇2(0) = ±ε


donde ε es un valor pequeño. Así como se ha mencionado anteriormente, esta técnica de control no

Figura 4.16: Estados q1 y q3 del Pendubot experimental con perturbaciones.
solo funciona para llevar al sistema de la con�guración inferior y frente a perturbaciones, sino que
también es una buena opción de control iniciando al sistema es cualquiera de las otras con�guraciones
inestables, i.e. (q1, q2, q̇1, q̇2) 6= (1800, 00, 00, 00).
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Figura 4.17: Estados q2 y q4 del Pendubot experimental con perturbaciones.
En las Figuras 4.16 y 4.17 se observa como el sistema logra alcanzar su posición vertical en ambos
eslabones, así como también se aprecia que las velocidades q3 y q4 son relativamente pequeñas.
Al igual que en los otros resultados experimentales, en la Figura 4.18 se aprecia que la ley de control
no demanda demasiado torque de salida. Así como el plano fase del segundo eslabón está en una
región de convergencia.
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Figura 4.18: Ley de control integral para el Pendubot experimental con perturbaciones.

Es necesario mencionar que el brazo manipulador físico está formado por dos eslabones rígidos con
las siguientes características asociadas a los ángulos.

a) q1: mide desde la posición vertical hacia abajo.

b) q2: mide la posición del brazo en la horizontal.

También se hace mención que la estabilización del sistema con el controlador LQR fue sintonizada
de tal manera que el sistema sea asintóticamente estable, debido a que si le daba prioridad a los
estados de la velocidad angular, el sistema tendía a vibrar y por consiguiente el sistema se salía de
la región de atracción, así que al control que estabiliza se le dio prioridad a las posiciones de los
eslabones, de tal manera que las ganancias del controlador quedaron de la siguiente forma:
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R = 2.5

Q =


8 0 0 0
0 7.5 0 0
0 0 5 0
0 0 0 5


Con las ganancias de la matriz K de la siguiente manera:

K =
[
−58.8019 −58.2007 −12.0533 −7.9339

]
Así, se obtuvieron los resultados experimentales mostrados en las �guras anteriores, y se puede decir
que el sistema es llevado a su punto de equilibrio inestable, desde cualquier con�guración como se
puede ver en las Figuras 4.16, 4.17 y 4.18 en donde el sistema es iniciado en un punto de equilibrio
inestable, diferente al que se desea alcanzar.
Es pertinente mencionar en la aplicación de la ley de control de manera experimental, que el torque
de salida esta acotado en un rango de ±9.5 Nm, esto es por cuestiones de seguridad en el actuador.
En consecuencia el sistema responde de esa manera a la conmutación de controles, y de igual manera
las variables guardadas solamente llegan a un límite de 20 seg, debido al tiempo de muestreo de 5
m · seg y a que la computadora en la que el sistema opera no tiene demasiada memoria disponible.
Por lo anterior si se trataba de guardar más datos la memoria se desbordaba provocando errores en
el programa de control.

4.4. Conclusiones

Como en el capítulo anterior en los resultados experimentales se puede concluir que la ley de control
integral para balancear y estabilizar a un sistema subactuado de 2GdL descrita en el presente
proyecto de tesis es una excelente opción para la solución del problema de llevar a un sistema
subactuado diseñado de manera arti�cial a una con�guración inestable.





Conclusiones y trabajos futuros

A través del análisis de las diferentes simulaciones se introdujeron diferentes variantes en las leyes
de control y ganancias que juegan un papel importante en a síntesis de un esquema de control
apropiado para el balanceo y estabilización del sistema no lineal subactuado de dos grados de
libertad.

Conclusiones.

En este proyecto de tesis se desarrollaron técnicas de control para el balanceo y estabilización de
los sistemas Pendubot, Péndulo Invertido y Péndulo de Furuta, la cuales a nivel simulación presen-
taron resultados muy alentadores, de los cuales se puede extraer a las siguientes conclusiones.

En el diseño de la ley de control (3.60), se hace que el sistema alcance el punto de equilibrio
inestable, pero como el sistema es enviado dentro de una orbita homoclínica el sistema podría
estabilizarse cuando t → ∞, por lo que se propone que cuando el sistema alcance una región de
atracción, se propone un cambio a una ley de control que estabilice al sistema de manera local.
Así, la ley de control conmuta de un controlador no lineal a uno lineal, para así poder estabilizar
al sistema en un tiempo menor. De esto, de la ley de control (3.60) propuesta, se logra la velocidad
del segundo eslabón este acotada por la función (3.57), lo que implica que las dinámicas del sistema
sean las apropiadas para que la función de conmutación (3.61) funcione, y así la ley de control
lineal pueda estabilizar al sistema. Esta es la primera contribución sobresalientes de este trabajo de
tesis, ya que al implementar otros esquemas de control para el balanceo se pudo observar que las
velocidades y posiciones de entrada a la región de atracción del LQR eran tales que no era posible
conmutar al LQR de forma que la ley de control lineal funcionara bien con dichas condiciones
iniciales. Esto es debido a que el sistema Pendubot (y cualquier sistema de 2GDL subactuado) al
entrar a su orbita homoclínica tiende a seguir las velocidades dadas por (3.35), la cual depende de
dichas condiciones iniciales. Estas condiciones apropiadas fueron posibles de obtener al asegurar por
(3.36) que q1 ≈ π/2 al mismo tiempo que q1 + q2 ≈ π/2 que a conocimiento del autor no se había
propuesto anteriormente. La síntesis de este control es actualmente objeto de una evaluación en la
revista Ingeniería y Tecnología de la UNAM [28].
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Trabajos futuros.

Se propone realizar algún método para la optimización de las ganancias de la ley de control de
balanceo, ya que estas no son las óptimas para que el sistema conmute al controlador lineal, y así
suavizar la conmutación de la ley de control y de esta manera evitar un torque como lo muestra la
�gura de la ley de control (3.11).
Debido a que en este tema solo se abordaron sistemas de dos grados de libertad como trabajos
futuros se pretende ampliar la metodología para sistemas con grado de libertad mayor.
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Glosario

El presente glosario no pretende ser un diccionario de la investigación realizada en esté tema de
tesis, simplemente reúne las palabras de las cuales no se han tratado particularmente en el presente
trabajo.
Actuado: [42] las ecuaciones diferenciales generales en un conjunto de coordenadas tienen a sigui-

ente forma:
d
dt

(
∂L
∂vi

)
− ∂L

∂qi = uaF
a
i , i = 1, ..., n. (2)

Donde al par (L, F ) como el sistema de control Lagrange. Para simpli�car esto, suponga que
el subespacio de TqQ es generado por T 1(t, vq), ..., T

m(t, vq), es independiente de q. Si para
cada (t, vq) ∈ R× TQ, se cumple con

spanR
{
F 1(t, vq), ..., F

m(t, vq)
}

= TqQ (3)
entonces se dice que el sistema es completamente actuado. En general, los problemas acordes
con el control de sistemas completamente actuados son comparativamente sencillos.

Campo vector: [14] un campo vector f en U es un mapeo suave que asigna a cada punto p ∈ U
un vector fp de Rn. El conjunto de todo los campos vectores en U se denota por V (U).

Codi�cación: [47] es representar biunívocamente mediante varios dígitos los diferentes estados o
niveles �nitos de un cuanti�cador.

Codi�cador de pulsos: [47] bajo este nombre o el anglosajón, encoder, se incluyen un buen
número de sistemas que proporcionan una salida digital que informa sobre la posición de
un determinado eje. A pesar de que un aspecto exterior e, incluso, su comportamiento pueda
ser muy parecido, se puede encontrar con con sistemas muy diversos y de tecnologías diferentes.

Conjunto Ortonormal: [14] sea (X, <, >) un espacio pre-Hilbert. Sea A ⊂ X, A 6= 0. Se dice que
A es ortonormal si A es ortogonal y además se tiene que ‖ x ‖= 1 para cada x ∈ A.



Convergencia: [14] en un espacio vectorial lineal normado, una secuencia in�nita de vectores {xn}se dice que converge a x si la secuencia de números reales {‖x − xn‖} converge a cero. Es-
cribimos xn → x.

Convertidor digital a analógico: [47] la conversión digital a analógica es un procedimiento a
través del cual un código de entrada ϕ es transformado en una señal de tensión o de corriente
unipolar o bipolar de salida mediante una correspondencia entre 2n combinaciones binarias
posibles de entrada y 2n tensiones (o de corrientes) discretas de salida, obtenidas a partir
de una frecuencia de tensión o de corriente. En términos de tensión y de corriente puede
expresarse como:

V0 =
n−1∑
i=0

Vpondi · dpi

donde dp ∈ [0, 1].
I0 =

n−1∑
i=0

Ipondi · dpi

donde dp ∈ [0, 1].
Este proceso cosiste en hacer una ponderación de cada bit del código N y sumar el resultado
de todas las ponderaciones multiplicadas por el valor del bit asociado a cada una. De esto se
deriva que la salida (V0 ò I0) es única para cada código de entrada I. La salida de un conver-
tidor digital a analógico de un número �nito de código de entrada no es una señal analógica,
sino discreta, digital.

Derivada de Lie: [6] sea f un campo vector suave en U y λ una función real valuada en U .
Entonces la derivada de LIE de λ a lo largo de f es una función Lfλ : U → R de�nida como

(Lfλ)(p) = (f(p))(λ)

i.e. (Lfλ)(p) es el valor en λ del vector tangente f(p) en p. En coordenadas locales, si f es de
la forma f =

m∑
i=1

fi
∂

∂xi
, entonces se tiene

(Lfλ)(p) =
m∑

i=1

fi(p)

(
∂λ

∂xi

)
(p)

Elemento Ortonormal: [14] sea (X, <, >) un espacio pre-Hilbert. Se dice que un elemento x ∈ X
es ortonormal si ‖ x ‖= 1.

Eslabón: [42] estos son típicamente rotatorios (de revolución) o lineales (prismático): un eslabón
de revolución es una conexión entre enlaces y tiene una rotación relativa entre ambos enlaces.
Un eslabón prismático tiene un movimiento relativamente lineal entre los dos enlaces.



Espacio Banach: [14] un espacio vectorial lineal normado X es completo si cada secuencia de
Cauchy de X tiene un límite en X. Un espacio vectorial lineal normado completo se le llama
espacio de Banach.

Espacio de Hilbert: [14] un espacio con producto interno completo se llama espacio de Hilbert.

Espacio de trabajo: [42] el WS (i.e. Espacio de trabajo o por sus siglas en inglés Work Space)
de un manipulador es el volumen total barrido producido por el efector �nal cuando el ma-
nipulador ejecuta todos los movimientos posibles. El espacio de trabajo es restringida por la
geometría del manipulador así como las restricciones mecánicas sobre las articulaciones. Por
ejemplo, una articulación de revolución puede ser limitada a menos de 360o del movimiento
de espacio de accesible.

Espacio Tangente: [14] el espacio tangente a U en p, escrito TpU , es el conjunto de todos los
vectores tangentes en p.

Función suave: [14] sea f : U → una función. El valor de f en q = (q1, ...qn) se denota f(q) =
f(q1, ..., qn). La función se dice que es una función de clase C∞ (o simplemente función suave)
si sus derivadas parciales de cualquier orden con respecto a q1, ..., qn existen y son continuas.

Funcional: [14] una transformación de un espacio vectorial X en los reales (o complejos) es una
funcional en x.

Grado de libertad: [9] este está de�nido por el número de coordenadas n menos el número de
restricciones m, i.e. n−m.
También el número de grados de libertad es de un sistema mecánico es dado por la relación
de Chebychev-Kutzback-Gruhler [15] dada a continuación.

nGDL = 6 (E − 1)− 5A (4)
Donde E indica el número de eslabones y A el número de articulaciones.

Holónomicas: [10] el término holónomicas simplemente signi�ca que la relación diferencial entre
las coordenadas de posición puede ser integrada para dar lugar a una nueva ecuación alge-
braica entre las coordenadas.

Linealmente independiente: [14] un vector x se dice linealmente dependiente de un conjunto S
de vectores, si x puede ser expresado como una combinación lineal de S.



Mapeo suave: [14] un mapeo Φ : U → Rm es una colección (φ1(q), ..., φm(q)) :. de funciones
φi : U → R. El mapeo Φ es C∞ si todas las funciones φi son C∞.

Matriz no negativa: [68] también conocida como matriz de�nida positiva. La matriz A es se-
mide�nida positiva si (la forma cuadrática) xT Ax ≥ 0, ∀x. Si la desigualdad se cumple solo
cuando x ≡ 0, entonces decimos que A es de�nida positiva. Notar que, cuando 2xtAx =
xt(A + AT )x + xT (A− AT )x = xT (A + AT )x, es usualmente se asume que A es simétrica.

Matriz simétrica: [68] una matriz es simétrica, si se puede demostrar que A = AT , es decir el
elemento ij-ésimo de la matriz A es igual a el elemento ji-ésimo de la misma.

Modelo cinemático directo de aceleración: [56] describe la relación entre la velocidad articu-
lar q̈ y la aceleración de la orientación ẍ del dispositivo terminal de un robot, i.e.

ẍ = Jq̈ + J̇ q̇

Que es la relación directa de aceleración.

Modelo cinemático directo de posición: [56] describe la relación entre la posición articular q
y la orientación x del dispositivo terminal de un robot, i.e.

x = f(q)

Que es la relación directa de posición.

Modelo cinemático directo de velocidad: [56] describe la relación entre la velocidad articular
q̇ y la velocidad de la orientación ẋ del dispositivo terminal de un robot, i.e.

ẋ = Jq̇

Que es la relación directa de velocidad.

Modelo cinemático inverso de aceleración: [56] consiste justamente en la relación inversa del
modelo cinemático directo de aceleración, es decir, es la relación entre la aceleración cartesiana
ẍ y la velocidad articular q̈, i.e.

q̈ = J−1(ẍ− J̇ ẋ)

Que es la relación inversa de aceleración.



Modelo cinemático inverso de posición: [56] consiste justamente en la relación inversa del
modelo cinemático directo, es decir, es la relación entre la posición cartesiana x y la posi-
ción articular q, i.e.

q = f−1(x)

Que es la relación inversa de posición.

Modelo cinemático inverso de velocidad: [56] consiste justamente en la relación inversa del
modelo cinemático directo de velocidad, es decir, es la relación entre la velocidad cartesiana
ẋ y la velocidad articular q̇, i.e.

q̇ = J−1ẋ

Que es la relación inversa de velocidad.

Paréntesis de Lie: [6] sean f y g dos campos vectores suaves en U , de�niendo un nuevo campo
vector llamado los Paréntesis de Lie [f, g] por

([f, g](p))(λ) = f(g(λ))− g(f(λ)) = LfLgλ− LgLfλ

En otras palabras, [f, g](p) toma λ y lo transforma en el número real LfLgλ− LgLfλ.

Plano fase: [27] es un método grá�co para el estudio de sistemas no lineales de segundo orden. La
idea básica es de resolver la ecuación diferencial y grá�car el primer estado primer derivada
contra el segundo segunda derivada.

Restricción: [9] el término restricción es utilizado por la interconexión de los elementos restringe
a las coordenadas y las obliga a comportarse de cierta manera.

Restricción holónomicas: [10] si las ecuaciones de restricción involucra únicamente relaciones
entre coordenadas, reciben el nombre de restricción holónomicas.

Restricción no holónomicas: [10] si las ecuaciones de restricción involucran relaciones no inte-
grables entre coordenadas diferenciales, recibirán el nombre de restricción no holónomicas.

Robot: Un robot es un manipulador multiprogramable diseñado para mover material, herramien-
tas, partes o dispositivos especializado a través de movimientos programados para realizar una
gran variedad de tareas (de�nición dada por Robot Institute of America (RIA)).

Secuencia de Cauchy: [14] una secuencia {xn} en un espacio normado se dice de Cauchy si
‖xn − xm‖ → 0 cuando n,m →∞, i.e. dado un ε > 0 ∃ N ∈ N tal que ‖xn − xm‖ < ε.



Subactuado: [2] estos presentan la propiedad de tener un menor número de entradas de control
que de variables con�guracionales.

Subconjunto acotado: [14] Sea F un subconjunto de X. Se dice que F es acotado si existe un
M > 0 tal que

x ∈ F ⇒ ‖x‖ ≤ M

Subconjunto compacto: [14] sea F un subconjunto de X. Se dice que F es compacto siempre
que Xn ∈ F , existe una subsucesión convergente de (xn)n∈N cuyo límite esta en F .

Subespacio: [14] sea M 6= 0, M ⊂ X, subconjunto es llamado un subespacio de X si ∀ x, y ∈ M
y ∀ α, β ∈ F implica que αx + βy ∈ M .

Subespacio generado: [14] sea S ⊂ X (subconjunto), entonces:
[s] := {x ∈ X : x = α1x1 + α2x1 + · · ·+ αixi}
xj ∈ S; αj ∈ R
j = 1, 2, · · · , i; i ∈ N

se llama subespacio generado por S.

Subvariedad suave de dimensión k: [14] un subconjunto M ⊂ Rn es llamado una subvariedad
suave de dimensión k(k < n) de Rn si posee las siguientes propiedades: para cada x0 ∈ M
existe un conjunto abierto U ⊆ Rn que contiene a x0 y a funciones suaves φk+1, ..., ϕn tal que:
i) {dφi, i = k + 1, ..., n} es un conjunto linealmente independiente de vectores renglón pata
todo x ∈ U , y
ii) U ∩M = {x ∈ U : φi = 0 para i = k + 1, ..., n}.

Sucesión: [14] una sucesión de un espacio normado X es una función cuyo dominio es el conjunto
de los enteros positivos, y se escribe xn = f(n).

Variedad lineal: [14] la traslación de un subespacio M de X se dice una variedad lineal si:
L ≡ x0 + M := {V ∈ X : V = x0 + M ; x ∈ M)

Vector Tangente: [14] un vector tangente v en p es un mapeo v : C∞(p) → R con las siguientes
propiedades:
i) Linealidad
ii) Cumple con la regla de Leibnitz.



Apéndice A

Pasividad y disipación.

Para de�nir las medidas de las magnitudes y la energía en n dimensiones y función real valuada, las
de�niciones matemáticas de espacios medibles, las normas, y los productos escalares son requeridos.
Aquí se presentan sus de�niciones fundamentales.
De�nición A.1. Espacios L2 y L2e Sea Ξ un conjunto de todas las funciones n dimensional real
valuadas en el tiempo: f(t) : R+ → Rn. Entonces, el espacio L2 esta de�nido como;

L2 ≡

x ∈ Ξ : ‖f‖2 ≡
∞∫

0

‖f‖2dt < ∞


donde ‖ · ‖es la norma Euclideana. L2 de�ne un espacio vectorial lineal normado completo (espacio
Banach) sobre un número real con norma ‖ · ‖2. El espacio L2 también tiene un producto escalar,
y en consecuencia es un espacio de Hilbert.
Ahora, de�na un truncamiento de f(t) como

fT (t) =

{
f(t) , 0 ≤ t < T
0 , t ≥ T

Estas funciones de truncamiento de�nen una extensión de los espacios L2 a L2e como

L2 ≡

x ∈ Ξ : ‖f‖2 ≡
T∫

0

‖f‖2dt < ∞,∀T


tenemos que L2 ⊂ L2e porque L2e contiene señales de la norma L2 cuando t →∞ [61].
De�nición A.2. Producto escalar El producto escalar de L2 y L2e esta de�nido como

〈u|y〉 ≡
∞∫

0

u(t)T y(t)dt

y

〈u|y〉T ≡
T∫

0

u(t)T y(t)dt,
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respectivamente, donde y(t) y u(t) son funciones c∞ [61].

A.1. Pasividad.

Los sistemas pasivos son una clase de sistemas dinámicos en que se produce un intercambio de
energía con el ambiente de la planta. Un sistema pasivo no puede producir más energía que la
proporcionada, por la diferencia que produce la disipación de energía.
Considerando el sistema no lineal descrito por la ecuación diferencial (A.1)

ẋ = f(x)
y = h(x)

(A.1)
donde, x ∈ Rn es la variable de estado, y ∈ Rm que es la salida, f es un espacio vectorial c∞, la
función h es un mapeo c∞.
Dado que es sistema dinámico, (A.1) puede ser estabilizable a través de algunos métodos de control,
se puede encontrar una función c∞ g y una entrada u ∈ Rm para tener un sistema de la forma (A.2).

ẋ = f(x) + g(x) · u
y = h(x)

(A.2)
donde se hace la suposición de que el campo vector f se llevará a un punto de equilibrio. De forma
general se supone que el punto de equilibrio esta en x = 0. Si el punto de equilibrio no esta en
x = 0, podemos hacer un cambio de coordenadas para llevar el punto de equilibrio a x = 0.

De�nición A.3. [61] Un sistema no lineal de la forma de (A.2) es llamado pasivo si las funciones
f(x) y g(x) existen, y tienen una constante real β, tal que ∀t ≥ 0

t∫
0

uT (τ)y(τ)dτ ≥ β (A.3)

o si tiene una constante ρ > 0 y una constante real β, tal que ∀t ≥ 0

t∫
0

uT (τ)y(τ)dτ + β ≥
t∫

0

ρ · y(τ)T y(τ)dτ . (A.4)

De�nición A.4. [61] Un sistema no lineal de la forma (A.2) es llamado pasivo si existe una función
no negativa V (x) : X −→ R, V (0) = 0, llamada función de almacenamiento, tal que ∀x ∈ X, ∀t ≥ 0

V (x)− V (x0) ≤
t∫

0

yT (s)u(s)ds. (A.5)
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De�nición A.5. [61] Un sistema pasivo con función de almacenamiento V (x) es llamada estric-
tamente pasivo, si existe una función de�nida positiva S(x), tal que ∀x ∈ X, ∀t ≥ 0

V (x)− V (x0) =

t∫
0

yT (s)u(s)ds−
t∫

0

S (x(s)) ds. (A.6)

Teorema A.1. Byrnes e Isidori: [70] Un sistema no lineal de la forma (A.2) con la propiedad de
Kalman-Yakubovich-Popov es pasivo, con una función de almacenamiento V (x). Consecuentemente,
un sistema pasivo con una función de almacenamiento c∞ y continua, cumple con la propiedad de
Kalman-Yakubovich-Popov.

Teorema A.2. Byrnes e Isidori: [70] Suponga que un sistema no lineal es pasivo con una función
de almacenamiento V (x) de�nida positiva y suponga que el sistema es localmente detectable en el
estado-cero. Sea ϕ una función c∞ tal que yT ϕ(y) > 0 y ϕ(0) = 0 para cada y no cero.
El sistema en lazo cerrado, con la ley de control

u(t) = −ϕ(y) (A.7)
es asintóticamente estable en el punto de equilibrio x = 0.

Teorema A.3. [7] Suponemos que x = 0 es el punto de equilibrio del sistema no lineal (A.2). El
sistema (A.2) tiene gr {1, 1, ..., 1} en x = 0 y si el sistema es de fase mínima, el sistema (A.2) puede
ser llamado como retroalimentación equivalente a un sistema pasivo con la propiedad de función de
almacenamiento V (x).

Demostración. Sea y = h(x) una nueva variable de estado y elegimos η = 0. El sistema (A.2) es
representado por las siguientes ecuaciones:{

η̇ = c(η, y) + d(η, y)u
ẏ = b(η, y) + a(η, y)u

(A.8)
donde a(η, y) es no singular para todo (η, y) en (0, 0).
Elegimos una nueva ley de retroalimentación

u = a(η, y)−1 [−b(η, u) + v] (A.9)
donde {

η̇ = θ(η, y) + γ(η, y)v
ẏ = v

(A.10)
Sea z = η − γ(η, 0)y, entonces ż = f ∗(z) + p(z, y)y +

(
m∑

i−1

qi(z, y)yi

)
· v

ẏ = v
(A.11)
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donde p(z, y), qi(z, y) son matrices.
Si el sistema (A.2) es de fase mínima, entonces existe una función de�nida positiva W ∗(z), con
W ∗(0) = 0, tal que Lf∗V (z) ≤ 0 para cada z 6= 0. De�niendo

M(z, y) =

 Lq1(z,y)W
∗(z)...

Lqn(z,y)W
∗(z)

 (A.12)

donde M(0, y) = 0. La ley de control retroalimentada
v = [I + M(z, y)]−1

[
−

(
Lp(z,y)W

∗(z)
)T

+ w
] (A.13)

está bien de�nida en una vecindad de (0, 0). De otro modo tendremos[
ż
ẏ

]
= f̄(x, y) + ḡ(z, y)w (A.14)

Junto con la función positiva
V (z, y) = W ∗(z) +

1

2
yT y

esto es
Lf̄V (z, y) + LḡV (z, y)w = Lf∗W

∗(z) + yT w (A.15)
de otro modo

Lf̄V (z, y) = Lf∗W
∗(z) ≤ 0

(LḡV (z, y))T = y

y el sistema (A.2) es un sistema pasivo.
Las propiedades de disipación y pasividad son muy importantes en sistemas de Euler-Lagrange.
De�nición A.6. Disipación: [61] Un sistema Euler-Lagrange es disipativo con respecto a la en-
trada s(u, y), si y solo si, existe una función de almacenamiento L tal que

L(x(T )) ≤ L(x(0)) +

T∫
0

s (u(t), y(t)) dt,

para todo u, todo T ≥ 0 y todo x0.

De�nición A.7. Pasividad de sistemas Euler-Lagrange: [61] Un sistema es pasivo si este es
disipativo con velocidad de entrada s(u, y) = uT y. A causa de que la energía suministrada es mayor
que la energía total L, la propiedad de pasividad puede ser escrita como

〈u|G(u)〉 ≥ L[q(T ), q̇(T )]− L[q(0), q̇(0)]
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De�nición A.8. Salida Estrictamente Pasiva: [61] el sistema tiene salida estrictamente pasiva
si es disipativo con velocidad de entrada s (u(t), y(t)) = uT y−α‖G(u)‖2, donde α > 0. Esto también
puede ser escrito de la forma

〈u|G(u)〉 ≥ α‖G(u)‖2 + L[q(T ), q̇(T )]− L[q(0), q̇(0)]

para cualquier α > 0.

De�nición A.9. Operadores Pasivos: [61] Para un sistema Euler-Lagrange Pasivo con señal de
entrada u y señal de salida G(u), un operador pasivo puede ser de�nido como

∑
: u → G(u).

A.2. Estabilidad interna

[61] En esta sección, se presentan algunas de�niciones y propiedades que formalizan la propiedad
de estabilidad interna.
De�nición A.10. Sistema Afín: [61] En esta sección se aborda una clase especial de sistemas
llamados sistemas afín en la entrada. Un sistema es afín en la entrada u si∑

a

=

{
ẋ = f(x) + g(x)u, x(0) = x(0) ∈ Rn×n

y = h(x),

donde g(x) es una matriz n× n.

De�nición A.11. Observabilidad y Detectabilidad: [21] Considere el sistema en espacio de
estado anterior

∑
a con entrada u = 0.

El sistema es llamado estado-cero observable de la salida y(t) si para todo x(0) tenemos que y(t) ≡
0 ⇒ x(t) ≡ 0, y estado-cero detectable si y(t) ≡ 0 ⇒ ĺımt→∞ x(t) = 0, ∀x(0).

Proposición A.1. Asumimos las siguientes propiedades de
∑

a

1. Salida estrictamente pasiva.

2. Estado-cero detectable.

3. L(0) = 0.

4. L(0) > 0, ∀x 6= 0.

5. L(x) es radialmente acotada.

entonces x ≡ 0 es Asintóticamente globalmente estable.

Demostración. Considere el sistema en espacio de estado afín ∑
a. De la de�nición (A.6) sabemos

que ∑
a es llamada disipativa respecto a la velocidad de entrada s(u, y) si existe una función L :

Rn → R+, llamada función de almacenamiento, tal que

L(x(t1)) ≤ L(x(t0)) +

t1∫
t0

s (u(t), y(t)) dt,
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Dividiendo esta desigualdad con t1 − t0 y llevando t1 → t0 nos da
dL
dt

≤ s (u(t), y(t)) .

donde
dL
dt

=
dL
dx

ẋ = Lx(x)ẋ ≤ s (u(t), y(t)) ⇔

dL
dt

= Lx(x) (f(x) + g(x)u) ≤ s (u(t), y(t)) ,∀x ∈ Rm. (A.16)
Sea x(t; x0) la solución de ẋ = f(x) con condiciones iniciales x(0) = x0, y asumimos que ∑ tiene
salida estrictamente pasiva ⇒ ∃ε > 0 : s (u(t), y(t)) = uT y − ε‖y‖2, acorde con la De�nición A.8.
De la segunda propiedad de ∑

a (estado-cero detectable) tenemos que u = 0. Entonces de la
ecuación (A.16) se tiene que

dL
dt

= Lx(x)f(x) ≤ s (0, y) = −ε‖y‖2 ≤ 0. (A.17)
Es claro que la función L̇(x) esta acotada por la velocidad de entrada. También para un x0 arbi-
trario y existe un conjunto compacto B tal que x(t; x0) ∈ B∀t ≥ 0. Entonces, se sigue del principio de
invariancia de LaSalle que x(t; x0) converge a un subconjunto más grande Ω ⊂ x ∈ Rn : L̇(x) = 0∩B
que es invariante para ẋ = f(x).
Iniciando en x0 = a ∈ Ω y haciendo la siguiente observación.

a ∈ Ω ⇒ a ∈ x ∈ Rn : Ḣ(x) = 0 ⇒ L̇(x(t; a)) = 0

Es claro que s ∈ B ⇒ L̇(x) ≤ −ε‖y‖2 ≤ 0, acorde con (A.17). Esto implica que L̇(x) = 0 ⇔
−ε‖y‖2 = 0 ⇒ y ≡ 0. Dado que ∑

aes estado-cero detectable entonces ĺımt→∞ x(t) = 0,∀a ∈ Ω, que
indica que x ≡ 0 es Localmente asintóticamente estable.
Si L(x) es radialmente acotado entonces x ≡ 0 es globalmente asintóticamente estable.

A.3. Interconexión de sistemas Euler-Lagrange

Cuando un controlador es introducido en un proceso, el sistema puede ser visto como una inter-
conexión entre el proceso y el controlador. En esta sección, se verá que cuando dos sistemas pasivos
Euler-Lagrange son conectados, el sistema resultante también es un sistema Euler-Lagrange pasivo.
También se demostrará que la función de almacenamiento y disipación son obtenidas por la adición
de sus funciones correspondientes para los dos sistemas. Esto es muy usado cuando se introducen
controladores basados en pasividad.
Proposición A.2. Sistemas Euler-Lagrange interconectados: [21] Suponga que se tienen dos
sistemas Euler-Lagrange ∑

p

: KP (qp, q̇p), up(qp), F (q̇p), Mp
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y ∑

c

: Kc(qc, q̇c), uc(qc, qp), F (q̇c)

Observe que el potencial uc depende de qc y qp.
Introducimos una interconexión del sistema con

u = −∂uc(qc, qp)

∂qp

(A.18)
donde u es la entrada del subsistema

∑
p, como lo muestra la Figura (A.1).

Figura A.1: Interconexión en retroalimentación de dos sistemas Euler-Lagrange.
Entonces el sistema Euler-Lagrange en lazo cerrado es el sistema∑

: K(q, q̇), u(q), F (q̇)

donde q ≡ [qT
p , qT

c ], K(q, q̇) = Kc(qc, q̇c)+Kp(qpq̇p), u(q) = uc(qc, qp)+up(qp) y F = Fc(q̇c)+Fp(q̇p).

Demostración. Suponga que la energía total del sistema interconectado es la suma de sus partes,
i.e. L = Lp + Lc y el total de disipación es la suma de Fp y Fc. Así que se tiene

K = Kp(qp, q̇p) + Kc(qc, q̇c)
u = up(qp) + uc(qc, qp)
F = Fp(q̇p) + Fc(q̇c)

Se Debe de determinar la señal de acoplamiento, la señal de entrada u de ∑
p, así también, que elsistema interconectado es un sistema Euler-Lagrange, i.e. esto satisface

d

dt

(
∂K − u

∂q̇

)
− ∂K − u

∂q
+

∂F

∂q̇
= 0, q = [qp, qc]

T .

El primer término es una matriz de la forma
d

dt

(
∂K − u

∂q̇

)
=

 d
dt

(
∂K−u

∂q̇p

)
d
dt

(
∂K−u

∂q̇c

)  =

 d
dt

(
∂Kp

∂q̇p

)
d
dt

(
∂Kc

∂q̇c

) 
El segundo término nos da
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(
∂K − u

∂q

)
=

 (
∂K−u

∂qp

)(
∂K−u

∂qc

)  +

[
u
0

]
,

donde u = −∂uc(qc, qp)/∂qpEl tercer término evaluado es
(

∂F

∂q̇

)
=

 (
∂F
∂q̇p

)(
∂F
∂q̇c

)  =

 (
∂Fp(q̇p)

∂q̇p

)(
∂Fc(q̇c)

∂q̇c

) 
Insertando los términos en la ecuación de Euler-Lagrange, se obtiene que

d
dt

(
∂Kp

∂q̇p

)
− ∂Kp

∂qp
+ ∂Fp

∂q̇p
= −∂up

∂qp

d
dt

(
∂Kc

∂q̇c

)
− ∂Kc

∂qc
+ ∂Fc

∂q̇c
= −∂uc

∂qc

que son los dos sistemas Euler-Lagrange Interconectados

A.4. Propiedades de estabilidad.

Aquí se presentan algunas de las propiedades relacionadas con estabilidad de sistemas Euler-
Lagrange no forzados, i.e. τ ≡ 0. Para facilitar el estudio del tema, estudiaremos por separado la
estabilidad para sistemas completamente amortiguados y subamortiguados.

A.4.1. Sistemas completamente amortiguados.
Los sistemas completamente amortiguados presentan ciertas características de estabilidad que los
sistemas subamortiguados no tienen. La siguiente propiedad puede ser usada para estabilidad de
sistemas completamente amortiguados.
Proposición A.3. Estabilidad globalmente asintótica para un sistema completamente
amortiguado: [21] Suponemos que tenemos un sistema Euler-Lagrange completamente amortigua-
do con energía potencial u(q) que satisface la suposición (2.2). Esto implica que u(q) tiene un único
punto de equilibrio en q = q que es la solución de

∂u(q)

∂q
= 0.

Si se cumple esta condición, el punto de equilibrio es globalmente asintóticamente estable.

Demostración. El sistema Euler-Lagrange con τ = Qζ = 0 puede ser escrito como
D(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +

∂u(q)

∂q
+

∂F

∂q̇
(q̇) = 0. (A.19)

Insertando el punto [q, q̇] = [q, q] en (A.19) se obtiene
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∂u(q)

∂q
= 0.

De la observación (2) se tiene que ∂F (q̇)/∂q̇ = 0 cuando q̇ = 0. El punto [q, q̇] = [q, q] es globalmente
asintóticamente estable, si satisface las propiedades de la proposición (A.1). Se Sabe de la de�nición
(A.8), que un sistema Euler-Lagrange completamente amortiguado es estrictamente pasivo en la
salida con función de almacenamiento de la energía total L. De la suposición que la energía potencial
es acotada entonces decimos que la energía total también es acotada. Al hacer esto de�nido positivo,
necesitamos agregar una constante positiva. Para probar estabilidad globalmente asintótica solo
tenemos que recordar que la ecuación (A.19) es por lo menos en el estado-cero detectable (de�nición
A.11). La propiedad del estado-cero observable puede ser demostrada al ajustar q̇ = 0 en la ecuación
(A.19). Esto implica que ∂V (q)/∂q = 0 tiene la solución q = q.

A.4.2. Sistemas subamortiguados.
Si el sistema no es completamente amortiguado, la estabilidad asintótica global puede ser des-
crita si la matriz de inercia D(q) tiene cierta estructura diagonal. Consideramos un sistema con
amortiguamiento parcial, i.e. las coordenadas generalizadas q pueden particionadas en coordenadas
amortiguadas qc y en subamortiguadas qp. Los subíndices c y q representan el controlador y el
proceso, respectivamente. La razón es que el proceso puede ser considerado como un sistema sub-
amortiguado y el controlador como un amortiguado.
Proposición A.4. Estabilidad asintótica global: [21] Un punto de equilibrio (q̇, q) = (0, q) de un
sistema Euler-Lagrange subamortiguado con coordenadas particionadas qc y qp es globalmente asin-
tóticamente estable si la función de energía potencial V (q) satisface la suposición 2.2 y si satisface
las siguientes tres condiciones

1. La matriz de inercia puede ser escrita como
[

Dp(qp) 0
0 Dc(qc)

]
2. ∃α > 0 : q̇T ∂F (q̇)

∂qc
≥ ‖q̇c‖2.

3. Si qc es constante y ∂V (q)/∂qc = 0 entonces qp también es constante.

Demostración. De la Proposición A.3 se dice que el sistema con coordenadas completamente amor-
tiguadas qc tiene salida estrictamente pasiva. Ahora escribimos las ecuaciones de Euler-Lagrange
como completamente amortiguadas de una ecuación subamortiguada como

D(qc)q̈c + C(qc, q̇c)q̇c +
∂F (q̇c)

∂q̇c

+
∂V (q)

∂qc

= 0. (A.20)

D(qp)q̈p + C(qp, q̇p)q̇p +
∂V (q)

∂qp

= 0. (A.21)
Observar que V = uc(qc, qp) + up(qp).En la prueba de estabilidad, se veri�can las condiciones de la Proposición A.1. Como en la Proposi-
ción A.3, se demuestra el mínimo estado-cero detectable con respecto a la salida q̇c, se sigue de la
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De�nición A.11, que q̇c = 0. Esto indica que qc = constante, y si substituimos esto en la ecuación
(A.20) y usamos la condición 3 entonces qp también es constante. El estado-cero detectable sigue
del hecho que q = q es un único punto de equilibrio global de la ecuación (A.20) y (A.21), ver
Suposición 2.2.



Apéndice B

Linealización de sistemas Euler Lagrange

Una de las principales cosas que se hace con una ecuación diferencial es la de observar los puntos
de equilibrio y la linealización del sistema al rededor de algún punto de equilibrio. Esto es muy
aplicado para sistemas del tipo Euler-Lagrange aquí veremos como la linealización de un sistema
Euler-Lagrange cede a una estructura que es muy especial.
Otra razón de la linealización de un sistema Euler-Lagrange es analizar diferentes criterios de
teoría de control para el sistema Forzado a un sistema Euler-Lagrange1 como lo es Controlabilidad,
Obsevabilidad, Detectabilidad, etc. Para mayor información consulte [12, 9].

B.1. Linealización de un sistema Euler Lagrange

Cuando uno linealiza una ecuación diferencial el resultado es una ecuación diferencial lineal, en
el caso de sistema Euler Lagrange sucede lo mismo y encontramos una Ecuación Diferencial Euler
Lagrange Lineal.
El método que emplearemos es el de linealización por Lyapunov ya que es un método general y es
consistente en el análisis de estabilidad local de sistemas no lineales.
considérese el sistema 2.1 y asumimos que f es C∞. Entonces las dinámicas del sistema pueden
escribirse por una descomposición en series de Taylor como

ẋ =

(
∂f

∂x

)
x=0

x + fh.o.t.(x) (B.1)
donde fh.o.t (por sus siglas en inglés high order terms) son los términos de orden superior de x.

1 i.e. Un sistema Euler-Lagrange es de la forma d
dt

[
∂L(q,q̇)

∂q̇i

]
− ∂L(q,q̇)

∂q̇i
= 0 y un sistema forzado Euler-Lagrange es

de la forma d
dt

[
∂L(q,q̇)

∂q̇i

]
− ∂L(q,q̇)

∂q̇i
= τi, i = 1, . . . , n

117
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Observando que la expansión anterior inicia directamente con los términos de primer orden con
f(0) = 0, dado que 0 es el punto de equilibrio. Sea la matriz de constantes A denotando la matriz
Jacobiana2 de f respecto a x con x = 0.

A =

(
∂f

∂x

)
x=0

entones el sistema
ẋ = Ax (B.2)

es llamado linealizado (o aproximación lineal) del sistema no lineal (2.1) original en un punto de
equilibrio 0.
Se observa que simuladamente en un sistema no lineal no autonomo3 con una entrada de control

u

ẋ = f(x, u)

tal que f(0, 0), puede escribirse como
ẋ =

(
∂f

∂x

)
(x=0,u=0)

x +

(
∂f

∂u

)
(x=0,u=0)

+ fh.o.t.(x, u) (B.3)
Teniendo A como una matriz Jacobiana de f respecto a x cuando (x = 0, u = 0), y B una matriz
de n×m elementos de ∂fi/∂xj , donde m es el numero de entradas.

A =
(

∂f
∂x

)
(x=0,u=0)

B =
(

∂f
∂u

)
(x=0,u=0)

entonces el sistema
ẋ = Ax + Bu (B.4)

es la linealización (o aproximación lineal) del sistema no lineal original en (x = 0, u = 0).
Después de la elección de una ley de control de la forma u = u(x) (con u(0) = 0) transformando
el sistema no autónomo original en un sistema en lazo cerrado autónomo, teniendo x(0) = 0 como
un punto de equilibrio, la aproximación lineal de la ley de control dada como

u =

(
∂u

∂x

)
x=0

x = Gx

La dinámica en lazo cerrado puede ser aproximadamente linealizada como
ẋ = (A + BG)x

Para de�nir las ecuaciones que gobiernan el comportamiento de un sistema de Lagrange lineal, es
provechoso tener un poco de notación.

2 i.e. Una matriz de n× n elementos de ∂fi/∂xj
3 Ver (De�nición 2.1).
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De�nición B.1. Sea V un espacio R-vectorial. El mapeo A : V × V → R es bilineal si

A (u1 + u2, v1 + v2) = A (u1, v1) + A (u1, v2) + A (u2, v1) + A (u2, v2)

∀ u1, u2, v1, v2 ∈ V y su notación es la siguiente

V 7→ R

Después de entender esta de�nición se puede mostrar otra de�nición respecto a sistemas Euler-
Lagrange.
De�nición B.2. Sea V un espacio n dimensional de un espacio R-vectorial. Un sistema Lineal
Euler Lagrange sobre V es la tripleta (M, C, g) donde M, C, g : V × V → R son un mapeo bilineal
con M y g simétricos y C no simétrico. El Lagrangiano asociado con el sistema Euler Lagrange
Lineal (MC, g) es la función L : V × V → R de�nida por

L(u, v) =
1

2
M(u, v) +

1

2
C(u, v)− 1

2
g(u, v)

La curva t 7→ c(t) ∈ V es la solución del sistema Euler Lagrange Lineal (M, C, g) si c satisface la
ecuación diferencial

M b (c̈(t)) + Cb (ċ(t)) + gb (c(t)) = 0

Se nota que la solución para un sistema Euler Lagrange Lineal es muy diferente a la solución para
una ecuación Euler lagrange. Siendo así el estado el resultado que hace la conexión. Dando como
resultado la siguiente proposición.
Proposición B.1. Sea V un espacio R-vectorial y sea (M, C, g) un sistema Lineal Euler Lagrange
sobre V , con el Lagrangiano de�nido como L sobre V × V ' TpU . La curva t 7→ c(t) ∈ V es la
solución del sistema lineal Euler Lagrange (M, C, g) si y solo si es una solución de la ecuación
Euler Lagrange para L.

Demostración. Se tiene
L(q, v) =

1

2
M(v, v) +

1

2
C(q, v)− 1

2
g(q, q)

Sea {e2, ..., en} una base para V con Mij, Cij y gij, i, j = 1, ..., n, las matrices para M, C, y g en
esta base. Obteniendo

d

dt

[
∂L(q, q̇)

∂q̇i

]
− ∂L(q, q̇)

∂q̇i

= Mij q̈
j +

1

2
Cjiq̇

j − 1

2
Cij q̇

j − 1

2
gijq

j

i = 1, . . . , n
El resultado nos dice que Cji = −Cij, i, j = 1, ..., n.
En este caso M es invertible y se denota como M−1 : V ∗ → V . También en este caso podemos
escribir la ecuación son satisfechas para el sistema lineal Euler lagrange como el siguiente conjunto
de primer orden de ecuaciones diferenciales.
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(
q̇
v̇

)
=

[
0 I

−M−1 ◦ gb −M−1 ◦ Cb

](
q
v

)
donde I es el mapeo identidad sobre V . Se tiene que M−1 ◦ gb y M−1 ◦ Cbes una simple trans-
formación lineal de V . Retomando conceptos de sistemas lineales de valores propios para nuestra
transformación lineal A(M.C.g) : V × V → V × V representada por

A(M,C,g) =

[
0 I

−M−1 ◦ gb −M−1 ◦ Cb

]
Obteniendo el siguiente resultado que caracteriza los valores propios.
Proposición B.2. Sea (M, C, g) un sistema lineal Euler Lagrange sobre un espacio vectorial V , y
suponemos que M b es invertible. Si λ ∈ Complejos es un valor propio de A(M,C,g) entonces

(i) −λ es un valor propio de A(M,C,g);

(ii) λ̄ es un valor propio de A(M,C,g);

(iii) −λ̄ es un valor propio de A(M,C,g);

Después la multiplicidad de los valores propios λ,−λ,−λ̄ y −−λ̄ son iguales.

Una vez teniendo una idea de sistemas Euler Lagrange lineales procedemos enunciar el siguiente
teorema sin di�cultad alguna.
Teorema B.1. (Método de Linealización de Lyapunov).

• Si el sistema linealizado es estrictamente estable (i.e. si para todo valor propio de A esta estric-
tamente del lado izquierdo del plano complejo), entonces el punto de equilibrio es asintóticamente
estable (para el sistema no lineal actual).
• Si el sistema linealizado es inestable (i.e. si el mínimo valor propio de A esta estrictamente del
lado derecho del plano complejo), entonces el punto de equilibrio es inestable (para el sistema no
lineal).
• Si el sistema lineal es marginalmente estable (i.e. todo valor propio de A esta en el lado izquierdo
del plano complejo, pero un mínimo de términos se encuentra sobre el eje imaginario), entonces
uno puede concluir alguna forma de aproximación lineal (el punto de equilibrio puede ser estable,
asintóticamente estable o inestable para el sistema no lineal).
Como conclusion se puede decir que el método de linealización de Lyapunov se re�ere a la estabili-
dad local de un sistema no lineal. Que es una manera de como un sistemas lineal puede comportarse
a su aproximación lineal.
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B.2. Propiedades de Sistemas Lineales de Control.

B.2.1. Controlabilidad de sistemas MIMO.
Sea El sistema (B.4) dado que la controlabilidad es la relación de la interacción de las variables
sobre los estados, es por esta razón que solo consideramos (B.4).

De�nición B.3. Controlabilidad

La ecuación de estado o el par (A, B), donde A es una matriz ny × n B es una matriz n×m, es
controlable, si para cualquier estado inicial x(0) ≡ x0 y cualquier estado �nal xf existe una entrada
que pueda transferir x0 a xf en un tiempo �nito. De lo contrario el par (A, B) es no controlable.

Criterios de Controlabilidad.
1. El par (A, B), An×n y Bn×m es controlable.
2. La matriz de controlabilidad

C ≡
[

B AB · · · An−1B
]

tiene rango completo n (B.5)
donde An×n y Bn×m

3. La matriz
Wc(t) =

t∫
0

eAτBBT eAT τdτ (B.6)

es no singular ∀t > 0

B.2.2. Observabilidad de sistemas MIMO.
La observabilidad es la propiedad que indica la posibilidad de estimar los estados de un sistema a
partir del conocimiento de sus entradas y salidas es el caso MIMO.

De�nición B.4. Controlabilidad

Sea el sistema descrito por (B.4) o el par (A, C) donde An×n y Cn×m, es observable si para cualquier
estado inicial x0 existe un tiempo �nito tf < 0 tal que se puede determinar de forma única x(0) a
partir de u(t) y y(t).

Criterios de Observabilidad.
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1. El par (A, C) donde An×n y Cn×m es Observable.
2. La matriz de observabilidad

O ≡


C

CA...
CAn−1

 tiene rango completo n (B.7)

donde An×n y Cn×m3. La matriz
Wo(t) =

t∫
0

eAT τCT CeAτdτ (B.8)

es no singular ∀t > 0.

B.2.3. Controlabilidad de de sistemas SISO
Sea El sistema (B.4) dado que la controlabilidad es la relación de la interacción de las variables
sobre los estados, es por esta razón que solo consideramos (B.4).

De�nición B.5. Controlabilidad

La ecuación de estado o el par (A, B) es controlable, si para cualquier estado inicial x(0) ≡ x0 y
cualquier estado �nal xf existe una entrada que pueda transferir x0 a xf en un tiempo �nito. De lo
contrario el par (A, B) es no controlable.

Criterios de Controlabilidad.
1. El par (A, B) es controlable.
2. La matriz de controlabilidad

C ≡
[

B AB · · · An−1B
]

tiene rango completo n (B.9)
3. La matriz

Wc(t) =

t∫
0

eAτBBT eAT τdτ (B.10)

es no singular ∀t > 0.
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B.2.4. Observabilidad de sistemas SISO.
La observabilidad es la propiedad que indica la posibilidad de estimar los estados de un sistema a
partir del conocimiento de sus entradas y salidas.

De�nición B.6. Controlabilidad

Sea el sistema descrito por (B.4) o el par (A, C) es observable si para cualquier estado inicial x0

existe un tiempo �nito tf < 0 tal que se puede determinar de forma única x(0) a partir de u(t) y
y(t).

Criterios de Observabilidad.
1. El par (A, C) es Observable.
2. La matriz de observabilidad

O ≡


C

CA...
CAn−1

 tiene rango completo n (B.11)

3. La matriz
Wo(t) =

t∫
0

eAT τCT CeAτdτ (B.12)

es no singular ∀t > 0.





Apéndice C

Publicaciones.

En el desarrollo de este proyecto de tesis se contribuyó con desarrollaron las siguientes publica-
ciones:

Energy Based Control and Balancing Scheme for an Underactuated Robot, [29] presentado en
5TH INTERNATIONAL SYMPOSIUM ON ROBOTICS AND AUTOMATION 2006, SAN
MIGUEL REGLA HIDALGO, MÉXICO, AUGUST 25-28, 2006. el cual es sometido actual-
mente por los editores del ISRA 06, al ser seleccionado como artículo original en ” Intelligent
Service Robotics” ISSN:1861-2776, springer Berlin Heidelberg.

CONTROL Y ESTABILIZACIÓN BASADO EN ENERGÍA PARA UN SISTEMA SUBAC-
TUADO, [28] sometido actualmente a evaluación en la revista Ingeniería y Tecnología de la
UNAM.

Las publicaciones mencionadas anteriormente son anexadas a continuación.
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5TH INTERNATIONAL SYMPOSIUM ON ROBOTICS AND AUTOMATION 2006 , SAN MIGUEL REGLA HIDALGO, MÉXICO, AUGUST 25-28, 2006. 1

Energy Based Control and Balancing Scheme for an
Underactuated Robot

Jeśus Patricio Ordaz Oliver, and Virgilio Ĺopez Morales.

Abstract— This paper proposes a novel control scheme for a
well know underactuated two-link robot, called the pendubot.
Controller achieves to swing, and to stabilize to its uppermost
unstable equilibrium point, the second non-attracted link. The
control law is designed and the convergence analysis is carried
out based the on Lyapunov stability theory. Swinging control
is based on an energy approach and the pendubot passivity
properties. Then some conditions on the parameters in the control
law such as the total energy of the pendubot which converges to
the potential energy of its top upright position, are given. The
stabilization around its unstable equilibrium point of the system
is based on a LQR control scheme.

Keywords— Nonlinear systems, Lyapunov theory, energy based
control, pendubot, underactuated systems.

I. I NTRODUCTION

The pendubot as shown in Fig. 1, is a benchmark system
[1] for underactuated robot, consisting of a double pendulum
with an actuator at only the first joint. Using the pendubot,
one can mainly investigate the set-point regulation, including
swinging up and balancing, as well as trajectories tracking.
The pendubot has been studied as a typical example of
underactuated mechanical systems see e.g. [1]-[8].

Nonlinear dynamics with motion constraints and rapidly
chaining operating conditions sometimes make such control
problems difficult. The rigid body mechanics of flight control
or robot manipulator motion is often formulated with the
general equation obtained from Lagrangian mechanics.

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) = τ (1)

The position coordinatesq ∈ Rn with associated velocities
q̇ and accelerations̈q are controlled with the driving forces
τ ∈ Rn. The generalized moment of inertiaM(q), the coriolis,
centripetal forcesC(q, q̇)q̇, and the gravitational forcesG(q)
all vary along the trajectories.

The swing up control problem for the pendubot is to
swing the pendubot up to its upright position (top unstable
equilibrium position) and balance it about the vertical.

For controlling nonlinear underactuated mechanical sys-
tems, [5] the problem can be divided into a swing up control

The work of Jeśus Patricio Ordaz Oliver is partially supported by the
CONACyT grant. The work of Virgilio Ĺopez Morales is partially supported
by the SEP-SESIC-PROMEP research project grant PROMEP - UAEH-PTC-
1004 and ANUIES-SEP-CONACyT/ECOS-NORD, M02:M03.

Authors are at the Universidad Autónoma del Estado de
Hidalgo, Centro de Investigación en Tecnoloǵıas de Infor-
macíon y Sistemas Carr. Pachuca-Tulancingo, 42090; Km.
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and a balance control strategy. In order to implement a swing-
ing up controller, partial feedback linearization and passivity
properties can be used. Once the system reach a state near from
the unstable equilibrium position, an optimal linear quadratic
(LQR) or pole placement controller is implemented, based
on the linearized plant model. This method has been tested
on many typical underactuated mechanical systems such as
Acrobot, Pendubot, three-link underactuated manipulator and
inertial wheel pendulum. Naturally, there are some conditions
and intermediates under which the pendubot must be switched,
found by trial error.

Combining Lyapunov theory with passivity properties and
energy shaping, a nonlinear control for some underactuated
systems have been designed by Fantoni and Lozano [3], where
Lyapunov theory takes an important role in controller design
and system convergence analysis. This methodology has been
tested on many typical underactuated systems such that Ac-
robot [10], Pendubot [11], rotating pendulum, cart and pole
system, inertial wheel pendulum [3], and other underactuated
systems.

A drawback in [11] is that the control law proposed (only
to swinging up the pendubot), enters system dynamics into a
homoclinic orbit, making to difficult to switch on the linear
controller which stabilize around the unstable equilibrium
point.

Inspired by [10] and [11], we propose a novel and complete
control scheme in order to swing-up and then to stabilize the
pendubot around its unstable equilibrium point.

Fig. 1. Pendubot system.

In this paper, the prior energy based control results of [11]
and [3] are generalized to the Pendubot.

In order to illustrate the performance our approach is
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implemented on a numerical simulation benchmark.

II. SYSTEM DYNAMICS

In Fig. 1 the two-link underactuated planar robot, called the
pendubot where friction is neglected, is shown.

The model of the motion dynamics is a set of2 rigid bodies
connected and described by a set of generalized coordinates
q ∈ R2. The derivation of the motion equations is synthesized
via (1). By applying the methods of the Lagrange theory, in-
volving explicit expressions of kinetic energyF and potential
energyU , the motion equation is derived as:

d

dt

[
∂L(q, q̇(t))

∂q̇(t)

]
− ∂L(q, q̇(t))

∂q̇(t)
= τ (2)

whereL = F−U , andτ denotes the externally applied torques
and forces. The LagrangianL of mechanical motion in a space
with a velocity-independent gravitation potential is

L(q(t), q̇(t)) = F(q(t), q̇(t))− U(q(t)) =
1
2
q̇D(q)q̇ − U(q)

(3)
Where the angular positions are involved inq, and angular

velocities in q̇, and the accelerations is̈q.
In (1) we have that

q =
[

q1

q2

]
, τ =

[
τ1

τ2

]
(4)

D(q) =
[

θ1 + θ2 + θ3 cos(q2) θ2 + θ3 cos(q2)
θ2 + θ3 cos(q2) θ2

]
(5)

C(q, q̇) = θ3sin(q2)
[ −q̇2 −q̇1 − q̇2

−q̇1 0

]
(6)

g(q) =
[

θ4g cos(q1) + θ5g cos(q1 + q2)
θ5g cos(q1 + q2)

]
(7)

where the following five parameter equations are introduced
as follows:





θ1 = m1l
2
c1 + m2l

2
1 + I1

θ2 = m2l
2
c2 + I2

θ3 = m2l1lc2
θ4 = m1lc1 + m2l1
θ5 = m2lc2

(8)

when τ1 ≡ 0, this underactuated robot is called an Acrobot,
and it called a Pendubot whetherτ2 ≡ 0.

Note thatD(q) is symmetric. Moreover

d11 = θ1θ2 + 2θ3cosq2

= m1l
2
c1 + m2l

2
1 + I1 + m2l

2
c2 + I2 + 2m2l1lc2cosq2

≥ m1l
2
c1 + m2l

2
1 + I1 + m2l

2
c2 + I2 − 2m2l1lc2

≥ m1l
2
c1 + I1 + I2 + m2(l1 − l2c2)

2 > 0

(9)

and then

det(D(q)) = θ1θ2 − 2θ2
3cos

2q2

= (m1l
2
c1 + I1)(m2l

2
c2 + I2)

+m2l
2
1I2 + m2

2l
2
1l

2
c2sin

2q2 > 0
(10)

ThereforeD(q) is positive definite for allq. From (6) and
(7) its follows that

Ḋ(q)− 2C(q, q̇) = θ3 sin q2(2q̇1 + q̇2)
[

0 1
−1 0

]
(11)

which is a skew-symmetric matrix. An important property of
skew-symmetric matrices which will be used in establishing
the passivity property of the pendubot, is

zT
(
Ḋ(q)− 2C(q, q̇)

)
z = 0 ∀ z (12)

The potential energy of the pendubot can be defined as

U(q) = θ4sinq1 + θ5sin(q1 + q2) (13)

Note thatU is related tog(q) as follows:

g(q) =
∂L
∂q

=
[

θ4g cos q1 + θ5g cos(q1 + q2)
θ5g cos(q1 + q2)

]
(14)

For the planar two-link with τ ≡ 0 in the Euler-
Lagrange system note that (1) has four equilibrium points.
(q1, q2, q̇1, q̇2) = ((π/2), 0, 0, 0) and (q1, q2, q̇1, q̇2) =
(−(π/2), π, 0, 0) are two unstable equilibrium points (respec-
tively, top position and mid position). We wish to reach the top
position.(q1, q2, q̇1, q̇2) = ((π/2), π, 0, 0) is an unstable equi-
librium position that the want to avoid, and(q1, q2, q̇1, q̇2) =
(−(π/2), 0, 0, 0) is the stable equilibrium position that also we
want to avoid. The total energyL(q, q̇) is different for each
of the four equilibrium positions:

L((π/2), 0, 0, 0) = LTop = (θ4 + θ5)g (15)

Top positions for both links

L(−(π/2), 0, 0, 0) = Ll1 = −(θ4 + θ5)g (16)

Low positions for both links

L(−(π/2), π, 0, 0) = Lmid = (−θ4 + θ5)g (17)

Mid position: low for link 1 and up for link 2

L((π/2), π, 0, 0) = Ll2 = (θ4 − θ5)g (18)

Position: up for link 1 and low for link 2.

The control objective is to stabilize the system around its
top unstable equilibrium position.

III. STABILIZING CONTROL LAW

A. The homoclinic orbit

Let us first note in view of (3), (5) and (6), that for Euler-
Lagrange properties

L = 1
2 q̇T D(q)q̇ + θ4g sin q1 + θ5g sin(q1 + q2)

= 1
2θ2q̇

2
2 + θ4g sin q1 + θ5g sin(q1 + q2)

(19)

and the following conditions are satisfied
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c1) q̇1 = 0
c2) L(q, q̇) = (θ4 + θ5) g

then

L(q, q̇) =
1
2
θ2q̇

2
2 + θ4g sin q1 + θ5g sin(q1 + q2) = θ4g + θ5g

(20)
From the above, it follows that ifq1 6= π/2 then q̇2

2 > 0.
In addition to conditionsc1) and c2) we also have condition
c3) q1 + q2 ≈ π

2 , then (20) gives

1
2
θ2q̇

2
2 = θ4(cos q2 + g) (21)

The above equation defines a very particular trajectory that
corresponds to a homoclinic1 orbit. This means that the link 2
angular position moves clockwise or counter-clockwise until
it reaches the equilibrium position(q2, q̇2) = (0, 0) which can
arrive at the infinity. Thus, our objective can be reached if
the system can be brought to the orbit (21) forq̇1 = 0 and
q1 ≈ π/2 at the same time thatq1 + q2 ≈ π/2. Bringing
the system to this homoclinic orbit solves the ”swing up”
problem. In order to balance at the top equilibrium config-
uration(π/2, 0, 0, 0), the control must eventually be switched
to a controller that guarantees (local) asymptotic stability of
this equilibrium. Such a balancing controller can be designed
using several method. In this case a LQR, which in fact
provides local exponential stability of the equilibrium point.
By assuring convergence to the above homoclinic orbit, we
guarantee that the trajectory will enter the basing of attraction
of any balancing controller.

B. Stabilizing around the homoclinic orbit

The passivity property of the system suggest as the use of
the total energyL in (19) in the controller design. Let us
considerq̃1 = (q1−π/2), q̃2 = q1 + q2−π/2. In other words
q̃2 = q̃1 + q2 andL̃ = L−LTop, we wish bring to zerõq1, q̃2

andL̃. We propose the following Lyapunov function candidate

V (q, q̇) =
kE

2
L̃(q, q̇)2 +

kD

2
q̇2
1 +

kP

2
q̃2
1 +

kL

2
q̃2
2 (22)

where kE , kD, kP and kL are strictly positive constants to
be defined later. Note thatV (q, q̇) is a positive semi-definite
function. Differentiating (19) we obtain

L̇ = q̇T D(q, q̇)q̇ + 1
2 q̇T Ḋ(q, q̇)q̇ + q̇T g(q)

= q̇T (−C(q, q̇)− q(q) + τ) + 1
2 q̇T Ḋ(q, q̇)q̇ + q̇T g(q)

= q̇T τ
(23)

whereτ = [τ1, 0]T in the pendubot system, we obtain

L̇ = q̇T τ = q̇1τ1 (24)

1A homoclinic orbit is a trajectory of a dynamical system that tends to
the same invariant set (equilibrium, fixed point, periodic orbit etc.) as time
t → +∞

Differentiating V and using the above equation (22), we
obtain

V̇ = kEL̃L̇+ kD q̈1q̇1 + kP q̇1q̃1 + kLq̇1q̃2 + kLq̇2q̃2

= kEL̃q̇1τ1 + kD q̈1q̇1 + kP q̇1q̃1 + kLq̇1q̃2 + kLq̇2q̃2

= q̇1

(
kEL̃τ1 + kD q̈1 + kP q̃1 + kLq̃2

)
+ kLq̇2q̃2

(25)

which means that the system is passive, takingτ as the input
andq1 as the output.

Let us now computëq1 from (1). The inverse ofD(q) can
be obtained from (5) and (10) and is given by

D−1(q) =
1
∆

[
θ2 −θ2 − θ3 cos q2

−θ2 − θ3 cos q2 θ1 + θ2 + 2θ3 cos q2

]

(26)
where∆ = det(D(q)) = θ1θ2− θ3

2cos
2q2. Therefore we have

[
q̈1

q̈2

]
=

D−1(q)
∆

([
τ1

0

]
− C(q, q̇)

[
q̇1

q̇2

]
− g(q)

[
q1

q2

])

(27)
Then termq̈1 can thus be written as

q̈1 = 1
∆

[
θ2τ1 + θ2θ3 sin q2(q̇1 + q̇2)2 + θ2

3 cos q2 sin q2q̇
2
1

−θ2θ4g cos q1 + θ3θ5g cos q2 cos(q1 + q2)]
(28)

To reduce the expressions, we will consider

F (q, q̇) =
[
θ2τ1 + θ2θ3 sin q2(q̇1 + q̇2)2 + θ2

3 cos q2 sin q2q̇
2
1

−θ2θ4g cos q1 + θ3θ5g cos q2 cos(q1 + q2)]

thus

q̈1 =
1
∆

[θ2τ1 + F (q, q̇)] (29)

introducing the above in (22) one has

V̇ = q̇1

{
τ1

(
kEL̃+ KDθ2

∆

)
+ KDF (q,q̇)

∆ + kpq̃1 + kLq̃2

}

+q̇2q̃2

(30)
which will lead to

V̇ = −(q̇1 + q̇2)2 ≤ 0 (31)

where

−q̇2
1 − 2q̇1q̇2 = q̇1

(
kEL̃τ1 + kD q̈1 + kP q̃1 + kLq̃2

)

and

−q̇2
2 = kLq̃2q̇2 (32)

therefore

−q̇2
2 − kLq̇2q̃2 ≤ 0 (33)

which will lead to

V̇1 = −q̇2
2 ≤ 0 (34)

And we propose a control law such that
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τ1

(
kEL̃+ KDθ2

∆

)
+ KDF (q,q̇)

∆ + kpq̃1 + kLq̃2

= −q̇1 − 2q̇2.
(35)

which will lead to

V̇2 = −q̇2
1 + 2q̇1q̇2 ≤ 0. (36)

Therefore

V̇ = V̇1 + V̇2 ≤ 0 (37)

The control law in (35) will have no singularities provided
that

kEL̃+
KDθ2

∆
6= 0 (38)

Note from (19) thatL̃ ≥ −2(θ4 + θ5)g. Thus, (38) always
holds if following inequality is satisfied

KDθ2

max(∆)
> 2kE(θ4 + θ5)g (39)

Former equation gives the following lower bound forkD/kE

KD

kE
> 2θ1(θ4 + θ5)g, (40)

and this condition will be satisfied if for someε > 0,
∣∣∣L̃

∣∣∣ ≤ KD − ε

kEθ1
.

Note that when using the control law (38), the pendulum
can get stuck at any equilibrium point in (15). In order to
avoid any singular points other thanLtop, we require

∣∣∣L̃
∣∣∣ < min (|LTop − Lmid| , |LTop − Ll1| , |LTop − Ll2|)

= min (2θ4g, 2θ5g) = c
(41)

Taking also (35) into account, we require

∣∣∣L̃
∣∣∣ < c = min

(
2θ4g, 2θ5g,

KD − ε

kEθ1

)
(42)

Since V is a non increasing function (see (31), (42)), it will
hold if the initial conditions are such that

V (0) ≤ c2

2
. (43)

The above defines the region of attraction as will be shown
in the next section.

Finally, with this condition, the control law can be written
as

τ1 =
−kDF (q, q̇)− (q1 − 2q̇2 + kpq̃1 + kLq̃2)∆

kEL̃∆ + kDθ2.
(44)

IV. STABILITY ANALYSIS

The above equation result in the follow theorem for the
stability analysis.

Theorem 1: Consider the pendubot system (1). Takin
the Lyapunov function candidate (22) with strictly positive
constantskE , kD, kP andkL and provided that the state initial
condition (42) and (43) are satisfied, then the solution of the
close loop system with the control law (44) converges to the
invariant setM given by the homoclinic orbit (21) with the
intervalq1−π/2 = ε, where|ε| < ε? andε? is arbitrary small.

This proof is based on LaSalle’s invariance theorem (see
[12]).

Proof: In order to apply LaSalle’s theorem, we are
required to define a compact (close and bounded) setΩ with
the property that every solution of the system (1) that start in
Ω remains inΩ for all future time. SinceV (q, q̇) in (22) is
an non increasing function, (see (37)), thenq1, q̇1, q2 and q̇2

are bounded. Sincecos q2, sin q2, cos q1, sin q1, cos(q1 + q2),
sin(q1 + q2) are bounded functions we can define the statez
of the closed-loop system as being composed ofq1, sin q1,
sin(q1 + q2), q̇1, cos q2, sin q2 and q̇2. Therefore, the solution
of the closed-loop systeṁz = F (z) remains inside a compact
set Ω that is defined by the initial state values. LetΓ be
the set of all points inΩ such thatV̇ (z) = 0. Let M be
the largest invariant set inΓ. LaSalle’s theorem ensures that
every solution starting inΩ approachesM as t →∞. Let us
now compute the largest invariant setM in Γ.

In the setΓ (see (37)),V̇ = 0 and q̇1 + q̇2 = 0, which
implies thatq1 + q2 and V are constants. Since that system
goes to conditionsc1), c2) andc3), the largest invariant setM
is given by the homoclinic orbit with the intervalq1−π/2 = ε,
q1 + q2 − π/2 = ε, where|ε| < ε? and ε? is arbitrary small
then all solutions converge to the invariant set M, therefore
the system trajectory belongs to the homoclinic orbit (21).
.

V. SIMULATION

In order to illustrate the performance of the proposed control
law based on the system energy, we have performed some
numerical simulations on MATLAB.

We considered the pendubot parameters as: the total mass of
link 1 m1 = 1.9008 m, the total mass of link 2m2 = 0.7175
m, the moment of inertia of link 1I1 = 0.004 Kg ·m2, the
moment of inertia of link 2I1 = 0.005 Kg ·m2, the distance
to center of mass of link 1lc1 = 0.185 m, the distance to
center of mass of link 2lc2 = 0.062 m, the length of link
1 m1 = 0.2 m, the length of link 2m2 = 0.2 m and the
acceleration of gravityg = 9.81 m/seg2.

We chose the gainskP = 41, kD = 80, kE = 15.51,
kL = 15.012 and theQ andR gains

R = 2.5

Q =




1000 −500 0 0
−500 1000 0 0

0 0 1000 −500
0 0 −500 1000
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Fig. 2. States of the system.
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Fig. 3. Control Law.

By computing the LQR control law one obtains,

K =
[ −696.3386 −666.2143 −138.8293 −92.2485

]

The numerical simulation is performed with the following
initial conditions:

q1 = 0, q̇1 = 0
q2 = 0, q̇2 = 0

and the switching function is given by the following criteria:

∣∣(q1 − π
2

)∣∣ < 0.35 and
∣∣(π

2 − (q1 + q2)
)∣∣ < 0.25

(45)
which yields a suitable neighborhood of the origin.

Simulation shown that our control law brings the state of
system near from the homoclinic orbit. Note thatL̃ goes to
zero, i.e. the energyL goes to energy at the upright position
(LTop). The Lyapunov functionV is always decreasing and
converges to zero.
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Fig. 4. Performance of the system and balancing.

VI. CONCLUDING REMARKS

This paper propose a swing up control based on the total
energy and a balancing control for the pendubot at the unstable
position. Our results involve both the swing up control (total
energy functions) and the switching criteria to apply a linear
controller (LQR).

The main goal of this paper is to show that the complete
scheme (Energy based - LQR control) achieves the stabiliza-
tion of the pendubot around the unstable equilibrium point.

By applying different approaches ([2], [3], [7], [10] it can’t
be implemented complete scheme, since the system dynamics
enter the basin of attraction with non suitable state conditions
to the linear controller.

Under a rather mild assumption on the initial conditions
(depending on the pendubot parameters), this paper has pro-
posed the conditions about the parameters in the control law
such that the total energyL of the pendubot converges to
the potential energy of itsLtop position, with a suitable state
conditions for the linear controller.
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Resumen: En este trabajo se presenta la aplicación de una técnica para el control de sistemas 
mecánicos subactuados. La estrategia de control involucrada se basa en propiedades de pasividad, 
control basado en energía, teoría de Lyapunov, y control por regulación lineal cuadrática. También, 
se hace una consideración típica de sistemas de Euler-Lagrange, basada en las propiedades de este 
tipo de sistemas, para el diseño de la ley de control, así como del análisis de estabilidad. Una 
subclase llamada sistemas subactuados es en particular muy interesante para el análisis y el diseño 
de herramientas de control, y es por esto que se propone el desarrollo de una metodología para la 
síntesis de leyes de control y el análisis de estabilidad para un sistema robótico Euler-Lagrange 
subactuado. 
 
Palabras clave: Sistemas Euler-Lagrange, Sistemas no lineales, Teoría de Lyapunov, Control 
basado en energía, Pendubot, Sistemas subactuados. 
 
Abstract: In this paper, a novel control methodology applied to a subactuated mechanical system is 
proposed.  The key idea involved is based on the passivity properties of this class of system, and 
then a control based on the system energy, the Lyapunov theory and a linear quadratic optimal 
control is synthesized. Since these Euler-Lagrange systems show passivity properties, a study case 
for the control and stability analysis for a subactuated system is figured out. Subactuated systems 
have some interesting dynamics in order to analyze and test different control schemes. 
 
Keywords: Euler-Lagrange models, Nonlinear Systems, Lyapunov theory, Energy-based control, 
Pendubot, Subactuated systems. 
 
1. Introducción. 
 
El sistema Pendubot, Figura 1, es un 
sistema electro mecánico, no lineal, de 
segundo orden, que consiste en dos 
eslabones rígidos interconectados. El 
primer eslabón es actuado por un motor de 
corriente directa y el segundo eslabón no 
está actuado. El sistema Pendubot es 
similar en esencia al sistema doble 
péndulo invertido. Sin embargo, la 
naturaleza de las dinámicas acopladas 
entre los dos cuerpos del Pendubot, 
presenta algunas propiedades interesantes. 
Así, el segundo péndulo puede ser 
controlado por el movimiento dado por el 

primero (pero esto nos da una serie de 
restricciones, las cuales son llamadas 
restricciones no holonómicas Cf. (Bloch et al, 
2005)). Las restricciones no holonómicas de 
las que  el sistema Pendubot posee, hacen que 
el diseño de una retro de estados del tipo 

( )u x , sea imposible de realizar, para 
controlar el sistema en todo el espacio de 
configuraciones admisibles. Lo anterior ha 
sido demostrado por Brockett, Cf. (Brockett, 
1983),  y por tanto, se propone el diseño de 
una ley de control que lleve al sistema a su 
punto de equilibrio inestable, por medio de la 
conmutación de controles, para balancear al 
sistema a su posición superior y un segundo 
control para estabilizarlo en esa posición. 
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Un análisis más detallado del sistema 
Pendubot, indica que el sistema en su 
configuración inestable, es controlable y 
observable (Cf. (Fantoni et al, 2002)). Por 
tanto se puede diseñar una ley de control 
para el balanceo del pendubot hacia esa 
posición, y enseguida conmutar a otro 
controlador que lo estabilice (Cf. (Spong 
et al, 1995)). El problema para llevar al 
sistema a esta configuración inestable, es 
el balanceo sin llevarlo a una 
configuración no controlable. Este 
problema puede ser dividido en dos partes. 
La ley de control diseñada y su análisis de 
convergencia, están basados en la teoría de 
estabilidad de Lyapunov (Sastry, 1999). El 
balanceo del sistema hacia su posición 
vertical está basado en un enfoque de 
análisis de energía del sistema (Ortega et 
al, 1998). La estabilización en el punto de 
equilibrio inestable está basada en el 
controlador cuadrático óptimo lineal. 
 
2. Dinámicas del sistema. 
 
El brazo manipulador está descrito por el 
diagrama de cuerpo libre (Figura 1), donde 

1q  es la posición angular del primer 
eslabón con respecto a la referencia, y 2q  
la posici ón angular con respecto al primer 
eslabón . 
 
Las etapas para el modelado dinámico de 
robots manipuladores por la metodología  
bien conocida  de Euler -Lagrange consisten  
en (Lewis, 2003) : 

1. Cálculo de la energía cinética:  
( ( ), ( ))k q t q t  

2. Cálculo de l a energía potencial: 
( ( ))u q t  

3. Cálculo de l Lagrangiano: 
( ( ), ( ))L q t q t  

4. Desarrollo de las ecuaciones:  

(2.1)        
( , ) ( , )d L q q L q q

dt q q


  
    

 

 
 

 

Así, se puede obtener el modelo  clásico de un 
robot, que es de la forma  
(2.2)        ( ) ( , ) ( )D q q C q q g q      
donde nq R  está asociado a las 
coordenadas de posición, nq R  está 
asociado a la velocidad angular, ( )D q  es la 
matriz de inercias, ( , )C q q  es la matriz de 
fuerzas centrípetas y de coriolis, ( )g q  es el 
vector de fuerzas gravitacionales y nR  es 
el vector de fuerzas de entrada. 
 
De las dinámicas del sistema sintetizadas de 
(2.1) y (2.2) se obtiene: 

(2.3)          1 1

2 2

,
q

q
q





   

    
   

 

(2.4)
1 2 3 2 2 3 2

2 3 2 2

cos( ) cos( )
( )

cos( )
q q

D q
q

    
  
   

  
 

(2.5) 2 1 2
3 2

1

( , ) ( )
0

q q q
C q q q sen q

q


   
   

  
 


 

(2.6)

4 1 5 1 2

5 1 2

cos( ) cos( )
( )

cos( )
g q g q q

g q
g q q

 


  
  

 

donde las ecuaciones paramétricas siguientes 
son introducidas 

(2.7)                 

2 2
1 1 1 2 1 1

2
2 2 2 2

3 2 1 2

4 1 1 2 1

5 2 2

c

c

c

c

c

m l m l I
m l I
m l l
m l m l
m l








   


 
 
  
 

 

En este caso 2 0   ya que este sistema 
(Pendubot) el segundo eslabón no está 
actuado. De (2.3) y (2.7) se puede decir que 

( )D q  es simétrica y en consecuencia 
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(2.8)
11 1 2 3 2

2 2 2
1 1 2 1 1 2 2 2 2 1 2 2

2 2 2
1 1 2 1 1 2 2 2 2 1 2 2

2 2 2
1 1 1 2 2 1 2

2 cos( )

2 cos( )

2 cos( )

( ) 0

d q
m lc m l I m lc I m l lc q
m lc m l I m lc I m l lc q
m lc I I m l lc

  

     

     

     
 
Además, 
 
(2.9)

2 2
1 2 3 2

2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 2 1 2 2 1 2 2

det( ( )) 2 cos ( )

( )( ) ( )

D q q
m lc I m lc I m l I m l lc sen q

  

    
 
Es decir, ( )D q  es definida positiva para 
todo q . De (2.5)  y (2.6)  se obtiene: 
 
(2.10)

3 2 1 2

0 1
( ) 2 ( , ) ( )(2 )

1 0
D q C q q sen q q q

 
     

     

la cual es una matriz antisimétrica. Una 
propiedad de las matrices antisimétricas es 
que puede ser usada para establecer la 
siguiente propiedad del sistema: 
(2.11)  

 ( ) 2 ( , ) 0,Tz D q C q q z z     
Observe también que la energía potencial 
del sistema está definida por 

4 1 5 1 2( ) ( )P q gsenq gsen q q    , 
donde P se relaciona con ( )g q  de la 
siguiente manera: 
(2.12)

4 1 5 1 2

5 1 2

cos cos( )
( )

cos( )
g q g q qPg q

g q qq
 


  

     
 
También, la energía total del sistema es 
descrita por 

(2.13)               
1 ( ) ( )
2

TL q D q q P q    

Por tanto, de (2.2) y (2.11)  se obtiene: 
 

(2.14)

 

1( ) ( ) ( )
2

1( , ) ( ) ( ) ( )
2

T T T

T T T

T

L q D q q q D q q q g q

q C q q g q q D q q q g q

q





  

     



     

    



 
dado 
 
(2.15)

 1 1
1 2

2 2

, , .T Tq
q q q q y L q

q


 


   
      
   


    



 
Integrando (2.14), se obtiene 

(2.16)          1 1
0

( ) (0)
t

q L t L   . 

De la definición de un sistema Euler-
Lagrange pasivo, se puede verificar que 
tomando a 1  como la entrada al sistema, y 
como su salida a 1q , entonces este sistema es 
pasivo. 
 
De (2.2), se puede observar que el robot con 
un vector de entradas 0 , tiene 4 puntos 
de equilibrio, los cuales se encuentran en las 
siguientes configuraciones: 
(2.17)         1 2 1 2, , , / 2,0,0,0 ,q q q q    
Primer y segundo eslabón en la parte superior 
 
(2.18)       1 2 1 2, , , / 2,0,0,0q q q q     
Primer y segundo eslabón en la parte inferior 
 
(2.19)        1 2 1 2, , , / 2, ,0,0q q q q     
Primer eslabón en la parte superior y el 
segundo en la parte inferior. 
 
(2.20)      1 2 1 2, , , / 2, ,0,0q q q q      
Primer eslabón en la parte inferior y el 
segundo en la parte superior. 
 
De estos cuatro puntos de equilibrio, tenemos 
que 3 son inestables y uno es globalmente 
atractor. Para los mismos puntos de equilibrio 
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respectivamente se tienen las siguientes 
energías potenciales: 
 
(2.21)
   
   
   
   

4 5

1 4 5

2 4 5

1 4 5

/ 2,0,0,0 ,

/ 2,0,0,0 ,

/ 2, ,0,0 ,

/ 2, ,0,0

Top

l

l

l

L L g

L L g

L L g

L L g

  

  

   

   

  

    

  

    

 

 
Dado que el objetivo del control es 
estabilizar al sistema en el punto de 
equilibrio inestable, su energía potencial 
está descrita por  4 5TopL g   . 
 
3.  Ley de control para el balanceo del 
Pendubot. 
 
La energía del robot planar de dos grados 
de libertad está dada por (3.1), que para 
este caso es: 
 
(3.1) 

 

  )(cos
2
1cos2

2
1

2151421232

2
22

2
12321

qqgsengsenqqqq

qqqL













 
 
Al evaluar la energía en el punto de 
equilibrio deseado i.e. 
   1 2 1 2, , , / 2,0,0,0q q q q   , se obtiene 
(3.2)

   2
1 2 3 2 2 2 3

4 5

1 12 cos 0 0 cos 0 0
2 2

2 2

L q

gsen gsen

     

  

     

       
   



 
Reduciendo términos, se obtiene que la 
energía del sistema en esta posición será la 
del punto de equilibrio TopL , donde TopL  
nos indica la energía potencial del sistema 
en el punto de equilibrio de interés. 
 
 Por lo tanto en este punto de equilibrio se 
tiene: 

                    
4 5

( , ) 0,
( )
k q q
u q g g 


 


 

De esta manera, se observa que  para obtener 
una ley de control para el pendubot es 
necesario que se cumplan con las siguientes 
condiciones: 

 
1 1

2 4 5

) 0
) ( , )

c q
c L q q g 



 




 

 
Así, se aprecia que si  1 / 2q   entonces 

2
2 0q  . Dado que el objetivo es llevar el 

sistema al punto de equilibrio, se introducen 
las siguientes condiciones: 

1 1 1/ 2, 0q q q     y TopL L L  . 
Entonces se puede agregar la siguiente 
condición: 
 

3 1 2) / 2c q q    
 
Así, TopL L L   resulta en 
 

(3.3)           2
2 2 4 1

1
2 2
q gsen q      

 
  

 
La ecuación anterior define una trayectoria 
muy particular que corresponde a una orbita 
homoclínica1. Esto indica que la posición 
angular del segundo eslabón se mueve en 
sentido horario o anti-horario, hasta alcanzar 
el punto de equilibrio en la posición 
   2 2, 0,0q q  , la cual puede extenderse 
hasta  . Así nuestro objetivo planteado, con 
estas condiciones  se puede llegar a la orbita 
(3.3) con 1 / 2q  , y al mismo tiempo  

1 2 / 2q q   . Una vez alcanzada la orbita 
descrita por la ecuación (3.3), se habrá 
resuelto el problema de balancear al sistema 
hasta el punto de equilibrio inestable, 
                                                
1 trayectoria de un sistema dinámico que tiende a 
un conjunto invariante (punto de equilibrio, punto 
de un plano, orbita periódica, etc.) cuando 
t   . 
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entonces el sistema puede ser 
eventualmente conmutado a un 
controlador lineal, el cual nos garantice 
estabilidad asintótica local para este punto 
de equilibrio inestable. 
 
Estabilización alrededor de la orbita 
homoclínica. 
 
Basados en las propiedades de pasividad 
por retroalimentación equivalente, esta nos 
sugiere el uso de una función de 
almacenamiento ( )V x  para el diseño del 
control. Así, considere ,2/~

11  qq  
2/~

212  qqq  y TopL L L  . Es 

decir  2 1 2q q q   , y se desea llevar a cero 

a 1 2,q q   y L. Entonces se propone una 
función candidata de Lyapunov: 
 
(3.4) 

2 2 2 2
1 1 2( , ) ( , )

2 2 2 2
E D P Lk k k kV q q L q q q q q       

 
donde , ,E D pk k k y Lk  como 
constantes estrictamente  positivas . De la 
cinemática  inversa del manipulador se 

tiene  2 1
1 ( , )q f q q  


    donde 

 
 

 

2 2 2
2 3 2 1 2 3 2 1

2 4 1 3 5 2 1 2

2 2
1 2 3 2

cos( )
( , )

cos cos cos

cos

senq q q q q
f q q

g q g q q q

q

  

  

 

  
  

    
  

  


 
 
Dado que ( , )V q q  dada por (3.4), es una 
función semidefinida positiva, a 
continuación se deriva para comprobar que 
sea efectivamente una función de 
Lyapunov apropiada para este sistema. Por 
tanto, 
 

(3.5)

1 1 1 1 1 2 2 2E D P L LV k LL k q q k q q k q q k q q          

 
Sustituyendo 1 1L q  , para el caso del 
pendubot se obtiene (3.6) 
(3.6) 

2221

1
2

11

~~

~),(~

qqkqkq

qkqqfkkLkqV

LL

P
DD

E































 
Debido a que se necesita que la derivada de 
V  sea semidefinida negativa, se propone 

(3.7)             2
1 2 0V q q      

Al desarrollar esta ecuación, se puede dividir 
en dos ecuaciones, de tal manera que 
 
(3.8)              2

1 1 1 22 0V q q q      
 
y 
 
(3.9)              2

2 2 0V q     
 
Así, de (3.6), (3.8) y (3.9), se propone: 
 
(3.10)

 2
1 1 2 1 1 1 1 22 E D P Lq q q q k L k q k q k q          

 
y 
 
(3.11)              2

2 2 2Lq k q q     
 
Así, se puede obtener una ley de control tal 
que  
 
(3.12)  

 
21

2121

~~
),(~2

qkqk
qqfkkLkqq

LP

DDE


  

 

 
La cual, lleva a (3.8). Obviamente la ley de 
control (3.12) puede presentar singularidades, 
con la siguiente excepción 
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(3.13)             2 0D
E

kk L 
 


  

Cuando se hace uso de la ley de control 
(3.12) el pendubot puede establecerse 
alrededor de cualquiera de los cuatro 
puntos de equilibrio. Por ello, para evitar 
cualquier punto singular diferente de 
(3.13) se necesita 
(3.14)

 
 

1 1

4 5

min , ,

min 2 ,2
Top mid Top l Top lL L L L L L L

g g c 

   

 


 

Dado que V  no es una función creciente, 
se puede llevar (3.14) a (3.8) si las 
condiciones iniciales son tales que 

(3.15)               
2

(0)
2E
cV k  

donde (3.15) define una región de 
atracción. Con esta condición la ley de 
control puede ser escrita como en (3.16): 
(3.16) 

 1 2 1 2
1

2

( , ) 2D P L

E D

k f q q q q k q k q
k L k




     




   


 

Observe que (3.16), hace a (3.8) una 
función semidefinida negativa, pero no a 
la función (3.9), por lo que se define lo 
siguiente. 
(3.17)                  2 1 0V V   . 
De (3.8) y (3.11) se obtiene 

2 2 2LV q k q      y debido a que 1  hace a 

la función 1V semidefinida negativa, se 
establece lo siguiente: 
(3.18)                       2V  , 
donde     . Por lo que el sistema 
queda representado de la siguiente manera  
(3.19)                       2 2Lq k q     
y 

(3.20) 
 1 2 1 2

1
2

( , ) 2D P L

E D

k f q q q q k q k q
k L k

 


     
 



   


 

Así, se asegura que (3.8) se cumpla. Por 
tanto, (3.9) también se cumple y finalmente la 
función candidata de Lyapunov será 
apropiada para llevar al sistema a la orbita 
(3.3). Por tanto, la ley de control propuesta 
tiene la estructura mostrada en (3.21). 
 
Simulación numérica. 
A continuación se ilustran los resultados en 
simulación numérica, de la ley de control 
propuesta basada en la energía del sistema 
Pendubot. Para esta simulación, se utilizan las 
siguientes condiciones iniciales: 

 1 2 1 2, , , ,0,0,0
2

q q q q    
 

   

primer y segundo eslabón en reposo inferior. 
 
Dado que en la ley de control (3.21) se tomó 
en cuenta una serie de ganancias 
 , , ,E D L Pk k k k , las cuales deben ser 
estrictamente definidas positivas, para que el 
sistema cumpla con la condición (3.4) 
(estrictamente positiva), se propuso las 
siguientes ganancias: 
     2, 1, 2, 1E D P Lk k k k     
 
De la Figura 2 a la Figura 4, se muestran los 
resultados obtenidos en simulación, al utilizar 
únicamente (3.21), el cual se hace cargo de 
llevar con condiciones convenientes, al 
sistema Pendubot, al punto de equilibrio 
inestable  

    1 2 1 2, , , / 2,0,0,0
T

q q q q   . 
 
Como es natural la ley de control (3.21) no 
estabiliza al sistema en el punto de equilibrio 
inestable. Para lograr estabilizar en ese punto 
es necesario diseñar una ley de control 
adicional.

 

(3.21)
 1 2 1 2

2 2
2

( , ) 2D P L
L

E D

k f q q q q k q k q
q k q

k L k
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Utilizando el modelo linealizado del 
sistema, se propone un Regulador Lineal 
Cuadrático con la siguiente función de 
optimización: 

(3.22)              2

0

TJ x Qx Ru dt


   

donde Q  y R son matrices simétricas 
definidas positivas. Estas matrices son 
usadas para e l vector de ganancias 
siguiente,  
 
(3.23)              1 2 3 4K k k k k , 
 
para obtener una ley de control de la forma 
u Kx . Con estas ganancias se asegura 
que el sistema será asintóticamente 
localmente estable en el punto de 
equilibrio deseado. 
 
Una vez resueltos los dos controladores, lo 
siguiente es definir una función de 
conmutación para cuando el sistema esté 
cerca de una región de atracción definida 
previamente, y realizar así la conmutación 
al controlador LQR. Para esto se propone 
la siguiente función de conmutación: 
 
(3.24)

 1 1 2 , 0
2 2

q y q q          
 

 
Una vez implementado el esquema 
completo, se obtuvieron los resultados 
mostrados de la Figura 5 a la Figura 7. 
 
4. Conclusiones. 
 
A través del diseño de una ley de control, 
se logra que un sistema electromecánico 
de 2 grados de libertad llamado Pendubot, 
alcance el punto de equilibrio inestable. 
Dado que el sistema presenta una orbita 
homoclínica, el sistema se estabiliza al 
proponer en una región de atracción, una 
ley de control que estabiliza al sistema de 
manera local. La ley de control completa 

es una conmutación de un controlador no 
lineal a uno lineal. La ley de control (3.21) 
plantea que la velocidad del segundo eslabón 
está acotada por la función (3.18), lo cual 
implica que las dinámicas del sistema serán 
las apropiadas para que la función de 
conmutación (3.23) sea alcanzada de forma 
satisfactoria y así asegurar que al conmutar a 
la ley de control lineal, se pueda estabilizar al 
sistema. 
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Figura 1. Sistema subactuado Pendubot. 

 
 

 
Figura 2. Estados del primer eslabón con ley de control (3.21). 

 

 
Figura 3. Estados del segundo eslabón con ley de control (3.21). 
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Figura 4. Ley de control (3.21). 

 

 
Figura 5. Estados del primer eslabón con ley de control completa. 

 

 
Figura 6. Estados del segundo eslabón con la ley de control completa. 
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 Figura 7. Ley de control completa. 
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