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Notacion

Lista de simbolos matematicos

En este texto se ocuparan los siguientes simbolos matematicos.

R Espacio de los reales.

R"” Espacio Lineal de vectores de dimension n.

R™™  Matriz con n filas y m columnas y elementos de R.
I, Matriz identidad de dimension n.

N Numeros naturales.

R Campo de los reales positivos.

— Mapeo del dominio sobre el rango. También Tiende a.
— Mapeo de dos elementos sobre la imagen.
|z||  Norma Euclideana de x € R™.
|Al  Con A € R™™: Se induce la norma 2.
\ Para todo.
- Existe.
€ Perteneciente a.
= Implica.
& Equivalente a, o si y solo si.
C Subconjunto.
C>  Funcién suave.
Vector generalizado de posicion.

Vector generalizado de velocidad (%).

. ., 2
Vector generalizado de aceleracion (%).

Q0

111



u Vector generalizado de control o entradas de control.
()7t Operador de funcién inversa.

D(q)  Matriz de inercia.

C(q,q) Matriz de Coriolis y de fuerzas centrifugas.

9(q) Matriz de fuerza gravitacional.

%—I; Friccion.

F(¢)  Disipacion de Rayleigh.

T Matriz de fuerzas de entrada.

Liop Energia en el punto de equilibrio superior.

Lia1 Energia en el punto de equilibrio medio 1.
Lot Energia en el punto de equilibrio inferior.
Loiq2  Energia en el punto de equilibrio medio 2.

Lista de acréonimos

nGdL n grados de libertad.

gr grado relativo.

EL Euler-Lagrange.

LQR Regulador lineal cuadratico (Linear Quadratic Regulator).

Lista de locuciones latinas

i.e id est, esto es.
e.g. exempli, gratia por ejemplo.



Resumen

El enfoque en este proyecto de tesis es el diseno del control y la estabilizacion de sistemas elec-
tromecénicos subactuados de dos grados de libertad. Los sistemas subactuados tienen un menor
numero de entradas de control que de variables configuracionales. El control de sistemas subactua-
dos es un campo de gran interés por su extensa aplicacion, unos ejemplos, son los manipuladores,
los vehiculos marinos y los aeroespaciales. Otros ejemplos especiales de sistemas subactuados tam-
bién incluyen al robot con brazo flexible, robots moéviles, robots caminantes, robots con plataforma
movil, autos, robots tipo serpiente, robots gimnastas, aeronaves, naves espaciales, helicopteros, y
los satélites. Basados en trabajos recientes, se puede asegurar que el control general de sistemas
subactuados es todavia un problema abierto.

Algunos mecanismos de la vida real poseen propiedades de simetria cinética (i.e. su energia ciné-
tica no depende de un conjunto de variables externas) las cuales pueden ser aprovechadas para un
enfoque de pasividad y energia de sistemas de control del tipo Euler-Lagrange como se presenta en
este trabajo de tesis. En este trabajo de investigacion, se muestra una alternativa para el control
de sistemas subactuados, sobre la parte dindmica correspondiente al grado de libertad pasivo del
sistema que puede ser controlado bajo ciertas condiciones las cuales estan asociadas a la teoria de
estabilidad de Lyapunov.

La necesidad del desarrollo de técnicas de control para sistemas subactuados surge de la gran va-
riedad de sistemas practicos existentes, los cuales involucran no solo su estabilizacién, sino también
la solucion de problemas de regulacion y balanceo.

Los sistemas subactuados no solo son aquellos que se disenan expresamente para su analisis, sino
que también pueden presentarse debido a fallas de algin actuador. Lo anterior representa un gran
riesgo en sistemas de control, y una de las soluciones posibles es la de equipar al sistema con re-
dundancia en los actuadores, pero por cuestiones econémicas no siempre es posible realizarlo y en
consecuencia nace la idea del anélisis del control y regulacion de sistemas subactuados.
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Capitulo 1

Introduccion.

En anos recientes, el interés por el estudio de sistemas subactuados ha aumentado. Estos sistemas se
caracterizan por tener mas grados de libertad que de actuadores (i.e. una o méas entradas de control
que de variables configuracionales). Los sistemas subactuados aparecen en una gran variedad de
aplicaciones las cuales incluyen a robots, aeronaves, sistemas marinos, sistemas flexibles, sistemas
moviles, etc. La propiedad de subactuacion esta dada por alguna de las siguientes cuatro razones:

1. Dinamicas del sistema (e.g. aeronaves, vehiculos espaciales, helicopteros, vehiculos submarinos,
etc.).

2. Por diseno, para reduccion de costos (e.g. robots con brazos flexibles).
3. Falla en actuadores (e.g. en manipuladores o aeronaves).

4. Impuestos artificialmente para crear un grado més complejo en el control de los sistemas no
lineales (e.g. Acrobot, Pendubot, Péndulo Invertido, Péndulo Rotatorio, Sistema TORA, etc.).

En este trabajo de tesis se presenta la alternativa de control para sistemas subactuados de dos
grados de libertad, en la cual se involucra la teoria de Lyapunov, el concepto de energia, y la
regulacion lineal cuadratica. También, se hace una consideracion a los sistemas de Euler-Lagrange,
debido a las propiedades interesantes que presentan estos sistemas, en el diseno de la ley de control
asi como en el andlisis de su estabilidad.

1.1. Planteamiento del problema.

En la vida real la presencia de fallas en sistemas roboticos es un problema muy grave, ya que un
robot manipulador falla por el actuador o por sensor, demanda una ley de control en el sistema
requiere de un gran esfuerzo electromecanico que puede no solo averiar la parte de potencia sino
también la misma parte mecanica. Cuando una falla es detectada, el sistema deberia cambiar su
esquema de control, llevandolo a una configuracion de seguridad. Para el caso de estudio de este
trabajo de tesis, se han tomado en cuenta manipuladores de dos grados de libertad (2GDL) verti-
cales, aunque la metodologia aqui presentada puede ser aplicada a sistemas en general subactuados
de 2GDL con un punto de equilibrio inestable que como se veré, existen una amplia variedad.



2 1.2. Objetivos.
1.2. Objetivos.

1.2.1. Objetivo general.

Desarrollar una metodologia de control para sistemas subactuados de dos grados de libertad ver-
ticales, basado en la Teoria de estabilidad de Lyapunov y en conceptos de energia del sistema.

1.2.2. Objetivos especificos.

= Analizar las diferentes estrategias de control empleadas para los sistemas subactuados.
= Obtener un esquema de control integral para el balanceo y la estabilizacion de estos sistemas.
= Implementar en simulacion numérica la metodologia en diferentes sistemas subactuados.

= Realizar la implementacién fisica en un Pendubot del esquema de control propuesto.

1.3. Justificacion.

En este proyecto se considera una clase tipica de sistemas llamada sistemas Euler-Lagrange. Esto

es debido a las propiedades inherentes a este tipo de sistemas que seran ttiles, como se vera més ade-
lante, tanto en el diseno de control como en el anéalisis de su estabilidad. Sin embargo, una subclase
llamada sistemas subactuados es en particular muy interesante para andlisis y diseno de algunas
herramientas de control. Asi la motivacion para el desarrollo de una ley de control y estabilizacion
para un sistema robotico Euler-Lagrange subactuado, es que a diferencia de sistemas completamente
actuados, aquellos presentan problemas muy interesantes por sus dindmicas acopladas.
En la literatura existen varios esquemas de control para un sistema robotico subactuado de dos
grados de libertad, sin embargo para sistemas subactuados, es dificil establecer una ley general
para el balanceo y estabilizacion de sistemas subactuados en los que influye la fuerza gravitacional.
Ejemplo de estos sistemas son el pendubot, el acrobot, el péndulo Furuta, el péndulo invertido,
etc. Es debido a este problema que nace el interés de la realizacion de una metodologia para la
estabilizacion de estos sistemas en su punto de equilibrio inestable.

1.4. Estado del arte.

Las restricciones a las que son sometidos los sistemas subactuados como lo son las restricciones
no holénomicas y holénomicas [10], hace que los sistemas subactuados sean realmente dificiles de
controlar, en especial los sistemas subactuados impuestos artificialmente en los que se involucran
fuerzas gravitacionales. Ademaés, de la condicion de Brockett [53, 55|, la cual enuncia que es imposi-
ble disenar una ley de control del tipo u = Tx que estabilice al sistema en cualquier posicion (i.e.
es imposible de realizar el control del sistema tal que se estabilice al sistema en todo el espacio de
trabajo). Debido a esto, no existe una teoria de control general para sistemas subactuados.
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Las referencias bibliograficas pueden ser muy extensas y variadas, y en consecuencia en este traba-
jo so6lo se haran mencion de las que aportan resultados interesantes sobre los sistemas subactuados
impuestos de manera artificial.

Los principales métodos de control aplicados a sistemas mecanicos impuestos artificialmente estan
basados en balancear al sistema a una posiciéon deseada y conmutar para la estabilizacion del mismo
a un controlador que es disenado en su configuracion lineal. Estas técnicas incluyen balanceo del
sistema usando métodos basados en energia [54], linealizacion parcial [37, 38|, o bien pseudolinea-
lizacion usando funciones splines [62]. Sin embargo, los métodos basados en pasividad, a pesar de
que son los mas empleados en el balanceo a la posicion superior del sistema, (region de atraccion)
esto no implica que se pueda estabilizar el sistema. Ademas, en [23] las condiciones iniciales del
sistema tienen que ser las adecuadas para que el sistema presente cierta energia cinética y asi poder
balancearlo de tal manera que sea llevado a la region deseada.

Algunos autores consideran para el balance de un sistema subactuado hacia su posicién inestable,
el hacer inestable el punto de equilibrio globalmente atractor, lo cual implica algunos riesgos, es que
la ley de control (en este caso resuelta por una desigualdad matricial (LMI) [67]), produzca una
ley de control que en simulacién numérica funciona, y lleva al sistema a su configuracion inestable,
pero en la implementacion es realmente imposible de realizar, ya que la salida de control implica
fuerzas de torque muy elevadas, y que ningtn actuador soportaria. También, existe un grado de
complejidad en la asignaciéon de polos para este punto de equilibrio.

La realizacion de control por métodos heuristicos [48, 72| ha sido muy explotada para este tipo
de sistemas, por lo que en la literatura existe una gran e interesante variedad para el control de
sistemas subactuados, entre los que sobresale una técnica en la cual es necesaria la conmutacion a
un controlador que lo estabilice |[72]. Sin embargo, el control no es apropiado para algunas de las
condiciones iniciales en las que las velocidades de los eslabones no son nulas.

Otra forma de controlar a estos sistemas se reporta en [57], en donde la técnica de control propone
una transformaciéon global de coordenadas y reducir el orden del sistema. Asi, se hace lo que es
llamado un abrupt swing up, en el cual como en la mayoria de los controladores se conmuta a un
controlador que estabiliza al sistema en su posiciéon deseada.

De una manera méas tradicional en [30], se hace uso del seguimiento de trayectorias para el siste-
ma con la conjuncién de técnicas de linealizacion entrada-salida y control predictivo, pero en dicho
proyecto no se propone el llevar al sistema de una configuracion arbitraria a la configuracion deseada.

Otra técnica de control no lineal como el backstepping es muy complicada de realizar, dado que
debido a que se disenan sistemas virtuales y a la naturaleza de la matriz de fuerzas centripetas y
de coriolis, este método puede extenderse demasiado.
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1.5. Organizacion de la tesis.

El presente trabajo de tesis estd organizado en cuatro capitulos, las conclusiones generales, un
glosario y dos apéndices los cuales se desarrollan de la siguiente manera:

En el primer capitulo se desarrolla una introduccién en donde se presenta el planteamiento del
problema, los objetivos planteados, la justificacion del tema de tesis y el estado del arte.

En el segundo capitulo se hace referencia a las bases teoricas de sistemas no lineales, modelado
de sistemas por metodologia de Euler-Lagrange, propiedades y el desarrollo del esquema de control
planteado para la solucion del planteamiento del problema.

En el tercer capitulo se presenta el esquema de control propuesto por este trabajo de tesis para
el sistema subactuado pendubot, péndulo invertido y péndulo rotatorio. En el cual se aborda la
descripcioén fisica del sistema, el modelo matematico, la linealizaciéon del mismo, el disenio de una
ley de control y estabilizaciéon del sistema propuesto, por medio de anélisis de energia, pasividad y
funciones de Lyapunov. También, se muestran las simulaciones del sistema obtenidas con la ley de
control propuesta en este proyecto de investigacion.

En el altimo capitulo se presentan los resultados obtenidos de manera experimental, los cuales
fueron implementados en un pendubot fisico, de la Unidad Guadalajara del Centro de Investigacion
y Estudios Avanzados del .LP.N (CINVESTAV).

Después se dan las conclusiones obtenidas sobre el proyecto realizado. Y un glosario de las palabras
que no se trataron particularmente en el presente tema de tesis.

En el primer apéndice se dan los conceptos de pasividad y la teoria relacionada de este tema con
sistemas modelados por la metodologia de Fuler-Lagrange.
En el segundo apéndice se aborda la linealizacion de los sistemas Euler-Lagrange, asi como sus
propiedades, las cuales son involucradas de manera directa para el analisis del sistema. Finalmente,
en el apéndice €' se mencionan los trabajos publicados a raiz del presente proyecto de tesis.



Capitulo 2

Teoria de sistemas no lineales.

Es dificil elaborar una teoria de control no lineal general, dado que cada tipo de sistema no lineal
tiene sus propias caracteristicas. Por lo tanto, las teorias para clases especializadas de sistemas son
potencialmente mas ttiles en el anélisis de sistemas no lineales. En este trabajo estudiamos una
clase incluso bastante amplia, de sistemas llamada sistemas de Fuler - Lagrange. Un sistema de
Euler-Lagrange es un sistema dindmico que es descrito por un tipo de ecuaciones, presentadas en
este capitulo. También se involucra una clase especial de sistemas Fuler-Lagrange, llamados siste-
mas de Euler-Lagrange pasivos. La mayor parte de la teoria en este reporte estd relacionada con
esa clase de sistemas. Del mismo modo se da seguimiento a la teoria de estabilidad de Lyapunov,
para el control de estos sistemas.

Este capitulo se presenta la teoria matematica fundamental para el analisis de sistemas Euler-
Lagrange, y andlisis de Lyapunov. Para una presentacion més detallada, consulte 9], [23], [42] ¥
[61].

Debido a que el sistema, propuesto en el presente proyecto de tesis, es no-lineal las ecuaciones
descritas por el mismo pueden ser representadas de la forma siguiente:

i = f(2) + g() - u (2.1)

y = h(a) (2.2)

Con z, definido en una variedad X del origen de R"; f y g campos vectores en R™ y h es C™ tal
que f(0) =0, h(0) =0.

El estudio de sistemas lineales se clasifica como variantes en el tiempo o invariantes en el tiempo.
En el caso de sistemas no lineales se les denomina de forma general sistemas auténomos y no
auténomos:

Definicion 2.1. [/3] El sistema no lineal © = f(z,t) es llamado auténomo, si f no depende
explicitamente del tiempo t, i.e. si el sistema en ecuaciones de estado no puede ser escrito de la
forma (2.1). De otra manera el sistema es denominado no auténomo.
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A continuacion, se definiran algunos conceptos fundamentales para el estudio de sistemas no li-
neales, como son los puntos de equilibrio, los atractores, la estabilidad de un punto de equilibrio,
etc.

2.1. Conceptos de estabilidad

A continuaciéon se definird el concepto de estabilidad para sistemas auténomos. Para una mejor
comprension de las siguientes secciones, se introduce una breve notacion simplificada. Sea Br una
bola definida por ||z|] < R en el espacio de estado y Sg una esfera en si, definida por ||z|| = R,
donde z es una variedad del estado que satisface x € X C M donde M es una vecindad de R™.

b gl P

Figura 2.1: Concepto de estabilidad.

La Figura 2.1 hace una representacion grafica de la estabilidad y donde cada curva describe los
siguientes casos.

La curva 1 indica estabilidad asintotica.
La curva 2 indica estabilidad marginal.

La curva 3 indica inestabilidad.

Definicidon 2.2. [27] Un punto x = z*en el espacio de estado es un punto de equilibrio de sistema
descrito por (2.1), conu = 0, si se tiene la propiedad de que el estado inicial del estado x*, permanece
en x* para todo tiempo t.

Definiciéon 2.3. [27] FEl estado de equilibrio x = 0 es llamado estable, en el sentido de Lyapunov,
si, para cualquier R > 0, existe un r > 0, tal que si ||x(0)|| < r, entonces ||x(t)|| < R para todo
t > 0. De otra forma el punto de equilibrio serd inestable.

Mas formalmente, el estado define que el origen es estable dado que no buscamos la trayectoria
de estado z(t) que lleva fuera de la bola de un radio especificamente arbitrario Bg, un valor r(R)
puede ser encontrado tal que se inicie el estado desde el interior de la bola B, en un tiempo cero,
garantizaremos que el estado permanecera dentro de la bola Bpg.
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Figura 2.2: Interpretacion gréfica de estabilidad.

Figura 2.3: Estabilidad asintotica del origen [9].

Definicion 2.4. [/3] El punto de equilibrio x = 0 de (2.1) es llamado atractor si existe un nimero
n > 0 que tiene la propiedad de que
lim (t) = 0
siempre que ||z(0)] < 7.
La bola B, = {y € R"|d(x,y) < n} es llamada un dominio de atraccion del punto de equilibrio.

La estabilidad asintotica indica que en el equilibrio es estable, y que ademaés, el estado iniciado
cerca de cero, converge a cero cuando t — oco. Un punto de equilibrio que es Lyapunov estable pero
no es asintoticamente estable es llamado marginalmente estable.

Definicién 2.5. [/3] Un punto de equilibrio x = 0 es asintdticamente estable si es estable, y si es
atractor.
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S,

Figura 2.4: Punto de equilibrio atractor.

Definicidén 2.6. [/3] Un punto de equilibrio v = 0 es exponencialmente estable si existen dos
numeros estrictamente positivos a > 1 y X > 0 tal que

vt >0 [lz(t)] < allz(0)] e (2:3)

en alguna bola B, alrededor del origen donde el pardimetro \ se le llama tasa de convergencia
exponencial.

En otras palabras (2.3) indica que el vector de estados de un sistema exponencialmente estable
tiene una taza de convergencia mayor al origen que un sistema asintdticamente estable.

Las definiciones anteriores estan dadas para estabilidad en sistema locales, las siguiente definicion
es valida para sistemas globales.

Definicion 2.7. [43] Si un punto de equilibrio es asintdticamente (o exponencialmente) estable,
para cualquier condicion inicial, el punto de equilibrio es llamado asintéticamente estable en la
trayectoria. También podemos llamarlo globalmente asintdticamente estable.

2.2. Estabilidad en el sentido de Lyapunov (segundo método)

En esta seccion se verd el estudio de la estabilidad en el sentido de Lyapunov de los sistemas
descritos por (2.1) y (2.2) al usar la energia total de los mecanismos que satisfagan la funcion de
Lyapunov. El método directo de Lyapunov formaliza la primera propiedad, por nocién de funciones
definidas positivas, y la segunda por formalizacion es llamada funcién de Lyapunov.

Definiciéon 2.8. [27] Una funcion escalar continua V(x) es llamada definida positiva localmente,
si V(0) =0 y sobre una bola Bpg,

r#0 = V(r)>0 Vz

Si V(0) =0 y la propiedad anterior lleva al centro del espacio de estado, entonces V(x) es llamada
globalmente definida positiva.
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A
V=V3
V=V2
" V=V
> X2
V1i<V2<Vs

Figura 2.5: Forma tipica de una funcion definida positiva V(z1, z5).

‘W(X )

R |

X2

Figura 2.6: Forma tipica de una funcién definida positiva cuya geometria es complicada.

La definiciéon anterior implica que V tiene un minimo tnico en el origen.
Con una pequena variaciéon de la Definicion 2.8, se puede incluir funciones definidas negativas local
y globalmente como se observa a continuacion.

Definicién 2.9. [43] Una funcion escalar continua V(x) es llamada una funcional definida negativa
localmente, si =V (z) es definida positiva.

r#0 = V(zr)<0
Definicién 2.10. [43] Una funcion V(x) es semidefinida positiva si V(0) =0 y
r#0 = V(z)>0

Si V(0) =0 y la propiedad anterior lleva al centro del espacio de estado, entonces V(x) es llamada
una funcional semi definida positiva globalmente.
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Si se denota con z el estado del sistema (2.1), una funcion escalar V' (z) representa actualmente
una funcion implicita del tiempo ¢. Asumiendo que V() es diferenciable, procedemos a usar la regla
de la cadena.

v _ dV(zx) Ov. Ov

(2.1) dr %I " or (z) (24)

Definicién 2.11. [{3] Si en una bola Bg,, la funcion V(z) es definida positiva y tiene derivadas
parciales continuas, y si su derivada a lo largo de la trayectoria del sistema (2.1) es semi definida
negativa, entonces V(x) es llamada funcion de Lyapunov para el sistema (2.1).

Una funcién de Lyapunov puede ser dada en una simple interpretacion geométrica. En la Figura
2.5, el valor del punto V' (z1,z5) es visto en un punto hacia abajo del cono.

El término Local en un punto de equilibrio es de particular interés ya que tiene propiedades
de estabilidad en una vecindad del punto y usualmente involucra una funciéon definida positiva
localmente.

Teorema 2.1. Teorema principal de Lyapunov. [32] Sea © = 0 un punto de equilibrio de
i = f(x). Sea V: D — R una funcién C"* tal que

= V(0)=0
» V() >0parax e D—0
(] . 9
V() = 9 fa) = D) <0,
para todo v € D.

Entonces x = 0 es estable.

Demostracion. Considere cualquier € > 0 y considere la bola
B,=zeR":|z| <rCD,
donde r € (0, €.

Sea 3 € (0, a] donde

a = méax V(x),
llzll=r

y defina
Qp=x€B,:V(z)<pCB,.
Elija z(0) € Qg y sea z(t) cualquier solucion de # = f(z). Por hipotesis [DfV](z(¢)) < 0 lo cual
indica que
V(z(t)) < V(x(0)) < 5,

para todo ¢ > 0. Esto indica que el conjunto 25 es invariante bajo f.
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Ahora entonces, existe un 0 > 0 tal que
|lz|| < 0= V()<

lo cual implica que
Bs = z|||z|]| <0 C Qg C B,.

Asi
siz(0) € Bs = z(0) € Qg
= l’(t)Qg Vi >0
= z(t)B, Vt>0
= |z()]|<r<eVt>0
lo cual implica estabilidad de Lyapunov. O

Teorema 2.2. (Estabilidad local). [27] Si en una bola B, existe una funcion escalar V(x) con
la primer derivada parcial continual tal que

e V(x) es definida positiva (localmente en Bg, ).
o V(z) es definida seminegativa (localmente en By, ).

Entonces el punto de equilibrio es estable. Si actualmente la derivada V(x) es definida negativa
localmente en Bg,, entonces es asintoticamente localmente estable.

Una condiciéon adicional para V' es que tiene que satisfacer el no tener un radio acotado, porque
indica que V' (x) — oo cuando ||z|| — oo (en otras palabras x tiende a infinito en cualquier direccion).
De aqui se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.3. (Estabilidad global). [27] Suponga que existe una funcion escalar V' del estado x,
con la primer derivada parcial continua tal que

e V(x) es definida positiva.
o V(z) es definida negativa .
e V() — oo cuando ||x|| — oc.

entonces el equilibrio en el origen es globalmente asintoticamente estable.

De estos resultados se puede concluir que pueden existir muchas funciones de Lyapunov para el
mismo sistema. Lo anterior indica que si V' es una funcién de Lyapunov para un sistema dado, i.e.

Vi =pV*®

donde p es una constante estrictamente positiva y a > 1 es cualquier escalar, no necesariamente es
entero, entonces V; también es una funciéon de Lyapunov.
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Teorema 2.4. (Estabilidad asintética). [32] Bajo la hipétesis del Teorema 2.1, V(z) < 0 en
D — {0} implica que x = 0 es asintdticamente estable.

Demostracion. Dado V (z(t)) como una funciéon no decreciente, esto implica
V(z(t)) — ¢ >0,
cuando t — oo.

Si ¢ > 0 entonces existe un d > 0 tal que By C €).. Ahora sea

—~ = max V(x) < 0.
7 lzl|>d (z)

Entonces observe que
V(xz(t) = V(z(0) + _O[V (z(7))dr
= V(x(0)) — 7t

para un t grande, esto debe ser negativo, lo cual contradice el hecho de que V' > 0. Por lo tanto ¢
puede ser cero. O

Definiciéon 2.12. [32] Dada una sucesion creciente T, decimos que V : D — R es una funcion tipo
Lyapunov si

= V(z,t) <0 parat € (tg, tegr)

» V no decrece mondtonamente en E(T), donde E(t) es el conjunto de todos los puntos de la
sucesion 1.

Lema 2.1. [/32] Considere la ecuacion diferencial ordinaria

& = —g(x),

donde g es localmente Lipschitz, g(0) =0 y xg(z) > 0. Claramente x = 0 es un punto de equilibrio.
Considere una funcion candidata de Lyapunov a

Observe que V € C', V(0) =0, y V(z) > 0 para x # 0. Asi todo lo que se necesita verificar es la
derwada direccional de V,

_OVdr OV

= 55 [9@)] = —g*(z) <0,

D)V =——=
g Or xt

para todo x € D — {0}. Este tipo de sistema es asintdticamente estable.
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2.3. Principio de invarianza de LaSalle.

La estabilidad de Lyapunov es una propiedad local de los puntos de equilibrio. Si sabemos que
|z|]| < ¢ implica ||z(t)|| < € para cualquier € y t > 0, entonces podemos pensar en una bola Bj
centrada en el punto de equilibrio como una base de atraccion (BOA por sus siglas en inglés) para
el punto de equilibrio.

De aqui surge una pregunta, que indica bajo que condiciones seré una base de atracciéon un espacio
de estado entero.

La idea béasica es encontrada por la prueba original: retomando que » > 0 tal que B, C D. Para
esto se elige encontrar

b= min V(o)

Obteniendo el conjunto invariante
Q={z e B|V(x)l <5}

Entonces elija Bs C 23. Si 0 puede hacerse arbitrariamente grande cuando r — oo, entonces se
puede concluir la estabilidad global.

Definicién 2.13. [32] Sea V : R™ — R una funcion tal que V(z) — oo cuando ||z|| — oo, entonces
V' es llamada como radialmente no acotada.

Los siguientes teoremas muestran que una V radialmente no acotada es suficiente para la estabi-
lidad asintotica global del punto de equilibrio

Teorema 2.5. (Barbashin-Krasovskii). [32] Sea V : R" — R una funcion C* radialmente no
acotada tal que V(0) = 0, V(z) > 0 cuando © # 0 y V(x) < 0. Entonces v = 0 es globalmente
asintoticamente estable.

Teorema 2.6. (Chataev). [32] Sea x = 0 un punto de equilibrio de & = f(x). Sea V una funcion
C!' tal que V(0) = 0. Para todo € > 0 suponga que existe xg € B, tal que V(x¢) > 0. Si existe un

€ >0 tal que V() > 0 para x en el conjunto,
U = {z|||lzl| <r,V(z) >0},
entonces x es inestable.

Demostracion. x es interior de U y de V(xy) = a > 0. Asi, la trayectoria que inicia en x(0) = zo,
debe dirigirse a U.
Note que esta trayectoria no puede cruzar la superficie

{z|V(x) = 0},
porque V' (zg) = a > 0. Asi, puede ir dentro de la superficie
{zlllzll =},

y entonces existe un € > 0 tal que para algin z(0) arbitrariamente cerrado en el punto de equilibrio,
no podemos permanecer dentro de €. Por lo tanto el punto de equilibrio es inestable. O]
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Definicion 2.14. [32] Sea x la solucion de & = f(x). Un punto p es un punto limite positivo de x
st existe una sucesion {t,} donde t,, — oo tal que z(t,) — p cuando n — 0.

Definicion 2.15. [32] El conjunto limite w (conjunto limite positivo) de x es el conjunto de todos
los puntos positivos de .

Definicién 2.16. [32] Un conjunto M es llamado invariante respecto a f (f invariante) si x(0) € M
implica x(t) € M para todo t > 0.

Definicidon 2.17. [32] Se dice que M es un atractor para x, si cuando t — 0o y cualquier € > 0
existe un T' > 0 tal que
3 €M |x(t) — x| <e

para todo t > T
El siguiente teorema establece la fuerza del principio de invarianza.

Teorema 2.7. [32] Si x es la solucion de & = f(x) que es acotada y direcciona D para todo t > 0,
entonces el conjunto limite w de x, L™, es no vacio, compacto, invariante, y atractor.

Demostracion. la prueba se dard para cada caso por separado.

» No vacio: Dado que x(t) es acotado y consiste de un nimero infinito de puntos, el teorema de
Weierstrass demuestra que tiene un punto limite.

» Acotado: Dado que z es acotado en D, este punto limite es acotado y también L™ es acotado.

» Compacto: Se ha probado que L™ es cerrado y entonces el conjunto compacto tiene la forma
del Teorema de Heine-Borel. Sea {y;} una sucesion en L tal que y; — y. Dado un y; € LT
para cada i, entonces {t;;} es una sucesion tal que x(¢;;) — y;. Asi se construye una sucesion
7;, eligiendo 7; > tij, tal que ||x(1;) — ;|| < % Asi, para cualquier ¢ > 0 se puede encontrar
un N; y N, tal que

€ .
||x<7_i)_yi||<§ Vo> Ny,

€ .
”yi_y||<§ V' i> Na.

Esto indica que

(7)) — will < llz(7) —wll + lyi —yll = e > N;
para todo i > max(Ny, Ny), lo cual indica que x(r;) — y. Asi, y € LT y también LT son
cerrados.

» Invariante: Sea y € LT y también x = ¢(x,t) la solucion de & = f(x), con z(0) = y. Dado
y € LT como una trayectoria de = y la sucesion {t;} tal que x(t;) — y. Asi se nota que

St +ti, ) = ot b(ts, x0))
= otat))

Por continuidad de z, se puede tomar el limite en ¢ — oo. Asi, se concluye que

lo cual implica que ¢(t,y) € LT para todo t > 0y LT sea invariante.
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» Atractor: Suponga que no es un atractor, entonces existe un € > 0 y una sucesion {t;}, tal que
inf ||z(t;) —y|| > €
inf [la(t) — yl

Dado que la sucesion es acotada (compacta), contiene una subsucesion convergente x(t;) — x*
indicando que z* € L*. Esto puede ayudar mientras x sea siempre menor que € en todo L™,
lo cual contradice la suposicion inicial.

]

Con base en las anteriores definiciones y teoremas, se puede ahora establecer de forma mas clara
el Teorema de invarianza de LaSalle.

Teorema 2.8. (LaSalle). [32] Sea 2 C D un conjunto compacto positivamente invariante con
respecto a © = f(z). Sea V : D — R una funcion C*, tal que, V <0 en Q. Sea E el conjunto de
todos los puntos en Q tal que V = 0. Sea M el conjunto invariante mds grande en E. Entonces toda
solucion iniciada en ) se aproxima a M cuando t — oo.

Demostracion. Sea x la solucion de & = f(z) iniciada en 2. Dado que V < 0 en Q, se sabe que
V(z(t)) es no creciente y también es acotada, asi que tiene un punto limite a.

El conjunto limite w, LT, de x esta Q, dado que € es cerrado. Asi para cualquier p € LT existe
una sucesion {t,}, tal que, z(t,) = py

V(p) = lim V(x(t,)) = a,

n—oo
lo cual indica que V(z) =a en L*.
Dado que LT es invariante (por el teorema anterior) se sabe que V(z) = 0 en L* lo cual implica

que
LTcMcCcFECcCQ.

Ademas se sabe por el Teorema anterior, que LT es atractor, lo que implica que z — LT o que
x— M. ]

El siguiente Colorario es una aplicacion del principio de invarianza, que es obtenido por la soluciéon
trivial x = 0, la cual es el mayor conjunto invariante en F.

Corolario 2.1. [32] Sea x = 0 el punto de equilibrio de & = f(z). Sea V : D — R una funcion
definida positiva C* en D, y que conteniendo a v = 0 tal que V <0 en D. Sea

S ={z e D|V=0}

Ahora suponga que la solucion no esta en S, ya que es la solucion trivial. Entonces la solucion es
asintoticamente estable.

Observacion 1. Observe que al quitar la restriccion de que V es definida negativa, todavia se asegura
la estabilidad, y esto es por el costo de valorar la naturaleza no atractora de S.
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Ahora bien, el enfoque de este tema de tesis es orientado a robots de 2GdL, por lo que es nece-
sario conocer su descripcidon. El modelado de robots puede ser descrito por diferentes técnicas de
modelado, como lo es el modelo dindmico, el modelo cinematico directo de aceleracion, el modelo
cinematico directo de posicion, el modelo cinematico directo de velocidad, el modelo cinematico
inverso de aceleracion, el modelo cinemaético inverso de posiciéon y el modelo cinemaético inverso de
velocidad.

Para nuestro caso de estudio modelaremos al sistema con el modelo dinamico, para esto requerimos
introducir a un tipo de sistemas no lineales especifico, el cual es representado por ciertas ecuaciones
llamadas ecuaciones de Euler-Lagrange.

2.4. Las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Las ecuaciones Euler-Lagrange originalmente fueron usadas para describir la dindmica de sistemas
mecanicos. Pueden ser demostradas por su equivalente en la segunda ley de Newton. La ventaja de
la formulacion de Euler-Lagrange es que la forma de estas ecuaciones es invariable. Las ecuaciones
de Euler-Lagrange también pueden ser usadas para describir la dindmica de otros sistemas fisicos,
como sistemas eléctricos.

El modelado de sistemas con varios parametros pueden ser dados por dos aproximaciones bésicas,
las cuales son usadas cominmente en la actualidad: la derivacion de la ecuacion de movimiento
usando ley la de Newton, o la aplicaciéon de principios de variacion al seleccionar funciones de ener-
gia. De hecho, para sistemas puramente mecanicos o eléctricos se usa la segunda Ley de Newton
y Ley de Kirchhoff, respectivamente. El método de modelado por Euler-Lagrange es muy facil de
aplicar para un sistema hibrido! de los mencionados anteriormente. En este caso, las fuerzas que
interactuar pueden obtenerse el método de desplazamiento arbitrario y de conservacion de la energia.

2.4.1. Modelado de sistemas Euler-Lagrange.

La metodologia de modelado de sistemas de FEuler-Lagrange puede ser utilizada para el modelado
de un robot. Para determinar las ecuaciones de Euler-Lagrange en una situacion especifica, uno
tiene que constituir el Lagrangiano del sistema, que es la diferencia entre la energia cinética y la
energia potencial.

Las ecuaciones Euler-Lagrange tienen algunas propiedades muy importantes que pueden ser ex-
plotadas al disenar y analizar los algoritmos de control por retroalimentacion. Entre estos limites
explicitos esta la matriz de inercia, linealidad en los pardmetros de inercia, y propiedades de pasi-
vidad, etc.

El diseno de un modelo via aproximacion por variacion hace el uso de las funciones de energia
en términos de conjuntos de variables generalizadas (tipicamente posiciones y cargas para el siste-
ma mecanico y eléctrico, respectivamente), este procedimiento hace una introduccion de la funcion

! e.g. teniendo una parte mecénica y otra eléctrica.



2. Teoria de sistemas no lineales. 17

Lagrangiano. Las ecuaciones de movimiento son derivadas, principalmente de dinamicas analiticas,
particularmente del principio de Hamilton, el cual describe el movimiento de los estados del sistema
a través de las trayectorias que minimizan la integral del Lagrangiano.

Uno de los origenes de las ecuaciones de Euler-Lagrange para sistemas mecanicos es detallado a
continuacion.

Modelo dinamico

Las etapas para el modelado dindmico de robots manipuladores por Euler-Lagrange consiste de
los siguientes pasos [9]:

1. Calculo de la energia cinética: K(q(t),q(t)).
2. Calculo de la energia potencial: u(q(t)).
3. Calculo de Lagrangiano: L(q(t),q(t)).

4. Desarrollo de las ecuaciones de Euler-Lagrange; para obtener

e(q(t),q(t)) = K(q(t), q(t)) + ulq(?)), (2.5)
donde ¢ es la suma total de las energias, las energias cinéticas K y las energias potenciales u, y
q@t) = alt) ... q(t) ]T7 que corresponde a un vector de coordenadas generalizadas.

El Lagrangiano £(q(t),(t)) de un robot manipulador es la diferencia entre su energfa cinética K
y su energia potencial u de tal forma que:

L(q(t),4(t)) = K(q(t), (1)) — ulq(t)), (2.6)

Considerando a u como fuerzas conservativas, como lo es la fuerza de gravedad y fuerzas de resorte.
Las ecuaciones del movimiento de Euler-Lagrange vienen dadas por:

d j(t 1(t
d 8E(Q_,Q( D] _0Led) _ bi(t), (2.7)
dt | 9q(t) q(t)
o de forma equivalente
d aﬁ(q, Q)| 9L(¢,;q) _ —
dt | 9 dq;
con i representado la i — esima articulacion i = 1,...,n donde 7; son fuerzas y pares ejercidos (por

accionadores) en cada articulacién como fuerzas no conservativas, siendo b el coeficiente de friccion
viscosa vy n = grados de libertad.
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Por otro lado, la energia cinética de un cuerpo en movimiento esta dada por

"1
i=1

donde n es el nimero de coordenadas generalizadas, m; es la masa del i-ésimo cuerpo en movimiento
v v; es la i-ésima velocidad operacional.
Asi que la energia cinética asociada a un dispositivo mecénico articulado puede definirse como:

) 1. )
K@@ngD@%

donde D(q) es una matriz n x n simétrica definida positiva denominada matriz de inercia. La energia
potencial u(q) no tiene una forma especifica como en el caso de energia cinética, pero se sabe que
depende del vector de posiciones articulares ¢, situaciéon que describe la altura del centro de masas
con relacion al plano de trabajo.

El Lagrangiano L(q, ¢), dado por la ecuaciéon (2.6) en este caso es:

. 1, .
L(g,d) = 54" D(g)g — u(q) (2.9)
De esta forma la ecuacion de movimiento de Euler-Lagrange puede expresarse como:

o [0 | - 2 [ D] + 22— - ),

los términos del lado derecho de la ecuacion anterior son fuerzas externas, por lo tanto puede
verificarse que:

~ 5" Di] = D

dq
% | |30t = D@+ D
cuya forma genérica es:
D)+ Clas i+ 9(a) = 7= 5 (0) (2.10)

Notese que de (2.10) es una ecuacion diferencial vectorial no lineal en el estado [ g’ ¢ ]T, donde

Cla.d)i = D@~ 3 11" Dloyi]. (2.11)
g@)::agg) (2.12)

y C(q,q4)q es un vector de n x 1 llamado vector de fuerzas centrifugas y de Coriolis, ¢g(q) es un vector
de n x 1 de fuerzas o de pares gravitacionales y 7 es un vector de n x 1 llamado vector de fuerzas
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externas, siendo generalmente los pares y fuerzas aplicadas por los actuadores en las articulaciones.

La matriz C(q,4) € R™™ puede no ser tnica, pero el vector g si lo es y C define el mapeo
C:R" — L(R™ x R™; R™). Una manera de obtener C(q, §)q es a través de los coeficientes o simbolos
de Christoffel ¢;;x(¢) definidos como:

) 1 [dDy;(q) . dDwi(q) . dDi;(q)
Cz]k(Q)_Q dq; + 3% T o ’

donde D;;(q) denota el ij-ésimo elemento de la matriz de inercia D(q). En efecto, el kj-ésimo elemento
Crj(q, ¢) de la matriz C'(q, ¢) puede obtenerse de la siguiente manera:

T
c1jx(q)

. c25%(q)
Cii(g.9) = | ,

ik (q)

Usando una factorizacion especial describimos el sistema de ecuaciones de Euler-Lagrange puede
ser representado de forma equivalente a

OF

D(q)q+C(q,d4)q + 9(q) + a—q.(q) =7 (2.13)

donde %—{;(q) es llamada comtnmente como fuerza disipativa.
Lema 2.2. [61] Con D y C de la ecuacion (2.13) tenemos que ¢" Dg — 247 (C(q, ¢)q) = 0.

Demostracion. Si calculamos
i = Wq
Entonces del calculo usando la definicién de C' se puede verificar que
ozt oxI

q"Dg — 24" (C(q.4)d) = (

dado que el resultado entre paréntesis es simétrico con respecto a los indices ¢ y j, se cumple el
resultado, enunciado en el Lema 2.2. O

2.4.2. Fuerzas externas.

Existen tres tipos de fuerzas externas que influyen en un sistema Fuler-Lagrange las cuales son:
Fuerza de control de entrada, fuerzas disipativas, y fuerzas de interaccion del sistema con su medio
ambiente (perturbaciones).

Se supone que la fuerza de control en un sistema lineal puede ser descrita como Mwu y por lo tanto,
M es una matriz constante y u es el vector de control, es decir un vector que contiene todas las
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senales de control.

Las fuerzas disipativas, siempre son de la forma —0F(¢)/dq, donde F(¢) es llamada como de
disipacion de Rayleigh, que por definiciéon satisface

q'Ta_F
9q
Usando estas tres fuerzas, las fuerzas externas pueden ser escritas de la forma

OF
=— M
Q=57+ Qc+Mu

donde )¢ denota las fuerzas de perturbacion.

(q) > 0.

Definicion 2.18. [61] Un sistema con ecuaciones Euler-Lagrange
d (0L oL OF
L N I LY

esta caracterizada por los pardmetros Fuler-Lagrange

K(de)’ U(Q)>F(Q)a Mv QC

Si un pardmetro es igual a cero, entonces usualmente se omite algun pardmetro. por ejemplo, si
Q¢ = 0 el conjunto paramétrico es

K(q-9),U(q), F(q), M.

Definiciéon 2.19. Sistema Euler-Lagrange completamente actuado: [61] si el nimero de en-
tradas de control n, es iqual al nimero de grados de libertad n, el sistema es llamado completamente
actuado, esto es, n =n,. Sin > n,, el sistema es llamado subactuado.

Definicion 2.20. Amortiguamiento de sistemas Euler-Lagrange: [61] el sistema es definido
como completamente amortiguado, si la funcion de Rayleigh ¢TOF (§)/0q es definida positiva, esto
es, que satisface

OF .
YL > o 2
y (q) > ;:1 q;
cona; >0, Viel ..on Sid el ....n:a; =0, el sistema es llamado como subamortiguado.

Observacion 2. Funcién de disipacion cuadratica: [61] En muchos casos se supone que la funcion
de disipacion de Rayleigh es una funcion cuadratica de la forma
N L.,
F(q) = 54" Rq
donde la matriz R es no negativa, simétrica y diagonal. Si el sistema es completamente amortiguado,
la matriz es definida positiva y el sistema es subamortiguado, esto es semidefinida positiva pero no
definida positiva (de la Definicion 2.20). La propiedad cuadratica de F indica que F'(0) = 0.
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2.4.3. Suposiciones y propiedades.
Para el desarrollo de este tema se proponen las siguientes suposiciones y propiedades:

Proposicion 2.1. [/2] El sistema (2.13) puede ser parametrizado de la forma

D(@)i+ Cla d)d + 9(a) + Z—g@ — B(q,d,4)70 (2.14)

donde 0 € RP es un vector de pardmetros constantes y ®(q,q,¢)" € RI*™ es la matriz de regresion.

Suposicién 2.1 [61] La matriz de inercia D(q) es definida positiva V z, 27 D(q)z > 0 y simétrica
D(q) = D(q)", y también tiene una cota inferior y superior, i.e. satisface la desigualdad

dnl < D(q) < dyl (2.15)

donde d,,, y djs son constantes positivas.
Suposicién 2.2 [61] La funcién de energia potencial u(q) es radialmente acotada, globalmente
definida positiva y tiene un minimo tnico en ¢ = g. También asumimos que u(q) no tiene ningin

otro punto critico, por lo que ¢ = g es la tinica solucion de du/dq = 0.

Suposicion 2.3 [61] Existe alguna constante positiva k, y k, tal que

d%u(q) H
ko > 2.16
9= || o (2.16)
du(q) H
k, > sup || —22 2.17
qgeR™ aq ( )

Proposicion 2.2. [61] La matriz C(x,y) es acotada en x y lineal en y, entonces Vz € R"

C(z,y)z =C(x, 2)y (2.18)

1C(z, Yl < kellyll, ke >0 (2.19)

de hecho (2.18) es una consecuencia de la definicion de C(q,q). También las desigualdades (2.16)
y (2.17) son una definicion de los simbolos de Christoffel.

Una vez que se ha comprendido la teoria anterior, ahora se puede realizar una conexioén con la
teoria de control para el desarrollo de un algoritmo de control como se presenta a continuacion.

2.5. Sintesis de un controlador mediante el analisis de Lya-
punov.

Como se mencion6 anteriormente, el control mas comun en sistemas subactuados implementados
de forma artificial, esta basado en propiedades pasivas de los sistemas. Sin embargo, estas técnicas
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tienen algunas deficiencias en la realizacion, por lo que solo nos enfocaremos en sistemas de dos
grados de libertad tipo vertical, y en particular con los modelado de sistemas por medio de la téc-
nica de Euler-Lagrange revisados en el presente capitulo y el apéndice A. Los sistemas robéticos
Euler-Lagrange tienen algunas propiedades que explotaremos para el diseno de la ley de control,
como son los resultados a través de (2.13), el Lema (2.2), la Suposicion (2.1), y las Definiciones
(A.3), (A.4), (A.5), principalmente.

2.5.1. Esquema de control.

Para el caso de estudio en cuestion, como se menciond anteriormente, se tomaran los sistemas
subactuados de dos grados de libertad tipo verticales. Siguiendo la configuracion clasica de un
robot descritos por (2.10), se pueden sintetizar las dindmicas para un sistema de dos grados de
libertad de la forma siguiente:

D(q) = { dulq) diafq) } (2.20)

) Ciold,4) } (2.21)
| 91(q)
Q(Q) = {92@) } (2'22)

T2

r= { m 1 (2.23)

Observacion 3. Las fuerzas disipativas se han omitido debido a que estas no influyen directamente
en propiedades pasivas del sistema, e incluso las fricciones inducen pasividad.

Debido a que el sistema propuesto en este tema es un sistema subactuado, entonces las ecuaciones
anteriores pueden ser descritas como sigue:

D(q> (q.acta ijact) + C(Qa Q) (Qach q.noact) + Q(Q) =T (224)

donde
Tact
T = { } (2.25)

Thoact

donde el término act indica la variable actuada y el término noact indica la variable no actuada.

La energia total de un sistema esta dada por la ecuacion (2.6) y esta debera de ser evaluada en el
punto de equilibrio al que se desea llevar al sistema. Asi, se obtiene la energia deseada del sistema
(Leq), donde el subindice eq indica que es evaluado en el punto de equilibrio deseado, por lo que la
ecuacion de energia tiene las siguientes caracteristicas:

K(q(t),q(t) =0, (2.26)
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y
u(q(t)) = u(geq)- (2.27)

De esta manera, se puede apreciar que para llevar al sistema al punto de equilibrio deseado, es
necesario introducir la serie de condiciones siguientes:

C1) Geg = 0.
C2) E(q6q7q8q> = Leg.

donde se observa que si £(g, ) # Leq entonces gy, > 0. Dado que el objetivo del control es llevar
al sistema a las condiciones Goet = 0, L = L —Leq V Gact = Gact — Geq» S€ agrega una tercera condicion

C3) Qact + Qnoact + cte = 0.

2

Asi, L =L — L., =0, resulta en una trayectoria, la cual es conocida como orbita homoclinica® la

cual depende de las dindmicas de cada sistema en particular.

Del apéndice A, se usaran algunas propiedades de la pasividad para realizar una retroalimentacion
equivalente. Asi, se involucra una funciéon de almacenamiento de la forma V' (z) para el disefio de la
ley de control. Por lo que se propone una funcién candidata de Lyapunov de la forma siguiente:

kp . kp . kr .
7qgct + 7qc2zct + ngoact (228)

donde las constantes kg, kp, kp y ki son estrictamente positivas, para que (2.28) sea semidefinida
positiva. Del modelo directo de un manipulador se obtiene:

. kg 5, .
Vi(g,q) = gEﬁ(q,QV +

act q t
J ac
E q;.mact = Qnoact ! (229)
q actt D(q)_l [7- — C(q’ q) (qact, qnoact) - g(q>]

se puede descomponer al sistema de tal manera que la variable actuada quede de la forma siguiente:

[ G }:Adj(f(q)) (M _C(m{ dact ]_g@), (2.30)

Gnoact Gnoact

Asi la variable §,.; se escribe como:

A Q);r ua)r (2.31)

donde A = det(D(q)).

2 Una trayectoria de un sistema dindmico que tiende a un mismo conjunto invariante (punto de equilibrio, punto
de un plano, orbita periodica, etc.) cuando ¢t — +oo.
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Debido a que V (¢, ¢) es una funcion definida positiva, lo siguiente es verificar si es una funcion de
Lyapunov, por lo que se calculara V(q, ¢), de la forma lo siguiente:

V0D = | v 23

Debido a que para que V'(g, ¢) sea una funciéon de Lyapunov, tiene que cumplir con V(g,q) <0, por
lo que se propone que V(q,q) = 0V (q, ¢)/04act + OV (¢; 4)/ Vdnoact, 1-e.

V = kiE»éﬁ + kD(jactQ(zct + kPQ(zct(jact + kLQactgnoact + qu.noact(jnoact
- kEEQactT + kD(jactq.act + kPQactgact + kLQact67Loact + qu'noactqvnoact (233)

= q'act (k:EzT + kD(jact + kPQNact + qu~n0a0t> + kLQnoactQNnoact

Asi, una vez obtenido V(q,q’), y sustituyendo a £ por su equivalente en propiedad pasiva, i.e.
L = {uuT, se obtiene la representacion de la funcion (2.33) de la forma siguiente:

V = Qact {7— <kE'C~ + kDZ(Q)> + kD]zq’Q) + kpgact + kLgnoact}

+Qnoacthoact

(2.34)

Dado que la funcion V(q, ¢) necesariamente tiene que ser una funcion semidefinida negativa, se
propone lo siguiente:

V = _(Qact + q.noact)2 (235)

Asi forzando a la funciéon candidata se puede lograr que sea una funciéon de Lyapunov.
Al desarrollar (2.35), se le puede dividir en dos ecuaciones de la forma siguiente:

"/1 = _q.th + 2q.actq'noact S 07 (236)

‘./2 = _qfwact <0 (237)

De esta manera, de (2.34), (2.36) y (2.37) se obtiene que:

_q.zct - 2q.actq'noact = Qact (kEET + deact + kP(jact + kLgnoact> (238)

—Qioact = kL dnoact Qnoact7 (2 . 39)

Asi, la ley de control puede tomar la siguiente forma:

T (kEZ + kDZ(q)> + kDfA(q,(j) + kpdact + kLQnoact

= _Qact - 26jnoact-

(2.40)
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Obviamente la ley de control (2.40) pueden presentar singularidades, que se puede evitar si

-k ;
ki 4 P29 D) (2.41)
A
De la ecuacion de la energfa (2.6) se puede observar que £ > —2L.,. Asi, en (2.40) se mantiene bien
definida si lo siguiente se satisface:

kpu(q)

(4] 2 2k (L) (2.42)

Obteniendo de esta forma cota inferior para Kp/Kg:

ko 2u(q) (Ley)

B mic(a) (2.43)

Cuando se hace el uso de la ley de control (2.40) el sistema subactuado puede establecerse alrededor
de cualquiera de sus puntos de equilibrio. Para evitar cualquier punto singular diferente del punto
deseado se necesita que

]f:] <min (|[Log — La], | Leg — Lo| ,..) = ¢ (2.44)

Dado que V' no es una funcion creciente, se puede llevar (2.44) a (2.36) si las condiciones iniciales
son tales que

C2

V(0) < Kpo (2.45)

donde cada sistema en particular, define una region de atraccion. Por lo que la ley de control puede
ser escrita como:

_kDJZQ7Q) - ijdact - kL(jnoact - cjact - QQnoact

{@Z+ﬁ%ﬂ}

T =

Al desarrollar la anterior ecuacion se obtiene el siguiente resultado

- —k’Df(Q7 q) B (Qact - 2q'noact + kpdact + kLQnoact)A (246)

Como se puede notar de la ecuacion (2.46), hace que el primer término de (2.36) sea una funcion
semidefinida negativa, pero no a la funcion (2.36) en si, por lo que se define lo siguiente:

Va<Vi<0 (2.47)

ie.,

V<7 (2.48)
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donde 7 = a4+ [, por lo que el sistema queda representado de la siguiente manera

a = _Qnoact - kLQnoact (249)
y
_k 1) — ac _2'noac k ~ac k ~noac A
= ~FpS(@9) = (dact — 2dnonct + Kylact + KrGnoacr) (2.50)
kEEA + k:Du(q)
Finalmente, se llega a una ley de control general de la forma:
_k 1) — aci _2'noac k ~ac k ~noac A .

r—atp= f@ D) = (o — 2dnonct + Fploct + Frdnoac)d (2.51)

La cual puede ser implementada en general para sistemas subactuados de dos grados de libertad.
Observe que la ley de control sintetizada en (2.51) es una ley generalizada para llevar al sistema
subactuado a una posicion de equilibrio (dada a través de L), la cual es elegida por el usuario.
Si esta posicion de equilibrio es inestable, con esta ley de control, se asegura que las condiciones
C1), C2) y C3) se verifican y en consecuencia los estados en el atractor inestable estan acotados.
Lo anterior sera de gran utilidad para realizar en esta vecindad, la conmutacion hacia otra ley de
control, dada por un método lineal.

La ecuacion (2.51) resulta en el siguiente teorema para el andlisis de estabilidad.

Teorema 2.9. Considere el sistema (2.30) y tome la funcion candidata de Lyapunov (2.28) donde
kg, kp, kp y kr, como constantes estrictamente definidas positivas y que cumple con las condiciones
(2.43) y (2.44). Entonces la solucidn del sistema con la ley de control en lazo cerrado (2.51) converge
a un conjunto invariante M dado por la orbita homoclinica en el intervalo g, — cte = €, donde
le| < e* ye* es arbitrariamente pequenio.

El algoritmo de control presentado en esta seccion puede ser resumido de la siguiente manera:
1. Establecer la propiedad de pasividad para el sistema subactuado particular.
2. Evaluar la energia del sistema en el punto de equilibrio deseado.
3. Introducir condiciones para balancear al sistema a su configuracion deseada.
C1) Gy = 0
C2) L(q,q) = Leg-
C3) ¢1 + ¢+ cte=0.

4. [Estabilizacién de la orbita homoclinica.
5. Con las condiciones de balanceo, proponer una funcion candidata de Lyapunov de la forma:

, kg ~, . kp . kp _ kr, .
V(qa Q) = TE‘C(Q7 Q>2 + TDq(gct + Tquct + éqgwact (252)
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6. Forzar la funcion candidata de Lyapunov a una funcion de Lyapunov de la forma:
V = _<q.act + Qnoact)Q (253)

7. Con ayuda de la propiedad de pasividad y el modelo directo, establecer la ley de control.

_kDf<Q7 (D - (qact - 2@?Twact + kp(jact + kL(jnoact)A

= + —= —
! “ 5 ]{TEL:A + /{ZDU(Q)

- Qnoact - kLQnoact (254)

8. Una vez alcanzando la érbita homoclinica se debe disenar un controlador que estabilice al
sistema de manera asintotica, para el caso de estudio de este tema de tesis se propone disenar
un controlador LQR.

9. Al término del desarrollo de los pasos anteriores del algoritmo se propone hacer una con-
mutacion de controles, esto es con el fin de que cuando el sistema alcance una region de
atraccion hacia el punto de equilibrio deseado, el sistema deber&4 cambiar a un controlador
que lo estabilice, asi de este modo se resuelva el problema de balance y estabilizacién.

2.5.2. Prueba de estabilidad

La prueba del Teorema 2.9 estd basada en el Teorema de Invarianza de LaSalle (ver Teorema 2.8).

Demostracion. A fin de aplicar el Teorema de Invarianza de LaSalle, se requiere definir un conjunto
compacto (cerrado y acotado) €2 con la propiedad de que toda solucion del sistema (2.30) que inicia
en () permanezca en €2 para todo t < T

Dado que V (g, ¢) en (2.28) no es una funcion creciente, (ver (2.35)), entonces quct, Gacts Gnoact Y Gnoact
son acotados.

De aqui suponga que si las dindmicas contienen los siguientes términos, cos ¢noact, SEN Groacts COS Gnoact s
sen Guct, COS(Qact + Gnoact)s S€N(Gact + Gnoact) también son funciones acotadas, y se puede definir el es-
tado z del sistema en lazo cerrado como la composicion dada de guer, Sen Guer, SeN(Gact + Gnoact)s Gacts
COS Qnoact, SCN Qnoact Y Qnoact-

Por lo tanto, la solucion del sistema en lazo cerrado Z = F(z) permanece dentro de un conjunto
compacto 2 que es definido por el valor del estado inicial.

Sea I' el conjunto de todos los puntos en € tal que V(z) = 0.

Sea M el conjunto invariante mas grande en I

El Teorema de LaSalle enuncia que toda solucion iniciada en €2 se aproxima a M cuando t — oo.

Lo cual implica que del conjunto I" (ver (2.35)), si V =07 Guet + Gnoaet = 0, implica que quet + Gnoact
y V son constantes. Dado que el sistema va hacia las condiciones C1), C2) y C3), entonces el
conjunto invariante mas grande M estd dado por la orbita homoclinica en el intervalo g, —cte = ¢,
Qact + Qnoact + cte = ¢, donde |e| < £ y €* es arbitrariamente pequefio, entonces toda solucion
converge al conjunto invariante M, por lo tanto la trayectoria del sistema converge a la orbita
homoclinica. O
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2.6. Conclusiones

En este capitulo se vié como un sistema no lineal modelado por la metodologia de Euler-Lagrange,
y el cual presenta la propiedad de subactuacion, puede ser estabilizado en cierta region, en este caso
es una orbita homoclinica, lo cual representa una alternativa para el balanceo de este tipo de siste-
mas a un punto de equilibrio inestable del mismo. Esto es posible de realizar por la intervencion de
funciones de Lyapunov, estas funciones son una interesante alternativa para el control de sistemas
de manera general, aunque en este proyecto de tesis solo lo enfocamos en sistemas subactuados, la
metodologia diseniada puede ser aplicada a sistemas completamente actuados.

También podemos decir que la ley de control es una buena opcién para llevar a un sistema subac-
tuado de 2GDL a una region cercana a cualquiera de sus puntos de equilibrio inestables, Asi de esta
manera se puede decir con seguridad que el problema de balanceo para sistemas subactuados de
2GDVL esta resuelto con la aplicacion de la metodologia propuesta en este proyecto de tesis, y debido
a que un sistema puede ser estabilizado por medio de controladores lineales,> por lo que también
se puede decir que el problema de balancear y estabilizar sistemas subactuados de 2GDL en una
configuracion inestable es resuelto (para sistemas subactuados disefiados de manera artificial).

3 e.g. por medio de un controlador LQR, por asignacién de polos, etc.



Capitulo 3

Sistema subactuado pendubot.

3.1. Descripcion fisica.

El sistema Pendubot es un sistema electro mecanico (o mecatronico) que consiste en dos eslabones
rigidos interconectados por articulaciones de revolucion. El primer eslabon estd accionado por un
motor de CD y el segundo eslabén no esta actuado. Asi, el segundo eslabén puede ser controlado
por el movimiento inducido por el primero. El sistema Pendubot es similar en esencia al sistema
péndulo invertido. Sin embargo, la naturaleza de las dindmicas acopladas entre los dos cuerpos del
Pendubot resultan en algunas propiedades interesantes.

De otra forma, el sistema Pendubot es un robot simple que consta de dos cuerpos rigidos. Por
esto también, se puede decir que el sistema subactuado Pendubot es un sistema no lineal, ya que su
propia dindmica lo muestra. El segundo eslabon se mueve libremente alrededor del primer primer
enlace y el objetivo de control de este sistema es el de llevar al mecanismo a su punto de equilibrio
inestable. El sistema Pendubot es un robot tipo subactuado con punto de referencia, donde se puede
hacer el estudio de técnicas de control, como es el caso de la regulacion.

3.2. Modelado matematico.

En esta secciéon se resumen los topicos sobre el modelado de un brazo mecanico con dos grados de
libertad, el cual es el prototipo de estudio de este proyecto de tesis.

El robot considerado puede verse en la Figura 3.1 el cual consiste en dos eslabones conectados
a través de articulaciones rotacionales. El significado de las diversas constantes asi como el valor
numérico de las mismas estan resumidos en la Tabla 3.1.

3.2.1. Modelo del sistema pendubot.

El brazo manipulador estd descrito por el diagrama de cuerpo libre que es representado en la
Figura 3.1.

29
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Descripciéon Notacion | Valor | Unidades
Longitud eslabon 1 [y 0.2032 m
Longitud eslabon 2 lo 0.3841 m
Distancia al centro de masa (eslabon 1) la 0.1551 m
Distancia al centro de masa (eslabon 2) le 0.1635 m
Masa del eslabén 1 my 0.8293 kg
Masa del eslabon 2 mo 0.3402 kg
Inercia eslabén 1 respecto al centro de masa I 0.005 Kg-m?
Inercia eslabon 2 respecto al centro de masa Iy 0.0043 Kg-m?
Aceleracion de gravedad g 9.81 m/seg?

Tabla 3.1: Parametros y variables del sistema Pendubot.

El brazo manipulador estd formado por dos eslabones rigidos con las siguientes caracteristicas
asociadas a los angulos.

a) ¢1: mide desde la posicion vertical hacia arriba.
b) ¢2: mide la posicion del brazo en la horizontal.

El vector de posiciones articulares ¢(t) se define como:

at)=[ alt) a@)]"

La energia cinética K (q, ) = Ki(q, ¢)+K2(q, ¢) para este brazo puede descomponerse en dos partes
donde Ki(q,q) y K2(q,qG) son energias cinéticas asociadas a las masas m y my respectivamente.

3.2.2. Energia cinética.

El sistema se analiza como dos masas independientes, primero se procede a calcular la energia
cinética del primer eslabon. En la Figura 3.1 se muestra su diagrama de cuerpo libre.
Las coordenadas del centro de masa del primer eslabon expresadas en el plano X — Y son:

T =la COS(Q1)7
3.1
Yy = lclsen(QI)v ( )

y las del segundo eslabén estan dadas por

xo = Iy cos(q1) + lea cos(qr + q2),

3.2
Yo = lisen(q) + leasen(qr + q2). (3.2)

El vector de velocidad vy del centro de masa del primer eslabon partiendo de (3.1) en consecuencia
es:
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Actuador| 1 --—------—

Figura 3.1: Sistema subactuado Pendubot.

vy = { @ ] — { —lasen(q) @ } |

U1 lc100S(Q1)(h

Por lo tanto la velocidad al cuadrado v!v; del centro de masa de dicho eslabon resulta en

T

. , l, -
vivr = [ lasen(q)g Lo cos(q1)dqr | { 1sen(q1)dr ] |

la COS(Ql)Ql
v vy = 12,G7 [sen®(q1) + cos*(q1)] -

Al tomar la identidad trigonométrica cos®(6) + sen?() = 1, se obtiene, la velocidad al cuadrado
vlv; del centro de masa la cual resulta ser:

T, 722
vy V1 = lmiqgy.
Finalmente, la energia cinética correspondiente al movimiento del primer eslabon se obtiene como:

‘ 1 1. 1 P S
Ki(q,q) = §m1v1Tv1 + 51161? = §mllm?6ﬁ + 5116.7?- (3.3)

Por otro lado, la velocidad del centro de masa del segundo eslabén expresada en el plano X — Y
estd dada por

y partiendo de (3.2) se obtiene
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—lisen (q1) ¢1 — leasen (1 + q2) (¢1 + ¢2)

Vo = . . .
? lycos (q1) g1 + lea cos (q1 + q2) (¢1 + G2)

Finalmente, la velocidad al cuadrado respecto al centro de masa del segundo eslabon esta dada por

vave = [ —lisen (q1) ¢1 — leasen (¢1 + q2) (G1 + G2) L1 cos (1) 1 + lea cos (q1 + o) (61 + ¢2) | X

—lysen (q1) G — leasen (q1 + q2) (41 + ¢2)
licos (q1) g1 + lea cos (1 + q2) (41 + Go)

vave = [(lisen (q1) di + leasen (q1 + @2) (@ + d2))* + (I cos (q1) d1 + Lo cos (g1 + @2) (G + d2))°]
Al emplear las identidades trigonométricas

cos (0)* + sen (0)* = 1

sen (01) sen (01 + 02) + cos (61) cos (61 + 62) = cos (6s),

se obtiene finalmente la velocidad al cuadrado v v, del centro de masa del segundo eslabon:

Vg V2 = 13G; + lex [G5 + 26162 + 63] + 2l1ler [GF + Guda] cos (go)

De esta forma la energia cinética de dicho eslabon es

] 1 1 i )
Ks(q,q) = §m2v§v2 + 512 [d1 + o],

@52

5 Lz [ + 24162 + ] + maliles [6F + q1d2] cos(q2) + =T [q1 + d2)° . (3.4)

. m .
Ks(q,q) = 725?(1% + 5

3.2.3. Energia potencial.

De forma similar, la energia potencial puede descomponerse como la suma de dos partes: u(q) =
u1(q) + u2(q) donde ui(q) y ua(q) son las energias potenciales asociadas a las masas my y mg
respectivamente. De donde se obtiene que:

ui(q) = malagsen(q), (3.5)

us(q) = maligsen(q) + maoleagsen(q + g2). (3.6)
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3.2.4. Lagrangiano del sistema pendubot.

A partir de (2.6) y (2.7) se puede obtener el Lagrangiano del sistema:

L(q,q) = Ki(q,q) + K2(q, ¢) — u1(q) — ua(q)-

Lg,4) = grmuliadi + 30t + $ 16 + 5[4 + 2dide + 4]
+maliles [6F + G1G2] co8(q2) + 512 [¢1 + o]
—mylagsen(q) — maligsen(q1) — malaogsen(q + ¢2),
De esta ultima ecuacion pueden obtenerse las siguientes expresiones:

oL __

0 = (Mm% 4+ mal?] 1 + mal?g1 + mal’ge + 2maliles cos(ga)dy
+maliles cos(q2)ge + I1gr + Lo [¢1 + ¢o) ,

dt

aql] = [mal} + malf + mal% + 2moliles cos(g2)] Gi + [MalZ + maliles cos(g2)] G
—2malylasen(qa)qigs — m2l1lc236n(92)6]% + Ligy + I [G1 + G,

oL
90 = —g[mila + mali] cos(q1) — gmaleacos(qr + ¢2),
1

d [BL

aL by . . . .
Diy MalZyGi + malZygo + malile cos(qo)dn + I [d1 + do] ,
2
% [S—qﬂ = MalGy + malZyds + maliles cos(g2) Gy

—malileasen(q2)dige + 12 [G1 + ¢o) -

3.2.5. Modelado con Euler-Lagrange (EL).

Finalmente, de las ecuaciones dinadmicas de EL que modelan un robot manipulador se obtienen
las siguientes expresiones:

™n = [mllclz + mgl% -+ mglé + 2m2l1l62 COS<QQ>] (jl
+ [malZ, + malile cos(g2)] Go — 2malileasen(qs)Gigo

—malileasen(q)ds + LGy + Lo [G1 + Go) + g [mala + maly] cos(q)
+gm2l02603<Q1 + (12)7

Ty = mglé(.jl + m2l§2q2 + m211l62 COS((D)Q&

—malileasen(q)qiGe + Iz [Gr + Go] + malileosen(qe) [G1Ge + ¢
+gmaleacos(qr + q2).

Siendo 7 y 75 los pares que actian sobre las uniones 1 y 2, si bien en el sistema Pendubot 7 = 0,
lo cual se realiza a continuacion.
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De manera que se puede escribir el modelo de la forma genérica, al definir:

Asi, el modelado queda de la siguiente forma:

dii(q) diz(q) | .. Culq,q4) Cialq.q) | . 91(q)
[@m@ @x@}q+[cmwn>C@@@)}“*[m@)}_T (37)
En la Tabla 3.2 se muestran los valores parametrizados.
Parametro Valor
di1(q) ml? + mal} + mal% + 2molyles cos(q) + I + I
d12(q) mal?, + malile cos(qz) + Io
dgl (q) mglé + mglllcz COS(QQ) + [2
daa(q) m2l§2 + Iy
Ci1(q, q) —malileasen(qa)go
C12(q, ) —malileasen(qa) [q1 + o]
Ca(q, Q) mzlllczb“en(%)%
Cas(q, Q) 0
g1(q) g [mile +mali] sen(q1) + gmaleasen(qr + ¢2)
92(q) gmaleasen(qr + q2)

Tabla 3.2: Parametros matriciales del robot de los grados de libertad.

Observe que la existencia de la matriz D~!(q) se asegura debido a que D(q) es una matriz definida
positiva, lo cual permite expresar el modelo dindmico de un robot de n — grados de libertad en

términos del vector de estado [ ¢7 ¢” ]T de la forma siguiente:

dlqgl| q
E{d}_[DMYWﬂw—Cm@M—gmH (3.8)

Entonces las variables de estado adecuadas para describir el modelo dindmico del sistema son las
posiciones q; y g2 y las velocidades ¢; vy ¢». En términos de estas variables de estado, el modelo
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dindmico de un robot de 2GDL puede expresarse como:

q1 ql
e - o (3.9)
g; D(q)~"[7(t) — C(g,4)q — 9(q)]

Para obtener del modelo mateméatico del Pendubot, considere

St

Y dado el siguiente cambio de variable:

T1=q , T1=23
To=¢qz , Tp=1T4
T3=q¢q , T3=q
Ta=¢q2 , Ta={qo
al desarrollar (3.8), se obtiene
P 1 O20ssen(x2)(z3 + 24)% + 03 cos(xa)sen(xy)x3 — Oof4g cos(x) (3.10)
570,00 — 02 cos?(wy) | 90305 cos(wz) cos(w1 + x2) + O ' '
P 1 —03(05 + 05 cos(w2))sen(xy) (w3 + 14)* — 03(0; + 05 cos(w))sen(xy)x?
1T 0,0, — 02 cos?(wa) | (02 + 03 cos(2))(0ag cos(x1) — T1) — (01 + 05 cos(w2))0sg cos(zy + x2) |

(3.11)
Asi, se puede representar el sistema de la forma (3.9), en donde se introdujo las siguientes ecuaciones
paramétricas:

61 = mllzl—l—mgl%%—fl

92 = m2l22 + _[2

03 = m2l1l02 (312)
94 = m]_lcl + m2l1

05 = male

Para el diseno de control de estos sistemas se ha omitido las fricciones, estos 5 parametros son
suficientes para el caso de estudio propuesto en este trabajo de tesis ya que las fuerzas disipativas
no influyen en el disenio del controlador, ya que estas no afectan directamente la propiedad de
pasividad, esto se debe a la definicion de los coeficientes de Raleigh.

3.3. Puntos de equilibrio.

El robot planar de dos eslabones con el vector de fuerzas externas 7 = 0 en la formulacion de Euler
Lagrange cuenta con cuatro puntos de equilibrio como se puede apreciar en las Figuras 3.2 a 3.5.
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Existen tres puntos de equilibrio inestables y uno estable, el mismo que es globalmente atractor y
que corresponde a la Figura 3.4.

Los puntos de equilibro, al evaluar (3.7) con [r; 73]7 = 0 son obtenidos en las siguientes posiciones,
<Q17 92,1, QQ) = ((77-/2)7 0,0, O) y <QI7 92,1, qQ) = (_(7/2>’ T, 0, O) y (Qh 92, 1, Q2) = (_(W/Z)v 7, 0, 0)
los cuales son los puntos de equilibrio inestables y hay un punto de equilibrio estable situado en
(¢1,G2,G1,G2) = (—(7/2),0,0,0) respectivamente. La energia total £(q,q) para cada una de los
cuatro puntos de equilibrio a continuacién.

Posicion superior.

,C((TI'/Q),0,0, O) = LTop = (944‘95)9 (313)

|

i
sz
q.t i
|

Actuado[! .

Figura 3.2: Punto de equilibrio superior.

Posicion media 1:
L(—(7/2),7,0,0) = Lonjar = (—01 + b5)g (3.14)

Actuador

T7TTTT If TTTTTTT
|
|
|
I
|

| U

g

of
Q-

Figura 3.3: Punto de equilibrio medio 1.
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Posicion inferior.

‘C(_<7T/2)7 07 07 0) = ‘Cbot = _(94 + 95)9 (315)
Actuador( i)
JTTTTT77 1'/ TI7T777
|
J o
|
‘e
|
|ie
|

Figura 3.4: Punto de equilibrio inferior.

Posicidon media 2:

‘C((W/Z)a T, Oa 0) = Emid2 = (04 - 65)9 (316)
ta
g i Q-
(&
Actuador

FETTTT I rTErrrys

Figura 3.5: Punto de equilibrio medio 2.

3.4. Pasividad del sistema.

El sistema subactuado Pendubot, presenta algunas propiedades derivadas del modelado del mismo,
de las cuales se mencionan algunas a continuacion.

De la matriz de inercia

D(q) = 01 + 0 + 05 cos(qz) O + 03 cos(qa)
9= 92 + 93 COS(C_]Q) 92 ’
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se observa que cuenta con la propiedad de ser una matriz simétrica, y ademas

dll = 9192 + 203008(]2
= mllzl + mgl% -+ 11 + mglzz + ]2 + nglllCQCOSQQ
> mal? 4 mol2 + I + mal% + I — 2moly Lo
> mllgl + 1+ 1+ m2<l1 — l§2)2 > 0,

(3.17)

y también
det(D(q)) = 0105 — 203cos*q,
= (mllfl + Il)<m2132 + [2) (318)
+mal3ly + m3l2i2,sin’g > 0.

Por lo tanto D(q) es definida positiva Vg, ¢ D(¢)r > 0. Ademas, se tiene que la matriz de fuerzas
centrifugas y de coriolis
C(q,q) = Ossen(qa) { _q2 —C]1O— 12 1
—q1

es una matriz anti-simétrica. De aqui se puede decir que

D(q) —2C(q, q) = O3 sen ¢2(261 + o) { _01 (1] ] : (3.19)

propiedad importante del sistema, la cual puede ser usada para establecer la caracteristica de
pasividad del sistema. La cual resultara a partir de la siguiente ecuacion:

o7 <D(q) —20(q, q')) 2=0 VY =z (3.20)

Observe también que la energia potencial del pendubot puede ser definida como u(q) = 049 sen(q)+
0sgsen(q; + ¢2). Donde u se relaciona con g(q) de la siguiente manera

ou l 049 cos(q1) + 059 cos(q1 + qo)

9(q) = 90 O59 cos(q1 + ¢2)

Por tanto, la energia total del pendubot esta dada por

£ = 30" D@y + ula), (3.21)

y por tanto, de (3.7), los parametros dados por la Tabla 3.1, y de (3.20), se obtiene el siguiente
resultado

L=q"D(q)g+ %QTD(Q)Q +49(q), (3.22)

que al desarrollar se obtiene

L=q"(=C(q,9)q — 9(a) +7) + 14" D(q)d + dg(q)

Asi, de esta ecuacion y al aplicar el Lema 2.2, se obtiene
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L=q"Clq,4)q—d"glq) +¢"7+ =" D(q)¢ + ¢ 9(q),

2
donde
—4'Clg,0)q + 54" D()d = 4" D(a)d — 24" C(q,4)d = 0,
que resulta en
q':[g;] i"=[d @]y L=q"r (3.23)

Dado que el caso de estudio actual es el sistema Pendubot, se tiene la restricciéon sobre el segundo
actuador, i.e.

Por tanto, de (3.23) se tiene que '
£ =qr. (3.24)

Integrando ambos lados de la ecuaciéon anterior, se obtiene

t

/ = L(t) — £(0), (3.25)

0

lo cual al tomar en cuenta la definicién de un sistema pasivo (A.7), se observa que dicha definicion
se verifica si se toma a 7 como entrada, y a ¢; como la una salida del sistema.

3.5. Linealizacion.

Debido a que se requiere controlar el sistema en su punto de equilibrio inestable! se requiere un
analisis del sistema en esta posicion. A través de la linealizacion del sistema, se puede saber si el
sistema es controlable y observable alrededor de esta region. Para el calculo detallado consulte el
Apéndice B.

!'i.e. Posicion superior: ecuacién (3.13).
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La linealizacion del sistema pendubot en ese punto de equilibrio resulta en la siguiente ecuacion

lineal:
[ 2, 0 0 1 0 1
a | o 0 0 0 1 o
i . = (0204—0505)g _ 03059 0 0 .
L1 010503 0102—02 T
i 059(01+03)—049(02+03)  059(61+03 ;
T T
L 2 0,0,—02 o0,z U 0 2
0
0
+ | 6 | T
010,02
02—03
| 616,062
X
X2
y=[10 0 0]
€3
Xy

De (3.26) y (3.27), se obtienen las matrices A, B y C, que tiene de la forma siguiente:

0 0 10
0 0 0 1
A= (6204—0305)g 03059 00
0102—62 0102—63
059(01403)—049(02+03) 959(914‘63% 00
0162—02 0102—03
0
0
B = 02
016,02
—02—03
0105—062

Al utilizar (B.9), (3.28) y (3.29) obtenemos el siguiente resultado,

0

0

AB = 92
010,02
—02—03
010,—02

0
0
A’B = 9(0463+6563)
T 010.-603
9(949§+92 03644010305 +959§)
o 0102—632

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)
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0
0
A3B = 9(0403+0503)
T 010,63
9(949§+929394 +610305+05 9%)
o 0102—0632

Para saber si el sistema es controlable? se obtiene el determinante, dado por:

det(B| AB| A’B| A*B),
con lo cual se obtiene lo siguiente:

96303

det(B| AB| A’B| A°B|) = ——"—
(010, — 63)

Y s, 05 £ 0.

(3.30)

Asi, se concluye que el sistema es controlable alrededor del punto de equilibrio inestable ya que
el rango de la matriz de controlabilidad es completo. Por lo tanto, para este sistema linealizado se
puede proponer una ley de control por retroalimentacion definida por 71 = —K7¢ con un vector de

ganancias K tal que mantenga el sistema en dicho punto de equilibrio.

A continuacion se verifica si el sistema es observable. Con ayuda de la definicion (B.6) y de las

ecuaciones (3.28) y (3.31), se probara si el sistema es observable.

Para ello se tienen los siguientes vectores para la matriz de Observabilidad.

C=[100 0],

CA=[00 1 0],

2 | —(02403)049+(01+03)059 (01+603)059
CA - |: 9192—0% 9192—9§ O O ?

2 _ —(02403)049+(01+03)059  (01+63)059
CA - |: 0 0 9192—9% 9192—9§ :

Conformando la matriz de observabilidad y obteniendo su determinante, i.e.

C

CA
CA2 )
CA3

det

se obtiene el siguiente resultado

2 para mayor informacién sobre propiedades de controlabilidad cite [6]

(3.31)

(3.32)
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C
dot CA _ —((—02 — 63)019 + (01 + 63)659)*
C’Az (6165 — 63)? '

CA

Por lo que al evaluar en el punto de equilibrio inestable, se concluye que el sistema en su configu-
racion £;, es también observable.

3.6. Ley de control para el balanceo del pendubot

La energia de un robot planar de dos grados de libertad est4 dada por (2.6), que para el caso del
pendubot es

1 . 1 . ..
L= 5 (01 + 0 + 205 cos(qz)) ¢3 + 592q§+ (B9 + 05 cos(qa)) G1Ga +019sen(qr) +0sgsen(qr+q2) (3.33)

y al evaluar la energia en el punto de equilibrio deseado i.e. [¢1, ¢2, ¢1, G2] = [7/2,0,0, 0] se obtiene

1 1
L= 3 (61 4 02 + 265 cos(0)) 0 + 5920 + (05 + 05 cos(qz2)) 0 + Osgsen <g> + O5gsen (g) :

Reduciendo términos se obtiene que la energia del sistema en esta posicion es la del punto de
equilibrio Lr,, (3.13), donde Lr,, nos indica la energia del sistema en el punto de equilibrio de
interés, que obviamente es la energia potencial del sistema.

Por lo tanto en el punto de equilibrio se tiene

K (q(t),q(t)) =0
u(q(t)) = 019 + b59

y de la energia total del robot (3.21), se sabe que el sistema subactuado pendubot es pasivo.

De esta manera, a simple vista se observa de (3.22) y (3.24), que para obtener una ley de control
del pendubot es necesario que se cumplan con las siguientes condiciones:

C1) 41 =0
C2) L(q,q) = (04 +05)g.

Entonces la energia del robot estd dada por

L,
L =565+ agsen gy + Osgsen(q + ga) = Oag + 39 (3.34)
Asi, se aprecia que si q; # 7/2 entonces ¢ > 0, y nuestro objetivo es llevar el sistema al punto de
equilibrio por lo que se introducen las siguientes condiciones ¢; ~ ¢ —7/2, ¢ = 0y Lo = 049+059
y entonces se puede agregar una condicion mas
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C3) g+@p~;3
Asi, de (3.34), resulta en

Lrop = a9+ 059 = 5 (61 + 02 + 2605c03(22)) 0 + 50263 + (62 + 0 cos(g2)) 0
+0,gsen (%) + Osgsen (1 + ¢2)

y reduciendo términos

1 . T
019 = 592615 + 049 sen (Ch — 5) .

Al simplificar esta ecuacion y aplicar la identidad trigonométrica sen(x +7/2) = cos(x) se obtiene
el siguiente resultado

1 .
592q§ = 049 (cos(q2) +9) - (3.35)

La ecuacion anterior define una trayectoria muy particular que corresponde a una orbita homocli-
nica.> Esto indica que la posicion angular del segundo eslabon (link 2) se mueve en sentido horario
o anti-horario, hasta alcanzar el punto de equilibrio en la posicién (gq,¢2) = (0,0), la cual puede
extenderse hasta co. Asi, nuestro objetivo puede llegar a la orbita (3.35) para que ¢; = 7, al mismo
tiempo que ¢; + g2 = 7. Una vez alcanzada la orbita descrita por la ecuacién (3.35), se puede ase-
gurar que se ha resuelto el problema de balancear al sistema hasta el punto de equilibrio inestable,
que es la configuracion (g1, ¢s, 41, ¢2) = (5,0,0,0), y entonces el sistema puede ser eventualmente
conmutado a un controlador lineal, el cual garantice la estabilidad asintotica local para el punto de
equilibrio.

3.6.1. Estabilizacion alrededor de la 6rbita homoclinica

Basandonos en las propiedades de pasividad (Teorema A.3) para retroalimentacion equivalente,
esta nos sugiere el uso de una funcion de almacenamiento V(x) para el diseno de control. Asi,
considere 1 = (1 — 5), Q=@ +@— 5y L=1"L— Lrop, en otras palabras ¢a = ¢1 + g2, y dado
que se desea llevar a cero ¢y, G v L. Entonces se propone una funcion candidata de Lyapunov de
la siguiente forma.

] Kg ~ . Kp . Kp _ K;
V(g.q) = TEﬁ(q, q)? + TDQ? + TPQ% + TLQS (3.36)

donde Kg, Kp, Kp y K1, son constantes estrictamente positivas, y ya que hemos calculado anterior
mente §; = w3 (de (3.10)) y sin hacer el cambio de variable para no calcular con demasiados
términos, se hace la siguiente sustitucion

020ssen(q2) (41 + Go)? + 602 cos(qz)sen(qa) G — 02049 cos(qy) (3.37)

f(Qh q2, 41, Q2) = +99395 COS(QQ) Cos(q1 + q2) ’

3 i.e Una trayectoria de un sistema dindmico que tiende a un mismo conjunto invariante (Punto de equilibrio,
punto de un plano, orbita periodica, etc.) cuando t — +oo.
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A = 6,0, — 03 cos® gy, (3.38)
y se obtiene
. 1 ..
N (a1, G2, 41, G2) + O271] . (3.39)

Dado que V(q,¢) (de (3.36)) es una funcién semidefinida positiva, al diferenciarla para ver si
efectivamente es una funcion candidata de Lyapunov apropiada para este sistema, se obtiene:

V = kgLL + kpiigy + kpdrdy + krdido + krdado, (3.40)

Sustituyendo £ = 71¢; para el caso del pendubot:

V = kpLliim + kpiids + kpdidy + krdiGs + krdaGo

. = .. ~ ~ . 3.41
=G (kE£7—1 + kpG1 + kpqy + kLQ2) + k1G22 (3:41)
Introduciendo (3.37) en (3.41) resulta en
’ 5 ~ 2 K 1, 7'17. ~ ~
V =q1 {7'1 (ICE/:« + KZG ) + /(g qu d1.2) + k‘pql + /{ZLQQ} (342)

+q202.
Debido a que se necesita que la derivada de V' sea semidefinida negativa, se propone lo siguiente
V=—(g1+¢)<0 (3.43)

Al reducirla se puede dividir en dos ecuaciones, de tal manera que se obtenga
Vi=—¢ 4 24142 < 0. (3.44)

Vo= —@<0. (3.45)
Asi, de (3.42), (3.44) y (3.45), se obtiene:

4t = 2416 = i (kpLr + kpdy + kpds + ki) (3.46)

—G3 = kLG22 (3.47)

De esta forma se propone una ley de control tal que

Kpb, Kpf(qi,q2,41,42)
0,05 — 62 cos? gy 6105 — 62 cos? gy

T {KEf + + Kpi = —q1 — 2¢2 (3.48)
La cual lleva a

V1 = —q1 — 2q1q2 (3-49)
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Obviamente la ley de control (3.48) puede presentar singularidades, si no se asegura que

Kpb,

Kpl
ph+ 6105 — 62 cos? ¢y

(3.50)

De la ecuacion de la energia (2.6) se observa que £ > —2(649 + 059). Asi (3.50) se mantiene si la
siguiente desigualdad es satisfecha

Kpbs
max (6160, — 63 cos? q2)

Obteniendo una cota inferior para Kp/Kg

KD > 292 (94“‘95)9
Kg = méx (0,0, — 0% cos? ¢2)

(3.52)

Cuando se hace uso de la ley de control (3.48) el pendubot puede establecerse alrededor de
cualquiera de sus cuatro puntos de equilibrio. Para evitar cualquier punto singular diferente de
(3.42) se necesita que

‘E‘ < min (|£Top - £m2d| P |£Top - £l1| ) |£Top - £l2|)

, (3.53)
= min (20,9, 2059) = ¢

Dado que V' no es una funcion creciente, se puede llevar (3.53) a (3.49) si las condiciones iniciales
son tales que

C2

V(0) < Kp (3.54)
donde (2.45) define una region de atraccion, con esta condicion la ley de control puede ser escrita

como

Kp f(q1,92,41,42) ~ ~ . .
B eotqy PN — KLl — q1 — 24y

{K gL+ R — }

0105 —9§ cos? g

T =

al desarrollar esta ecuacion se obtiene el siguiente resultado
_ —kpF(q,4) — (¢ — 2G> + kp@r + krG2)A
ke LA + kpbs.

Como se observa (3.55), define a (3.44) como una funcién semidefinida negativa, pero no a la funcion
(3.45), por lo que se define lo siguiente:

(3.55)

T1

Va <11 <0 (3.56)
De (3.44) y (3.46) se sabe
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y debido a que 71 hace a la funcion Vi semidefinida negativa, se propone lo siguiente:
Vo< (3.57)
donde 11 = a4 Pv, por lo que el sistema queda representado de la siguiente manera

a=—qg— K¢ (3.58)

_ —kpF(q,q) — (@1 — 2¢2 + kpGy + krG2) A
kpLA + kpbs.

Asi, se asegura que (3.45) se cumpla, y por lo tanto (3.56) también es verificada. De esta forma el

sistema cuenta con una funcién candidata de Lyapunov apropiada para llevar al sistema a la orbita
(3.35).

G

(3.59)

Por lo tanto la ley de control final tiene la siguiente forma:

—kpF(q,q4) — (1 — 242 + kpGi + krg2) A
kpLA + kpb,

T1 :Oé—l-ﬁU: U—QQ—KLqQ. (360)

3.7. Simulacion

En esta seccion se presenta los resultados obtenidos en simulaciéon numérica para la ley de control
basada en energia y la estabilizacion del sistema en su configuracion lineal, asi como la conjuncion
de estas leyes de control, que se conmutan por una funcién que intercambia las leyes de control que
se proveen al sistema para asegurar la estabilizacion en su punto de equilibrio inestable.

3.7.1. Simulaciéon del balanceo del sistema.

En esta seccion se presenta los resultados obtenidos en simulacion numérica para la ley de control
basada en energia y la estabilizacion del sistema en su configuracion lineal, asi como la conjuncion
de estas leyes de control, que se conmutan por una funcién que intercambia las leyes de control que
se proveen al sistema para asegurar la estabilizacion en su punto de equilibrio inestable.

3.7.2. Simulaciéon del balanceo del sistema.

A continuacion se muestra los resultados de la simulacion numérica de la ley de control basada en
energia para el sistema pendubot. Para esta simulacion se utilizan las siguientes condiciones iniciales.

Condicion inicial: Posicion inferior:

)
fay

.
)
NN N
o O O O
S— N N
I
S O OwnY

<.
[\]
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En la seccion anterior se disené una ley de control para el sistema subactuado pendubot, de manera
que el sistema presente la forma de un sistema interconectado en retroalimentacion. En la ley de
control (3.60) se dan una serie de ganancias (Kg, Kp, Kpy K1), las cuales deben ser estrictamente
definidas positivas, para que el sistema cumpla con la condicion (3.36), por lo que en la simulacion
numérica del sistema se proponen las ganancias dadas por la Tabla 3.3.

Constante | Valor
Kg 30
Kp 35
Kp 45
K 31

Tabla 3.3: Ganancias del controlador (3.60), implementado en simulacién numérica.

En las Figuras (3.6) y (3.7) se observa como los estados del sistema se mantienen dentro de la
orbita homoclinica descrita por (3.35). En (3.8) se observa el perfil de la ley de control.

En la Figura (3.9) se puede ver como la energia del sistema trata de mantenerse en la energia de
referencia descrita por Lr,,. En la Figura 3.9 podemos ver que la funciéon candidata de Lyapunov,
como ya se habia previsto anteriormente, es semidefinida positiva.

Debido a que la ley de control (3.60) no estabiliza al sistema en el punto de equilibrio Lr,,, como
ya se habia mencionado anteriormente, es necesario de disenar una ley de control que estabilice al
sistema, por lo que se propone el esquema completo, el cual contempla una ley de control lineal
(LQR) a la cual se conmutara en una vecindad del punto de equilibrio deseado.

En el controlador (LQR) lo que se desea es encontrar los valores 6ptimos de K para la estabilizacion
asintotica del sistema de manera global en el punto de equilibrio superior, el controlador LQR es
considerado en este tema de tesis por las ventaja de que es un controlador 6ptimo y no es necesario
de asignar polos, con el simple hecho de proponer una matriz () que sea no negativa y una R que
sea estrictamente positiva, el controlador LQR nos garantiza estabilidad asintotica.
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Fosician primer eslaban (balanceo)
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Figura 3.6: Estados del primer eslabon del sistema pendubot.

En la Figura 3.6 se observa como el estado ¢; y ¢; tratan de llegar a su referencia, en este caso
¢1 = 7/2y ¢ ~ 0dada por una de las condiciones previamente impuestas en el algoritmo de control.

En este caso la simulacion numérica, el controlador lleva al sistema exactamente a ¢ = 7/2 y
¢1 = 0, lo cual indica que la 6rbita homoclinica esta en los estados g2 y ¢2 como se ve en la siguiente
figura.
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Fosicidn sequnda eslabdn (balancen)

Fosicion angular g2 [radianes]

: : :

1] % 4 a g 10 12 14 16 18 20
Tiempo [sequndos]

“elocidad segundo eslaban (balancea)

1 |
0 2 4 B g8 10 12 14 16 18 20
Tiempo [sequndos]

Yelocidad angular dg2 [rad/seq]

Figura 3.7: Estados del segundo eslabén del sistema pendubot.

A la vez en la Figura 3.7 se nota como los estados g2 y ¢2 se aproximan a su referencia, i.e. g ~ 0y
g =~ 0, de esta manera se puede observar que al aproximarse el sistema a sus referencias, este trata
de mantenerse en la region de la érbita homoclinica.

Viendo detenidamente la salida del estado ¢, en un intervalo de tiempo, el sistema presenta carac-
teristicas de periodicidad, lo cual refleja que la orbita homoclinica se esta desarrollando en el estado
¢2 ¥ G2 como previamente se diseno en (3.35).
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=efial de control (balancea)
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Figura 3.8: Ley de control y funcién de energia.

Asi, el sistema se mantiene en una vecindad apropiada de la energia deseada, por lo que la condi-
cion C2) se cumple, como se puede apreciar en la Figura 3.8. En la Figura 3.8 se puede ver el
comportamiento de la ley de control, asi como también el desempeno de la funcién de energia del
sistema.
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x 104 Funcién de Lyapunov (balancea)
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o e R ...........................................
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Plano fase (halanceo)
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Velocidad angular dgZ [radianes]

Posicion angular g2 [radianes]

Figura 3.9: Funcion de Lyapunov y plano fase.

En la Figura 3.9 se muestra como la funcion candidata de Lyapunov es mayor a cero, y de esta
manera como ya se habia previsto en el diseno de la ley de control, se cumple con (3.36), también
podemos ver como la funcion de energia trata de llega al valor propuesto por la energia del sistema
en la posicioén superior, asi como también como se comporta el plano fase del sistema, que en este
caso representa el comportamiento de la 6rbita homoclinica del sistema. Esta orbita es representada
por (3.35) propuesta en el disefio de la ley de control, esta orbita fue obtenida en la estabilizacion
alrededor de la 6rbita homoclinica.
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3.7.3. Esquema completo de control.

Una vez que se lleva al sistema a la orbita dada por (3.35), se conmuta a una ley de control que
estabilice al sistema en su configuracion inestable. Para esto se ha propuesto un control LQR con
las siguientes caracteristicas.

R=25
1000 —-500 O 0
| =500 1000 0 0
@= 0 0 1000 —500
0 0 —500 1000

Al hacer el céalculo, se obtienen las siguientes ganancias que deben emplearse en la vecindad del
punto de equilibrio para la ley de control lineal uw = K z:

K = [ —696.3386 —666.2143 —138.8293 —92.2485 ] .

Con esta ganancia se asegura que el sistema sea asintéticamente localmente estable en la configu-
racion antes mencionada.

Al declarar una funcién de conmutacion, se debe buscar una regién de atraccion del controlador
LQR para que cuando el sistema esté cerca de esta region de atraccion, el control cambie a dicho
esquema. Para esto se propone la siguiente funciéon de conmutacion:

}(Q1—§)‘<Pl Y ‘(%_(Q1+Q2))‘<P27 p1 p2 > 0. (3.61)

En las Figuras 3.10, y 3.11 se puede observar, a diferencia de las Figuras 3.6 y 3.7, como el sistema
se estabiliza en el punto de equilibrio deseado Lr,,. En la Figura 3.11 se observa la evolucion de
su respectiva ley de control y como esta al cambiar de controlador converge al punto de equilibro
inestable.

En la Figura 3.13 se puede ver la energia total del sistema que converge a la funcion de energia
total del sistema en el punto de equilibrio inestable (i.e. £ — Lr,,). En la Figura 3.13 se puede ver
el perfil de la funcién candidata de Lyapunov.
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e Fosician brazo (balanceao y estahilizacidn)
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Figura 3.10: Estados del primer eslabon del sistema pendubot controlado integramente.

En la Figura 3.10 se puede apreciar, al igual que en la Figura 3.6, como el sistema llega a las
condiciones planteadas anteriormente, ¢; = 7/2 y ¢; = 0 para poder llegar a la 6rbita homoclinica
descrita por (3.35).
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Figura 3.11: Estados del segundo eslabén del sistema pendubot controlado integramente.

En la Figura 3.11 se observa como los estados ¢y ¥ ¢o la entrar a la érbita homoclinica convergen a
la solucion del problema planteado en este proyecto de tesis, y una vez alcanzando estos estados una
region de atraccion, conmutamos a un controlador LQR para estabilizarlo, y claramente esta figura
nos indica que la estabilizacion del sistema es alcanzada en un tiempo aproximado a 10 segundos.
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En la Figura 3.12 se observa el comportamiento de la ley de control, asi como la energia del sistema.

=efial de control (balanceo v estabilizacion)

: :

0 2 4 B g 10 12 14 16 18 20
Tiempa [segundos]

Funcidn de Energia (halanceo y estabilizacian)

FREE NS T TN S e
0 2 4 B g 10 12 14 16 18 20
Tiempa [segundos]

Figura 3.12: Ley de control y funcién de energia del pendubot con ley controlado integral.

Como se puede ver en la Figura 3.12, una vez estabilizado el sistema la ley de control esta no
demanda fuerza de torque alguna, eso es debido a que la ley de control para estabilizacion del
sistema es un regulador® en este caso como se menciond anteriormente aplicamos un LQR. También
podemos ver como la funcién de energia llega al valor propuesto por la energia del sistema en la
posicion superior.

4 i.e. llevar la sefal de error a cero.
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w10 Funcidn de Lyapunay (balanceao y estahilizacidn)
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Fosicidn angular g2 [radianes]

Figura 3.13: Funcién de Lyapunov y plano fase.

En la Figura 3.13 se muestra como la funcion candidata de Lyapunov es mayor a cero, y de esta
manera como ya se habia previsto en el diseno de la ley de control, se cumple con (3.36), también
se ve como el plano fase del sistema converge a la solucion del problema.

3.8. Aplicacién del control a otros sistemas subactuados.

Con el fin de ilustrar el potencial de la metodologia propuesta, se aplicé esta misma metodologia
a dos sistemas electro-mecanicos subactuados conocidos como el Péndulo Invertido y el Péndulo de
Furuta.

A continuacién se muestran los resultados obtenidos en simulacién numérica.

3.8.1. Sistema subactuado péndulo invertido.

El sistema péndulo invertido es uno de los sistemas subactuados, que son implementados de forma
artificial. Son bastante comunes en laboratorios para el estudio de técnicas de control no lineales.
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El sistema péndulo invertido es un sistema electromecéanico, el cual consta de un péndulo montado
en un carro. El carro es el sistema actuado mientras que el péndulo rota libremente al rededor de

su punto de apoyo (ver Figura 3.14).

Descripcién Notacién | Valor | Unidades
Distancia al centro de masa del eslabén [ 0.6 m
Masa del eslabon m 0.23 Kg
Masa del carro M 0.52 kg
Inercia eslabon respecto al centro de masa 1 0.007 Kg-m?
Aceleracion de gravedad g 9.81 m/seg?

Tabla 3.4: Parametros y variables del sistema Péndulo Invertido.

Modelado matematico.

El sistema péndulo invertido, Figura 3.14 es un sistema electromecanico de segundo orden, de
dos grados de libertad, donde el carro es tinico que cuenta con actuador. Asi el péndulo puede ser
controlado por el accionamiento del carro.

/

-’ -"
[/
/7

Figura 3.14: Sistema subactuado Péndulo Invertido [1].

El modelo matemético del manipulador descrito en diagrama de cuerpo libre por la Figura 3.14,
puede ser obtenido por la segunda ley de Newton y por la metodologia de Euler-Lagrange. Para el
modelo del sistema se considera un suposiciéon estandar, i.e. sin fricciones, ni fuerzas disipativas. El
péndulo es asociado con las siguientes variables operacionales:

a) x: mide la distancia del centro de masa del carro de su posicion actual.

b) 6: mide el dngulo del péndulo de la posicion vertical.
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El vector de posiciones articulares ¢(t) se define como:

T
q(t) = [ z(t) 0(t) ]
La energia cinética K(q, ¢) = Ki(q, )+ K2(q, ¢) para este brazo puede descomponerse en dos partes
donde Ki(q,q) vy Ka(q,q) son energias cinéticas asociadas a las masas m y M respectivamente.

Ecuaciones de Euler-Lagrange.

Primero se presenta la energia cinética y potencial, las cuales son usadas para el calculo del
Lagrangiano.
La energia cinética del carro es:

K, = M%, (3.62)
v la energia cinética del péndulo es:
72 1)2 62
Ky =m=5 +mZ& + Im— :
2 =M +m>r+ Im—, (3.63)
donde x, = x 4+ Isenf y yg = lcos 0. Asi la energia potencial del sistema estd dada por
1 -1 :
K=K +Ky= §(M—|—m)5v2+ml$9—|—§(f—|—mlz) 02 (3.64)

La energia potencial es u = mlg(cos@ — 1). Asi el Lagrangiano estd dado por (2.6), de donde se
obtiene:

1 .1 .
L= 3 (M +m)i* + mli + 3 (I +ml*) 6> — mgl (cosf — 1) (3.65)
Usando la ecuacion de movimiento de Euler-Lagrange (2.7), donde q = (q1, ¢2)” = (z,0)" represen-
tan las variables configuracionales, y 7 = (71, 72)? = (f,0)” denota las fuerzas aplicadas de torque.

Asi desarrollando (2.7), se obtiene:

% = (M+m)j:+ml90059,
oL
o
oL )

— =mli+ (I +mi*)0,
90

oL

00

Debido a que el momento de inercia es muy pequeno, decimos que este es despreciable. Asi, el
sistema puede ser representado en (2.10), como:

— mglsend — mlifsend.

| M+m mlcost

D(q) = ml cos f mil? ’ (3.66)
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0 —mlsenbf } 7 (3.67)

C(q,q'):{o 0

—m1g send

50 = _pigens | (3.69)

por propiedades de los sistemas Euler-Lagrange, sabemos que D(q) es simétrica y definida positiva.

det (D(q)) = (M +m)ml* —m?**cos®6 > 0 (3.69)

del Lema 2.2 se puede verificar lo siguiente:

. 0 milsendd

Dlg)=2C@.a)=| . 5 (3.70)

que es una matriz antisimétrica por lo que el Lema 2.2 queda demostrado para este sistema. De
(2.13) y del Lema 2.2, se sabe que:

L=q"r (3.71)
también se tiene que
" =i 0] yr—{f} (3.72)
0
por lo que se obtiene:
L=if (3.73)
Al Integrar (3.73), resulta en
t
/:i:fdt = L(t) — L(0) > —2m1g —L(0) (3.74)

0

De la definicién de un sistema Euler-Lagrange pasivo, se puede verificar que tomando a la entrada
de control f como la entrada al sistema, y a & como su salida, entonces el sistema es pasivo.

Se observa que para f = 0y 6 € [0,2n], el sistema tiene dos puntos de equilibrio, respecto al
péndulo, en las siguientes configuraciones.

2,0,3,0) = (,0,0,0),

| (3.75)
x,@,ﬁc,@ = (*,71'70,0),

donde el primero, es el punto de equilibrio inestable, y el segundo es el punto de equilibrio estable.
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Ley de control de balanceo del péndulo Invertido.

Siguiendo con la metodologia de disenio de control del Capitulo 3, se obtiene lo siguiente:

K(q,q) =0, (3.76)

u(q) = —mgl (cosf — 1). (3.77)

Al evaluar la ecuacion de energia en el punto de equilibrio inestable, resulta en:

1 .
§m16’2 =mlg(cosf —1), (3.78)

donde esta ultima, define una trayectoria la cual es la orbita homoclinica.

Estabilizacion alrededor de la orbita homoclinica.

De las propiedades de pasividad para retroalimentacion equivalente, se puede hacer uso de una
funcion de almacenamiento V(x) para el diseno de control. Por lo que se consideran las siguientes
variables, de acuerdo al Capitulo 4, z, @, 8 y L, y lo deseado es llevar a cero a estas variables.

Entonces se prosigue con la funcion candidata de Lyapunov propuesta en (2.28) de la forma
siguiente:

. k . kp . k kr ~
Vig.q) = 5 L(a,0) + a% + o+ 0, (3.79)

donde 6 es la condicion C3), de tal forma que § = 6 + . Del modelo dindmico (2.29), se obtiene lo
siguiente:

f(q,q) = msend (léQ — g cos 9) , (3.80)
A = (M + msen®d) . (3.81)

Asi, siguiendo con el algoritmo de (2.34) y (2.35), se puede definir a (2.36) y (2.37) de la siguiente
manera.

V= — <¢+9’>2, (3.82)

Vi = —i? — 240 <0, (3.83)

Vo =—6> <0. (3.84)
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Asi, el algoritmo de control, al desarrollar (2.38), (2.39), (2.40), (2.41), (2.43) y (2.50), se llega a
una ley de control como se muestra a continuacion.

—knf(q,d) — A (kLé+j;+29+kpx> ,
_ 0 — k0. .
7 knLA + kp L (3:85)

B

De esta manera con la implementacion de (3.85), se asegura que el sistema entre en la region de
atraccion.

(& J/

«

Linealizacién del sistema.

Nuevamente cuando el sistema es llevado a su configuracién inestable es necesario conmutar a
un controlador LQR para estabilizarlo, por lo que el sistema tiene que ser linealizado y verificarse
también si el punto de equilibrio configuraciéon inestable del sistema es controlable.

Del modelo dindmico del sistema lo obtiene lo siguiente:

. 1 )
t = S meenzg msend (16° — gcost) + f], (3.86)
y
1
T (M + msen?d) [-mit*send cos6 + (M +m) gsend — f cosf)] (3.87)

Linealizando el sistema alrededor del punto de equilibrio inestable se obtiene:

x 0 0 10 x 0

d |0 0 0 0 1]]6@ 0

ali| = (o —m ool|la|tT] L | (3.88)
) M+m ) 1
0 0 Wtma oo || 6 — 7

y de la configuracion ¢ = Aq + B f, para la controlabilidad del sistema, se obtiene lo siguiente:

0 0 0
0
B — 2 5 AB — 2 y AQB — mg ;
M M _ g
IM IM 12M?
y
0
0
ASB — mg
M2l
i (M+m)g
202

Debido a que det(B| AB| A?B| A3B|) # 0, se concluye que la linealizacion del sistema es contro-
lable ya que la matriz de controlabilidad es de el rango completo. Por lo tanto, se puede decir que
para el sistema linealizado se puede proponer una ley de control por retroalimentacion definida por
71 = —K7Tq con un vector de ganancias apropiado K tal que mantenga en el sistema en el punto de
equilibrio inestable.
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Simulacién.

A fin de ilustrar el comportamiento del sistema bajo la accién de control por balanceo, se ilustraran
los resultados de la ley de control (3.85), implicando en ella la conmutacion de la ley de control
(3.61) para su estabilizacion. Al sistema controlado al aplicar los parametros de la Tabla 3.4 se
obtienen los siguientes resultados.

Las condiciones iniciales en las que el sistema fue implementado en la simulacién numérica son las
siguientes:

z(0) = 0.5
00) = =
#(0) = 0
0(0) = 0

=efial de control (halancea y estabilizacidn)

a0 ! ! 5 ! ! ! ! ! !
E i
= :
= :
BER R e sl T G DR R R R R R ................ H

a v, 4 B g 10 12 14 16 18 20
Tiempo [segundos]
Plano fase (balanceo y estabilizacidn)
10 . . T T T

0 ; ; ; ; ;
-1 a 1 2 3 4 ]

“elocidad angular do2 [radianes/seq]

Fosicion angular g2 [radianes]

Figura 3.15: Ley de control integral para el péndulo Invertido.
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En la Figura 3.15 se observa el comportamiento de la ley de control integral para el sistema péndulo
Invertido, asi como el plano fase el cual representa a la 6rbita homoclinica descrita por (3.78).

Fosicion brazo (balanceo v estabilizacion)
0.5 T T T T T T T T T

i ; . i i i
g 10 12 14 16 18 20
Tiempa [segundos]
Welocidad braza, (halancea y estabilizacian)

=
im

Fosicion angular g1 [radianes]

=
.
=5
o

=

rJ
1

R
i

! ! i ! .
g 10 12 14 16 18 20
Tiempa [segundos]

B

=
.
=5
o

“elocidad angular dgl [radianes/zeq)
[

Figura 3.16: Angulo del péndulo integral para el péndulo Invertido.

En la Figura 3.16 se observa el comportamiento de los estados del sistema 6 y 0 y como estos
después de entrar en la region de atraccion y conmuta a un controlador LQR para la estabilizacion
en un tiempo menor a 4 segundos.
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Fosicidn carra (balanceo y estabilizacian)

o

=

Fosicion % [centimetros]
]
i

2 i i i | | i i i i

a # 4 4] g 10 12 14 16 18 20
Tiempo [segundos]

“‘elocidad carro (balanceo y estahilizacian)

gph & & B 4 & 5 2 & 5
a 2 4 B &) 10 12 14 16 18 20
Tiempo [segundos]

“elocidad angular dx [cmfseq]

Figura 3.17: Posiciéon del carro integral para el péndulo Invertido.

En la Figura 3.17 se observa como los estados x y @ los cuales corresponden a la posicion del
carro convergen a cero en un tiempo menor a 4 segundos. Como se puede observar en las figuras
anteriores, el sistema péndulo invertido bajo la accién de control, propuesta en este tema de tesis,
logra llevar a sistema a su configuracién inestable desde una configuracion la cual es un otro punto
de equilibrio.
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3.8.2. Metodologia aplicada al sistema péndulo de Furuta.

El sistema Péndulo Furuta o péndulo rotatorio fue creado por el Dr. K. Furuta del Instituto de
Tecnologia de Tokio, el cual es un sistema subactuado de dos grados de libertad ambos rotacionales
llamados brazo y péndulo. El movimiento del brazo (primer grado de libertad) se realiza en un
plano horizontal girando alrededor de un eje perpendicular al plano, mientras que el péndulo se
encuentra colocado en un extremo del brazo y su eje de giro es colineal al eje axial del brazo y su
movimiento se realiza en un plano perpendicular al de este tltimo.

El sistema Péndulo Furuta, al igual que el sistema Péndulo Invertido es un sistema subactuado
implementado de manera artificial, pero a diferencia del péndulo invertido, este sistema se traslada
de manera rotatoria el cual es descrito por la Figura 3.18 y los parametros del sistema son descritos
en la Tabla 3.5.

Descripciéon Notaciéon | Valor | Unidades
Distancia al centro de masa del péndulo lo 0.6 m
Masa del péndulo mo 0.23 Kg
Longitud del brazo Ly 0.25 m
Inercia del brazo I 0.007 Kg-m?
Inercia respecto al centro de masa del péndulo I 0.007 Kg-m?
Aceleracion de la gravedad g 9.81 m/seg?

Tabla 3.5: Parametros y variables del sistema Péndulo Furuta.

Modelado matematico.

El sistema péndulo Furuta, Figura 3.18 es un sistema electromecanico de segundo orden, de dos
grados de libertad, el cual consta de un brazo el cual rota alrededor de su eje (parte actuada), y un
péndulo el cual puede ser controlado por medio del movimiento del brazo rotatorio.

g m

O

Figura 3.18: Sistema subactuado Péndulo Furuta [59].
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El modelo matematico del sistema puede ser obtenido del diagrama de cuerpo libre mediante la
segunda ley de Newton o por metodologia de Euler Lagrange, para nuestro caso de estudio se desa-
rrolla por medio de la metodologia de Euler Lagrange. El péndulo esta asociado con las siguientes
variables operacionales:

a) 01: mide el dngulo de rotacion del brazo.
b) 6,: mide el angulo de posicion del péndulo respecto a la vertical.

El vector de posiciones articulares ¢(t) se define como:

T
q(t) = [ 0u(t) 0x(t) |
La energia cinética K(q,q) = Ki(q,q) + Ka(q,q) para este brazo puede descomponerse en dos

)
partes donde Ki(q,q) v K2(q,¢) son energias cinéticas asociadas con el brazo rotatorio y el péndulo
respectivamente.

Ecuaciones de Euler-Lagrange.

Para este caso de estudio, primero se presenta la energia cinética del sistema, para proseguir con
el calculo del Lagrangiano.
La energia cinética del brazo es:

1 .

y la energia potencial del péndulo es:
Ky = %Jﬁ’% + 3my [{% (Lysenfy + lysenbs cos 91)}2

+ {a (Ll COS 6)1 - lgsenQQSenﬁl)} + {E (ll COS 02)} i| ,

donde el primer término corresponde a la energia cinética de la velocidad angular del péndulo
mientras el segundo término corresponde a la velocidad tangencial del péndulo, respectivamente.
Después de unos simples calculos, K se reduce a:

K2 = %JQQ% + %mgL%Q% + %mglgﬁg + %mglgsen%gé%
—I—m2L1l2 COS 929192.
Debido a que el brazo estd en el plano horizontal, este no tiene energia potencial. Por lo que la
energia potencial del sistema es representada por la energia potencial del péndulo, la cual estd dada
por:

(3.91)

Ug = mglgg (COS 92 — 1) (392)

Asi, el Lagrangiano esta dado por (2.6), que resulta en:

L= L0632 + 1103 + Sma L3603 + dmol303 + Smal3sen0,03

N 3.93
‘l‘mnglg COS 929192 + mglgg (COS 92 — 1) . ( )
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Al usar la ecuacion de movimiento de Euler-Lagrange (2.7), donde ¢ = (q1,¢2)* = (61,602)7 re-
presentan las variables configuracionales, y 7 = (71, 72)7 = (7,0)7 denota las fuerzas aplicadas de
torque. Asi, al desarrollar (2.7), se obtiene lo siguiente:

% = |:Il + Mo (L% + l§86n262) 91 + mglng COS 6292] ,
00,
oL
6, "
8—.£ = m212L1 COS 0291 + [JQ + mglg] 92,
004
oL

= mglgsenQQ cos 829‘% — mzlngsenegégél + malagsenfs.

96,

Debido a que el sistema puede ser representado como (2.10), se simplifica como:

. ]1 + Mo (L% + l%sen202) m2l2L1 COS 92
D (Q) o |: m2l2L1 COS 02 JQ -+ mglg ’ (394)
1 2 ) 1 2 ) )
N §m2l236n (292) 62 §m2l286n (262) 91 — 77@12[/186719292
¢ (4,4) [ —smol3sen (26,) 0, 0 ’ (3.95)

9(q) = { ; ] : (3.96)

—malagsentsy

Dada las propiedades de los sistemas Euler-Lagrange, se sabe que D(q) es simétrica y definida
positiva, ya que

det (D(q)) = (I; + mqy (L? + [3sen?0y)) (Jo + mal2) + (maly Ly cos 92)2

3.97
= (Il + m2l§36n292) (JQ + mgl%) + nggL% + (mglng COos 92)2 ) ( )
Debido a que
I +my (L% + l386n262) > 1 + mgL% > 07
de (3.97) se determina que:
det (D(q)) > 0.
Del Lema 2.2 se obtiene lo siguiente:
: . : : 0 -1
D(q) —2C (q,q) = maly <lzsen(202)91 - L136n9292> Lo | (3.98)

que es una matriz antisimétrica. Por lo que el Lema 2.2 queda demostrado para este sistema.
De (2.13) y del Lema 2.2, se tiene que:

L=q"r. (3.99)
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También se sabe que

i"=16 6,] y T:{H, (3.100)
por lo que se obtiene:
L =0t (3.101)
Integrando (3.101), se obtiene
¢
/6’17dt = L(t) — £(0) > —2m1g —L(0). (3.102)

0

De la definiciéon de un sistema Euler-Lagrange pasivo, se puede verificar que tomando a la entrada
de control 7 como la entrada al sistema, y como su salida a 6; entonces el sistema es pasivo.

Para definir los puntos de equilibrio del sistema es necesario hacer que 7 = 0 y en un intervalo

0, € [0,27x], el sistema péndulo Furuta, tiene dos puntos de equilibrio respecto al péndulo, en las
siguientes configuraciones:

01,05,01,0,) = (,0,0,0)

o (3.103)
91792791792 = (*,71',0,0)

donde el primero es un punto de equilibrio inestable, mientras el segundo es un punto de equilibrio
estable.

Ley de control de balanceo del péndulo de Furuta.

Siguiendo con la metodologia de diseno de control del Capitulo 3, se obtiene lo siguiente:

K(q,q) =0, (3.104)

u(g) = —malag. (3.105)

Al evaluar la ecuacion de energia en el punto de equilibrio inestable, resulta en:

93 (Jg + mglg) = malag (2 — cosby) , (3.106)

donde esta ultima, define una trayectoria la cual es la orbita homoclinica.
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Estabilizacion alrededor de la orbita homoclinica.

Basados en propiedades de pasividad para retroalimentacién equivalente, podemos hacer uso de
una funciéon de almacenamiento V' (z) para el disefio de control. Por lo que se consideran las siguientes
variables, de acuerdo al Capitulo 4, 6;, 61, 65 v £, v lo deseado es llevar a cero a estas variables.

Entonces se prosigue al disenio de la funcion candidata de Lyapunov como en (2.28), de la forma
siguiente:

ke
2

kr

’ kp - )
Vig.4) = 5 Lig.4)* + 07 + =61 + 5703, (3.107)

2 2
donde 65 es la condicion C3), de tal forma que 0y = 05 + 6. Del modelo dinamico (2.29), se obtiene
lo siguiente:

f (q, Q) = |:— (JQ + mglg) m21356n<202)9192
_%m%lng CcOoS 0286%(292)0.% + (JQ + mgl%) mQZQLlsenQQQg (3108)
—m3l3 Ly g cos Oysenby)

A = (I +my (L} + Zsen0s)) (Jo + mol2) + (mala Ly cos 62)° . (3.109)

Asi, siguiendo con el algoritmo de (2.34) y (2.35), se puede definir a (2.36) y (2.37) de la siguiente
manera.

. . N\ 2
V=- <91 + 92) ) (3.110)
Vi = —07 — 26,6, < 0, (3.111)
y
Vo= —602<0. (3.112)

Asi, el algoritmo de control, al desarrollar (2.38), (2.39), (2.40), (2.41), (2.43) y (2.50), se obtiene
una ley de control como se muestra a continuacion.

— (01 + 292 + kpb) + kD0~2> A —Fkpf(q,q)
5

T =

—0y — k1.0 (3.113)
————

s o

De esta manera con la implementacion de (3.112), se asegura que el sistema entre en la region de
atraccion.

Linealizacién del sistema.

Cuando el sistema es llevado a su configuraciéon inestable serd necesario de conmutar a un con-
trolador LQR para estabilizarlo, por lo que el sistema tiene que ser linealizado y verificar si la
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configuracion inestable del sistema es controlable.

Del modelo dindmico del sistema se obtiene lo siguiente:
él = % [— (JQ + mgl%) 77”@[%8671(292)9192

—sm3l3L, cos By5en(202)0% + (Jy + mal3) maly Ly senfy63 (3.114)
—m3l3L1g cosbasends + (Jo + mol3) 7],

b, = L [_mglgL% cos 0203 + (I, + maL? + 13sen®6y) malag senby

) : ) (3.115)
+mal3sen(260y)0; [mQZQLl cos 0205 + 5 (I1 + moL? + 13sen?6y) 01 — (maly Ly cos bs) T] .
Linealizando el sistema alrededor del punto de equilibrio inestable se obtiene:

[0 0 1 0] 0
. gl 0 0 01 gl 0
a 2 | _ —m3l3Lig 2 Jo+mal3 3.116
dt 6'1 O Il(J2+m2l§)+J2TVL2L% 0 O 9'1 + Il(J2+m2l§)+?]2m2L% T ( ' )

02 (11+H’L2l%)m2lg O O 02 —mololq
I (J2+m215)+J2m2L§ 11<J2+m2l§>+J2m2L%

y de la configuracion ¢ = Aq + BT, para la controlabilidad del sistema, se obtiene:

0 Jg—l-mglg
0 Il(JQ"erl%)"rJQmQL%
) —molaly
B = J2+m2[2 s AB = Il(JQ-‘rmzl%)—‘—JQmQL% 5
Il(JQ—‘erl%)—{-szgL% 0
—mala Ly
Il(JQ-i-mzl%)-‘rJszL% 0
y
[ 0 ] [ m3l3Lig 1
0 Il(J2+ﬂ’L2l§)+J2m2L%
—m212L1g(I14+maL?
AQB — m%l%L%g ASB _ 22 lgg ! 2 1)2
11<J2+mgl§)+J2m2L% ! II(J2+m2l2)+J2m2L1
~m313L1g(Li+maL?) 0
I1<J2+m2lg)+J2m2L% 0

Debido a que det(B| AB| A?B| A3B|) # 0, se concluye que la linealizacion del sistema es contro-
lable ya que la matriz de controlabilidad es de rango completo. Por lo tanto, se puede decir que
para el sistema linealizado se puede proponer una ley de control por retroalimentacién definida por
71 = —K7"q con un vector de ganancias apropiado K que mantenga en el sistema en el punto de
equilibrio.
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Simulacién.

Nuevamente se ilustra el comportamiento del sistema bajo la acciéon de control por balanceo. Aqui
se dan los resultados de la ley de control (3.85), implicando en ella la conmutacion de la ley de
control (3.61) para su estabilizacion. El sistema con lo parametros de la Tabla 3.4 se obtiene los
siguientes resultados.

=efial de control (balanceo v estabilizacion)

Tau [MNm]

: . : :

0 ¥ 4 B g 10 12 14 16 18 20
Tiempa [segundos]

Flanao fase (balanceo y estabilizacidn)

-1 0 1 2 3 4 ]
“elocidad angular dtehtal [radianes/seq]

Fosicion angular tehta [radianes]

Figura 3.19: Ley de control integral para el péndulo Furuta.
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En la Figura 3.19 se observa el comportamiento de la ley de control integral para el sistema péndulo
Invertido, asi como el plano fase el cual representa a la 6rbita homoclinica descrita por (3.106).

Fosicidn brazo (balanceo y estahilizacidn)
I T T T T

—_
]

m
1

O
|

1
m

gular tehtal [radianes]

10 : | . W X P o) T— I o S— y

5 i : i i . . ; ; ;
a 2 4 B g 10 12 14 16 18 20
Tiempa [segundaos]
“elocidad braza, (halanceo y estabilizacian)
100 , ! ! . , , ! ! :

50 : ........ ........ ......... ....... i

400 I S S G S B
a 2 4 B ) 10 12 14 16 18 20
Tiempa [segundos]

“elocidad angular dtehtal [radianes/seg] L

Figura 3.20: Posicion del brazo con ley de control integral para el péndulo Furuta.

En la Figura 3.20 se observa el comportamiento de los estados del sistema 6; y 91, los cuales
corresponden al brazo del sistema péndulo de Furuta, y como estos después de entrar en la region
de atraccion y conmutar a un controlador LQR se estabilizan en un tiempo menor a 10 segundos.
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Fosicidn carra (halanceo y estabilizacian)

o

................................................................................

=

0 2 4 ] g 10 12 14 16 18 20
Tiempo [sequndos]
“elocidad carro (balanceo y estabilizacian)
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Figura 3.21: Angulo del péndulo con ley de control integral para el péndulo Furuta.

En la Figura 3.21 se observa como los estados 6 y 0, los cuales corresponden a la posicion del
péndulo convergen a cero en un tiempo menor a 10 segundos.

3.9. Conclusiones

Del desarrollo de una ley de control general para sistemas subactuados de 2GdL se obtienen las
leyes de control propuestas para los sistemas pendubot, péndulo Invertido y péndulo de Furuta o
rotatorio, las cuales alcanzan uno de los objetivos especificos planteados en este tema de tesis.

También del desarrollo de los controladores para los sistemas empleados en esta seccion, se puede
decir que la 6rbita homoclinica de los sistemas de 2GdL es descrita de manera general por las
dindmicas de los estados no actuados, también podemos confirmar lo que se mencioné en el capitulo
anterior, que con estd metodologia disenada en el capitulo anterior para el problema de balancear
y estabilizar sistemas subactuados de 2GDL en una configuracion inestable es resuelto (para siste-
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mas subactuados disenados de manera artificial). Por lo que la aportacion méas importante de este
trabajo de tesis, es la obtencién de una metodologia general para balancear y estabilizar sistemas
subactuados de 2GdL disenados de manera artificial.



Capitulo 4

Resultados con un pendubot fisico.

En este capitulo se presentan los resultados experimentales obtenidos del presente proyecto de
tesis, los cuales estan basados en un sistema subactuado Pendubot real, de la Unidad Guadalajara
del Centro de Investigacion y Estudios Avanzados del .P.N (CINVESTAV).

4.1. Descripcion del sistema.

En la Figura 4.1 se observa el manipulador subactuado en el que fue implementada la ley de control
integral de balanceo y estabilizacion el cual es descrito por los pardmetros de la Tabla 4.2.

El Pendubot consiste de dos eslabones de aluminio rigido; el primer eslabon esta directamente
acoplado al eje del motor de imén permanente de 90 voltios de C.D., que se encuentra montado
sobre la mesa. El motor tiene acoplado un codificador 6ptico en su eje (sensor de posicion). El disefio
permite que ambos eslabones giren 360°. El eslabon 2 estd acoplado al extremo del eslabén 1. En
la unién 2 estd montado el codificador 2.

El control del Pendubot se realiza mediante una computadora personal, que contiene una tarje-
ta de conversion de digital a analogico y una tarjeta lectora de codificadores. El motor de CD es
controlado por medio de un servopropulsor que es la interfaz entre la computadora y el motor, la
computadora envia una senal de voltaje de baja potencia a través de la tarjeta de conversion de
digital a analdgico y el servopropulsor convierte esta senal en una corriente de alta potencia que es
proporcional al torque del motor.

El sistema pendubot también cuenta con una fuente de potencia que es la que suministra la
corriente al motor de C.D. Ademas el Pendubot cuenta con un botén de seguridad para deshabilitar
la corriente suministrada al motor.

I0)
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Figura 4.1: Fotografia del sistema subactuado Pendubot.

4.2. Elementos del sistema.

4.2.1. Tarjeta de conversion de digital a analégico.

La tarjeta de conversion de digital a analdgico de la compafiia American Scientific Instrument
Corp. contiene dos salidas analogicas de £10 volts con una resolucion de 12 bits (canal 1 y canal
2), los cuales estan localizados en la siguiente direccion de puertos de la computadora.

Direccién Puerto
300H Parte baja Canal 1
301H Parte alta Canal 1
302H Parte baja Canal 2
303H Parte alta Canal 2

Tabla 4.1: Direcciéon de puertos de la PC.

Para el sistema Pendubot solo es utilizado el canal 0, ya que solo cuenta con un solo motor, los
canales 1 y 2 estan disponibles en un DB25 hembra.
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Figura 4.2: Tarjeta de conversion de digital a analogico.

4.2.2. Tarjeta lectora de codificadores.

La tarjeta lectora de codificadores PC7166 de la compania U.S. Digital Corp. tiene la funcion de
leer los pulsos que envian los codificadores, esta disenada para conectar cuatro codificadores, la
direccion base para obtener la cuenta de los codificadores es la 240 Hexadecimal.

e _m1_ 415 Bigiial Corp. Voncowrer, Woshington’
(1= S sy

Figura 4.3: Tarjeta lectora de codificadores.

Los codificadores envian 1024 pulsos por revoluciéon, pero en la tarjeta son multiplicados por 4
dando una resolucion de 4096 pulsos por cada 360 grados. Estos codificadores junto con la tarjeta
lectora son los encargados de sensar los &ngulos de los eslabones 1 y 2, para ser aplicados al algo-
ritmo de control y calcular una ley de control que sera enviada al motor de CD.

La tarjeta electronica trae consigo un programa de prueba llamado PC7166.EXE el cual checa si
hay comunicacion entre la computadora y la tarjeta, ademas de la funcionalidad de los codificadores.
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4.2.3. Servopropulsor.

El servopropulsor marca ADVANCED de la compania Advanced Motion Controls, es utilizado para
proveer la potencia de entrada a los motores del sistema electromecanico, es decir, el dispositivo
amplifica el voltaje de entrada de baja potencia a un voltaje o corriente de alta potencia por medio
de modulacion del ancho del pulso (PWM), Figura 4.4.

LOOR Cld "
ADVANCED amun 1 o IEes
MOTION CONTROLS = de
CabiamL 0 CA W — ] i T
Y | Calibracién
TRT /DY« "
BRUSH TYRE L 4
PAW SERVO Prptrrtid - Modos
AMPLIFIER VILTADE MEBMASe — de
[ Operacion
]
H Conector
- — de
X Control
.
D]
- Led
+ K
— de
Estado
Conector
— de
Potencia

Figura 4.4: Servopropulsor [4].

El servopropulsor esta disenado para trabajar en diferentes modos de operacion, de los cuales los
mas utilizados son:

1. El modo voltaje que proporciona un voltaje en la terminales del motor proporcional al voltaje
de entrada del dispositivo (Figura 4.5).

2. Bl modo corriente que proporciona una corriente de armadura proporcional al voltaje de
entrada del dispositivo (Figura 4.6).

3. El modo velocidad en el cual la velocidad angular del motor es proporcional al voltaje de
entrada del dispositivo (Figura 4.7).
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Figura 4.5: Modo voltaje.
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Figura 4.6: Modo corriente.
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Figura 4.7: Modo velocidad.

Para el sistema Pendubot es utilizado el modo corriente o Torque ya que en el modelo matemético
el torque representa la fuerza de entrada al sistema. El servopropulsor dispone de una terminal
llamada inhibit (inhibir) para habilitar 6 deshabilitar la corriente o voltaje del motor. En esta
terminal y tierra esta conectado el interruptor de seguridad normalmente cerrado que mantendra
la terminal inhibit conectada a tierra ocasionando que el motor esté sin corriente y al presionar el
botén el motor esta listo para producir un torque. El servopropulsor cuenta con un LED indicador
del estado de este dispositivo. Cuando el LED esta en color rojo el servopropulsor deshabilita el
motor, que puede ser ocasionado por la terminal ¢nhibir, por un sobrecalentamiento del dispositivo
6 por un mal funcionamiento. La luz verde indica una operaciéon normal.

4.2.4. Codificador incremental.

Los codificadores incrementales se encuentran con frecuencia en sistemas de control modernos para
convertir desplazamiento lineal 6 rotatorio en un coédigo digital o senales de pulsos. Los codificadores
incrementales proveen un pulso por cada incremento de resolucion. Los codificadores incrementales
estan disponibles en las formas lineales y rotatorias. Un codificador incremental tipico rotativo tiene
cuatro partes basicas: una fuente de luz, un disco giratorio, una mascara estacionaria y un detector,
como se presenta en la Figura 4.8. El disco tiene sectores opacos y transparentes distribuidos en
forma alterna. Un par de estos sectores representa un periodo incremental. La méascara se usa para
dejar pasar o bloquear la luz entre la fuente de luz y el foto detector localizado detras de la mascara.

Las formas de onda de las salidas de los detectores son generalmente de tipo triangular o senoidal,
en funcion de la resolucion requerida. Las senales de onda cuadrada compatibles con logica digital
se obtienen al utilizar un amplificador lineal seguido por un comparador. Para detectar la direccion
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Y AT

.S S S
ooy

Fuente de luz + 3 Qetector _
(lampara, LED) (fototransistor, fotodiodo)
Disco Mascara
rotatorio estacionaria

Figura 4.8: Decodificador incremental 6ptico.

se necesita un codificador de dos canales con dos juegos de pulsos de salida (canal A y canal B).
Cuando la fase de los dos trenes de pulsos es de 90° eléctricos, se dice que las dos sefales estan en
cuadratura, como se muestra en la Figura 4.9. Las sefiales definen tinicamente transiciones de 0 a
1 ode1 a0 con respecto a la direccion de rotacion del disco codificador, de esta forma se puede
construir el circuito l6gico de deteccion de la direcciéon para decodificar dichas senales. En la Figura
4.9 se observa que para un movimiento en sentido de las manecillas del reloj, los pulsos del canal A
estan adelantados 90° con respecto a los pulsos del canal B, y para movimientos en sentido contrario
a las manecillas del reloj el canal A esta atrasado 90° con respecto al canal B.

Periodo

— i
Canal B |_ J

—| |~ Cuadratura

90°
a) sentido de las manecillas b) sentido contrario de las
del reloj manecillas del reloj

Figura 4.9: Senales de salida del decodificador.

Los codificadores del Pendubot tienen una resoluciéon de 1024 x 4 pulsos por revolucion, es decir,
que el codificador envia un pulso cada 0.00024° de giro, la frecuencia de la senal cuadrada es
proporcional a la velocidad angular del eslabon 1 6 2.
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4.3. Control del sistema.

La Tabla 4.2 muestra los parametros del sistema Pendubot fisico en el que se realizaron las pruebas
experimentales.

Descripciéon Notacién | Valor | Unidades
Longitud eslabon 1 [ 0.2032 m
Longitud eslab6n 2 lo 0.3841 m
Distancia al centro de masa (eslaboén 1) lea 0.1551 m
Distancia al centro de masa (eslabon 2) le 0.1635 m
Masa del eslabon 1 my 0.8293 kg
Masa del eslabén 2 Mo 0.3402 kg
Inercia eslabon 1 respecto al centro de masa I 0.005 Kg-m?
Inercia eslabon 2 respecto al centro de masa I 0.0043 Kg-m?
Constante de friccion (eslabon 1) v 0.00545 Kg/s
Constante de friccion (eslabon 2) Vg 0.00047 Kg/s
Aceleracion de gravedad g 9.81 m/seg?

Tabla 4.2: Parametros y variables del sistema Pendubot fisico.

La ley de control integral, i.e. ley de control para balanceo y estabilizacion, descrita por (3.60) fue
acondicionada con las siguientes ganancias en el sistema fisico:

Constante | Valor
Kp 0.72
Kp 0.93
Kg 0.65
Ky 1.01

Tabla 4.3: Ganancias del controlador implementado de manera experimental.

Las Figuras 4.10, 4.11 y 4.12 muestran el comportamiento del sistema de manera experimental, el
cual fue iniciado en las condiciones iniciales siguientes:

@(0) = 180°

2(0) = 0°
31(0) = 0 (4'1)
Q2(0> = 0
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Figura 4.10: Estados ql y q3 del Pendubot experimental.

En la Figura 4.10 se puede apreciar el comportamiento del primer eslabén, el la cual se observa
como la posicion angular y su velocidad angular llegan aproximadamente a cero, lo cual implica que
el primer eslabén esta en una posicion vertical. En la Figura 4.11 se aprecia el comportamiento del
segundo eslabon, el cual es llevado a una posicion angular y velocidad angular aproximada a cero
respecto al primer eslabén, lo cual implica que esta en la posicién superior.
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Fosicidn segundo eslabén, (balanceo y estabilizacidn)
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Figura 4.11: Estados q2 y q4 del Pendubot experimental.

Como se puede observar en las Figuras 4.10 y 4.11, el controlador integral realiza una buena acciéon
de control para balancear en una primera fase al sistema Pendubot, a las condiciones iniciales 4.1,
a un valor cercano a la posicion vertical superior en ambos eslabones y estabilizar en una segunda
fase a un valor cercano a el punto de equilibrio inestable. Observe que la suma de ambas posiciones
angulares es cero.
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También se hace notar que la accion de control es llevada a cabo en un tiempo aproximado de 3.7
segundos, esto es por cuestiones de seguridad.

sefial de control (halanceo v estahilizacion)
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Posicion angular g2 [grados]

Figura 4.12: Ley de control integral para el Pendubot experimental.

En la Figura 4.12 se puede apreciar como la acciéon de control no sobrepasa los limites de torque
del sistema, estos estan definidos por una funcion de saturaciéon equivalente a +£9.5 Nm. También
se puede ver el comportamiento del plano fase respecto al segundo eslabén, en el cual se aprecia
como converge el estado a su posicion deseada.
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Figura 4.13: Estados q1 y q3 del Pendubot experimental con perturbaciones.

La Figura 4.13 muestra el balanceo y la estabilizacion del sistema, y una vez estabilizado se
perturba al sistema de los estados ¢; v g3, ambos correspondientes al primer eslabon del sistema.
Como se observa en esta figura, la accién de control para estabilizar al sistema (LQR) no tiene
problemas ante perturbaciones ya que lo logra estabilizar de una forma adecuada.
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Figura 4.14: Estados q2 y q4 del Pendubot experimental con perturbaciones.

La Figura 4.14 muestra el balanceo y la estabilizacion del sistema, y una vez estabilizado se
perturba al sistema de los estados ¢» v g4, ambos correspondientes al segundo eslabon del sistema.
Como se menciono anterior mente en esta figura se observa como la acciéon de control para estabilizar
al sistema (LQR) no tiene problemas ante perturbaciones ya que lo logra estabilizar de una forma
adecuada.
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En la Figura 4.15 se puede ver como la accion de control frente perturbaciones no demanda
demasiado torque de salida. Asi como el comportamiento del plano fase respecto al segundo eslabon
se mantiene en una region cercana al punto de equilibrio superior. Por lo que podemos decir que el
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Figura 4.15: Ley de control integral para el Pendubot experimental con perturbaciones.

controlador LQR es una buena opciéon para la solucion del problema de estabilizaciéon de manera

experimental.
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En las Figuras 4.16, 4.17 y 4.18, se inicia al sistema de control con las siguientes condiciones
iniciales:

(0) = 0°+¢
0(0) = 1800+«
@1(0) = +e
G2(0) = +e

donde ¢ es un valor pequeno. Asi como se ha mencionado anteriormente, esta técnica de control no
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Figura 4.16: Estados q1 y 3 del Pendubot experimental con perturbaciones.

solo funciona para llevar al sistema de la configuracion inferior y frente a perturbaciones, sino que

también es una buena opcién de control iniciando al sistema es cualquiera de las otras configuraciones
inestables, i.e. (¢1,q2, G1,¢2) # (180°,0°,0°,0°).
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Figura 4.17: Estados q2 y q4 del Pendubot experimental con perturbaciones.

En las Figuras 4.16 y 4.17 se observa como el sistema logra alcanzar su posicion vertical en ambos
eslabones, asi como también se aprecia que las velocidades g3 y g4 son relativamente pequenas.
Al igual que en los otros resultados experimentales, en la Figura 4.18 se aprecia que la ley de control
no demanda demasiado torque de salida. Asi como el plano fase del segundo eslabén esta en una
region de convergencia.
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Figura 4.18: Ley de control integral para el Pendubot experimental con perturbaciones.

Es necesario mencionar que el brazo manipulador fisico esta formado por dos eslabones rigidos con
las siguientes caracteristicas asociadas a los angulos.

a) ¢1: mide desde la posicion vertical hacia abajo.
b) ¢o: mide la posicion del brazo en la horizontal.

También se hace menciéon que la estabilizacion del sistema con el controlador LQR fue sintonizada
de tal manera que el sistema sea asintéticamente estable, debido a que si le daba prioridad a los
estados de la velocidad angular, el sistema tendia a vibrar y por consiguiente el sistema se salia de
la region de atraccion, asi que al control que estabiliza se le dio prioridad a las posiciones de los
eslabones, de tal manera que las ganancias del controlador quedaron de la siguiente forma:
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R=25
8§ 0 00
0 75 00
@= 0 0 50
0 0 05

Con las ganancias de la matriz K de la siguiente manera:
K =[ —58.8019 —58.2007 —12.0533 —7.9339 |

Asi, se obtuvieron los resultados experimentales mostrados en las figuras anteriores, y se puede decir
que el sistema es llevado a su punto de equilibrio inestable, desde cualquier configuracién como se
puede ver en las Figuras 4.16, 4.17 y 4.18 en donde el sistema es iniciado en un punto de equilibrio
inestable, diferente al que se desea alcanzar.

Es pertinente mencionar en la aplicaciéon de la ley de control de manera experimental, que el torque
de salida esta acotado en un rango de +9.5 Nm, esto es por cuestiones de seguridad en el actuador.
En consecuencia el sistema responde de esa manera a la conmutacion de controles, y de igual manera
las variables guardadas solamente llegan a un limite de 20 seg, debido al tiempo de muestreo de 5
m - seq y a que la computadora en la que el sistema opera no tiene demasiada memoria disponible.
Por lo anterior si se trataba de guardar mas datos la memoria se desbordaba provocando errores en
el programa de control.

4.4. Conclusiones

Como en el capitulo anterior en los resultados experimentales se puede concluir que la ley de control
integral para balancear y estabilizar a un sistema subactuado de 2GdL descrita en el presente
proyecto de tesis es una excelente opcion para la solucion del problema de llevar a un sistema
subactuado disenado de manera artificial a una configuracion inestable.






Conclusiones y trabajos futuros

A través del analisis de las diferentes simulaciones se introdujeron diferentes variantes en las leyes
de control y ganancias que juegan un papel importante en a sintesis de un esquema de control
apropiado para el balanceo y estabilizacion del sistema no lineal subactuado de dos grados de
libertad.

Conclusiones.

En este proyecto de tesis se desarrollaron técnicas de control para el balanceo y estabilizacién de
los sistemas Pendubot, Péndulo Invertido y Péndulo de Furuta, la cuales a nivel simulacién presen-
taron resultados muy alentadores, de los cuales se puede extraer a las siguientes conclusiones.

En el disenio de la ley de control (3.60), se hace que el sistema alcance el punto de equilibrio
inestable, pero como el sistema es enviado dentro de una orbita homoclinica el sistema podria
estabilizarse cuando t — oo, por lo que se propone que cuando el sistema alcance una region de
atraccion, se propone un cambio a una ley de control que estabilice al sistema de manera local.
Asi, la ley de control conmuta de un controlador no lineal a uno lineal, para asi poder estabilizar
al sistema en un tiempo menor. De esto, de la ley de control (3.60) propuesta, se logra la velocidad
del segundo eslabon este acotada por la funcion (3.57), lo que implica que las dindmicas del sistema
sean las apropiadas para que la funcion de conmutacion (3.61) funcione, y asi la ley de control
lineal pueda estabilizar al sistema. Esta es la primera contribucién sobresalientes de este trabajo de
tesis, ya que al implementar otros esquemas de control para el balanceo se pudo observar que las
velocidades y posiciones de entrada a la region de atraccion del LQR eran tales que no era posible
conmutar al LQR de forma que la ley de control lineal funcionara bien con dichas condiciones
iniciales. Esto es debido a que el sistema Pendubot (y cualquier sistema de 2GDL subactuado) al
entrar a su orbita homoclinica tiende a seguir las velocidades dadas por (3.35), la cual depende de
dichas condiciones iniciales. Estas condiciones apropiadas fueron posibles de obtener al asegurar por
(3.36) que q; ~ m/2 al mismo tiempo que q; + ¢2 & 7/2 que a conocimiento del autor no se habia
propuesto anteriormente. La sintesis de este control es actualmente objeto de una evaluacion en la
revista Ingenieria y Tecnologia de la UNAM [28].

93
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Trabajos futuros.

Se propone realizar algiin método para la optimizaciéon de las ganancias de la ley de control de
balanceo, ya que estas no son las 6ptimas para que el sistema conmute al controlador lineal, y asi
suavizar la conmutacion de la ley de control y de esta manera evitar un torque como lo muestra la
figura de la ley de control (3.11).

Debido a que en este tema solo se abordaron sistemas de dos grados de libertad como trabajos
futuros se pretende ampliar la metodologia para sistemas con grado de libertad mayor.
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(zlosario

El presente glosario no pretende ser un diccionario de la investigacion realizada en esté tema de
tesis, simplemente retine las palabras de las cuales no se han tratado particularmente en el presente
trabajo.

Actuado: [42] las ecuaciones diferenciales generales en un conjunto de coordenadas tienen a sigui-
ente forma:

% (gqﬁ) - g(ﬁ = uaF;‘aa Z - 1, N (2)

Donde al par (£, F') como el sistema de control Lagrange. Para simplificar esto, suponga que
el subespacio de T,Q es generado por T (¢,v,),...,T™(t,v,), es independiente de ¢. Si para
cada (t,v,) € R x T'Q, se cumple con

spang {F'(t,vy), ..., F™(t,vy) } = T,Q (3)

entonces se dice que el sistema es completamente actuado. En general, los problemas acordes
con el control de sistemas completamente actuados son comparativamente sencillos.

Campo vector: [14] un campo vector f en U es un mapeo suave que asigna a cada punto p € U
un vector f, de R,. El conjunto de todo los campos vectores en U se denota por V(U).

Codificacién: [47] es representar biunivocamente mediante varios digitos los diferentes estados o
niveles finitos de un cuantificador.

Codificador de pulsos: [47] bajo este nombre o el anglosajon, encoder, se incluyen un buen
ntimero de sistemas que proporcionan una salida digital que informa sobre la posicion de
un determinado eje. A pesar de que un aspecto exterior e, incluso, su comportamiento pueda
ser muy parecido, se puede encontrar con con sistemas muy diversos y de tecnologias diferentes.

Conjunto Ortonormal: [14] sea (X, <,>) un espacio pre-Hilbert. Sea A C X, A # 0. Se dice que
A es ortonormal si A es ortogonal y ademas se tiene que || x ||= 1 para cada = € A.



Convergencia: [14] en un espacio vectorial lineal normado, una secuencia infinita de vectores {z,}
se dice que converge a x si la secuencia de nimeros reales {||x — z,||} converge a cero. Es-
cribimos x,, — .

Convertidor digital a analégico: [47] la conversion digital a analogica es un procedimiento a
través del cual un cédigo de entrada ¢ es transformado en una senal de tensién o de corriente
unipolar o bipolar de salida mediante una correspondencia entre 2" combinaciones binarias
posibles de entrada y 2" tensiones (o de corrientes) discretas de salida, obtenidas a partir
de una frecuencia de tensiéon o de corriente. En términos de tension y de corriente puede
expresarse como:

n—1
‘/O = Z ‘/pondi : dpz
=0
donde dp € [0, 1].
n—1
Iy = Z [pondi : dpz
=0

donde dp € [0, 1].

Este proceso cosiste en hacer una ponderacion de cada bit del coédigo N y sumar el resultado
de todas las ponderaciones multiplicadas por el valor del bit asociado a cada una. De esto se
deriva que la salida (V4 0 Iy) es unica para cada codigo de entrada I. La salida de un conver-
tidor digital a analogico de un namero finito de codigo de entrada no es una senal analbgica,
sino discreta, digital.

Derivada de Lie: [6] sea f un campo vector suave en U y A una funcion real valuada en U.
Entonces la derivada de LIE de A a lo largo de f es una funciéon LA : U — R definida como

(LyN)(p) = (f(p))(N)

i.e. (LyA)(p) es el valor en A del vector tangente f(p) en p. En coordenadas locales, si f es de

la forma f =3 f;z>, entonces se tiene
i=1 ’

L) = 50 () o)

Elemento Ortonormal: [14] sea (X, <,>) un espacio pre-Hilbert. Se dice que un elemento x € X
es ortonormal si || z ||= 1.

Eslabon: [42] estos son tipicamente rotatorios (de revolucion) o lineales (prismatico): un eslabon
de revolucién es una conexion entre enlaces y tiene una rotacion relativa entre ambos enlaces.
Un eslab6n prismatico tiene un movimiento relativamente lineal entre los dos enlaces.



Espacio Banach: [14] un espacio vectorial lineal normado X es completo si cada secuencia de
Cauchy de X tiene un limite en X. Un espacio vectorial lineal normado completo se le llama
espacio de Banach.

Espacio de Hilbert: [14] un espacio con producto interno completo se llama espacio de Hilbert.

Espacio de trabajo: 42| el WS (i.e. Espacio de trabajo o por sus siglas en inglés Work Space)
de un manipulador es el volumen total barrido producido por el efector final cuando el ma-
nipulador ejecuta todos los movimientos posibles. El espacio de trabajo es restringida por la
geometria del manipulador asi como las restricciones mecanicas sobre las articulaciones. Por
ejemplo, una articulaciéon de revoluciéon puede ser limitada a menos de 360° del movimiento
de espacio de accesible.

Espacio Tangente: [14] el espacio tangente a U en p, escrito T,U, es el conjunto de todos los
vectores tangentes en p.

Funcién suave: [14] sea f : U — una funcion. El valor de f en ¢ = (q1,...q,) se denota f(q) =
f(q1, .-, ¢n). La funcion se dice que es una funcion de clase C* (o simplemente funcion suave)
si sus derivadas parciales de cualquier orden con respecto a ¢y, ..., q, existen y son continuas.

Funcional: [14] una transformacion de un espacio vectorial X en los reales (o complejos) es una
funcional en x.

Grado de libertad: [9] este esta definido por el namero de coordenadas n menos el nimero de
restricciones m, i.e. n — m.
También el nimero de grados de libertad es de un sistema mecéanico es dado por la relacion
de Chebychev-Kutzback-Gruhler [15] dada a continuacion.

nGDL =6 (F —1)—5A (4)
Donde F indica el nimero de eslabones y A el nimero de articulaciones.
Holénomicas: [10] el término holénomicas simplemente significa que la relacion diferencial entre

las coordenadas de posicion puede ser integrada para dar lugar a una nueva ecuacion alge-
braica entre las coordenadas.

Linealmente independiente: [14] un vector x se dice linealmente dependiente de un conjunto S
de vectores, si x puede ser expresado como una combinacion lineal de S.



Mapeo suave: [14] un mapeo ® : U — R™ es una coleccion (¢1(q), ..., ¢m(q)) :. de funciones
¢; - U — R. El mapeo ® es C'™ si todas las funciones ¢; son C'°.

Matriz no negativa: [68| también conocida como matriz definida positiva. La matriz A es se-
midefinida positiva si (la forma cuadratica) 27 Az > 0, Va. Si la desigualdad se cumple solo
cuando = 0, entonces decimos que A es definida positiva. Notar que, cuando 2ztAzr =
2 (A+ AT)z + 2T (A — A7)z = 27 (A + A7)z, es usualmente se asume que A es simétrica.

Matriz simétrica: [68] una matriz es simétrica, si se puede demostrar que A = AT, es decir el
elemento ij-ésimo de la matriz A es igual a el elemento ji-ésimo de la misma.

Modelo cinematico directo de aceleracion: [56] describe la relacion entre la velocidad articu-
lar § y la aceleracion de la orientacion  del dispositivo terminal de un robot, i.e.
B=Jj+Jg
Que es la relacion directa de aceleracion.

Modelo cinematico directo de posicion: [56] describe la relaciéon entre la posicion articular g
y la orientacién x del dispositivo terminal de un robot, i.e.

z = f(q)

Que es la relacion directa de posicién.

Modelo cinematico directo de velocidad: [56] describe la relacion entre la velocidad articular
q v la velocidad de la orientacion & del dispositivo terminal de un robot, i.e.

T =Jq

Que es la relacion directa de velocidad.

Modelo cinematico inverso de aceleracion: [56| consiste justamente en la relacion inversa del
modelo cinematico directo de aceleracion, es decir, es la relacion entre la aceleracién cartesiana
2y la velocidad articular ¢, i.e.

G=J (& - J&)

Que es la relacién inversa de aceleracion.



Modelo cinematico inverso de posicién: [56] consiste justamente en la relacion inversa del
modelo cinematico directo, es decir, es la relaciéon entre la posicién cartesiana x y la posi-
cion articular ¢, i.e.

q=f"'(z)

Que es la relacion inversa de posicion.

Modelo cinematico inverso de velocidad: [56] consiste justamente en la relacion inversa del
modelo cinemético directo de velocidad, es decir, es la relacion entre la velocidad cartesiana
2y la velocidad articular ¢, i.e.
¢=J '@

Que es la relacion inversa de velocidad.

Paréntesis de Lie: [6] sean f y g dos campos vectores suaves en U, definiendo un nuevo campo
vector llamado los Paréntesis de Lie [f, g] por

(Lf, 9l())(A) = F(g(N) = g(f(A)) = LpLgA = LgLgA

En otras palabras, [f, ¢|(p) toma A y lo transforma en el nimero real LyL, A — LyLyA.

Plano fase: [27] es un método grafico para el estudio de sistemas no lineales de segundo orden. La
idea basica es de resolver la ecuacion diferencial y graficar el primer estado primer derivada
contra el segundo segunda derivada.

Restriccion: [9] el término restriccion es utilizado por la interconexion de los elementos restringe
a las coordenadas y las obliga a comportarse de cierta manera.

Restriccion holénomicas: [10] si las ecuaciones de restriccion involucra unicamente relaciones
entre coordenadas, reciben el nombre de restriccion holénomicas.

Restriccién no holénomicas: [10] si las ecuaciones de restriccion involucran relaciones no inte-
grables entre coordenadas diferenciales, recibiran el nombre de restricciéon no holénomicas.

Robot: Un robot es un manipulador multiprogramable disenado para mover material, herramien-
tas, partes o dispositivos especializado a través de movimientos programados para realizar una
gran variedad de tareas (definicion dada por Robot Institute of America (RIA)).

Secuencia de Cauchy: [14] una secuencia {z,} en un espacio normado se dice de Cauchy si
|, — || — 0 cuando n,m — oo, i.e. dadoun e >0 3 N € N tal que ||z, — x| <e.



Subactuado: [2] estos presentan la propiedad de tener un menor nimero de entradas de control
que de variables configuracionales.

Subconjunto acotado: [14] Sea F' un subconjunto de X. Se dice que F' es acotado si existe un
M > 0 tal que
reF=|z| <M

Subconjunto compacto: [14| sea F' un subconjunto de X. Se dice que F' es compacto siempre
que X, € F, existe una subsucesion convergente de (2, ),en cuyo limite esta en F.

Subespacio: [14] sea M # 0, M C X, subconjunto es llamado un subespacio de X siV z,y € M
vV a, 3 € F implica que ax + Py € M.

Subespacio generado: [14] sea S C X (subconjunto), entonces:

[s]={re X :x=mu +agx1+ -+ z;}
.’L'jES;CYjER
j=1,2,--- ;i€ N

se llama subespacio generado por S.

Subvariedad suave de dimensién k: [14] un subconjunto M C R, es llamado una subvariedad
suave de dimension k(k < n) de R,, si posee las siguientes propiedades: para cada zo € M
existe un conjunto abierto U C R,, que contiene a zy v a funciones suaves ¢g11, ..., @, tal que:

i) {do;,i = k+1,...,n} es un conjunto linealmente independiente de vectores renglon pata
todox e U,y
HUNM={zecU:¢;=0parai=Fk+1,..,n}.

Sucesion: [14] una sucesion de un espacio normado X es una funcién cuyo dominio es el conjunto
de los enteros positivos, y se escribe z,, = f(n).

Variedad lineal: [14] la traslacion de un subespacio M de X se dice una variedad lineal si:

L=xg+M={VeX: V=xy+MxeM)

Vector Tangente: [14] un vector tangente v en p es un mapeo v : C*°(p) — R con las siguientes
propiedades:

i) Linealidad
ii) Cumple con la regla de Leibnitz.



Apéndice A
Pasividad y disipacion.

Para definir las medidas de las magnitudes y la energia en n dimensiones y funcién real valuada, las
definiciones matemaéticas de espacios medibles, las normas, y los productos escalares son requeridos.
Aqui se presentan sus definiciones fundamentales.

Definicién A.1. Espacios Ly y Lo, Sea = un conjunto de todas las funciones n dimensional real
valuadas en el tiempo: f(t) : Ry — R™. Entonces, el espacio Ly esta definido como;

L, = :1:65:||f||25/||f||2dt<oo
0

donde || - ||es la norma Euclideana. Lo define un espacio vectorial lineal normado completo (espacio
Banach) sobre un nimero real con norma || - ||2. El espacio Ly también tiene un producto escalar,
y en consecuencia es un espacio de Hilbert.

Ahora, defina un truncamiento de f(t) como

= {10 VS e

Estas funciones de truncamiento definen una extension de los espacios Ly a Lo. como
T
Li={aes|f = [I)Pdt < oovT
0

tenemos que Ly C Lo porque Lo, contiene senales de la norma Ly cuando t — oo [61].

Definicién A.2. Producto escalar El producto escalar de Lo y Loe esta definido como

o0

(uly) = [ )"yt
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respectivamente, donde y(t) y u(t) son funciones ¢ [61].

A.1. Pasividad.

Los sistemas pasivos son una clase de sistemas dindmicos en que se produce un intercambio de
energia con el ambiente de la planta. Un sistema pasivo no puede producir mas energia que la
proporcionada, por la diferencia que produce la disipacion de energia.

Considerando el sistema no lineal descrito por la ecuacion diferencial (A.1)
&= f(z)
y= hiz) A

donde, x € R™ es la variable de estado, y € R™ que es la salida, f es un espacio vectorial ¢, la
funcion h es un mapeo c¢*.

Dado que es sistema dinamico, (A.1) puede ser estabilizable a través de algunos métodos de control,
se puede encontrar una funcion ¢> g y una entrada u € R™ para tener un sistema de la forma (A.2).

&= f(x) +g(z) - u
A2
y = h(x) (4.2
donde se hace la suposicion de que el campo vector f se llevard a un punto de equilibrio. De forma

general se supone que el punto de equilibrio esta en z = 0. Si el punto de equilibrio no esta en
x = 0, podemos hacer un cambio de coordenadas para llevar el punto de equilibrio a x = 0.

Definicidén A.3. [61] Un sistema no lineal de la forma de (A.2) es llamado pasivo si las funciones
f(z) y g(x) existen, y tienen una constante real [3, tal que ¥t >0

t

/ u? ()y(r)dr > B (A.3)

o0 si tiene una constante p > 0 y una constante real (3, tal que ¥Vt > 0

t t

[ @i +5= [ ooy umar (A1)

0 0

Definicidén A.4. [61] Un sistema no lineal de la forma (A.2) es llamado pasivo si existe una funcion
no negativa V(x) : X — R, V(0) = 0, llamada funcion de almacenamiento, tal que Vr € X, Vt > 0

t

V() — V() < / o7 (s)u(s)ds. (A.5)
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Definicion A.5. [61] Un sistema pasivo con funcion de almacenamiento V(x) es llamada estric-
tamente pasivo, si eriste una funcion definida positiva S(x), tal que Vr € X, ¥Vt >0

t t

V(z) — Vi(xg) = /yT(s)u(s)ds - /S(x(s)) ds. (A.6)

0 0

Teorema A.1. Byrnes e Isidori: [70] Un sistema no lineal de la forma (A.2) con la propiedad de
Kalman-Yakubovich-Popov es pasivo, con una funcion de almacenamiento V (x). Consecuentemente,
un sistema pasivo con una funcion de almacenamiento ¢ y continua, cumple con la propiedad de
Kalman-Yakubovich-Popouv.

Teorema A.2. Byrnes e Isidori: [70] Suponga que un sistema no lineal es pasivo con una funcion
de almacenamiento V(x) definida positiva y suponga que el sistema es localmente detectable en el
estado-cero. Sea @ una funcion ¢ tal que yT p(y) > 0 y p(0) = 0 para cada y no cero.

El sistema en lazo cerrado, con la ley de control

u(t) = —o(y) (A7)

es asintoticamente estable en el punto de equilibrio x = 0.

Teorema A.3. [7] Suponemos que v = 0 es el punto de equilibrio del sistema no lineal (A.2). El
sistema (A.2) tiene gr {1,1,...;1} enx = 0 y si el sistema es de fase minima, el sistema (A.2) puede
ser llamado como retroalimentacion equivalente a un sistema pasivo con la propiedad de funcion de
almacenamiento V (x).

Demostracion. Sea y = h(x) una nueva variable de estado y elegimos n = 0. El sistema (A.2) es
representado por las siguientes ecuaciones:

1 =c(ny)+dn yu

. A.8
{yzwmw+a@ww (A8)

donde a(n,y) es no singular para todo (n,y) en (0,0).

Elegimos una nueva ley de retroalimentacion

u=a(n,y)"" [~b(n,u) + v| (A.9)
donde
{ﬁZﬂmw+7WwW (A.10)
Y=
Sea z =n — 7(n,0)y, entonces
2=f%d+ﬂawy+(§%@wwo-v (A11)

y=v
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donde p(z,y), ¢;(z,y) son matrices.

Si el sistema (A.2) es de fase minima, entonces existe una funcion definida positiva W*(z), con

W*(0) =0, tal que LV (2) <0 para cada z # 0. Definiendo

qu(Z,y)W*(z)
M(z,y) = :
an(Z,y)W*(z)

donde M (0,y) = 0. La ley de control retroalimentada
- v T
v=[I+M(zy)]" [— (LpzyW*(2))" + w]
estd bien definida en una vecindad de (0,0). De otro modo tendremos

{ ; } = f(z,y) +3(zy)w

Junto con la funcion positiva

. 1
Vizg) = W) + 50"

esto es

LfV(z,y) + LV (z,y)w = LpW*(2) + yTw

de otro modo

LiV(z,y) = LpW*(2) <0
(LsV(z,9)" =y

y el sistema (A.2) es un sistema pasivo.

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

]

Las propiedades de disipacion y pasividad son muy importantes en sistemas de Euler-Lagrange.

Definicién A.6. Disipacidon: [61] Un sistema Euler-Lagrange es disipativo con respecto a la en-

trada s(u,y), siy solo si, existe una funcion de almacenamiento L tal que

L(@(T)) < £(z(0)) + / s (ult), y(0)) dt,

para todo u, todo T > 0 y todo x.

Definicién A.7. Pasividad de sistemas FEuler-Lagrange: [61] Un sistema es pasivo si este es
disipativo con velocidad de entrada s(u,y) = u'y. A causa de que la energia suministrada es mayor

que la energia total L, la propiedad de pasividad puede ser escrita como

(u|G(u)) = L[g(T), 4(T)] = £[q(0), 4(0)]
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Definicion A.8. Salida Estrictamente Pasiva: [61] el sistema tiene salida estrictamente pasiva
si es disipativo con velocidad de entrada s (u(t),y(t)) = u''y—a||G(u)||?, donde o > 0. Esto también
puede ser escrito de la forma

(u|G(uw)) > a||G(u)||* + L[g(T), 4(T)] — L[(0),4(0)]
para cualquier o > 0.

Definicién A.9. Operadores Pasivos: [61] Para un sistema Euler-Lagrange Pasivo con senal de
entrada u y senal de salida G(u), un operador pasivo puede ser definido como Y : u — G(u).

A.2. Estabilidad interna

[61] En esta seccion, se presentan algunas definiciones y propiedades que formalizan la propiedad
de estabilidad interna.

Definicién A.10. Sistema Afin: [61] En esta seccion se aborda una clase especial de sistemas
llamados sistemas afin en la entrada. Un sistema es afin en la entrada u si

= f(z)+g(z)u, x(0)==z(0) e R™"
; N { y = h(z),

donde g(x) es una matriz n X n.

Definicién A.11. Observabilidad y Detectabilidad: [21] Considere el sistema en espacio de
estado anterior ) con entrada u = 0.

El sistema es llamado estado-cero observable de la salida y(t) si para todo x(0) tenemos que y(t) =
0= z(t) =0, y estado-cero detectable si y(t) =0 = lim;_, z(t) = 0, Vz(0).

Proposicion A.1. Asumimos las siguientes propiedades de ),

1. Salida estrictamente pasiva.

Estado-cero detectable.

R

L£(0) = 0.
L£(0) >0, Vx # 0.

~

5. L(z) es radialmente acotada.
entonces x = 0 es Asintdticamente globalmente estable.

Demostracion. Considere el sistema en espacio de estado afin ) . De la definicion (A.6) sabemos
que Y, es llamada disipativa respecto a la velocidad de entrada s(u,y) si existe una funcién £ :
R"” — R, llamada funcién de almacenamiento, tal que

t1

L(x(t)) < L(x(to)) + / s (ut), y(t)) dt,

to
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Dividiendo esta desigualdad con t; — ty y llevando t; — ty nos da

o < s (o) ().

donde i dr
= Gt = Lala)i < s u(t), y(1)
dﬁ m
o = La(@) (f(2) + g(2)u) < s (u(t), y(t)), Vo € R™. (A.16)

Sea x(t; zo) la solucion de & = f(x) con condiciones iniciales z(0) = zy, y asumimos que » tiene
salida estrictamente pasiva = Je > 0 : s (u(t), y(t)) = vy — €|ly||?, acorde con la Definicion A.8.

De la segunda propiedad de ) (estado-cero detectable) tenemos que u = 0. Entonces de la
ecuacion (A.16) se tiene que

ac
o = Lu{@)f(x) < 5(0.9) = —<[ylP < 0. (A.17)

Es claro que la funcién E(x) esta acotada por la velocidad de entrada. También para un x, arbi-
trario y existe un conjunto compacto B tal que x(t; z¢) € BYt > 0. Entonces, se sigue del principio de
invariancia de LaSalle que z(¢; o) converge a un subconjunto mas grande Q@ C z € R" : L(x) = 0NB
que es invariante para & = f(x).

Iniciando en zy = a € ) y haciendo la siguiente observacion.
aceN=>aczeR":Hz)=0= L(z(t;a) =0

Es claro que s € B = L(x) < —¢l|ly||*> < 0, acorde con (A.17). Esto implica que L(z) = 0 <
—e|ly||* = 0 = y = 0. Dado que Y es estado-cero detectable entonces lim, o, x(t) = 0,Va € Q, que
indica que x = 0 es Localmente asint6ticamente estable.

Si L(x) es radialmente acotado entonces x = 0 es globalmente asintdticamente estable. O]

A.3. Interconexion de sistemas Euler-Lagrange

Cuando un controlador es introducido en un proceso, el sistema puede ser visto como una inter-
conexion entre el proceso y el controlador. En esta seccion, se vera que cuando dos sistemas pasivos
Euler-Lagrange son conectados, el sistema resultante también es un sistema Euler-Lagrange pasivo.
También se demostrara que la funcion de almacenamiento y disipacion son obtenidas por la adicion
de sus funciones correspondientes para los dos sistemas. Esto es muy usado cuando se introducen
controladores basados en pasividad.

Proposicion A.2. Sistemas Euler-Lagrange interconectados: [21] Suponga que se tienen dos
sistemas Fuler-Lagrange

Z C Kp (G @)y up(qp); F(Gp), My

p
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Y
Z . Kc(qm QC)a uc(Qca qp)7 F(qC)

C

Observe que el potencial u. depende de q. y qp.
Introducimos una interconexion del sistema con

auc(QCa Qp)
— _ZTc\Hedp) A18
e (A9

donde u es la entrada del subsistema ), como lo muestra la Figura (A.1).

“ I,

4

—9V.(g:.qp) 7
9q, i
)

Figura A.1: Interconexion en retroalimentacion de dos sistemas Euler-Lagrange.

Entonces el sistema Fuler-Lagrange en lazo cerrado es el sistema

> K(g.d),ula), F(d)
donde q = [q;, 4, K(q,4) = Ke(ge, de) + K (@pdn), 1(q) = tte(de 00) +1p(0p) ¥ F = Folde) + Fp(dy).

Demostracion. Suponga que la energia total del sistema interconectado es la suma de sus partes,
ie. L=L,+ L.y el total de disipacion es la suma de F), y F,. Asi que se tiene

K = Kp(Qpa Qp) + Kc(Qm QC)
u = up(gp) + te(ge, gp)
F = Fy(dp) + Fe(de)
Se Debe de determinar la senial de acoplamiento, la senal de entrada u de Zp, asi también, que el
sistema interconectado es un sistema Euler-Lagrange, i.e. esto satisface

d (0K —u 3K—u+8F_O iy 7
dt aq aq aq - 9 q - qpa qC
El primer término es una matriz de la forma
d (0K—u d (0K
d (0K —u\ | @\"o5") | | @ (5
dt\ 9¢ ) | 4 (or=u) | | 4 (oK
dt \  94e dt \ 9ge

El segundo término nos da
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OK—u
OK —u\ 94y L]
aq - OK—u 0 ’
9qc
donde u = —0u.(qc, qp)/0gy
El tercer término evaluado es
oF 9Fy (i)
aF _ 8CIp _ aqp
0q oF OFc(qe)
e 94c
Insertando los términos en la ecuaciéon de Euler-Lagrange, se obtiene que
d (0Kp) _ 0Kp | OF, _ _ Oup
dt \ dgp dqp ddp —  Ogp
d (K _OKe y 0P _ _ouc
dt \ 9qc 0qc 0Gc ~ 0qc
que son los dos sistemas Fuler-Lagrange Interconectados O]

A.4. Propiedades de estabilidad.

Aqui se presentan algunas de las propiedades relacionadas con estabilidad de sistemas Euler-
Lagrange no forzados, i.e. 7 = 0. Para facilitar el estudio del tema, estudiaremos por separado la
estabilidad para sistemas completamente amortiguados y subamortiguados.

A.4.1. Sistemas completamente amortiguados.

Los sistemas completamente amortiguados presentan ciertas caracteristicas de estabilidad que los
sistemas subamortiguados no tienen. La siguiente propiedad puede ser usada para estabilidad de
sistemas completamente amortiguados.

Proposicion A.3. Estabilidad globalmente asintdtica para un sistema completamente
amortiguado: [21] Suponemos que tenemos un sistema Fuler-Lagrange completamente amortigua-
do con energia potencial u(q) que satisface la suposicion (2.2). Esto implica que u(q) tiene un inico
punto de equilibrio en ¢ = q que es la solucion de

du(q)

3g =0.

Si se cumple esta condicion, el punto de equilibrio es globalmente asintdticamente estable.

Demostracion. El sistema Euler-Lagrange con 7 = ()¢ = 0 puede ser escrito como

D(q)i+ Clg,d)d + 315—;9’) i %—?(g) 0. (A.19)

Insertando el punto [g, ¢] = [q,¢q] en (A.19) se obtiene
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De la observacion (2) se tiene que 0F(§)/0¢ = 0 cuando ¢ = 0. El punto [gq, 4] = [q, ¢] es globalmente
asintoticamente estable, si satisface las propiedades de la proposicion (A.1). Se Sabe de la definicion
(A.8), que un sistema Euler-Lagrange completamente amortiguado es estrictamente pasivo en la
salida con funcion de almacenamiento de la energia total L. De la suposiciéon que la energia potencial
es acotada entonces decimos que la energia total también es acotada. Al hacer esto definido positivo,
necesitamos agregar una constante positiva. Para probar estabilidad globalmente asintética solo
tenemos que recordar que la ecuacion (A.19) es por lo menos en el estado-cero detectable (definicion
A.11). La propiedad del estado-cero observable puede ser demostrada al ajustar ¢ = 0 en la ecuacion
(A.19). Esto implica que 0V (q)/dq = 0 tiene la solucién g = g. O]

A.4.2. Sistemas subamortiguados.

Si el sistema no es completamente amortiguado, la estabilidad asintotica global puede ser des-
crita si la matriz de inercia D(q) tiene cierta estructura diagonal. Consideramos un sistema con
amortiguamiento parcial, i.e. las coordenadas generalizadas ¢ pueden particionadas en coordenadas
amortiguadas g. y en subamortiguadas g,. Los subindices ¢ y ¢ representan el controlador y el
proceso, respectivamente. La razon es que el proceso puede ser considerado como un sistema sub-
amortiguado y el controlador como un amortiguado.

Proposicion A.4. Estabilidad asintética global: [21] Un punto de equilibrio (4,q) = (0,q) de un
sistema Euler-Lagrange subamortiguado con coordenadas particionadas q. y g, es globalmente asin-
tdticamente estable si la funcion de energia potencial V (q) satisface la suposicion 2.2 y si satisface
las siguientes tres condiciones

1. La matriz de inercia puede ser escrita como

T OF (6 .
2. 3a>0:¢" 5D > ||q|.

q

3. Siq. es constante y OV (q)/0q. = 0 entonces q, también es constante.

Demostracion. De la Proposicion A.3 se dice que el sistema con coordenadas completamente amor-
tiguadas ¢, tiene salida estrictamente pasiva. Ahora escribimos las ecuaciones de Euler-Lagrange
como completamente amortiguadas de una ecuacién subamortiguada como

OF(4.) n oV (q)
4. dqc

oV (q)
0qp

= 0. (A.20)

D(qc)Ge + C(ges 4c)ge +

D(gp)Gp + Caps Gp)dp + =0. (A.21)
Observar que V' = u.(qc, gp) + up(gp)-

En la prueba de estabilidad, se verifican las condiciones de la Proposicion A.1. Como en la Proposi-
cién A.3, se demuestra el minimo estado-cero detectable con respecto a la salida ¢., se sigue de la
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Definicion A.11, que ¢. = 0. Esto indica que g. = constante, y si substituimos esto en la ecuacion
(A.20) y usamos la condicién 3 entonces ¢, también es constante. El estado-cero detectable sigue
del hecho que ¢ = G es un tnico punto de equilibrio global de la ecuacion (A.20) y (A.21), ver
Suposicion 2.2. O



Apéndice B
Linealizacion de sistemas Euler Lagrange

Una de las principales cosas que se hace con una ecuaciéon diferencial es la de observar los puntos
de equilibrio y la linealizaciéon del sistema al rededor de algin punto de equilibrio. Esto es muy
aplicado para sistemas del tipo FEuler-Lagrange aqui veremos como la linealizacion de un sistema
Euler-Lagrange cede a una estructura que es muy especial.

Otra razon de la linealizacion de un sistema Euler-Lagrange es analizar diferentes criterios de
teoria de control para el sistema Forzado a un sistema Euler-Lagrange! como lo es Controlabilidad,
Obsevabilidad, Detectabilidad, etc. Para mayor informacion consulte [12, 9.

B.1. Linealizacién de un sistema Euler Lagrange

Cuando uno linealiza una ecuacion diferencial el resultado es una ecuacion diferencial lineal, en
el caso de sistema Euler Lagrange sucede lo mismo y encontramos una Ecuacion Diferencial Euler
Lagrange Lineal.

El método que emplearemos es el de linealizacion por Lyapunov ya que es un método general y es
consistente en el analisis de estabilidad local de sistemas no lineales.

considérese el sistema 2.1 y asumimos que f es C*°. Entonces las dindmicas del sistema pueden
escribirse por una descomposicién en series de Taylor como

i~ (5) o+ ol (B.1)

donde fj, ¢ (por sus siglas en inglés high order terms) son los términos de orden superior de .

!'i.e. Un sistema Euler-Lagrange es de la forma

d |9L(q,4) | _ 9L(9,9)

4 [%{i’q)} - %{i’q) = 0 y un sistema forzado Euler-Lagrange es

de la forma

=Ti,i=1,...,n

117
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Observando que la expansion anterior inicia directamente con los términos de primer orden con
f(0) =0, dado que 0 es el punto de equilibrio. Sea la matriz de constantes A denotando la matriz
Jacobiana? de f respecto a x con z = 0.

0
a= (Y
ax =0

T = Ax (B.2)

es llamado linealizado (o aproximacion lineal) del sistema no lineal (2.1) original en un punto de
equilibrio 0.

Se observa que simuladamente en un sistema no lineal no autonomo
u

entones el sistema

3 con una entrada de control

T = f(z,u)

tal que f(0,0), puede escribirse como

. [Of of
e <%> vt ' <%> (2=0,u=0) o) o

Teniendo A como una matriz Jacobiana de f respecto a x cuando (z = 0,u = 0), y B una matriz
de n x m elementos de 0f;/0x; , donde m es el numero de entradas.

A= (4

8I)(x:0,u:0) B = (ﬂ

Bu) (z=0,u=0)
entonces el sistema
&= Ax + Bu (B.4)
es la linealizacion (o aproxzimacion lineal) del sistema no lineal original en (z = 0,u = 0).
Después de la eleccion de una ley de control de la forma u = u(z) (con u(0) = 0) transformando

el sistema no auténomo original en un sistema en lazo cerrado auténomo, teniendo x(0) = 0 como
un punto de equilibrio, la aproximacién lineal de la ley de control dada como

u= (@) r=Gx
oxr ),

La dindmica en lazo cerrado puede ser aproximadamente linealizada como

t=(A+ BG)x

Para definir las ecuaciones que gobiernan el comportamiento de un sistema de Lagrange lineal, es
provechoso tener un poco de notacion.

2 i.e. Una matriz de n x n elementos de df;/0z;
3 Ver (Definicién 2.1).
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Definicién B.1. Sea V un espacio R-vectorial. El mapeo A :V xV — R es bilineal si
A (ug + ug,v1 +vg) = A(ug,v1) + A (ug,ve) + A (uz,v1) + A (uz, vs)
YV up,ug,v,v0 € Vooy su notacion es la siguiente
V—R

Después de entender esta definicién se puede mostrar otra definicién respecto a sistemas Euler-
Lagrange.

Definicién B.2. Sea V un espacio n dimensional de un espacio R-vectorial. Un sistema Lineal
Euler Lagrange sobre V' es la tripleta (M, C, g) donde M,C,g:V xV — R son un mapeo bilineal
con M y g simétricos y C' no simétrico. El Lagrangiano asociado con el sistema Euler Lagrange
Lineal (MC,g) es la funcion L :V x V — R definida por

1 1 1
L(u,v) = S M(u,v) + 5C(u,v) = Sg(u,v)
2 2 2
La curva t — c(t) € V es la solucion del sistema Euler Lagrange Lineal (M,C,g) si ¢ satisface la
ecuacion diferencial

M (&(t)) + C* (é(1) + g" (c(t) = 0

Se nota que la soluciéon para un sistema Euler Lagrange Lineal es muy diferente a la solucion para
una ecuacion Euler lagrange. Siendo asi el estado el resultado que hace la conexiéon. Dando como
resultado la siguiente proposicion.

Proposicion B.1. Sea V un espacio R-vectorial y sea (M, C, g) un sistema Lineal Euler Lagrange
sobre V', con el Lagrangiano definido como L sobre V- x V ~ T,U. La curva t — c(t) € Ves la
solucion del sistema lineal Euler Lagrange (M,C,g) si y solo si es una solucion de la ecuacion
FEuler Lagrange para L.

Demostracion. Se tiene )

L{g,0) = 5M(e,0) + 5C(a,0) — 39040

Sea {ey,...,e,} una base para V con M;;,Ci; ¥ gij, 1,7 = 1,...,n, las matrices para M,C, y g en
esta base. Obteniendo

d [9L(q,4)] 9L(q,4)
dt 04 Iqi

P R P | .
= M;¢’ + §Cjiqj 3 ¢’ — 59@03
1=1,...,n
El resultado nos dice que Cj; = —C}j, 4,7 = 1,...,n. O

En este caso M es invertible y se denota como M ™! : V* — V. También en este caso podemos
escribir la ecuacion son satisfechas para el sistema lineal Euler lagrange como el siguiente conjunto
de primer orden de ecuaciones diferenciales.
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(0)=[wten e | (1)

donde I es el mapeo identidad sobre V. Se tiene que M~ o g* y M~ o C’s una simple trans-
formacion lineal de V. Retomando conceptos de sistemas lineales de valores propios para nuestra
transformacion lineal Ao : V X V — V X V representada por

A 0 1
MC9) = | _pf1o gb _M-lo(?
Obteniendo el siguiente resultado que caracteriza los valores propios.

Proposicion B.2. Sea (M,C,g) un sistema lineal Euler Lagrange sobre un espacio vectorial V', y
suponemos que M® es invertible. Si A € Complejos es un valor propio de Am,c,g) entonces

(i) =X es un valor propio de Anc,g);

(i) X es un valor propio de Anrcg);

(iii) —\ es un valor propio de Anc,g)s

Después la multiplicidad de los valores propios X, —\, —\ y ——N\ son iguales.

Una vez teniendo una idea de sistemas Fuler Lagrange lineales procedemos enunciar el siguiente
teorema sin dificultad alguna.

Teorema B.1. (Método de Linealizacion de Lyapunov).

e Si el sistema linealizado es estrictamente estable (i.e. si para todo valor propio de A esta estric-
tamente del lado izquierdo del plano complejo), entonces el punto de equilibrio es asintdticamente
estable (para el sistema no lineal actual).

e Si el sistema linealizado es inestable (i.e. si el minimo valor propio de A esta estrictamente del
lado derecho del plano complejo), entonces el punto de equilibrio es inestable (para el sistema no
lineal).

e Si el sistema lineal es marginalmente estable (i.e. todo valor propio de A esta en el lado izquierdo
del plano complejo, pero un minimo de términos se encuentra sobre el eje imaginario), entonces
uno puede concluir alguna forma de aproximacion lineal (el punto de equilibrio puede ser estable,
asintoticamente estable o inestable para el sistema no lineal).

Como conclusion se puede decir que el método de linealizacion de Lyapunov se refiere a la estabili-
dad local de un sistema no lineal. QQue es una manera de como un sistemas lineal puede comportarse
a su aproximacion lineal.
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B.2. Propiedades de Sistemas Lineales de Control.

B.2.1. Controlabilidad de sistemas MIMO.

Sea El sistema (B.4) dado que la controlabilidad es la relacion de la interaccion de las variables
sobre los estados, es por esta razon que solo consideramos (B.4).

Definicion B.3. Controlabilidad

La ecuacion de estado o el par (A, B), donde A es una matriz ny X n B es una matriz n X m, es
controlable, si para cualquier estado inicial x(0) = x¢ y cualquier estado final x; existe una entrada
que pueda transferir xo a x¢ en un tiempo finito. De lo contrario el par (A, B) es no controlable.

Criterios de Controlabilidad.
1. El par (A, B), Apxn ¥ Buxm es controlable.
2. La matriz de controlabilidad
C= [B AB --- A"'B] tiene rango completo n (B.5)
donde A, xn ¥ Bnxm

3. La matriz

t
W,(t) = / A" BBT A Tdr (B.6)
0

es no singular V¢ > 0

B.2.2. Observabilidad de sistemas MIMO.

La observabilidad es la propiedad que indica la posibilidad de estimar los estados de un sistema a
partir del conocimiento de sus entradas y salidas es el caso MIMO.

Definicion B.4. Controlabilidad

Sea el sistema descrito por (B.4) o el par (A, C) donde Aysn, y Crxm, €s observable si para cualquier
estado inicial xy existe un tiempo finito t; < 0 tal que se puede determinar de forma tunica x(0) a

partir de u(t) y y(t).

Criterios de Observabilidad.
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1. El par (A,C) donde A« ¥ Crxm €s Observable.

2. La matriz de observabilidad

C
CA
0= . tiene rango completo n (B.7)
CA !
donde Ayxpn ¥ Crxm
3. La matriz
t
W,(t) = /eATTC’TCeATdT (B.8)

es no singular V¢ > 0.

B.2.3. Controlabilidad de de sistemas SISO

Sea El sistema (B.4) dado que la controlabilidad es la relacion de la interaccion de las variables
sobre los estados, es por esta razon que solo consideramos (B.4).

Definicion B.5. Controlabilidad

La ecuacion de estado o el par (A, B) es controlable, si para cualquier estado inicial x(0) = g y
cualquier estado final x; existe una entrada que pueda transferir xo a x5 en un tiempo finito. De lo
contrario el par (A, B) es no controlable.

Criterios de Controlabilidad.
1. El par (A, B) es controlable.
2. La matriz de controlabilidad
C= [B AB --- A"'B]| tiene rango completo n (B.9)

3. La matriz
t

W,(t) = / A" BB Tdr (B.10)
0

es no singular V¢ > 0.
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B.2.4. Observabilidad de sistemas SISO.

La observabilidad es la propiedad que indica la posibilidad de estimar los estados de un sistema a
partir del conocimiento de sus entradas y salidas.

Definiciéon B.6. Controlabilidad

Sea el sistema descrito por (B.4) o el par (A,C) es observable si para cualquier estado inicial x
existe un tiempo finito t; < 0 tal que se puede determinar de forma tnica x(0) a partir de u(t) y

y(t).

Criterios de Observabilidad.
1. El par (A, C) es Observable.

2. La matriz de observabilidad

C
CA
0= . tiene rango completo n (B.11)
CA™ !
3. La matriz .
Wo(t) = /eATTCTCeATdT (B.12)

0

es no singular V¢ > 0.






Apéndice C
Publicaciones.

En el desarrollo de este proyecto de tesis se contribuyé con desarrollaron las siguientes publica-
ciones:

» Energy Based Control and Balancing Scheme for an Underactuated Robot, |29] presentado en
5TH INTERNATIONAL SYMPOSIUM ON ROBOTICS AND AUTOMATION 2006, SAN
MIGUEL REGLA HIDALGO, MEXICO, AUGUST 25-28, 2006. el cual es sometido actual-
mente por los editores del ISRA 06, al ser seleccionado como articulo original en ” Intelligent
Service Robotics” ISSN:1861-2776, springer Berlin Heidelberg.

» CONTROL Y ESTABILIZACION BASADO EN ENERGIA PARA UN SISTEMA SUBAC-
TUADO, (28] sometido actualmente a evaluacion en la revista Ingenieria y Tecnologia de la
UNAM.

Las publicaciones mencionadas anteriormente son anexadas a continuacion.
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Energy Based Control and Balancing Scheme for an
Underactuated Robot

Jedis Patricio Ordaz Oliver, and Virgilio &pez Morales.

Abstract— This paper proposes a novel control scheme for a and a balance control strategy. In order to implement a swing-
well know underactuated two-link robot, called the pendubot. ing up controller, partial feedback linearization and passivity
Controller achieves to swing, and to stabilize to its uppermost properties can be used. Once the system reach a state near from

unstable equilibrium point, the second non-attracted link. The S " . . .
control law is designed and the convergence analysis is carried the unstable equilibrium position, an optimal linear quadratic

out based the on Lyapunov stability theory. Swinging control (LQR) or pole placement controller is implemented, based
is based on an energy approach and the pendubot passivity on the linearized plant model. This method has been tested
properties. Then some conditions on the parameters in the control on many typical underactuated mechanical systems such as
law such as the total energy of the pendubot which converges to acropot, Pendubot, three-link underactuated manipulator and
the potential energy of its top upright position, are given. The . . .
stabilization around its unstable equilibrium point of the system |nert!al Wheel_ pendulum. Ngturally, there are some cond_ltlons
is based on a LQR control scheme. and intermediates under which the pendubot must be switched,

: found by trial error.
Keywords— Nonlinear systems, Lyapunov theory, energy based .. . - .
control, pendubot, underactuated systems. Combining Lyapunov theory with passivity properties and
energy shaping, a nonlinear control for some underactuated

systems have been designed by Fantoni and Lozano [3], where
|. INTRODUCTION Lyapunov theory takes an important role in controller design
The pendubot as shown in Fig. 1, is a benchmark systé’rﬂd system convergence analysis. This methodology has been
[1] for underactuated robot, consisting of a double penduluigSted on many typical underactuated systems such that Ac-
with an actuator at only the first joint. Using the pendubofPot [10], Pendubot [11], rotating pendulum, cart and pole
one can mainly investigate the set-point regulation, includirgyStém. inertial wheel pendulum [3], and other underactuated
swinging up and balancing, as well as trajectories trackingySt€ms. ' .

The pendubot has been studied as a typical example off drawback in [11] is that the control law proposed (only
underactuated mechanical systems see e.g. [1]-[8]. to swinging up the pendubot), enters system dynamics into a
Nonlinear dynamics with motion constraints and rapidifomoclinic orbit, making to difficult to switch on the linear
chaining operating conditions sometimes make such Comﬁgntroller which stabilize around the unstable equilibrium

problems difficult. The rigid body mechanics of flight controPO!Nt.
or robot manipulator motion is often formulated with the Inspired by [10] and [11], we propose a novel and complete

pendubot around its unstable equilibrium point.

M(q)d+Clq,q)q+g(q) =7 1)

The position coordinateg € R™ with associated velocities
¢ and accelerationg are controlled with the driving forces
T € R™. The generalized moment of inertdd(q), the coriolis,
centripetal forces”(q, )¢, and the gravitational forceS(q)
all vary along the trajectories.

The swing up control problem for the pendubot is to
swing the pendubot up to its upright position (top unstable
equilibrium position) and balance it about the vertical.

For controlling nonlinear underactuated mechanical sys-
tems, [5] the problem can be divided into a swing up control

Actuator
The work of Jeés Patricio Ordaz Oliver is partially supported by the
CONACYyT grant. The work of Virgilio lbpez Morales is partially supported

by the SEP-SESIC-PROMEP research project grant PROMEP - UAEH-PT'Q- 1. Pendubot svst
1004 and ANUIES-SEP-CONACYT/ECOS-NORD, M02:M03. 'g. 1. Fendubot system.
Authors are at the Universidad Aroma del Estado de
Hidalgo, Ceng,ot de "(1:\/‘95“9&'“; on TT?C”O_'O@S i‘;ogc')”fOF'K In this paper, the prior energy based control results of [11]
macon Yy Istemas arr. achuca- lulancingo, ) m .
4.5, México. patoordazoliver@yahoo.com.mx, and [3] are generalized to the Pendubot.

virgilio@uaeh.edu.mx In order to illustrate the performance our approach is
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implemented on a numerical simulation benchmark. ThereforeD(q) is positive definite for aly. From (6) and
(7) its follows that

II. SYSTEM DYNAMICS

In Fig. 1 the two-link underactuated planar robot, called the /) v _ 5, 4) — g si % 4 0 1 11
pendubot where friction is neglected, is shown. (9) (0:9) =0ssing2(201 +¢2) |y (11)

The model of the motion dynamics is a setafigid bodies \yhich is a skew-symmetric matrix. An important property of

conne2cted and described by a set of generalized coordinalgs,,_symmetric matrices which will be used in establishing
q € R*. The derivation of the motion equations is synthesizgg| passivity property of the pendubot, is

via (1). By applying the methods of the Lagrange theory, in-

volving explicit expressions of kinetic energy and potential T (D(a) — 20(a. G —0 v 12
energyl{, the motion equation is derived as: : ( (@) (q’q)) : : (12)
The potential energy of the pendubot can be defined as

4 [aaq, q'(t))} _0L(a,d(t) _ @

dt 94(t) 9q(t) U(q) = bysingy + O5sin(q1 + g2) (13)
whereL = F—U, andr denotes the externally applied torques
and forces. The Lagrangiahof mechanical motion in a space
with a velocity-independent gravitation potential is

Note thatl/ is related tog(q) as follows:

oL 049 cosqi + 0sg cos(qy +
g@y=5=|" 0% 59 C0s(q1 + g2) (14)
L(alt),d() = Flat),d()) — Ulalt) = ~iDla)d — U(a) o oSt )
A 48)) = S @)= 5974 ?3) For the planar two-link with = 0 in the Euler-
. . . Lagrange system note that (1) has four equilibrium points.
Where the angular positions are involvedginand angular 0 ..
g p Q1 g (Q1>QQaQ1aQ2) = ((ﬂ/2)705070) and (Q1>Q27Q17(12) -

velocities ing, and the accelerations is

In (1) we have that (=(7/2),7,0,0) are two unstable equilibrium points (respec-

tively, top position and mid position). We wish to reach the top

T« ) position.(q1, g2, ¢1,42) = ((7/2),7,0,0) is an unstable equi-
9= [ 0 } » T= [ ] () librium position that the want to avoid, and, g=, 41, ¢2) =
(—(7/2),0,0,0) is the stable equilibrium position that also we
want to avoid. The total energg(q, ¢) is different for each
of the four equilibrium positions:

T2

D(q) = { 01 + 05 + 65 cos(gz) 02 + 03 cos(go) ] (5)

02 + 03 cos(gz) 02
I L((7/2),0,0,0) = L7op = (02 + 05)g (15)
Clad) = tasinan)| 2 THEE ] ) _. |
gl Top positions for both links
_ | Oagcos(q1) + 059 cos(qr + g2) o
g(q) - |: 659 Cos(q1 + q2) (7) E(_(W/Q)a Oa 070) - Ell - _(94 + 05)9 (16)
where the following five parameter equations are introduced-OW Positions for both links
as follows:
, , L(—(7/2),7,0,0) = Linia = (—0s + 05)g (17)
01 = 2 +moly +1 . " . .
9; _ " ﬂlegznj_ }2 ! Mid position: low for link 1 and up for link 2
93 = mglllcz (8)
94 = mllcl + m2l1 E((ﬂ-/2)aﬂ.7070) = ‘clz = (94 - 95)9 (18)
05 = Mmale Position: up for link 1 and low for link 2.
when ; = 0, this underactuated robot is called an Acrobot,
and it called a Pendubot whether = 0. The control objective is to stabilize the system around its
Note thatD(q) is symmetric. Moreover top unstable equilibrium position.
di1 = 6105 + 205c08qo [1l. STABILIZING CONTROL LAW
= mllzl + mgl% + .[1 + mglfz + IQ + QTTLQlllCQCOSQQ (9) A. The homoclinic orbit
2 2 2
2 mulgy + maly + I +maliy + Io — 2maliler Let us first note in view of (3), (5) and (6), that for Euler-

2 2 \2
> mule + I+ I +ma(ly — 15)° >0 Lagrange properties

and then
L= %QTD(Q)Q + 04gsing; + 059 sin(q1 + q2)

det(D = 6105 — 20%cos> : . .
(D(q)) = 0,62 3608 12 20263 + b4gsin gy + 5gsin(q + g2)

= (mllzl + Il)(mngQ + IQ) (10)
+mal Iy + mil3i2,sinqy > 0 and the following conditions are satisfied

(19)
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Differentiating V and using the above equation (22), we

c1) 1 = obtain

c2) L(g:4) = (62+065)g . .

V =kpLL+kpGiqi +kpqiqy + krqidz + krg2qe

=kpLlqimi + kpGigr + kpqiqr + kpgigz + krg2G2 - (25)
= g1 (kpLry + kpiy + kpdi + krds ) + krdade

then

1
L(q,q) = =023 + 04gsinq, + Os5gsin(q; + =019+ 05
(9:9) 922 49 gsin(1 + ¢2) 19 (209) which means that the system is passive, takirags the input

andgq; as the output.
Let us now computé; from (1). The inverse ofD(q) can
be obtained from (5) and (10) and is given by

From the above, it follows that if; # /2 then gz > 0.
In addition to conditions:;) andcz) we also have condition

3) ¢ +q2~ 3 , then (20) gives

1 . 1 0 —0y — 03 cos
—05G2 = 04(cos gz + 21 P 2 2 — U3C08Q2
97242 1(c0s g2 +9) (21) D™ g) A [ —03 —O3cosqy 61 + 03 + 203 cos go i

The above equation defines a very particular trajectory that 5
corresponds to a homocliftiorbit. This means that the link 2 WhereA = det(D(q)) = 010, — 0;cos”q,. Therefore we have
angular position moves clockwise or counter-clockwise until

it reaches the equilibrium positiofys, ¢2) = (0,0) which can G D! . j
q positia@s, g2) = (0, 0) [f(h}: (@({7(')1]_C(%q)[gi}_g(q)[gil?

arrive at the infinity. Thus, our objective can be reached |f g, A

the system can be brought to the orbit (21) fer= 0 and (2
@ ~ 7/2 at the same time thaj; + ¢» ~ 7/2. Bringing Then termg, can thus be written as

the system to this homoclinic orbit solves the "swing up”

proplem. In order to balance at the top equilibrium _conflg— 1 = L [6271 + 0203 5in o (g1 + G2) + 03 cos go sin ga¢?
uration(w/2,0,0,0), the control must eventually be switched —050,49 cos q1 + 03054 cos gz cos(q1 + ¢2)]

to a controller that guarantees (local) asymptotic stability of (28)
this equilibrium. Such a balancing controller can be designedTo reduce the expressions, we will consider

using several method. In this case a LQR, which in fac
provides local exponential stability of the equilibrium point.
By assuring convergence to the above homoclinic orbit, we
guarantee that the trajectory will enter the basing of attractitimus
of any balancing controller.

(q,q) = [02m1 + 0203 5in g2(¢1 + G2)? + 63 cos go sin 263
—0204g cos q1 + 03059 cos g2 cos(q1 + q2)]

|
q1 = N
introducing the above in (22) one has
The passivity property of the system suggest as the use of
the total energyl in (19) in the controller design. Let us . 5 , ; . -
considerg;, = (?Ji— 7r/2(), ;2 =q+qg—7/2.1n otr?er words V=@ {Tl (kEﬁ + Kzez)*: SRRkl + quz}
g2 = G1+gqz andL = L — Lr,,, We wish bring to zeray, ¢» +42G2

[0211 + F(q,4)] (29)
B. Stabilizing around the homoclinic orbit

and L. We propose the following Lyapunov function candidate ) (30)
which will lead to
kg s k kp o ki . . . .
V(g,q) = 7E£(q, Q)+ 7%% + qu + 7Lq§ (22) V=—(d1+d2)* <0 (31)
where kg, kp, kp and k;, are strictly positive constants towhere
be defined later. Note thaf (¢, ¢) is a positive semi-definite 42 _ 94 4, = ¢, (k?EZTl + kpiy + kpdy + qu~2>
function. Differentiating (19) we obtain
and
L=q"D(q,d)q+ 3i" D(g,9)q + " 9(q) PR
. [ ’ e .. —g5 =k 32
=" (=C(q,4) — q(q) +7) + 54" D(¢, )4 + " g(q) R (32)
=q¢7r therefore
(23)
wherer = [r1,0]T in the pendubot system, we obtain —i2 —kpgada <0 (33)
£=¢Tr=qm (24) which will lead to
1A homoclinic orbit is a trajectory of a dynamical system that tends to Vl = —Qg <0 (34)

the same invariant set (equilibrium, fixed point, periodic orbit etc.) as time
t — 400 And we propose a control law such that
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A KpF(q,q ~ ~
T (kEL + Kg"2) +. = A(‘?"” + kpGy + kLo (35)
= —q1 — 2qs.
which will lead to
Vo = =i + 24142 < 0. (36)
Therefore
V=Vi+V,<0 (37)
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IV. STABILITY ANALYSIS

The above equation result in the follow theorem for the
stability analysis.

Theorem 1: Consider the pendubot system (1). Takin
the Lyapunov function candidate (22) with strictly positive
constantscg, kp, kp andk;, and provided that the state initial
condition (42) and (43) are satisfied, then the solution of the
close loop system with the control law (44) converges to the
invariant setM given by the homoclinic orbit (21) with the
interval¢g; —m/2 = ¢, where|e| < * ande™ is arbitrary small.

This proof is based on LaSalle’s invariance theorem (see

The control law in (35) will have no singularities provideo[lz])'

that

Kpbs
A

kgl + #0 (38)
Note from (19) thatl > —2(6, + 65)g. Thus, (38) always

holds if following inequality is satisfied

Kpbs
max(A)

> 2]6}3(94 + 95)9 (39)

Former equation gives the following lower bound fas /k g

K
“P 5 20,04 + 65)g,
kg
and this condition will be satisfied if for some> 0,
KD — €
kg6,

(40)

]2\ <

Proof: In order to apply LaSalle’s theorem, we are
required to define a compact (close and bounded)2seith
the property that every solution of the system (1) that start in
Q remains inQ) for all future time. SinceV (g, ¢) in (22) is
an non increasing function, (see (37)), than ¢;, g2 and¢.
are bounded. Sincevs g2, sin g2, cos ¢1, sin gy, cos(q1 + ¢2),
sin(q; + ¢2) are bounded functions we can define the state
of the closed-loop system as being composed;ofsin g1,
sin(q1 + ¢2), ¢1, cos go, sin g2 andg.. Therefore, the solution
of the closed-loop systeth= F'(z) remains inside a compact
set ) that is defined by the initial state values. LEtbe
the set of all points inf) such thatV(z) = 0. Let M be
the largest invariant set ifi. LaSalle’s theorem ensures that
every solution starting i approaches\/ ast — oo. Let us
now compute the largest invariant set in T'.

In the setl (see (37)),V = 0 and ¢, + ¢ = 0, which
implies thatq; + g2 and V' are constants. Since that system

Note that when using the control law (38), the pendulumgoes to conditionsl), ¢2) andc3), the largest invariant sét/
can get stuck at any equilibrium point in (15). In order tas given by the homoclinic orbit with the intervg —7/2 = ¢,

avoid any singular points other thab,,, we require

2] < min(1£20p = Lunial | €209 = £11] | £20p = L12])
= min (2049, 2059) = ¢

(41)
Taking also (35) into account, we require
~ K —

‘E’ < ¢ =min ( 2049, 2059, D¢ (42)
kE91

@1+ q2 — /2 = ¢, where|e| < ¥ ande* is arbitrary small
then all solutions converge to the invariant set M, therefore
the system trajectory belongs to the homoclinic orbit (21).

[ |

V. SIMULATION

In order to illustrate the performance of the proposed control
law based on the system energy, we have performed some
numerical simulations on MATLAB.

We considered the pendubot parameters as: the total mass of
link 1 m; = 1.9008 m, the total mass of link 2n, = 0.7175

Since V is a non increasing function (see (31), (42)), it will,, the moment of inertia of link ; = 0.004 Kg - m?, the

hold if the initial conditions are such that

2

V(0) < 5 (43)

The above defines the region of attraction as will be sho

in the next section.

Finally, with this condition, the control law can be written

as

_ —kpF(q,q) — (@1 — 242 + kpG1 + krg2)A

L (44)
kLA + kpbs.

T1

moment of inertia of link 27; = 0.005 Kg-m?, the distance
to center of mass of link I.; = 0.185 m, the distance to
center of mass of link 2., = 0.062 m, the length of link
1 my = 0.2 m, the length of link 2ms, = 0.2 m and the

\fgceleration of gravity = 9.81 m/seg?.

We chose the gaingp = 41, kp = 80, kg = 15.51,
kr, = 15.012 and the@ and R gains
R=25
1000 —500 0 0
| —500 1000 0 0
Q= 0 0 1000 —500
0 0 —500 1000
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Fig. 2. States of the system.
Control Law
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Fig. 3. Control Law.

By computing the LQR control law one obtains,

K= [ —696.3386 —666.2143 —138.8293 —92.2485 ]

The numerical simulation is performed with the following

initial conditions:

g1 =0
g2 =0

(I1207
QQ:07

4
and the switching function is given by the following criteria:[ ]

(@ - 5)[ <035 and |(5 - (@ +a)] <025
(45)
which yields a suitable neighborhood of the origin.
Simulation shown that our control law brings the state

system near from the homoclinic orbit. Note thatgoes to

zero, i.e. the energy goes to energy at the upright positiorf8l

(Lrop)- The Lyapunov functiornl/ is always decreasing and
converges to zero.
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Fig. 4. Performance of the system and balancing.

VI. CONCLUDING REMARKS

This paper propose a swing up control based on the total
energy and a balancing control for the pendubot at the unstable
position. Our results involve both the swing up control (total
energy functions) and the switching criteria to apply a linear
controller (LQR).

The main goal of this paper is to show that the complete
scheme (Energy based - LQR control) achieves the stabiliza-
tion of the pendubot around the unstable equilibrium point.

By applying different approaches ([2], [3], [7], [10] it can’t
be implemented complete scheme, since the system dynamics
enter the basin of attraction with non suitable state conditions
to the linear controller.

Under a rather mild assumption on the initial conditions
(depending on the pendubot parameters), this paper has pro-
posed the conditions about the parameters in the control law
such that the total energy of the pendubot converges to
the potential energy of it€,,, position, with a suitable state
conditions for the linear controller.
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CONTROL Y ESTABILIZACION BASADO EN ENERGIA PARA
UN SISTEMA SUBACTUADO
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Resumen: En este trabajo se presenta la aplicacion de una técnica para el control de sistemas
mecanicos subactuados. La estrategia de control involucrada se basa en propiedades de pasividad,
control basado en energia, teoria de Lyapunov, y control por regulacion lineal cuadratica. También,
se hace una consideracion tipica de sistemas de Euler-Lagrange, basada en las propiedades de este
tipo de sistemas, para el disefio de la ley de control, asi como del analisis de estabilidad. Una
subclase llamada sistemas subactuados es en particular muy interesante para el andlisis y el disefio
de herramientas de control, y es por esto que se propone el desarrollo de una metodologia para la
sintesis de leyes de control y el analisis de estabilidad para un sistema robotico Euler-Lagrange
subactuado.

Palabras clave: Sistemas Euler-Lagrange, Sistemas no lineales, Teoria de Lyapunov, Control
basado en energia, Pendubot, Sistemas subactuados.

Abstract: In this paper, a novel control methodology applied to a subactuated mechanical system is
proposed. The key idea involved is based on the passivity properties of this class of system, and
then a control based on the system energy, the Lyapunov theory and a linear quadratic optimal
control is synthesized. Since these Euler-Lagrange systems show passivity properties, a study case
for the control and stability analysis for a subactuated system is figured out. Subactuated systems
have some interesting dynamics in order to analyze and test different control schemes.

Keywords: Euler-Lagrange models, Nonlinear Systems, Lyapunov theory, Energy-based control,
Pendubot, Subactuated systems.

1. Introduccion.

El sistema Pendubot, Figura 1, es un
sistema electro mecanico, no lineal, de
segundo orden, que consiste en dos
eslabones rigidos interconectados. El
primer eslabon es actuado por un motor de
corriente directa y el segundo eslabon no
estd actuado. El sistema Pendubot es
similar en esencia al sistema doble
péndulo invertido. Sin embargo, la
naturaleza de las dinamicas acopladas
entre los dos cuerpos del Pendubot,
presenta algunas propiedades interesantes.
Asi, el segundo péndulo puede ser
controlado por el movimiento dado por el

primero (pero esto nos da una serie de
restricciones, las cuales son llamadas
restricciones no holonémicas Cf. (Bloch et al,
2005)). Las restricciones no holonémicas de
las que el sistema Pendubot posee, hacen que
el disefio de una retro de estados del tipo
u=1(x), sea imposible de realizar, para
controlar el sistema en todo el espacio de
configuraciones admisibles. Lo anterior ha
sido demostrado por Brockett, Cf. (Brockett,
1983), y por tanto, se propone el disefio de
una ley de control que lleve al sistema a su
punto de equilibrio inestable, por medio de la
conmutacion de controles, para balancear al
sistema a su posicion superior y un segundo
control para estabilizarlo en esa posicion.
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Un andlisis mas detallado del sistema
Pendubot, indica que el sistema en su
configuracion inestable, es controlable y
observable (Cf. (Fantoni et al, 2002)). Por
tanto se puede disefiar una ley de control
para el balanceo del pendubot hacia esa
posicion, y enseguida conmutar a otro
controlador que lo estabilice (Cf. (Spong
et al, 1995)). El problema para llevar al
sistema a esta configuracion inestable, es
el balanceo sin llevarlo a una
configuracion no  controlable.  Este
problema puede ser dividido en dos partes.
La ley de control disefiada y su analisis de
convergencia, estan basados en la teoria de
estabilidad de Lyapunov (Sastry, 1999). El
balanceo del sistema hacia su posicion
vertical esta basado en un enfoque de
analisis de energia del sistema (Ortega et
al, 1998). La estabilizacion en el punto de
equilibrio inestable estd basada en el
controlador cuadratico optimo lineal.

2. Dinamicas del sistema.

El brazo manipulador estd descrito por el
diagrama de cuerpo libre (Figura 1), donde

q, es la posicion angular del primer

eslabon con respecto a la referencia, y ¢,

la posici 6n angular con respecto al primer
eslabon.

Las etapas para el modelado dindmico de
robots manipuladores por la metodologia
bien conocida de Euler -Lagrange consisten
en (Lewis, 2003) :

1. Calculo de la energia cinética:

k(q(®),4(1)

2. Calculo de la energia potencial:
u(q(1))

3. Calculo del Lagrangiano:
L(q(2),4(1))

4. Desarrollo de las ecuaciones:
2.1 d aL(q.,q) _GL(q.,q) _;
dt oq oq

Asi, se puede obtener el modelo clasico de un
robot, que es de la forma

22)  D(g)g+C(q.9) +g(q) =7
donde ¢geR" estd asociado a las

coordenadas de posicion, geR" estd
asociado a la velocidad angular, D(g) es la
matriz de inercias, C(q,q) es la matriz de

fuerzas centripetas y de coriolis, g(g) es el

vector de fuerzas gravitacionales yz € R" es
el vector de fuerzas de entrada.

De las dinamicas del sistema sintetizadas de
(2.1) y (2.2) se obtiene:

T
q, [§

(2.4)
6, +6,+0,cos(q,) 6,+06,cos(q,)
D(q) =
0, + 06, cos(q,) 0,
N -4, —4,—9
2.5)C(q.9)g = 93S€n(qz){ 2 2}
-4, 0
2.6)
_ 0,g cos(q,)+0:g cos(g, +q,)
g(q)=
0,g cos(q, +q,)

donde las ecuaciones paraméricas siguientes
son introducidas

0 = m]lf] +m2112 +1,
92 = mzlczz + ]2
@.7) 0, =mil,

0, =ml., +m),

O =myl,,

En este caso 7, =0 ya que este sistema

(Pendubot) el segundo eslabon no esta
actuado. De (2.3) y (2.7) se puede decir que
D(q) es simétrica y en consecuencia
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(2.8)
d,, =66, +26,cos(q,)

=mlc] +m,l’ + 1, +m,lc; + I, +2m,l Ic, cos(q,)
> mlc] +ml} + 1, +m,lc; + I, —2m,l Ic, cos(q,)

>mlcl +1,+ 1, +m,(l,—1lc;)’ >0
Ademas,

(2.9)
det(D(q)) = 6,6, —26; cos’(q,)

=(mlc] +1,)(mlc; + 1) +ml I, + m3l}lc3sen’(q,)

Es decir, D(q) es definida positiva para
todo g . De (2.5) y (2.6) se obtiene:

2.10)
. 0 1
D(q)—2C(q,q) = O;sen(q,)(2q, +Q2)|:_1 0:|

la cual es una matriz antisimétrica. Una
propiedad de las matrices antisimétricas es
que puede ser usada para establecer la
siguiente propiedad del sistema:

(2.11)

2 (D(g)-2C(g.9))z=0, V z

Observe también que la energia potencial
del  sistema  esta  definida  por

P(q) = 0,gsenq, + O,gsen(q, +q,) ,
donde Pse relaciona con g(g) de la

siguiente manera:
(2.12)

oP | 6,gcosq, +06;gcos(q, +q,)
glg)=—-=
oq 0;g cos(q, +q,)

También, la energia total del sistema es

descrita por
1. )

(2.13) L=7 q" D(q)q+P(q)

Por tanto, de (2.2) y (2.11) se obtiene:

(2.14)

L=4"D(¢q)§ +5qTD(q)q +4"g(q)

~ (-C@d)-g@)+7)+ 50 D@+ 8(@)

(2.15)

. |4 : . T c
q=|:.1:|, qu[ql QZ]a T=|:Tl:| y quTT.

q, 2

Integrando (2.14), se obtiene
t

(2.16) [ar, =L()-L1(0).
0

De la definicion de un sistema Euler-
Lagrange pasivo, se puede verificar que

tomando a 7, como la entrada al sistema, y
como su salida a ¢,, entonces este sistema es

pasivo.

De (2.2), se puede observar que el robot con
un vector de entradas 7=0, tiene 4 puntos
de equilibrio, los cuales se encuentran en las
siguientes configuraciones:

@17 (9,9.9.9,) = (7/2,0,0,0),

Primer y segundo eslabon en la parte superior

218) (4,,9,.9,-4,) = (-7/2,0,0,0)

Primer y segundo eslabon en la parte inferior

219 (4,.4,.4,.4,) = (7/2,7,0,0)

Primer eslabon en la parte superior y el
segundo en la parte inferior.

220) (9,,9,.9,-9,) (-7/2,7,0,0)
Primer eslabon en la parte inferior y el
segundo en la parte superior.

De estos cuatro puntos de equilibrio, tenemos
que 3 son inestables y uno es globalmente
atractor. Para los mismos puntos de equilibrio
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respectivamente se tienen las siguientes
energias potenciales:

2.21)

L(7/2,0,0,0)=L;,, =(6,+6;)g,
L(-7/2,0,0,0) = L,=—(6’4+95)g,
L(7/2,7,0,0)=L,=(6,-6,)g,
L(

L(-7/2,7,0,0)=L, =(-6,+6)g

Dado que el objetivo del control es
estabilizar al sistema en el punto de
equilibrio inestable, su energia potencial

:(‘94 +l95)g

estd descrita por LTOP

3. Ley de control para el balanceo del
Pendubot.

La energia del robot planar de dos grados
de libertad estd dada por (3.1), que para
este caso es:

3.1)
L= %(91 + 62 + 293 C0sqg, )ql2 + %qu; +

(92 +6; cosq, )%% +0,gsengq, + 6, gsen(q, + q,)

Al evaluar la energia en el punto de
equilibrio deseado ie.

(ql,qz,q'l,qz) = (7!/2,0,0,0) , se obtiene
3.2)

L :%(91 +0,+20, cosO)0+%6’2q'z2 +(6, +6,c0s0)0

+0,gsen (%j + 6, gsen [%j

Reduciendo términos, se obtiene que la
energia del sistema en esta posicion sera la

del punto de equilibrio L;,,, donde L

Top
nos indica la energia potencial del sistema
en el punto de equilibrio de interés.

Por lo tanto en este punto de equilibrio se
tiene:

k(¢,4)=0,

u(q)=0,g+0sg
De esta manera, se observa que para obtener
una ley de control para el pendubot es
necesario que se cumplan con las siguientes
condiciones:

¢) ¢,=0
c,) L(Qa‘]):(‘94 +l95)g

Asi, se aprecia que si ¢, # 7 /2 entonces

g; >0. Dado que el objetivo es llevar el
sistema al punto de equilibrio, se introducen

las siguientes condiciones:
q=q-7/2, ¢=0 vy L~L— LTop

Entonces se puede agregar la siguiente
condicion:

¢) q+q,=m/2

Asi, L~L _LTop resulta en

1 . T
(3.3) Eezqi = gsen(%—;)

La ecuaciéon anterior define una trayectoria
muy particular que corresponde a una orbita
homoclinica'. Esto indica que la posicion
angular del segundo eslabon se mueve en
sentido horario o anti-horario, hasta alcanzar
el punto de equilibrio en la posicion

(qz,q'z)z(O, 0), la cual puede extenderse

hasta oo. Asi nuestro objetivo planteado, con
estas condiciones se puede llegar a la orbita

(3.3) con g, =x/2, y al mismo tiempo

q,+q, = /2. Una vez alcanzada la orbita

descrita por la ecuacion (3.3), se habra
resuelto el problema de balancear al sistema
hasta el punto de equilibrio inestable,

" trayectoria de un sistema dinamico que tiende a
un conjunto invariante (punto de equilibrio, punto
de un plano, orbita periddica, etc.) cuando
t —>+00.
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entonces el  sistema  puede  ser
eventualmente conmutado a un
controlador lineal, el cual nos garantice
estabilidad asintotica local para este punto
de equilibrio inestable.

Estabilizacion alrededor de la orbita

homoclinica.

Basados en las propiedades de pasividad
por retroalimentacion equivalente, esta nos
sugiere el uso de una funcion de
almacenamiento V'(x) para el disefio del
control. Asi, considere @, =gq,—7/2,
,=9,—49,-7/2 y L=L-L;,,. BEs
decir ¢, =¢, —q,,y se desea llevar a cero
aqg, ¢,y L . Entonces se propone una
funcion candidata de Lyapunov

(3.4)
N ke ks ko kL
V(g,)=-LL(q.q) +2 ¢ +L G +-Lg
@D=" UG+ G+ G+
donde  k,, k,, k,y k,  como

constantes estrictamente positivas. De la
cinematica inversa del manipulador se

.1 :
tiene g = K[f(q,q) + 4922'1] donde

. . \2 .
1(q:9) = 0,0;senq, (611 +Q2) ""932 cos(‘]z)‘]l2
—6,0,g cos g, + 6,0;g cos g, cos(q, +q, )

A=60,-0; cos’ q,

Dado que V(g,q) dada por (3.4), es una
funciéon  semidefinida  positiva, a
continuacion se deriva para comprobar que
sea efectivamente wuna funcion de
Lyapunov apropiada para este sistema. Por
tanto,

3.5)
V= kELL + qulq.l + kquql + ququ + quzqz

Sustituyendo L =q,r,, para el caso del

pendubot se obtiene (3.6)
(3.6)

174 qu{,[l[kEZ_i_ kL)Asz+ kpf(q,9) +kqu}

A
+q,k, g, + k9,7,
Debido a que se necesita que la derivada de
V' sea semidefinida negativa, se propone
> . . \2
(3.7 V=—(¢,+q,) <0

Al desarrollar esta ecuacion, se puede dividir
en dos ecuaciones, de tal manera que

(3.8) V,=—¢; —24,4,<0
y
(3.9) V,=-4; <0

Asi, de (3.6), (3.8) y (3.9), se propone:

(3.10)
_%2 -29,9, =4, (kELT1 +kpg, +kpgy +quz)

y

(3.11) —4; =k, 4,4,

Asi, se puede obtener una ley de control tal
que

(3.12)
-q,—2q, =1, {kEL +k092}+k0f(q,Q)+
kpq, +k,q,

La cual, lleva a (3.8). Obviamente la ley de
control (3.12) puede presentar singularidades,
con la siguiente excepcion
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~ k0
(3.13) kEL+%¢O

Cuando se hace uso de la ley de control
(3.12) el pendubot puede establecerse
alrededor de cualquiera de los cuatro
puntos de equilibrio. Por ello, para evitar
cualquier punto singular diferente de
(3.13) se necesita

(3.14)
‘Z‘<min(|L

Top -

Lmid

2

LTop _Lll|’|LT0p _L11|)
=min(26,g,26,g)=c

Dado que V' no es una funcion creciente,
se puede llevar (3.14) a (3.8) si las

condiciones iniciales son tales que
2

c
V(0) <k, 5

donde (3.15) define una region de
atraccion. Con esta condicion la ley de
control puede ser escrita como en (3.16):
(3.16)

__ Df(Q»Q)_(Q1 —2q, +kyq, +kL‘;2)A

: k. LA+k,0,

Observe que (3.16), hace a (3.8) una
funcién semidefinida negativa, pero no a
la funcién (3.9), por lo que se define lo
siguiente.
(3.17) V,<V,<0.
De (3.8) y (3.11) se
V,=—q,—k,G, y debido a que 7, hace a

(3.15)

obtiene

la funcion V, semidefinida negativa, se
establece lo siguiente:

(3.18) V,<r,

donde 7=a+ . Por lo que el sistema
queda representado de la siguiente manera

(3.20)

f=1 = - Df(CI:C})_(CI] —2q, +kyq, +quZ)A
: k. LA+k,6,

Asi, se asegura que (3.8) se cumpla. Por

tanto, (3.9) también se cumple y finalmente la

funciéon candidata de Lyapunov sera

apropiada para llevar al sistema a la orbita

(3.3). Por tanto, la ley de control propuesta

tiene la estructura mostrada en (3.21).

Simulacién numérica.

A continuaciéon se ilustran los resultados en
simulacion numérica, de la ley de control
propuesta basada en la energia del sistema
Pendubot. Para esta simulacion, se utilizan las
siguientes condiciones iniciales:

(ql’q27q.1’q‘2):(_§909070)

primer y segundo eslabon en reposo inferior.

Dado que en la ley de control (3.21) se tomo
en cuenta una serie de ganancias

(kE,kD,kL,kP), las cuales deben ser

estrictamente definidas positivas, para que el
sistema cumpla con la condicion (3.4)
(estrictamente positiva), se propuso las
siguientes ganancias:

k=2, k,=1, k,=2, k, =1

De la Figura 2 a la Figura 4, se muestran los
resultados obtenidos en simulacion, al utilizar
unicamente (3.21), el cual se hace cargo de
llevar con condiciones convenientes, al
sistema Pendubot, al punto de equilibrio
inestable

. . T
((‘]p%’%a%) (7[/2>0>0a0)) .
Como es natural la ley de control (3.21) no
estabiliza al sistema en el punto de equilibrio
inestable. Para lograr estabilizar en ese punto
es necesario disefiar una ley de control

(3.19) a=-q4,—k,q,
y
adicional.
—k N—(q,—2¢, +kpG, +k,G,) A
GB2)r=a+p= YACR) (ql q, T Kpqy qu) . -

k.LA+k,6,

4, —k.q,
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Utilizando el modelo linealizado del
sistema, se propone un Regulador Lineal
Cuadratico con la siguiente funcion de
optimizacion:

(3.22) J=T(erx+Ru2)dt
0

donde Q y Rson matrices simétricas
definidas positivas. Estas matrices son
usadas para el vector de ganancias
siguiente,
(3.23) K=k k, k& k],

para obtener una ley de control de la forma

u=—Kx . Con estas ganancias se asegura
que el sistema sera asintoticamente

localmente estable en el punto de
equilibrio deseado.

Una vez resueltos los dos controladores, lo
siguiente es definir una funciéon de
conmutacion para cuando el sistema esté
cerca de una region de atraccion definida
previamente, y realizar asi la conmutacion
al controlador LQR. Para esto se propone
la siguiente funcién de conmutacion:

(3.24)

T V4
‘(ql—5]<p y ‘5—(%+q2)<p, p>0
Una vez implementado el esquema

completo, se obtuvieron los resultados
mostrados de la Figura 5 a la Figura 7.

4. Conclusiones.

A través del disefio de una ley de control,
se logra que un sistema electromecanico
de 2 grados de libertad llamado Pendubot,
alcance el punto de equilibrio inestable.
Dado que el sistema presenta una orbita
homoclinica, el sistema se estabiliza al
proponer en una region de atracciéon, una
ley de control que estabiliza al sistema de
manera local. La ley de control completa

es una conmutacion de un controlador no
lineal a uno lineal. La ley de control (3.21)
plantea que la velocidad del segundo eslabon
estd acotada por la funcion (3.18), lo cual
implica que las dindmicas del sistema seran
las apropiadas para que la funcion de
conmutacion (3.23) sea alcanzada de forma
satisfactoria y asi asegurar que al conmutar a
la ley de control lineal, se pueda estabilizar al
sistema.
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Figura 1. Sistema subactuado Pendubot.
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Figura 2. Estados del primer eslabon con ley de control (3.21).
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Figura 3. Estados del segundo eslabon con ley de control (3.21).
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Figura 4. Ley de control (3.21).

Fosiciaon del Primer eslabdn

1 1 i 1 1 1 1 i 1
2EI 10 20 30 A0 a0 =11] o 80 90 100
Tiempo
“elocidad del Primer eslabon
ES T T T T T T T T T

S0 Q0 100

- ; ; ; ; ;
=20 30 A0 50 50 7o
Tiempo

Figura 5. Estados del primer eslabon con ley de control completa.
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Figura 6. Estados del segundo eslabon con la ley de control completa.
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Figura 7. Ley de control completa.
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