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Resumen

En este trabajo se presenta una técnica no invasiva para analizar es-
tructuras transparentes como vidrios o acrilicos y superficies de interés
para el sector industrial, para este fin se desarrollé e implementé un
sensor interferométrico que usa técnicas de corrimiento de fase por
polarizacién para obtener la informacién de las deformaciones en fase
ocasionadas por el objeto transparente; el sistema presentado consiste
de dos sensores acoplados: un sistema que genera dos haces con un
divisor polarizante y un sistema 4-f con rejilla de difracciéon para ge-
nerar n-réplicas de los haces incidentes. La rejilla de difraccién genera
n/2-interferogramas sobre los cuales se puedan obtener los corrimien-
tos de fase, a partir de los cuales se puede extraer la informacion de
fase generada por el objeto de prueba lo que permitira calcular las ca-
racteristicas de cada superficie. El sistema tiene la ventaja de producir
dos haces con separaciones ajustables lo que permite usar cualquier
tipo de elemento difractivo al alcance. Debido a la estabilidad del
sistema este puede ser implementado en ambientes industriales para
cuantificar la calidad de estructuras trasparentes producidas en una
linea de produccién. Actualmente el proyecto de investigacion esta
concluido; sin embargo, quedd abierto a las posibles aplicaciones que
se le puedan dar a la técnica propuesta.



Abstract

This thesis presents a non-invasive technique to study transparent
structures such as glass or acrylic and surfaces of interest to the in-
dustrial sector. For this purpose, it was developed and implemented
an interferometric sensor which uses phase shifting techniques based
on polarization to obtain the information of the phase distortions cau-
sed by the transparent objects. The presented system consists of two
coupled sensors: a system that generates two beams with a polarizing
beam splitter and a 4-f system with a diffractive grating to generate
n-replicas of the incident beams. The diffractive grating can generate
n/2-interferograms, each one with a different phase shift. With these
interferograms the characteristics of the surfaces can be calculated.
The system has the advantage of generating two beams with adjus-
table separations allowing us to use any type of diffractive elements
available. Due to the stability of the system it can be implemented in
industrial environments which would allow to quantify the quality of
transparent structures manufactured in a production line. Currently
the research project is completed; however, it is open to be applied
with technical purposes.
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Problematica

En el sector industrial la calidad de objetos transparentes como acrili-
cos, vidrios, lentes, espejos entre otros, debe ser medida con una pre-
cisiéon del orden de micréometros y nandmetros es decir, que no tengan
desviaciones o errores mayores de la longitud de onda; en otros sectores
algunas muestras organicas microscopicas también deben ser cuantifica-
das, ain sin contar con microscopios de potencia, por lo que un proble-
ma de interés es medir las deformaciones de estas superficies u objetos
respecto a una referencia o forma ideal. Un sensor interferométrico es
un instrumento que permite el estudio de objetos transparentes debido
a que puede detectar cambios de fase optica, esta clase de medicio-
nes no se pueden realizar con instrumentos convencionales tales como
fotodetectores, camaras CCds entre otros; ya que los sensores interfe-
rométricos son capaces de medir pequenas variaciones de la fase optica
generadas por un objeto de prueba (En 1932 Carl Frederick August
Zernike desarrollé el microscopio de contraste de fase y se dedicé a la
Optica fisica, por el método de contraste de fase y por el microscopio
de contraste le concedieron el premio Nobel de Fisica en 1953). Actual-
mente se han desarrollado algunas técnicas y sensores interferométricos
y foténicos para medir la fase optica tales como:

1. Sistemas y técnicas de corrimiento de fase por etapas (usado conven-
cionalmente): utilizan elementos mecénicos como actuadores, espejos y
piezoeléctricos para realizar corrimiento de fase en el interferograma.

2. Técnicas de transformada de Fourier que solo usan una o dos image-
nes pero requieren de camaras de alta resolucién y caracteristicas es-
peciales en los patrones de franjas, este método fue desarrollado por



Mitsuo Takeda Mutoh a principios de los anos 80s.

3. Sistema y técnicas de corrimiento de fase simultaneo: desarrollados
por la empresa 4D Technology y que permiten capturas 4-interferogramas
con una captura de la camara CCD usando una placa de micropo-
larizadores, los sistemas desarrollados por esta empresa requieren de
paqueteria computacional especial para suprimir vibraciones y los mi-
cropolarizadores son manufacturados por una empresa externa.

Es necesario desarrollar sistemas portables y de bajo costo que permitan
mejorar o igualar lo que existe actualmente en el mercado para poder
realizar aplicaciones industriales.
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Justificacion

La empresa 4D Technogy es lider mundial en el desarrollo y fabricacion
de sensores interferométricos para la medicion de parametros fisicos en
muestras por transmisién (transparentes ) y por reflexién ( especulares
y difusas). Considerando que estos sistemas son demasiado costosos ya
que usan componentes mecanicas u holograficas de manufacturas espe-
cial que elevan su costo.

Es necesario disenar y desarrollar nueva tecnologia de bajo costo pa-
ra medir la calidad en la produccion de objetos transparentes de uso
industrial y con esto minimizar el costo final de productos de alta cali-
dad tales como camaras fotograficas, telescopios,escaneres, sistemas de
visién artificial entre otros.

En este trabajo se presenta el diseno de un sistema interferométrico
de bajo costo para mediciones no invasivas que permite estudiar abe-
rraciones 6pticas y estructuras transparentes como vidrios o acrilicos y
superficies de interés para el sector industrial



Hipétesis

Empleando componentes opticas y foténicas de uso comin y de bajo
costo se puede disenar y construir un sistema interferométrico que sirva
como sensor para realizar mediciones no invasivas que permita estudiar
estructuras transparentes, el cual puede ser portable e insensible ante
vibraciones externas.
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Objetivos de la Tesis

OBJETIVO GENERAL

Desarrollar un sistema interferométrico de bajo costo para la medicién
de propiedades fisicas de objetos de fase usando las técnicas de corri-
miento de fase, capaz de realizar los corrimientos necesarios en una sola
toma.

OBJETIVOS PARTICULARES

1. Disenar un sistema que sea estable ante vibraciones del entorno de
trabajo.

2. Generar n-corrimientos de fase necesarios para obtener la fase éptica
en una captura de la camara.

3. Realizar mediciones de fase en 3D de muestras transparentes de in-
terés desarrollando un sensor interferométrico de corrimiento de fase.

4. Mediciones de eventos dinamicos (4D).

5. Reducir el costo del sensor usando componentes épticas y foténicas
de uso comun.

13



Contexto del Trabajo

La investigacion que se presenta esta basado en técnicas interferométri-
cas de corrimiento de fase, analizando las ventajas de usar un inter-
ferometro de dos haces de bajo costo con rejilla de amplitud y mo-
dulacién en polarizacién para el estudio de objetos de transparentes
estaticos y dinamicos de interés en los sectores productivos, esto se lo-
gra obteniendo los corrimientos de fase necesarios en una sola toma.
En primera instancia se analizan las caracteristicas de difraccion de
las rejillas de amplitud y los efectos que generan en los patrones de
interferencia en un interferémetro de dos haces.

Los corrimientos de fase necesarios se generan operando polarizadores
lineales sobre cada patron de interferencia generado en el plano imagen
del sistema. La adicion de la rejilla de difraccién y de la luz polarizada
circularmente nos permitié disenar un sistema dindmico y flexible de
corrimiento de fase y que ademas es un sistema estable mecanicamente.

Actualmente el proyecto de investigacion esta concluido; sin embargo
quedo abierto a las posibles aplicaciones que se le puedan dar al sistema,
optico desarrollado.



Contenido de la Tesis

El contenido de la tesis esta distribuido en 7 capitulos a lo largo de los
cuales, se desarrollan los fundamentos que se aplicaron hasta llegar a
los resultados de las simulaciones y los experimentos. La nomenclatura
de figuras y ecuaciones es conforme al capitulo que las contenga. Las

citas bibliograficas referenciadas entre paréntesis cuadrados se listan al
final de la Tesis.

CAPITULO 1. Se establecen los conceptos fundamentales sobre Teor{a
electromagnética para comprender los parametros medibles con frentes
de ondas de referencia conocidos en pruebas interferométricas. Se in-
cluyen ademaés los conceptos introductorios de teoria de difraccién de
campo lejano (Fraunhofer) y de campo cercano (Fresnel).

CAPITULO 2. Se establecen los conceptos fundamentales sobre éptica
fisica necesarios, como teoria de difraccion y transformada de Fourier
para comprender los pormenores de la técnica de corrimiento de fase
simultaneo usando elementos difractivos.

CAPITULO 3. Se establecen los conceptos necesarios sobre interfero-
metria y los métodos para procesar los patrones para extraer la infor-
macién de la fase usando técnicas de corrimiento de fase por etapas.

CAPITULO 4. En este capitulo se incluye la teorfa béasica sobre modula-
cion con polarizacién y rejillas de difraccion y las ventajas experimenta-
les que resultan de incluir estos elementos difractivos en el sistema que
se esta presentando. Se definen los parametros involucrados asi como
su importancia para el desarrollo del sistema presentado. Se presentan
ademas los resultados preliminares obtenidos.
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CAPITULO 5. En este capitulo se presenta la forma en que se calcu-
lan parametros fisicos a partir del conocimiento de la fase 6ptica, lo
que nos permitiria medir en este caso las deformaciones fuera de plano
asociadas con la fase introducida por el objeto de prueba.

CAPITULO 6. Los resultados obtenidos con el sistema se extienden en
este capitulo presentandose el caso de 4 corrimientos en una sola toma.

CAPITULO 7. Se presentan las conclusiones generales y los comenta-
rios finales, asi como algunas propuestas del trabajo a seguir.

APENDICES. Estan enumerados en forma alfabética y se relacionan con
algunos teoremas y resultados que se aplicaron.

Apéndice 1. Se presentan los cddigos bases que se utilizaron para pro-
cesar la informacion.

Apéndice II. Se presenta un esquema donde se muestra la arquitectura
fisica y computacional del sistema que se esta proponiendo.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Onda Plana: Notacion Compleja

1.1.1. Las Ecuaciones del Electromagnetismo Clasico

LAS FORMAS INTEGRALES

A) Ley de Gauss

Suponiendo una superficie cerrada en la vecindad de una distribucion
de carga eléctrica p,, el flujo de campo eléctrico E a través de dicha
superficie S igual a la carga total ¢ que contiene (Ver Fig. 1.1). Con
unidades MKS racionalizadas y en el vacio:

sO%gE-S:qE///V,Ode, (1.1)

donde V' denota al volumen encerrado por la superficie S. Esta es la
forma integral de la Ley de Gauss.

17



¥

Figura 1.1: ley de Gauss.

B) Flujo Magnético

Andlogamente al campo eléctrico, el flujo del campo magnético B
es una superficie cerrada, proporciona una medida de la carga. Como
clasicamente la carga magnética se considera inexistente perse, se ob-
tiene:

7{B .dS = 0. (1.2)
S

Comparando la ecuacién (1.2) con la Ley de Gauss, se admite la impo-
sibilidad de aislar una carga magnética dentro de una superficie cerrada.

C) Ley de Ampere

Una corriente eléctrica ¢ da lugar a un campo magnético B. El efecto
se describe mediante la integral de linea (circulacién) de B a lo largo

18



de un circuito cerrado C (Ver Fig. 1.2) . En el vacio:

%B -dl = pigi. (1.3)
S

En la ecuacién (1.3) i puede ser la corriente descrita por la densidad
de corriente J, cruzando el area determinada por C. Sin embargo, aun
si J=0 debe existir otra contribucion proveniente de campos eléctricos,
como lo muestra en el caso de la carga de un condensador.

C

Vv -

Figura 1.2: Ley de Ampere.

En la Fig. 1.4 definimos las areas A y A’ que se encuentran definidas por
la misma curva C, pero a través de A’ no hay corriente (transporte de
portadores de carga). Debe existir otra contribucién a la circulacién del

19



campo B. Esta se conoce como corriente de desplazamiento y ocaciona
que, en general, la circulacion de B se escriba considerando:

z'://s <J+50%—?) .dS. (1.4)

D) Ley de induccién de Faraday

El hecho de que un flujo magnético ¢, dado por

o~ [[ Bas
S

variable en el tiempo origine un voltaje, se expresa en términos de la
fuerza eléctromotriz (FEM) inducida, como:

d
E-dl=—-——9¢ 1.
3 S, (15)

donde S es una superficie definida por C (Ver Fig. 1.4).

En las ecuaciones (1.1), (1.3) y (1.4) las constantes de permitividad
g9 vy de permeabilidad py son propias del vacio y asumen los valores
escalares.

g0 =8,8542 x 1072 C? N2 m™2, pp =47 x 107" N S2 C 2.

LAS EXPRESIONES DIFERENCIALES

Las ecuaciones (1.1)—(1.5) son las formas integrales de las ecuaciones
de Maxwell en el vacio: dos se refieren a flujos (1.1) y (1.2) y dos a

20



X X X X
C X X x(X)B
X X X X
- X X X X
Al @ds XXWF
X X X X
X X X X
X X X X

<::Iimpulso

externo
F: fuerza de reaccion

Figura 1.3: Ley de induccién de Faraday.

circulaciones (1.3)—(1.5). Dos teoremas integrales permiten expresar
las ecuaciones (1.1)—(1.5) en forma diferencial. Considerando el campo
vectorial A (Ver Fig. 1.4), se tiene

jiA dS = /v(v CA)V (1.6)

j{CA-dl:/S(VxA)-dS (1.7)

Con la aplicacién de los teoremas integrales( Gauss y Stokes), las ecua~
ciones del electromagnetismo clasico se escriben como sigue:

A) Ley de Gauss

50%E-d8:50%(V-E)dV:/pUdV,
S 1% 1%

21



.

- — \/{\r/
| A :\ }\
Xdl
c
ds J \

Figura 1.4: Flujo a través de una volumen y una superficie cerrada.

de modo que igualando integrandos sobre la base de la independencia
en la eleccion de S, se obtiene:

V- E = p,/eo. (1.8)

B) Flujo Magnético

Andlogamente al caso anterior, se obtiene:
V-B=0. (1.9)

C) Ley de Ampere

Usando la ecuacién (1.7) en la ecuacion (1.4), se tiene que:

%B'dl:/(VXB)'dS:/L()/(J—{-cfoa—E)-dS,
S S S ot

22



igualando integrandos resulta

)
V xB=puyd+ ,uoé“()a (110)

D) Ley de Faraday

Como en el caso anterior, pero basdndose en la ecuacién (1.5), resulta

que
d
%E-dlz/(VxE)-dS:——/B-dS.
C s dt Jg

Limitandose a cambios de B, y no de S, puede introducirse al inte-
grando el operador derivada, convirtiéndose en parcial. Tras igualar
integrandos resulta la igualdad siguiente:

E=—. 1.11
V x v ( )

Los campos E y B resultan acoplados mutuamente por las ecuaciones
(1.10) y la (1.11). El acoplamiento surge s6lo cuando E y B varian en
el tiempo, de lo contrario las ecuaciones resultantes son dos para E
independientes de otras dos para B (electrostdtica y magnetostatica).

1.1.2. La Ecuacién de Onda Electromagnética en el Vacio

Para encontrar las soluciones de los campos, uno de ellos puede elimi-
narse. Para ello, tomando la ecuacién (1.10) y aplicando el rotacional
a sus dos miembros, se tiene primero que:

23



0
Vx(VxB) = puVxJ+ ue=V x E

ot
0 B
= oV X J+MO€O§<_E>
9’B
= oV xXJ— HoZ0 55

donde se pudo eliminar a E mediante la ecuacién (1.11). Por otra parte,
puesto que:

VxVxB=V(V-B)-V’B

se encuentra que:

9 0°B
V(VB)—V B:uOVxJ—uoeoﬁ;
pero V - B =0 (ec. (1.9)), de modo que:

0°B
Gk
ecuacion que puede simplificarse al caso de regiones sin corriente (J=0),
obteniéndose:

V’B = —uoV X J + g (1.12)

0°B
V’B = HoZ0 7 (1.13)

que es una ecuaciéon de onda clasica vectorial en 3 dimensiones para B,
y con velocidad de fase dada por:

= ¢ = 2,99792251 x 10°km/s. (1.14)
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Por otro lado empleando la misma identidad del rotacional aplicado a
la ecuacion (1.11), se tiene:

V(V-E)-V’E=V x (VxE) = —5V xB
_ 9 J + poco—-
- T o Ho Ho 05
0J O°E

= _MOE - MO%W;

igualdad que determina para el laplaciano de E,

83 O°E
2 — . — R
V'E = V(V-E)+pom, + im0y

0J O’E

= V(pv/e0) + po—= + MO&)W?

o (1.15)

simplificindose al caso de regiones sin carga (p, = 0) y sin corrientes
(J=0) a una ecuacién similar a la ecuacion (1.13), esto es:

O’E
2
V°E = IMO(‘EOW. (116)

1.2. Soluciones Armonicas: La Ecuacion de Helm-
holtz

Puede procederse a la busqueda de soluciones armonicas de la forma:

E.(r,t) = E.(r)e ™", (1.17)
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Eligiendo la expresion compleja en la favor de la trigonométrica real
correspondiente. Esta puede obtenerse mediante:

E(I‘, t) - §R{Ec(ra t)} = %(Er(r>e_iwt + E;(r)em>

o también:

(Ec(r,t) + E(r,1))

N =D =

(Ec(r,t) + c.c.)

donde c.c. denota al complejo conjugado del niimero complejo a la iz-
quierda. Sustituyendo la ecuacién (1.17) en la ecuacion (1.16) de onda,
se encuentra que:

e "IVPE,(r) = poso(—iwt)*E,(r)e ™ =0

donde se ha derivado dos veces a E.(r,t) respecto del tiempo para
obtener el factor (—iwt)?. Eliminando ahora a los factores de temporales
comunes, se encuentra una ecuacion para el factor espacial, la cual
resulta ser:

V2E,(r) + w?ppeoE, (r) = 0 (1.18)

que es la llamada ecuaciéon de Helmholtz. A la constante k definida a
partir de:

wpogy = k* = w?/c?, (1.19)
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se le conoce como numero de onda.

1.2.1. La Solucién de Onda Plana: Relacion entre E y B

En particular, una solucién de la ecuacién (1.18) de Helmholtz puede
escribirse como:

E,(r) = Eg.e™" | |k| =k, (1.20)

correspondiendo a una solucién de la forma:

E.(r,t) = Bge' kv (1.21)

que corresponde a soluciones de la forma:

E(r,t) = Egcos(k - r — wt + ¢), (1.22)

donde:

EO = %{Eoc} = %{Eoei‘b} (123)

Ey, ¢ constantes.

Particularizando a la ecuacién (1.10) con J=0 al caso de un campo E
de la forma (1.21), se tiene por un lado:

OE
B = —
V X Hogo—,

= —jwposoE,(r)e ™", (1.24)
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mientras que por el otro lado, se observa lo siguiente si se supone a B
de la forma (1.21):

€1 ég ég

) 0 0
VxB = 9z 9y 02
Bx By Bz
€1 ég ég
= | ik, ik, ik. | =ik x B, (1.25)
Bx By B:

donde se ha sustituido:

0 . 9, . .
%Hlkx, a—y—>'&]€y, $—>'Ll€2

como consecuencia de la derivacién espacial del factor (1.20). Asi, con-
siderando las ecuaciones (1.24) y (1.25), se obtiene que:

k x B = —iwppeE (1.26)

que es una relacion de triedro para una onda transversal electromagnéti-
ca plana (regla de la mano derecha, ver Fig. 1.5) para E, B y k. De la
ecuacién (1.26) se encuentra tambien que:

k x B| = kB = wuoeoE, E, B = |E|, |B|

por lo cual:
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Figura 1.5: Regla de la mano derecha.

w
B = — E
k#ogo

1
= -E 1.2
E, (127)

que determina las amplitudes de los campos mediada por c. Siendo
real, B y E se hallan en fase. Ademas, B debe tener la forma de las
ecuaciones (1.27) y (1.21).

T—W 1
B.(r,t) = Be®™ ) | |By,| = E]EOC|. (1.28)
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1.3. La Energia de una Onda Plana Electromagnéti-
ca: Vector de Pointing

La densidad de energia total electromagnética w es:

W= We + Wiy (1.29)

donde w, es la densidad de energia almacenada en el campo eléctrico y
wy, la correspondiente al campo magnético. Para el caso del vacio, con
D =¢Ey B = pyH. Y suponiendo campos complejos,

1 1
We = é(ED) y Wm = é(HB) (130)
Para obtener relaciones que involucren a w, y w,, a partir de las ecuacio-
nes del electromagnetismo, conviene realizar las operaciones siguientes.

Por un lado, multiplicando a la ecuacién (1.11) por H,

0B 0 (1 0

mientras que, por el otro, multiplicando a la ecuacién (1.10) por E

0 (1
H- VXE = E-J+a<§D-E>

0
= E- — 1.32
J+atcue (1.32)

combinando los resultados (1.31) y (1.32) con la ec. (1.29), se puede
hallar que:
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wp = E-VxH—-pE - J-H -V XE
= E-VxH-H-VXE—pE-J
= -V - (ExH)— pyE-J,

ot~ ot ot

se ha echado mano de la igualdad:

= Eijk(E . &Hk + Hk(?lE])
= Eijk:E . alHk + eiijk&-Ej
= —E]’Eﬂ'k . @Hk + Hkﬁkijﬁz’E]’

= —Ej(VxH);+HVXxE),=-E-(VxH)+H -V xE

V-(EXH)—{-%—C:—F,MQE-J:O, (1.33)

que para el caso de regiones no conteniendo corrientes(J=0), se reduce
a la ecuacion de continuidad:

Ow
) I 1.34
\V4 S+8t 0, (1.34)

donde se ha introducido al vector de Pointing S como:
S=E x H, (1.35)
notando que, en el caso especial de una onda e.m. plana en el vacio,
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S =k, (1.36)

puesto que B = g H y E X B resulta paralelo a k por la regla del
triedro a derecha ( ec.(1.26)).

1.4. Energia Promediada en el Tiempo: La Irra-
diancia

Puesto que las frecuencias w en el visible son del orden de 10'* Hz,
dificilmente un detector es capaz de resolver las oscilaciones, por lo que
lo registrado viene a ser una potencia promediada durante un tiempo de
deteccién 7 en vez de detectarse la potencia instantanea. Tipicamente,
27 >> 27 /w, por lo cual contiene muchas oscilaciones de |S| = S, y
puede aplicarse la relacion:

1 27
<]S]>:—/ dtlEx H =<S >, 7 — o0,
2T 0

para estimar tal promedio. Calculando a < S > con la ecuacién (1.35)
y las ecs. (1.21) y(1.28), se tiene:
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1 2T dt i} .
<s> = — _(EC+Ec)X(HC+HC)
27- 0 4
11 (% £ o . *
- dt(E.xH.+E. xH, + E. xH,. + E x H))
42T 0
_ QTdt 2R{E. x H.}
- 42T 0 ¢ ¢
L R B, L
~ 227, Oc T 0
1
— §§R{EOC+H{§C} (1.37)

Esta ultima relaciéon puede particularizarse para una onda plana e.m.
considerando la relacién triédrica y el cociente de campos (ec. (1.27)).

Con elloo, se puede comprobar que:

11 1
<S> = S—|Eql-[E},
Ho c

1
= 2_ V /"LOgOE%C
Ho

= —/—E 1.38
2 ,UO Oc ( )

Pero considerando los promedios temporales de las densidades de energia,
se tiene, en general:

<Ww>=<We >+ < Wy >
siendo en particular para una onda plana, que:
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1 /2 dt

<We > = — —(E. +E) - (E.+E?
_ ! 1/2Tdt(E2+E*2+2§R{E E‘})
9278 0 ¢ ¢ ¢ e
1 27 At 1
= — —E2 = —¢goE? 1.39
27_60/(:; 4 Oc 480 Oc» ( )
y
< Wy > ! 2Tdt(H +H}) - (B.+ B))
Wm - T " c : c
27’ 0 8 ¢ ¢
11 (>4t
= —— | —R{B;, - By
27—,“0 0 4 { OC O}
1 1 [ 1
27 4410 Jo Ay (140

asi, usando la ecuacién (1.27), tenemos que:

11
<wp > = ——E2.
4,&0 2
E2
= & ic =< W, >, (1.41)
por lo cual:
1 2

<W>=2<We >=2 < Wy, >= 550EOC. (1.42)

Entonces, la ec. (1.38) y la (1.42),
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<S> ! %2< >1 ! <w >
2V o €0 +/Ho€o
= c<w>. (1.43)

Definiendo a la irradiancia como la potencia promedio incidente en una
superficie (Ver Fig. 1.6), cuya normal es paralela a k, en unidades de
area, se tiene:

~__

Figura 1.6: Potencia promedio incidente en una superficie.

<w > Act
At

pardmetro con unidades de wett/m?2. Note que:

< g >= =c<w>=<S >, (1.44)

1
<g>= EceoE(Q)c (1.45)

por lo cual, en unidades arbitrarias para suprimir el factor %cgo, es
constumbre escribir a la irradiancia I como:
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I =F2. (1.46)

Para una onda plana, la irradiancia es una constante.

1.5. La Solucion de la Onda Esférica

Para soluciones cuya simetria favorezca la adopcién de coordena-
das esféricas, como se muestra en la Fig. 1.7, debe considerarse que el
laplaciano asume la forma

=z A
A
€y A
e
(C)
. ©o
= : >
\\\\\ i y
\/ \\\ :
x Z :

Figura 1.7: Coordenadas esféricas.

2ar\| or r2senf 00 r2sen20 02
(1.47)

V2f(r,0,¢) = Lo ( 28f> + L 9 (86718%) + Lo
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donde r = (22 + y* + 2%)'/? | cosf = 2, tang = L. Considerando fun-
ciones f(r,0,¢) = f(r), ésto es, funciones dependientes de inicamente
de r, se tiene que el laplaciano se simplifica a:

Cr-2(Z) o

Entonces, la ecuaciéon de Helmholtz se reduce correspondientemente es:

20f o, _ _
7“287“< 8r>+kE 0, B =Er),

o bién,
% (r2%> + k*r’E, =0 ; (1.49)
pero,
o ( ,0f\ 5 & OE,
a_< a) = "o, T o
B 0? OE,
B "or? or
82
= r(W(rEr)); (1.50)
puesto que:

0 OE,
g(T’Er) ~or

—'I_ ET"
Yy €n consecuencia,
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8_2( B,) = 82Er+8Er+8Er_ 82ET+28ET
or? i _Tﬁrz or or _TE)TQ or

Entonces la ecuacién de Helmholtz (1.49) se rescribe como:

ra—2(7“E )+ E*r’E,., =0
87“2 T Ty

y dividiendo entre r, resulta la siguiente ecuacién de Helmholtz,

2

W(TET) + ]432(7’E7n) =0

Para ser satisfecha por rE,. Considerando una onda plana para rE,, se
obtiene ahora que k-r =kry

1 .
E.(r) = ;EOCeZkT

y al incluir el factor temporal, la solucién para simetrias radiales resulta

1 .
E,.(r) = ;EOCeW“—wﬂ (1.51)

que se conoce como onda esférica. Notese la atenuacion % Siendo k-r —
wt es una onda expansiva, mientras que si k- r + wt es el argumento,
es una onda consentrandose en un punto.

1.5.1. Aproximaciéon de Fresnel a una Onda Esférica

Existe una aproximacién importante para la ec. (1.51) para el caso
en que la observacién de la onda es esférica se realiza a una distancia
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R> max(x)

Figura 1.8: Aproximacién de Fresnel a una Onda Esférica.

mucho mayor que A = 2x/k como sugiere la Fig. 1.8, donde z — o0.
En tal caso,

1/2
kr = k:(:v2+y2+z2>

2 2\ 1/2
= /{:z<1—|—x +y>

22

1a? + ¢

2 1 2 2
(1 1)

Q

A 2 22

dentro de una regién 2% + y? << 2% Entonces, de la ec. (1.51) y con
z=R
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|
E, ~ ﬁEOCeZ’fReZvWﬂf) (1.52)

1 ; T (2 2\__

E,. ~ }—{EocelkReZ{ Xz (T7y7) —wt} (1.53)
que es la aproximacion de Fresnel. El ultimo factor exponencial de la
ec. (1.52) se conoce como "factor de fase cuadrética”. En la regién
de aproximacion, se aproxima a un frente de onda esférico como uno

parabdlico.

1.6. Difraccién de Fraunhofer y de Fresnel: Caso
Unidimensional

La difracciéon es un fenomeno ondulatorio especialmente manifestado
cuando un frente de onda es parcialmente obstaculizado por una pan-
talla o una transparencia. Puede pensarse que las ondas secundarias
de Huygens cambian su relacién de fase y su amplitud una vez que
interaccionan con el obstaculo. Algunas ondetas incluso resultan su-
primidas por absorciéon. La consecuencia es que, la superposicion de
la nueva distribucién de ondetas da paso a un nuevo frente de onda.
Este nuevo frente de onda original, en general, maximos y minimos.La
Fig. 1.9 muestra una distribucién de fuentes secundarias sobre el plano
x. El campo total de la superposicion de ondas secundarias se detec-
ta en planos paralelos situados a distancias medidas sobre el eje z. La
observacion se supone realizada en regiones de dimensiones finitas. Si
2z = R > max u, donde u es un eje paralelo a x, cada onda secundaria,
de ser esférica, tiende a ser una onda plana. La inclinacion de la onda
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plana depende de la posicion de la fuente secundaria sobre x.

4+ X u’ u
4 'S

A
\

Figura 1.9: Difracciéon de Fraunhofer y de Fresnel: Caso Unidimensional.

Esta conversion de onda esférica a onda plana puede usarse para definir
una region donde el campo total propagado resulte de la superposicion
de las ondas inclinadas aproximadamente por el angulo x/R. El campo
total define un patrén de difraccion conocido como patrén de difraccion
de Fraunhofer o de campo lejano. El campo total entonces consta de la
superposiciéon de ondas planas de la forma

O(x)ei(E'F_“t) (1.54)

con O(x) la funcién que describa la distribucién de fuentes secundarias
o , equivalentemente al frente de onda en el plano x. Asi mismo, por la
aproximacion paraxial,

k = k(sen(0),0,cos(d)) ~ k(—z/R,0,1) (1.55)

por lo cual, para 7" = (u, 0, R) , ko= —kux/R + ER.
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Entonces, la contribucion de una ondeta situada en x para el campo
total es proporcional a:

O(%)eiQﬂ%eikRe_Wt (156)
por lo que la contribucién de todas las fuentes secundarias puede esti-
marse como:

a(u,t) eikRe_M/ dae®™r (1.57)

—0Q

de modo que la irradiancia correspondiente es:

[ a(u,t) [Poc] FO(@) [fiuar (1.58)

donde la integral se ha identificado como una transformada de Fourier:

o0
FO(z) = / dae™®™r (1.59)
—00

El patrén de difraccién de campo lejano viene a ser proporcional al
modulo cuadrado de la transformada de Fourier en la regiéon de campo
lejano. Para otro rango de distancias R, con R < R, se podra usar
una aproximacion de Fresnel y ya no la de onda plana. El patrén de
difraccion correspondiente es conocido como patron de Fresnel o patrén
de difraccién en la regién de Fresnel. De acuerdo con las secciones an-
teriores, cada fuente secundaria contribuye con una onda esférica, a la
distancia [), de la forma de la ec. (1.53), con @ = u — z. Entonces, el
factor de fase cuadratica puede expresarse como:

exp {i)\;,(u — x)2} (1.60)
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Asi, de acuerdo a la ec 1.53, la contribucion esférica tiene la forma
espacial

O : / ;T 2
#ezk}% e{zw(u—x) } (161)
por lo cual, el campo total de Fresnel resulta proporcional a la integral:

/ dpelsw (=)’ (1.62)

e.¢]

Esta integral puede reescribirse como sigue:

00
. 12 - 2 . ’
elﬁu / de(m)elﬁx @_227”‘ SV
—00

iﬂ'u/Q

= 3 FO(2)e ™M | _, (1.63)

en donde se puede hallar otra transformaciéon de Fourier describiendo
otro rango de difracciéon. Un analisis riguroso proporciona resultados
congruentes con las estimaciones presentadas definiendo las proporcio-
nalidades y los rangos de validez. La apreciacién de los efectos difrac-
tivos ocurre particularmente cuando las dimensiones del obstaculo son
mayores que la longitud de onda A, o del orden de magnitud.

1.7. Conclusiones

En este capitulo se establecieron los conceptos basicos relacionados con
frentes de onda planos y esféricos utilizados para iluminar sistemas
opticos en interfermetria, se asociaron las ecuaciones fundamentales so-
bre teoria electromagnética para comprender los pardametros medibles
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con estos frentes de onda y se definié el concepto de irradiancia que
servira en capitulos posteriores para deducir el patron de interferencia
modulado por polarizacién. Se estudiaron los conceptos introductorios
de teoria de difraccién de campo lejano (Fraunhofer) y de campo cer-
cano (Fresnel) que permitirdn obtener los espectros de difraccion de las
rejillas de amplitud usadas en el sistema propuesto para generar las
replicas de los interferogramas modulados por polarizacion.
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Capitulo 2

La Difraccion de Campo Lejano y
la Transformada de Fourier

La difraccién de campo lejano puede considerarse como un proce-
so de conversién de ondas esféricas en planas. Dicho proceso también
puede realizarse con una lente delgada de focal positiva dentro de la
aproximacion paraxial. Es a través de dicha conversién que muchas ca-
racteristicas de la difraccion de Fraunhofer pueden identificarse con las
propiedades de transmision de lentes. Estas se estudiaran en lo siguien-
te.

2.1. La Difraccion de Fraunhofer en una Dimen-
sion

La conversion de ondas esféricas en planas la proporciona una lente
de focal positiva si la fuente de la onda esférica se halla en un plano focal
(aproximacién paraxial) como se observa en la Fig. 2.1.,la conversién
se logra en distancias finitas.
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f f

Figura 2.1: Sistema de formacion de imagenes

Una pantalla con cierta transmitancia en amplitud descrita por O(x)
se encuentra totalmente en el plano focal anterior de una lente de lon-
gitud focal positiva f. Una fuente secundaria de Huygens originard una
onda esférica sobre la lente y su amplitud puede expresarse como:

AO( ) —Hk
f
siendo A la amplitud de la onda plana incidente y x el plano de la
lente delgada.

e 3 (1) (2.1)

En la aproximacion paraxial, la onda que emerge de la lente es una
onda plana inclinada, con vector de onda dado por k: (ku,O k.),
donde u es un eje paralelo al eje z. El médulo de k, k =| k |= 27/,
de modo que k = k(—sen(0), 0, cos(0)) de acuerdo a la figura. La onda
plana originada por la fuente secundaria situada en la posicion x, puede
escribirse como:
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AO(z) ¢ .

f( )e—i-lkfe—lk-r (22)
habiendo considerado tnicamente al factor espacial ya que, tras una
deteccién cuadratica el factor armonico temporal se promedia en una
constante multiplicativa (sec. 0.1.9). El campo de la onda plana puede
considerarse en cualquier regién en el lado derecho de la lente; pero es

a(u,x) =

conveniente considerar el plano focal posterior. Entonces, el eje u se
hace coincidir con el plano focal posterior, consiguiendo un esquema
simétrico. Con esta eleccién, el vector de posicion 7 = uéy + ze3, se
simplifica ain mas si se traslada el origen de z al plano focal posterior.
Asi, 7 = ueéy y el producto punto k- 7 se reduce a kyu. Como k, =
ksen(#), su valor puede determinarse de la tangente de 6, cuyo valor
es x/f. La contribucién de la fuente secundaria sobre el plano focal
posterior es:

a(u,x) = AO—(x)e

f
AO(z)
f

donde se ha empleado la aproximacién paraxial congruente tanfl =~
senf ~ 0.

z'kfe—i QT’T senfu

Q

eikfe—ii—}rux (23)

La contribucion al mismo plano de todas las fuentes secundarias es:

h A ) > - 2mux
a(u>:/ a(u,x)dx = ?emf/ O(x)e—zT

— ?e““f}"{O(a:)}%
= O() (2.4)



donde se a usado la siguiente notacion,

O(p) = F{O(x)} = /_OO O(z)e ™ dy (2.5)

con p = 1z, que se denominaréd frecuencia espacial.

La aparicion de la transformada de Fourier en esta situacion siguiere
su aplicacion en las propiedades paraxiales de los sistemas épticos. Las
propiedades de la transformada de Fourier deben tener entonces una
contraparte en el sistema Optico considerado. Una de estas propiedades
proviene del teorema de Fourier, el cual establece la existencia de una
transformada inversa de Fourier y su forma. La trasformada inversa se
escribe como:

FHow) = [ " O (2.6)

o0
siendo semejante a la transformada directa, basicamente cambiando
solo el signo del kernel de la transformacion. La inversa cumple la pro-
piedad siguiente:

FHFO@}) = F {0} = Ofw). 2.7

propiedad congruente con la eleccién del plano focal posterior como el
eje sobre el cual calcular el campo total. Esto se visualiza si se imagina
un espejo plano coincidiendo con el plano focal posterior. Aceptando
que sobre él incida un campo dado por O(u\f), es ahora este campo
quien se encuentra en el plano focal de la misma lente que transformo.
La argumentacion conduciendo a la ec. (2.4) es aplicable, con la salve-
dad del cambio de signo en 6 por la hipotética reflexion especular. Uno
puede concluir que, efectivamente, una integral muy similar a la de la
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ec. (2.4) debe recuperar la distribucién original O(z), ya que el anali-
sis geométrico correspondiente conduce a la formacion de una imagen
de O(x), invertida. Una conclusién semejante no se obtendria al co-
locar un espejo en otro plano. Un analisis mas detallado aclarara el
anterior comentario. Otra argumentacion maés rigurosa (teoria escalar
de difraccién) justificard plenamente la eleccion del plano. El patrén
de difraccién de campo lejano (o de Fraunhofer) se identifica con la
irradiancia respectiva del campo calculado como describe la ec. (2.4)
Entonces, en unidades arbitrarias.

I(u) = [F{O(2)}I* (2.8)

coincidiendo con los resultados de la sec. 0.1.9.

2.1.1. La Delta de Dirac en Sistemas Lineales ()pticos

La delta de Dirac es una distribucion que puede caracterizarse de
forma pragmatica con las siguientes propiedades:

/OO d(z)dr =1 (2.9)

o0

normalizacion y desplazamiento

/_OO Sz — zo) f(x)dz = f(x0) (2.10)

(0.¢]

La importancia de esta distribucién dentro de la teoria de Fourier se ve
al considerar el teorema de Fourier; esto es, considerando a la igualdad
(2.7). Para verlo se tiene con las definiciones previas (2.4 y 2.7):
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Fo = (FOW = [ apF{oe

_ / d,u / dx/O(x/>e—i27rx’uei27mu

_ / dx’O(x’) / dlue—i27r(;v'—ac)u7

La segunda integral es una de la forma:

o0 ) o0 ) e—i27rxu a
/ dpe ™1 = lim dpe ™1 = lim — (2.11)
s a—oo J_ a—00 —12TX 4
. sen2max ) sen2max
=lim — = lim a———
a—oo 27X a—oo  2Tar

que es una distribucién con las propiedades de d(x). En la secuencia
de la figura ay < a; < a9, la grafica se estrecha y su altura aumenta
cuando a se incrementa. Identificando entonces a la integral en cuestion
de la siguiente manera:

/ dpe™2 @ = — §5(z' — 1) (2.12)

o

se concluye que:

F1FO(x) = /OO dz'O(z" — )
— O() (2.13)

por la propiedad (2.10). Gracias a ella , el teorema de Fourier se cumple.
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FUENTE PUNTUAL

Una fuente puntual situada en la posicion x = zy se puede repre-
sentar con d(xr — xp), ya que su transformada de Fourier es una onda
plana de inclinacién constante x(. Esto se verifica asi:

mnfty .
F{é(x —x9)} = / dzd(x — zo)e 2™
—inft
_ iz 2.14
: (2.14)

y su representacion grafica se muestra a continuacion en la Fig. 2.2.

u A
>

Jase = (fﬁ) u

X0 \‘\\\\
l))/

f f
O(xp)=8(x-x) O(n)=¢€
_ g 12n %ol g

TXoH

Figura 2.2: Fuente puntual situada en una posicion = = xg

EL EXPERIMENTO DE YOUNG EN CAMPO LEJANO

Dos aberturas, o dos fuentes coherentes, situadas en las posiciones

xr = Fxy, son representadas por dos deltas de Dirac desplazadas ( Ver
Fig. 2.3.)
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u A
A X
Pt |
_XO )}))) N
O(x)=§lx-x) 5(p )= 2C0S2mx 1

Figura 2.3: Experimento de Young de campo lejano

Entonces:

O(p) = F{O(x)} = F{o(x —20) + 6(x + x0)}
= F{o(x —xo)} + F{o(x + x0)} (linealidad)

e—zQwuxo + e+227mx0

= 2cos|2mxop. (2.15)

El resultado anterior proporciona la irradiancia I(u) siguiente:

I(p) = 4cos*[2maopu), (2.16)

que es el conocido patrén de interferencia de Young. En el espacio de
4, el patréon se describe como:
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I(p) = 4cos®[2magu/ M] (2.17)
= 2(1 + cos[dmzou/ ],

de donde se ve que la frecuencia espacial del patron es:

2$0
fx’
que corresponde a la interferencia de dos ondas planas (polarizacién
perpendicular, 1 o s) de nimero de onda, es decir:

(2.18)

O-u:

k; = k(—send,0,cosh)
ko = k(senf,0, cosb).

Estos vectores definen un vector de onda K del patrén como:

K = ky — k; = 2ksenf(1,0,0); (2.19)

mientras que el patrén I(r) resulta:

[(I‘) _ ’e—ikl-r + e+z’k2-r|
= 1414 2R{e T 4 oty
= 2(1+ cos|(ks — ki) - 1])
= 2(1+ cos[K - r|)

— 2(1 + 2c0s” B(K : r)] — 1)

K-
— 4cos° [ r] )

(2.20)
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Comparando este resultado con la ec. (2.17), se tiene, con r = uéy,

K 2mxg

2 X

lo cual corresponde con la aproximacién K = 2kz,/f;y A = % = 1/0,.

ABERTURA RECTANGULAR

En una dimensién, una abertura rectangular puede caracterizarse
por la funcién rect(x) ( Ver Fig. 2.4) definida como:

A rect(y

A

- V2

Figura 2.4: Abertura rectangular

1 sifz|<1)/2
rect (z) = { 0 silz|>1/2

Para determinar el patrén de difraccion de campo lejano, o de Fraun-
hofer, se procede a calcular la transformada de Fourier de la funcién de
transmitancia O(z) = rect (x):
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O(p) = / dzrect (z)e "™
1/2 _
— / dxe—z27r,ux
~1/2
1/2
— # —i2mpx _ 1 o—i2mp _ qi2mp
—i2m _1/9 1271
_ sen[ﬂﬂ] _ SBTLC[ILL], (221)
T

donde la funcién“seno cociente” se define asi:

1
senc[p] = —senmpu sipu#0
h
.1 :
= lim —senmu=1 sipu=0. (2.22)
p—=0 T

En la Fig. 2.5. se nota que los ceros de senc|u] son los del sen[mu] a
excepcion de p = 0. El patrén de difraccién de Fraunhofer resulta:

I(n) = senc’[y

U

= senc’ {E] : (2.23)

que consta de un maximo central y otros maximos locales entre irra-
diancias de valor cero.
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senclu] 1

_1/\1 > .

I(x)

S

Af 22Af

Figura 2.5: Grafica de la Intensida y de la funcién seno cociente

PROPIEDAD DE ESCALAMIENTO

Si se tiene una abertura con funciéon de transmitancia dada por
O(ax), su transformada de fourier es, usando z’ = axz,

infty _ infty 1 . /
F{O(ax)} = / de(ax)e_mW:/ dz'O(z')— e~ 2mhe'/a
~infty —infty |al
! 1
= —F{O@)}mpsa = —=O(u/a). (2.24)

[al [al

El empleo de |a| es consecuencia del cambio de variables realizado.
Si a > 0, por ejemplo, la igualdad es inmediata. Pero si a < 0, la
diferencial es negativa y puede escribirse como —dx’/|a| con da’ < 0.
La variable ' < 0sixz >0y 2’ > 0siz <0, por lo cual los limites
de integracién cambian de [°° dz a [~ —da//|a| = [ d2'/|a|. Por
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otro lado, 2’/a > 0 en ambos casos. Puesto que la variable del objeto
se esta escalando mediante el factor de escala a, la propiedad se conoce
como escalamiento. Un ejemplo lo ofrece el objeto con transmitancia
unitaria de ancho a, i.e.,

O(ax) =rect(x/a,), a=1/a, (2.25)

donde el escalamiento se utiliza para expresar un ancho de abertura
variable a,,. Entonces

O(p) = aysenclag ], (2.26)

Cuya gréfica puede inspeccionarse en la Fig. 2.6. Se ve que los minimos
de irradiancia:

I(u) = a’senc®[ayu/M] (2.27)
ocurre cuando:
MM
Uy, = n— , n==1,+£2,... (2.28)
Qg

y coincide con las consecuencias de la ec. (2.23) con a,=1.

Al disminuir el ancho de la abertura, a, — 0 y las posiciones de los
minimos de irradiancia se alejan del origen. La altura del maximo cen-
tral de difracciéon disminuye porque pasa menor cantidad de amplitud.
Por el contrario, si a, — 00, los minimos se acercan al origen y el
maximo central aumenta de valor. Cuando a, — 0, O(x) — d6(x) y
O(p) — 1si a, — o0, O(x) — 1y O(p) — 0(p).
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Iw 1

a(x)
L
26 M M 2f 3
ao) a(D a(» a@ au)

Figura 2.6: Espectro de una abertura rectangular

EXPERIMENTO DE YOUNG CON RENDIJAS DE ANCHO FINITO

Si en las posiciones ©x = +x existen dos rendijas iguales a la del caso
anterior, pero desplazadas como las dos fuentes puntuales, la transmi-
tancia del objeto se representa como:

O(z) = rect([r — xo]/aw) + rect([x + xo]/ay) (2.29)

Dado que las dos rejillas son como la del caso D, pero desplazadas,
puede discutirse el efecto de desplazar un objeto del origen. En general,

si O(x) = F{O(z)},
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O') = F{Ow )
= /_ dzO(z — xg)e 2™ | o' =2 — xg

(e.¢]

— /OO dx/O(aj/)e—iQﬂ'u(xl—i—Jﬁo)

o0

()

_q s /

— e 12T T / dxlo(x/)e 12T
—100

= ¢ RN FIO(2)} = e T (1), (2.30)

estableciendo el efecto del desplazamiento del objeto como una intro-
duccién de un factor de fase en el mismo espectro de Fourier O(y). El
resultado se conoce como Teorema del desplazamiento. Empleando el
teorema de desplazamiento para el caso de las dos rendijas, se tiene:

Frect([x — xo|/ay) + rect([z + xo)/ay)} =

= f{rect([x —xol/ay)} + F{rect([a: + o] /ay)}
= e 2™ Flrect|x/ay)} + e ™0 Flrect[z /a,)}
= (e_izw”““0 -+ e”%”%)]:{rect[x/aw]}

= 2cos[2mpxg|ay,senclagpl

= 2a,,co82muxo)senclaypl, (2.31)

resultando un patrén de interferencia de Young modulado por la trans-
formada de la abertura. La situacién tiene al caso B si a, —> 0 porque
F{rectjx/a, ]} — 6(x) (aysencla,,] — 1).

La Fig. 2.7 muestra que existe la posibilidad de encontrar un patrén
con ceros de irradiancia adicionales a los determinados por la funcién
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Figura 2.7: Espectro de dos rejillas de ancho finito

coseno. Asi mismo, algunos maximos del coseno pueden coincidir con
los ceros de la transformada de la abertura, presentandose el caso de
méximos de interferencia, o sea, si nAf/a, =mAf/xy, de modo:

n m
—_— = — 2.32
a,  To ( )

(con m y n, enteros) es la condicién del indice extraviado de orden
mm. El analisis de Fourier ha determinado un origen méas completo del
experimento de Young, porque incorpora el ancho de las rendijas.

2.1.2. El Teorema de Convolucion

Se define a la convolucion de dos funciones como:
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0)0(w) = [ d€0(©)0(w ~ 1000«

o0

(0. 9]
- [ a0©ou-9. e
—0o0

denotando la operaciéon como un producto con el simbolo *. Puede
definirse en cualquier espacio como se indicé; pero se buscara la trans-
formada de Fourier inversa de la convolucion realizada en el plano de
frecuencias con el propédsito de relacionar la operacién con el sistema
Optico. Entonces:

oo

FHOW) «O'(w)} = [ dplO(p)  O' (u)]e™

o

"y [ | 00— é)] gi2mhs

o0 o0

A0E) [ Al (=™ | =

4€0() [~ a0/ o

—00

883

dfé (5) ez'27r§x / dlu/O"/ (MI) ez’27r,u’x

—00

883

I
—T— T T T T

dEO(£)e™ - O (x)
= O(z)-O'(2). (2.34)

El resultado indica que la transformada de Fourier de un producto
de funciones resulta ser la convolucion de sus transformadas, porque

aplicando la transformada de Fourier en ambos miembros de la ec.
(2.34), resulta:
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F{O(2)0'(2)} = O(n) * O(n). (2.35)

Puesto que el producto de dos transparencias se corresponde con su
superposiciéon o concatenacion fisica, el patrén de Fraunhofer respecti-
vo es la convolucién de los patrones individuales. Nétese también que
puede verificarse que:

F{O(z) x O'(x)} = O(u) - O(). (2.36)

de acuerdo al principio de reversibilidad. Asi mismo, la convolucion es
conmutativa. Puede verse que la imagen registrada linealmente impresa
por un objeto en movimiento rectilineo uniforme, se representa como
la convolucion de la imagen estatica con una funcion rectangular.

2.1.3. El Tren de Pulsos de Dirac

Una rejilla de difraccion ideal puede representarse por un tren de pul-
sos. Una serie de fuentes puntuales con igual separacién xg y simétrica-
mente centradas respecto al origen,puede representarse como una serie
de deltas de Dirac tal como:

O(x) = Z d(zr — nxg) = xio IT (x/x0) (2.37)

habiendo usado la funcién ”sha” dada por:

(z) = Z d(z —n) (2.38)

62



donde la propiedad de escalamiento 6(x — /xg) =| xo | €(x), se ha
empleado (como puede verificarse por cambio de variable®).

La transformada de la serie resulta ser:

O(p) = F{>_ oz —nxp)}
= Z}—{é(x—nxo)}
_ i e—i27rnx0u. (239)

Por el teorema de desplazamiento. Note que la serie final es una serie
de Fourier con w = 27z, T = 1/xy y t = p (Apéndice A). Entonces
O(u) es periédica con periodo 1/x¢; pero con C, = 1 para todo valor
de n. Reconociendo que Note que esta serie puede considerarse como
una serie de Fourier escrita en forma compleja y con coeficientes:

C, = =(a, — ib,) = 1. (2.40)

Resultan las condiciones:

(o %f_TT/; dtg(t)cos[2mnt/T]

(2.41)
b, = Tf T/ dtg )sen[2mnt/T]

satisfechas por O(t) = T'6(t) dentro del intervalo [-T/2, T/2]. En todo
espacio, se obtiene la repeticion periddica, que es:
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ZTdt—nT) — O(p xoZa(;L——) (2.42)

Entonces, se establecen las siguientes igualdades,

]:{ Zé(m —nxo)} = %025(#— n/xg)
= Y 0(uwo —n) =I(pxo)  (243)

o bien:

Fl(x/xg) =| zo | H(uxo) (2.44)

en acuerdo al teorema de escalamiento. Este es un caso en donde (u) es
de la misma forma que O(x) (zo = 1), aunque en general los periodos
sean inversamente proporcionales.

2.1.4. Rejilla de Ronchi

Las propiedades de convolucion y peinen de Dirac permiten las re-
presentaciones de funciones peridédicas. Para ver como puede ser esto,
considerese primero la convolucién de una funcién O’(x) con una dis-
tribucién é(x — xg), o sea,

O' () # 8(x — 29) = / T Ae0/(€)(x — 20— €)
= O'(z — xp), (2.45)
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lo cual significa que la convolucién de una funcién con una delta cen-
trada en x(, tiene el efecto de centrar dicha funciéon sobre el mismo
punto xy. Una funcion periédica de perfil de celda unitaria rectangular,
se conoce en 6ptica como rejilla de Ronchi. Su gréafica se muestra en la
Fig. 2.8. con sus parametros de onda a,, y periédo espacial x.

1 20e

(']

~

Figura 2.8: Rejilla de Ronchi

La funcién entonces se puede escribir como:

O(z) = 27@@5(%); (2.46)

pero, considerando la propiedad de convolucién con d(x — nzg), se ob-
tiene en forma equivalente que una rejillad de Ronchi es:

08z) = rect<%) ) i:; 5(x — nao). (2.47)

Con esta expresion, el teorema de convolucién puede usarse para en-
contrar O(u); ésto es:
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F{O(z)} = ]:{rect(x/aw) x 25(93 - nxo)}

= F{rect(xz/a,)} ]:{ Z d(z — nxo)}
= x; aysencla,p] - Z d(p —n/xg), (2.48)

lo cual resulta ser un peine de Dirac modulado por la transformada de
Fourier del perfil de la rejilla. Nétese también que si sucede la condicion:

m
— = — 2.49
- (2.49)

se tendra el fenémeno de 6rdenes extraviados. La irradiancia resulta
ser:

I(p) = a?senc?[a,p) Z d(p —1n/xg). (2.50)

2.1.5. El Teorema del Muestreo

Cuando se obtiene informacién cuantitativa de algin objeto O(x),
solo se adquiere de determinados puntos. Tal informacion “discretiza-
da”se condce como muestras, y se dice que una imagen o senal “se
muestrea”, obteniendo un conjunto de valores Og(x) en nuestro caso.
Si el muestreo de O(x) se realiza en intervalos iguales, entonces:
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Og(z) = O(x) - Z d(x — nxg), (2.51)

de modo que Og(n) = F{Og(x)} viene a ser, por el teorema de convo-
lucion,

Os(n) = O(u)* > 6(p—n/xy) -z

= > O(p) * 6(p — nay) - x5!

o

= Zxo_lf_ dfé(f)5(u—n/x0_€)
_ Z-T(Tlé(“_n/xo)’ (2.52)

lo cual indica que el espectroO(u) del objeto sin muestrear O(x) se repi-
te periédicamente, apareciendo una réplica en 1 = n/xg y, se construye
asi una funcion periddica.

En el caso en que O(u) sea practicamente cero para |u| > By, los
ordenes repetidos no se sobrelapan cuando:

2By < 1/, (2.53)

de modo que con el conocimiento de sélo un orden, convenientemente
separado de todos los demas, permite la construccion de todo el obje-
to por transformacién inversa. La ec.(2.53) es la base del Teorema de
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Muestreo (o de Whitaker-Shannon, o de Nyquist), quien establece con
ella la minima distancia de muestreo en funcién del ancho de banda By
del objeto por muestrear.
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2.2. La Difraccién De Fraunhofer en el Espacio de
3 Dimensiones: Introducciéon

2.2.1. Generalizacion del Argumento 1-D

Cuando la abertura difractora se considere en dos dimensones, se
obtendria la gg. 2.9:

Figura 2.9: Difracciéon De Fraunhofer en el Espacio de 3 Dimensiones

Del esquema, puede deducirse que k = (ky, k,, k.) también es:

(_xa_y7f> _ 21 (_':Ca _yaf)
VIR yr + 2 A o oy £

de modo que en plano z = 0, con r = ué; + vé,

k=k (2.54)
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(2.55)

2

|

|
8
I
+
<
=

cuando:

1

172
f(l + —xﬁ?‘ﬂ)

En consecuencia, sin considerar factores de proporcionalidad de onda

Q

r—h||_|

(2.56)

esférica, las contribuciones sobre el plano (u,v) provenientes de las on-
ditas secundarias de Huygens en (x,y) es la superposicién de ondas
planas siguientes:

Ouv(u U) — / / dxdyO x y —i2m(zutyv) /A

= O(u, )‘ (2.57)

= u/\f
v=uv/M

donde se hadefinido a la transformada bidimensional de Fourier como:

F{O(z,y)} = O(u, v / / dzdyO(z, y)e 2r@utw) (2 58)

La transformada de Fourier inversa es:
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F_l{O(u,V)}:/ / dpdvO(p, v)e'm@ntyy) (2.59)

que cumple el Teorema de Fourier:
FHF{O(,y)}} = O(x,y), (2.60)

2.2.2. Teorema de Fourier en 2-D

Considerando la generalizacién de ¢ a dos dimensiones, se tiene que:

/_Z /_Z dedyd(z,y) =1 (2.61)

/_oo /_OO dadyf (2, y)d(x — 20,y — yo) = f (o, Yo); (2.62)

con estas propiedades puede inspeccionarse el teorema de Fourier como
sigue:

FHFOw = [ [ auvr oty e

_ / ) / " dpudv / ) / " A dy O, yf) ) i)

:/ / de'dy/O(a', y/) / / dpdy e 2=l =)

:/ / da'dy’ O(z', /) 6(2' — z,9 —y)
= O(x,y)(2.63)
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lo cual representa la correspondiente generalizacion de la sec 2.1.1.

2.2.3. Ondas Difractadas Viajeras y Evanescentes

El vector de propagacion k puede estudiarse también en términos
de los cosenos directores, donde cumplen:

cos’a + cos®B + cos*y = 1, (2.64)
por lo cual:
cos’y = 1—cos*a+ cos’f, 0
cos v = /1 — cos’a+ cos?3. (2.65)

de la igualdad anterior, si cos’a + cos?3 < 1, cos 7 es real y k tiene
todas sus componentes reales, dando lugar a una onda viajera de la
forma:

e—z’[k-r—wt] .
con r = (z,9,2). Sin embargo, cuando cos’a + cos’3 = 1, v alcanza
los 90°, k.=0 y las ondas difractadas viajan razantes a la pantalla di-
fractora. Puede suceder también que cos’a + cos? > 1, en cuyo caso,
cos 7y resulta ser imaginario puro. Esto corresponde a una atenuacién
(jno debido a absorcién algunal!) en direccién &3 porque la exponencial
resulta con un factor:

e ilk:l2 (2.66)
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Coémo pueden ser estos vectores de propagacion, se suguiere en la Fig.
2.10, donde kg es la parte real del vector de propagacion:

e .

Figura 2.10: Vectores de propagacion

k:kR+ZkI 7kR:(kx7ky70) ) kI:(anakz)

Los vectores k = (ky, ky, k) de médulo k son los que unen el origen
con algin punto de la esfera de radio R. Estos dan lugar a ondas viaje-
ras que pueden detectarse a distancias z arbitrariamente grandes. Las
ondas difractadas con componentes k, imaginarias se llaman evanescen-
tes. Tienen el mismo caracter que las ondas evanescentes generadas por
refraccién y pueden, igualmente convertirse en viajeras al refractarse en
el medio de indice adecuado. Pueden, asi mismo, detectarse a distan-
cias cercanas a A (z S A campo cercano). En tales casos, |kg| > ky
saldria de la esfera, manteniéndose, sin embargo, siempre sobre el plano
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(s Fey)-

2.2.4. Abertura Circular

Una abertura circular representa un problema para espresarse en
coordenadas esféricas (polares). Si g(r,0) = gr(r), con:

r=+vaz?+y> xr = rcost (2.67)

0 = arct tan(y/z) ; y = rsend,

la transformada de Fourier bidimensional G(u, v) es:

o) = [ [ oy )

00 27
_ / / T <$, y) drdo g(n 6) e—z’27rr(ucos€+1/sen9)
0o Jo r,0

21 o0
_ / d@/ dr g(T, 9) e—2'27T7“p(cos¢cos@+sen¢sen9)
0 0

21 00
= / d@/ dr rg(r,0) e i2rrpeos0=0) (2.68)
0 0
donde

p=VE+n ; p=pcos

¢ = arctan(n/&) ; v = pseng

y el jacobiano es:
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Jx Ox
T,y or 90
J =9 9. 2.69
(o)~ §] .
lo cual se simplifica de la siguiente forma:
1 27 )
Jo(a) —/ dp e facos(t=9) (2.70)
0

:27r

resulta que, para el casog(r, ) = gg(r),

o0 2m
G(p, gb) = /O dr gR(T)T/O dé e—i?ﬂ'rpcos(@—(b)

= 27 /OO dr rgr(r)Jo(2mrp) = Gr(p), (2.71)
0

conocida como la transformacién de Hankel de orden cero, por 2,
valuada en 2mp. La transformada inversa de Hankel de orden cero es
tal que:

gr(r) =2m /O ) pGr(p)Jo(2mpr)dp. (2.72)

En las relaciones anteriores, Jy(a) es el valor de la funcién de Bessel de
orden cero en el punto a. Particularizando la ecuacién (2.71) al caso de
que:

gr(r) = cire(r/R), con

. 1 r<R
czrc(r/R):{O r o R
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Su transformada Gg(p) es:

R
Crlp) = 2 /0 dr rJo(2mrp), (2.73)

siendo X la cinhca “2h”,

* X
/ dr’ ' Jo(ar’) = =J1(aX),
0 a

con Ji(X) denotando a la funcién de Bessel de orden uno, se obtiene
conr'=r, X=Rya=2mp

2m
Gr(p) = 27T/0 dr rJo(27rp)

R

= 2n—J1(27pR

" mp 1(27mpR)

J1(2m Rp)
— 971R? 2.74
TR 2Ry (2.74)

La irradiancia correspondiente I(p) es,
Ji(27Rp) |

I(p) = (2nR*)*|—=—— 2.75
(0) = (am e | 220 (2.75)

que se conoce como patrén de difraccién de Airy. Una seccion transver-
sal del patron de Airy se muestra a continuacion. El radio del primer
minimo es

£=122
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La transformada de Hankel de orden [ es denotada como:

Hi{gr(r)}orp = / dr rgr(r)J;(2mrp) (2.76)
0
A la funcién: 7, (n)
1\Tx
= (2.77)

se le conoce también como jinc x. La transformada inversa de Hankel
es, por cierto,

HHGalo)} = = [ do pGato)aap). (279

2.3. La Formacién de Imagenes en 1-D

Por simplificacion, se retornara al caso unidimensional a fin de ins-
peccionar el efecto de colocar dos lentes de focal positiva en forma
consecutiva, como se muestra en la Fig. 2.11.

la primera lente, L, realiza la operacion:

O(n) = F{O@)} . n=mu/X (2.79)

mientras que la segunda lente, Lo, transforma la distribucion que en-
cuentra en su plano focal posterior; ésto es:
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Figura 2.11: Sistema de formacién de imégenes en 1-D

O = Frr{O} = [ dp Oy

o

_ / d,LL [/ d O(x)e—i%mu] e—i27mx’

_ / dx O(:Ij)/ dp e—i27m(x+x’)

= /_OO dz O(z)d(z +2') = O(=2") (2.80)

De manera que en el plano z’ se recupera la funciéon O(x). Es una
consecuencia de la propiedad de las transformadas,

FF{O(z)} = O(—x) (2.81)
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que précticamente se demostrd en la ecuacién (2.80). Como se ha re-
producido O(x) sobre el plano-z’, que es igual al x, se dice que se ha
formado la imagen de O(x) en z’. Nétese que el esquema esta de acuerdo
con la Optica geométrica paraxial.

Las trazas continuas en la figura denotan un sistema telecéntrico, puesto
que entra un haz con objeto en oo y su imagen se halla en co. El trazo
discontinuo muestra como el sistema forma la imagen del punto x = 0,
sobre el punto 2/ = 0.

2.3.1. La Funcion de Pupila

Con el sistema telecéntrico (dos lentes en serie), se tiene un siste-
ma Optico formador de iméagenes del cual se conoce un plano intermedio
donde se redistribuye la informacién de la distribucién del objeto. Cuan-
do el sistema de adjunta de manera que los efectos mas importantes
ocurran en el plano u, entonces el sistema puede describirse consen-
trando la atencién en ese plano (Ver Fig. 2.12).

Uno de estos efectos es el corte ocasionado por el tamano de las lentes
en los frentes. Si la limitacion del sistema esta en el plano u, puede
pensarse entonces que O(u) = F{O(z)} resulta cortado, p.e., por una
funcién P(u) = rect(u/m), siendo o = pp el ancho de la pupila, tal
como se esquematiza. Aqui, uy = 2R/, siendo R el ancho de la pupila
en unidades de u. La imagen modificada por el corte, resulta ser:

O'(z") = F{P()O(u)} (2.82)

P(p) recibe el nombre de funcién de pupila y generalmente, es cero
después de determinado valor absoluto de u, Puede adoptar también
valores complejos .
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Figura 2.12: Funcién de puplia

2.3.2. Resoluciéon de Una Rejilla Cosenoidal

Si se tiene en el plano objeto una rejilla de la forma:

O(xz) = 1+ cos[2moz]

en el plano frecuencial se tendra:

Olu) = 8(40) + 31501 — 0) + 6(1 — 0)]

(2.83)

(2.84)

Si P(u) = rect(i/1), la condicién para formar la imagen de O(x) en
el plano 2/, es que 20 < pg. Si 20 = pyg, la rejilla es justamente resuelta.
Pero si 2p0 > pyg, la rejilla no podra ser ya resuelta por el sistema. Sin
embargo, si la rejilla se ilumina por una onda inclinada respecto al eje

optico, dada por:

e—i2ﬂ'0¢x

(2.85)

con o < /2, se tendra entonces que, después de cruzar la rejilla, la

amplitud resultard
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e T O(x) = e ?™(1 + cos[2mox]) (2.86)

Por tanto en el plano frecuencial o de Fourier,

. , 1
Fle P o 20 o5 2mox]} = 5(u—oz)+§[5(,u—0—06)+5(,u+0—04)]

(2.87)

Asi, si a = g /2, aunque o > /2 (pero o < pip atin) entonces tendran
cabida el orden junto con un orden de difraccién dentro de la pupila,
revelando la presencia de algo en el plano objeto. Por ello, aparente-
mente con iluminacién inclinada se mejora la resoluciéon del sistema. En
el caso particular donde a = 1p/2 y 0 = g, de la ec. (2.84) se tiene:

. 1
O'(1) = 0(i = p0/2) + 50(p + p10/2) (2.88)
de donde:
O'(2') = F{O'(2")}
_ e—z’?wuox’ 4+ ez’?mmx'
entonces:

2 : /
I'") = (1+1/4)+ §§Re e! 2ot
= 5/4+ cos[2mpox’] (2.89)
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Comparando esta imagen con el objeto original, dado por la ec. (2.83)
con o = j4y como se ha supuesto, se encuentra que la alteracion suprime
varios términos, donde, por la ec. (2.83), en el objeto resultan ser:

2

1 . .
I(x) = [O@)]* = |1+ (e + e 2m7)

1 1 : , :
= 1+ 1 + 1 + 2Re €M7 L 9Re e 2T 4 9Re A7

3
= 3 + 4cos2mox] 4 2cos[dmoz] (2.90)

La técnica de iluminacién inclinada forma parte de las llamadas técnicas
Shlieren (estrias). Otro caso es la navaja de Foucault.

2.3.3. El Filtrado Espacial

De la ec. (2.82), se tiene que la pupila P(u) puede alterar el espectro
del objeto, modificando asi la imagen O’(z’) en el plano imagen. Se
consideran dos ejemplos de aplicacion de ésta técnica, conocida como
filtraje (o filtrado) espacial.

FILTRO MODAL

La salida de un laser en su modo transversal mas bajo, TEMq,
tiene una seccion radial gaussiana. Por una veriedad de raxones, en la
practica esta gaussiana va acompanada de variaciones estadisticas de
alta frecuencia, las cuales pueden considerarse como ruido aditivo: en
graficas.

Puesto que la transformada de Fouries de una gaussiana es otra gaus-
siana de ancho inversamente proporcional al de la primera, porque la
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transformada de Fourier de una gaussiana con ruido aditivo resulta
ser tal como se esquematiza (Fig. 2.13). Entonces, obstruyendo las fre-
cuencias altas con un diafragma de radio del orden del semiancho de la
gaussiana limpia, el ruido puede suprimirse.

00 00

_22/52 2/ 52 2,2 2 2.2 2
/ ex/aez%rxudx :/ ex/a 2w TEUTOTH TN ] 0
- —00

oo

00
2,2 2 _ , 2
— o THO / e [x/o+i2mpo] dz

o

2,22
:O'\/77T67TMJ

u=pAf ‘
A § 0
r
TEM,, ’%\ > R
[} ! ? —
laser f{/ \1{ } R §
objetivo
haz microscopio plano N haz
con de focal libre
ruido focal F de

ruido

Figura 2.13: Transformada de Fourier de una gaussiana con ruido aditivo

La difraccion de potencia que cruza el diafragma de diametro D = 2R
es, con F'/a focal del objetivo,

P(D)
Pot.Total

y la minima frecuencia de ruido transmitida por el diafragma (agujero
o “pinhole”) es:
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d=2F\/D

Por lo cual, se recomienda D = 2R = AF'/o. Considerando la sec. 2.2.4,
el diametro 2R de un diafragma abarcando justamente el primer l6bulo
del patrén de Airy, es 1,22Xf /0. Si f/o ~ 300/N,

D = 300)\/N

LA TECNICA DEL CORTE DE LA FASE

Si se coloca sobre el plano x un objeto sin absorcién (totalmente
transparente), puede expresarse como:

O(x) = e2™@) (2.91)

siendo ¢(x) una funcién real. Tal objeto se conoce como objeto de fase.
Su correspondiente irradiancia,

Io(z) = [O() = 1 (2.92)

consiste en un campo uniformemente iluminado, por lo cual, la distri-
bucién ¢(x) no es detectable.

Un caso especial ocurre cuando |¢(x)| < 1y |¢(z)> << 1, que deriva en
el tipo de objetos transparentes conocidos como objetos de fase delgada,

admiten la aproximacién:

2@ 1 + i2m () (2.93)
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De acuerdo a la expresién anterior, los objetos de fase delgada cons-
tan de una luz de fondo uniforme superpuesta con variaciones ¢(x)
manteniendo una relacién de fase de 7/2 (i = ¢™/?). La iradiancia co-
rrespondiente resulta:

11+ i2mp(z)|? 1+ 472 p(2) > + 2Re {i2m¢(x)}

~ 1 (2.94)

ésto significa que tal relacion de fase no puede proporcionar un término
de interferencia entre luz de fondo y variaciones ¢(z). Aunque los dos
términos se encuentran superpuestos sobre el plano del objeto, en el
plano de las frecuencias se pueden separar porque la luz de fondo se
concentraria en un punto, mientras que las variaciones se distribuirian
en todo el plano. Colocando entonces un retardador de fase apropiado
que afecte una region pequena alrededor de origen frecuencial, puede
alterarse la fase para obtener un término de interferencia que revele las
variaciones ¢(z). Primero, suponiendo un retardador sin ancho apre-
ciable, puede proponerse la funcion de pupila.

P(p) =1—=06(p) £ i0(p) (2.95)

segin retarde (4) o adelante (—). Aplicando el filtro al espectro del
objeto (ec.(2.93)), resulta el siguiente espectro modificado

O'(n) = P()O(n) )
1 —=0(p) a0 (p)][0(p) + 127 ()] N

0(&) + 2 () — 0 () — i2md(p) p(p) & i0° () F 2w (1) p(1)
= F2m0(u)$(0) + i[£(n) + 21 (1) — 27 (1) $(0)] (2.96)
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donde ¢ = F{¢(x)}, 6%(n) = 6(u), y 6(p)d(1r) = (1)$(0). Entonces,

en el plano imagen x’:

Ow) = FIO(W) ~
= F2mp(0) +i[£1 + 27p(—2') — 2w (0)] (2.97)

teniendo que la amplitud promedio ¢ = [~ dx ¢(x) aparece aportando
contribuciones constantes. La irradiancia en la imagen resulta ser:

L) = [0/ = 4n°¢*(0) + |1 + 2n[p(—2) — ]|

1+ 47| ¢(—a') — ¢|” = 4nRe{p(—2') — ¢}
|+ dr[(—2') — §] (2.98)
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Al usar el signo + (retraso), se tiene costranste positivo; con signo —
(adelanto), se tiene constranste negativo. La técnica se conoce como de
constranste de fase y contribuye un ejemplo de la modulacion del orden
cero.

2.4. Derivacion de la Imagen y Operaciones Rela-
cionadas

2.4.1. La Derivada y la Transformada de Fourier

Considérese la operacion de derivacién, respecto de z, aplicada a
una funcion objeto O(z). Se tiene:
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d _ d = S i2|pix
[ o e
0 ox
= / dp O(p)(i2mpp)e’™

ast, tomando 27O (i) = Op(p), se concluye que:

{50} = Ooli)
= 27O (1)

Analogamente, puede verificarse que

dx”

F{ 0@} = G@mron)

(2.99)

(2.100)

(2.101)

que es la base para técnicas de solucion de ecuaciones diferenciales me-

diante transformadas de Fourier y polinomios de pu.

subsection APLICACION EN OBJETOS DE FASE

La derivacién puede efectuarse al tener un filtro con transmitancia:

P(p) = aap
lo cual proporcionaria un espectro modificado:
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1. ~
O'(n) = ad%z%r,u()(,u) (2.103)

que tomara una imagen:
Oy =2 [ Lo (2.104)
i2m | dx '
Puesto que el valor de la derivada es alto en los cambios bruscos, es
de esperarse un énfasis en los bordes del objeto (direccién x). Por otro

lado, la derivacién también puede usarse para visualizar objetos fase
como se describe:

ez’?mb(x)
Su derivada es:
dO(z') 27 d , /
Ol / — ad — - ! ’L27T¢($) 2105
(x) 12w da’ adi27r dxgb(x Je ( )

por lo cual, la irradiancia correspondiente es:

4 sa)

I(z") = aq 3

41 (2.106)

Esto revela la existencia de variaciones, de las cuales se obtiene la de-
rivada. En principio la ¢(z') podria recuperarse de:

/\/Tda:’ — (2.107)
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2.4.2. La Funcion de Transferencia Coherente

Como se indica en la ec. (?77?); la imagen formada por un sistema
telecéntrico puede escribirse como:

0'(x) = F{P()O()} ~
= F{P8u)} = F{O(n)}
— h(z)* O(x) (2.108)
(2.109)

donde se ha usado el teorema de convolucién y se ha definido a:

W) = F{P()) (2.110)

como una funcién caracteristica del sistema formado de imagenes, co-
nocidas como respuesta impulso coherente del sistema.

A la funcién de pupila también se le conoce como funcién de transfe-
rencias coherente. El apelativo usado para designar a h(x) proviene del
siguiente hecho.

Si 0(z) = 0(z — xp), su imagen serd, de acuerdo a la ecuacién (2.108),

O'(x) = h(fo) x 0(x — xp)
~ [ aen©se -9

oo

= h(z — xp). (2.111)

Que no es mas que la respuesta impulso centrada en la posicién de la
imagen geométrica del objeto.

89



&
v

. o 1 - hix-x )

Figura 2.14: Formacién de imagenes

Asi, la formacién de una imagen puede verse como la formacion de una
replica del objeto, sustituyendo cada punto por una respuesta impulso
( Fig. 2.14). Se puede intuir que la imagen serd mas fiel al objeto en la
medida en que h(z) se aproxime a una 6(z). Claramente, el fenémeno
de difraccion impide alcanzar la igualdad.

1. LA RESOLUCION DE UN SISTEMA OPTICO

La funcion respuesta a un impulso, o funcion de esparcimiento de
punto h(z), impone un limite a la capacidad de un sistema dptico,
para separar dos fuentes puntuales. Considérese a las imagenes de dos
fuentes puntuales, en irradiancia, formadas por un sistema 6ptico con
funcién de transferencia coherente P(&) = rect(&).

Si las fuentes se hallan en las posiciones * = x1 y * = x5 respectiva-
mente, y si tienen igual amplitud, sus imégenes serian como se muestra
en la Fig. 2.15. En ella se esquematiza la situacién especial en que el
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Figura 2.15: Resolucién de un sistema 6ptico para dos fuentes cercanas

minimo de una mancha de difraccién coincide con el maximo de la otra
mancha. Esta situacion especial se considera ¢l limite, o la distancia de
separacion Az = x9 — x1 minima para distinguir dos puntos. Distancia
de separacién Ax menores haran que dos puntos se confundan en uno.
La distancia minima Ax,,;, sera entonces la separaciéon entre maximo
central y primero minimo de la funcién sencla,z/Af]. Esto conduce a
que Az = M /a,, con a, el ancho de la pupila. Para el caso de abertura
circular, de acuerdo con la sec. 2.2.4. 2R% = 1,22 ;asi:

AZpin = 1,220\ /D = 1,22\, (2.112)

Con D = 2R el didmetro de la pupila. El criterio de resolucion descrito
tiene motivaciones emanadas de observaciones astronémicas y se conoce
como criterio de Rayleigh.

2. SISTEMAS EQUIVALENTES

En general de la ecuacion (2.111) la irradiancia en la imagen es:

I'(x) = |h(z) * O(z)]?, (2.113)

expresion valida para cualquier sistema formado de imagenes isoplanati-
co (h(z,2") = h(x,2"), 2" coordenada imagen) y lineal. Esta propiedad
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la, poseen también los sistemas que no sean telecéntricos. Puede apli-
carse a una sola lente con posiciones conjugadas. En este caso, puede
definirse un sistema 4f telecéntrico equivalente. Habria que introducir
cierta escala, como se muestra en la Fig. 2.16.

A
X

d(x-x¢

., h(x'x,

Y xu

Figura 2.16: Sistemas equivalentes
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2.5. Anchos de Funciones y de Transformadas de
Fourier

Es conveniente contar con procedimientos que permitan conocer la
localizacion de una funcién y la de su transformada. Por ejemplo, algu-
nos sistemas épticos pueden sufrir de efectos aleatorios determinantes
de movimiento azarosos de la respuesta impulso correspondiente. Tam-
bién es deseable conocer la extension de una funcién en cualquiera de
los espacios. El efecto observado en previos ejemplos y consiste en re-
laciones inversamente proporcionales entre anchos de objeto y de su
transformada de Fourier puede analizarse. Por otra parte, algunas can-
tidades invariantes, como la energia o potencia total, son derivables en
términos de anchuras apropiadamente definidas. Finalmente se requie-
ren de criterios de acotacion de integrales para la discusion de algunas
propiedades relacionadas con la localizacion de las funciones, por lo cual
se abordara la llamada desigualdad de Schwartz en estas secciones.

2.5.1. Anchura Equivalente

Una cantidad que refleja de una anchura de una funcién O(zx) puede
definirse, para O(0) # 0, como:

/ " dz O(2)/0(0), (2.114)

oo

la cual puede asociarse con un rectangulo de altura O(0) e igual drea
que la definida por O(z). Puede verse que se cumple la propiedad:
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~ > dx O(z)e 2mme N
Josoda O(z) S dz O =0 _ 000 (2.115)
0(0) I du O(p)eti2mna J oo du O(p)

lo cual relaciona inversamente a los anchos equivalentes de = (z) y

O(p).

2.5.2. Momentos de Orden n para una Funcion

La integral en el numerador de la ec. (2.114) es el momento de orden
cero, un caso especial de la expresion (n=0):

00 (n)
/_ dz 2"0(z) = (‘]ii2(7?))n, (2.116)

oo

donde f(p) = d*/du”f(1). El momento cero equivale al promedio
de la funcién O(z) y su valor es f(0). El primer momento normalizado
por el momento cero, se conoce como centroide y se denota por < x >.
Entonces,

<z o= /_Z dz xO(:v)//_: 120(z), (2.117)

que puede reescribirse como:

<z >=0'(0)/[i2r0(0)], (2.118)
siendo O’ (1) = d/duO(y). La normalizacién es valida para O(0) # 0.
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2.5.3. Contenido Energético, Centro de Gravedad y Valores
Cuadraticos Medios

Como se ha visto en secciones anteriores, las funciones O(x) re-
presentan amplitudes de campo eléctrico y, puesto que pueden asumir
valores negativos (en general complejos), de las definiciones de las sec-
ciones precedentes. Los correspondientes modulos cuadrados no poseen
ese problema y se encuentran relacionados con la potencia promedio.
Por esa razon, es util definir las siguientes cantidades; el contenido

energético es el momento de orden cero de |O(z)|?, es denotado como:

|O|)* = /_OO dz O(x)0*(x) = /_OO dz |O(z)|?; (2.119)

0 0

el centro de gravedad del area bajo |O(z)|? es el centroide de |O(z)?,
o sea,

_ 1 /OO 9
T = dx z|O(x)|; 2.120
o/ O(x)| (2.120)

el valor cuadratico medio < 22 >, que se toma como medida del ancho
también, es el momento segundo normalizado, ésto es:

e ffooo dx 2°0O(x) B 0" (0)

D [ dz O(x)  4720(0) (2.121)

definicion que aplicada a funciones no centradas en el origen de =,
conduce a la varianza:

95



<(z—<x>)> = <a?>— <z >?
00 | 1[0
T T 10(0) i {(’)(0)] - 212

La varianza de |O(z)|? es conocida también como dispersién de la sefial

y se escribe como (Ax)?. Asf,

1 o0
(e = o / dz (z — 7)20()] (2.123)
En el espacio de las frecuencias proceden las respectivas definiciones, y
SOon:
. 1 [ .
101 = s [ au 0GP (2.121)
1O]? J—oc
B T I
p==— [ duplOw)], (2.125)
1O[P J—oc
1 o ~
<it o= [ anwio? (2.126)
<(p—<p>)l>=<py?>—<p>? (2.127)
1 > o~
(B0 = 5 | i a= P0G, (2.128)
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2.5.4. Relacion de Parseval

Una cantidad invariante ante transformada de Fourier puede hallarse
considerando primero a la integral siguiente:

/_OO dz O1(2)Os(x) = /_OO dz O1(2)Os(z)e 27He

0 o0 =0

— ]:“{Ol(xg()g(x)}ﬂzo
= O(M)*OQ(N)‘u:o
_ / a¢ 01 (6)0a(p — €)],_,

oo

-/ " 460, (6)0s(—9) (2.120)

oo

lo que indica que dos operaciones, cada una realizada en planos diferen-
tes, objeto y frecuencia, proporcionan idéntico resultado. Nétese que el
valor de la operacion relevante nuevamente es en p = 0, tal como en

subsecciones anteriores. Para considerar potencias se observa el caso en
que O1(x) = O(x) y Oz(x) = O*(x). La ecuacién 2.129 se reduce a:

/_OO dz |0($>|2 = /OO dé O(f)é*(é’) — /_OO dp |0~(M>|27 (2.130)

0 —0Q o0

donde se empleé F{O*(x)} = O*(—p) y u — €. El resultado puede
escribirse como:

101" = 10]P, (2.131)

y se conoce como igualdad de Parseval. Usualmente, se interpreta como
la identidad de contenidos energéticos en pleno objeto y frecuencial.
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2.5.5. Desigualdad de Schwarz

Supdngase ahora una funcién S, (¢) dada por:

/ dz [f1(z) + efol)]?, (2.132)
entonces,

S, (€) = age® + bge + cg (2.133)
con,

aS:/_OO dxfg(x), b5:2/_OO dz fi(x) fao(x), 05:/_00 dz ff(x)

(2.134)

Si fi(z), fo(x) y € se limitan a asumir s6lo valores reales, S,(€) > 0
excluyendo el caso fi(x) x fo(x) para toda x. Para que la condicién se
garantice, el discriminante debe cumplir:

b% —4ages <0,
o bién,
1
ascs > Zbg. (2.135)

Sustituyendo las integrales correspondientes, se obtiene la llamada de-
sigualdad de Schwarz:

/_OO dz f3(z) - /_OO dz fi(z) > H/_OO d f1(x)f2(a:)r. (2.136)

0 o0 0
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2.5.6. Relaciones de Incertidumbre

Las relaciones de la funcién objeto y su transformada de Fourier
han aparecido como inversamente proporcionales en ejemplos anterio-
res. Para mostrar que es una propiedad muy general, pueden emplearse
las varianzas, ecs (2.123) y (2.128). Antes de analizar el comportamien-
to de Az y Apu, conviene notar algunas propiedades concernientes a
desplazamientos de funciones objeto y a funciones reales.

DESPLAZAMIENTO Y CONTENIDO ENERGETICO

Si una funcién objeto O(x) sufre un desplazamiento a un punto z,
se tiene una funcién Oy(x) = O(x — x(). Entonces,

104 = / da [Oo(x)]? = / 0 [O(z—0)|? = / da’ |0(2')[2 = ||O|2,

0} 0 00}

donde 2’ = x — (. Los contenidos energéticos no dependen de la posi-
ci6én del objeto (o del sistema coordenado transformado por traslacion).
En correspondencia las transformadas respectivas cumplen O(y) =
exp[—i2mpuzo)O(1) (sec. 77); entonces,

Oo(p)? = [O(1)]?

y el contenido energético también independiente de desplazamiento al-
guno en el objeto. Esto se halla en concordancia también con la igualdad
de Parseval, ec. (2.131).
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FUNCIONES REALES Y ANCHURAS

Puesto que las funciones f(x) = |O(z)|? involucrados en los conteni-
dos energéticos son reales. Se tiene que f(u) es una funcién hermitiana.
Examinando la ec. (?7) con Oag = fan v Ou = fu, para este caso las

partes imaginarias se anulan y puede verificarse que:

()P = [Re{ f()}]* + [Sm{F()}] = | F(=p) . (2.137)

razén por la cual los momentos impares de |O(u)|* = | f(u)| se anulan.
Como una consecuencia particular, se tiene que:

=0, (2.138)
y por tanto,
1 o ~
(0= 5 | dusiowr (2.139)

Adicionalmente, el momento segundo normalizado correspondiente a

una funcion desplazamiento en el plano objeto esta dado por la misma
ec. (2.139).

RELACIONES DE INCERTIDUMBRE

Se considera al producto (Ax)?(Au)? usando las definiciones de las
ecuaciones (2.123) y (2.128). Refiriéndose a los contenidos energéticos,
puede adoptarse la simplificacion de la ec.(2.139). Asi,

AP = o [ dr@=aPlo@P [ aust o
1

101/« N
- o | e atowl [ autiowr, @0
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donde se ha tomado Z = 0 (o bién, se ha usado la traslacién 2’ = x — &
para O(z). Por otra parte, por la igualdad de Parseval y la ec.(2.100),

[ awiowE = [ au |- emoeP

o0 0

= [ awampwp i

0.9]

de donde, por substitucion del segundo factor en la ec.(2.140),

(Az2(Ap)? = HC;HM% /OO dz 220 ()2 /OO dz [0/(2)P. (2.142)

—0o0 —00

Por la desigualdad de Schwarz,

(AaP (M) > e ( Jt x2f<x>f’<x>)2.

Pero,
/_Z dz of(z)f'(z) = /_Z[dx f'(@)]zf ()
- [ @) et
_ _/_Z dz [z f'(x) + f(2)]f(x),
de donde,

| W) are) = =5 [ de £ = —5lIAIP,
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por lo cual,

1 1 |1 2 1
A 2A 2> - 2 —
o bien:
Ax Ap > 1/4r.

Esta relacion confirma la relacién inversa entre anchos de funciones
objeto y su transformada de Fourier.

2.6. Conclusiones

Se establecieron los conceptos sobre éptica fisica necesarios, formacion
de iméagenes en 1-D, teoria de difraccién y transformada de Fourier
unidimensional y bidimensional, para comprender los pormenores de la
técnica de corrimiento de fase simultaneo usando elementos difractivos.
Para analizar las rejillas de amplitud se modelan como rejillas de Ron-
chi de perfil rectangular lo que simplifica su tratamiento matematico y
permite concluir que los coeficientes de Fourier del espectro de la rejilla
modularan en amplitud las replicas de los interferogramas.
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Capitulo 3

Interferometria Heterodina

Los fundamentos de las mediciones interferométricas fueron estableci-
das principalmente por Albert A. Michelson en las ultimas décadas del
siglo XIX; la interferencia de la luz se fundamenta en la superposicion
de dos o mas haces luminosos que satisfagan las condiciones necesarias
de amplitud y fase para permitir la deteccion de un patrén de interferen-
cia o interferograma. Este patrén se percibe como una serie de regiones
claras y oscuras distribuidas sobre un plano de observacién I (2] ). La
relacion entre los valores de las fases relativas entre las ondas determi-
nan si el drea es brillante u oscura (un méaximo o minimo). Dado que
dichas regiones adoptan la forma de bandas o franjas se habla de patro-
nes de franjas. Uno de los problemas esenciales de la interferometria,
consiste en determinar la distribucion de fase entre los haces sobre la
base de un patréon de franjas de interferencia, esto es, fundandose en
las variaciones de la irradiancia a lo largo y ancho del campo de obser-
vacion. La manera en que se modifica un patréon de interferencia dando
paso a otro diferente, permite conocer también la evolucion de la dis-
tribucién de fase. Aunque mediante la interferometria se busca por lo
general, determinar las propiedades épticas del medio transmisor de los
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haces que interfieren, el conocimiento relativo de la distribucion de la
fase no se limita a esto y proporciona, generalmente informaciéon diver-
sa que depende de las circunstancias particulares en las que se realicen
las mediciones por lo que éstas mediciones de fase se pueden asociar
con parametros fisicos del sistema u objeto bajo estudio.

La determinacion inteferométrica de diferencias de fase entre dos frentes
de ondas luminosas, puede proporcionar la distribucion de fase de uno
de los frentes de ondas cuando se conoce la del segundo (haz de referen-
cia). La precision de una descripcion semejante ha estado restringida a
algunas fracciones de longitud de la onda empleada. Esto se debe a que
la informacién de la fase debe extraerse de una distribucién espacial de
irradiancias que no solo es afectada por la fase misma sino también por
los cambios de amplitud que cada uno de los frentes de ondas posean
en el espacio. Por otro lado que la fase sea particularmente confiable
a partir de maximos y minimos del patron de interferencia, favorece
una estrategia de muestreo, en la cual los puntos de medicién resultan
separados en intervalos iguales de valores de fase. Estos inconvenientes
se pueden superar si se introduce una fase adicional en las ondas que
interfieren de manera que module el patron de interferencia en forma
conveniente para su procesamiento posterior. La modulacién del patrén
puede ser temporal o espacial. La modulacion espacial da lugar a los
métodos de procesamiento asociados con el nombre de Fourier y funda-
mentados en el filtraje alrededor de alguno de los érdenes de difraccién
del patron modulado. De esta manera la fase introducida actia co-
mo una frecuencia portadora espacial [1]. La modulacién temporal del
patrén de franjas puede conseguirse introduciendo un pequeno corri-
miento de la frecuencia de uno de los dos haces. La modulacién resulta
entonces sinusoidal en cualquier punto del patrén y vibra con una fre-
cuencia igual a las diferencias de frecuencias introducida entre los haces
[2]. La irradiancia sobre un punto fijo del patrén varia temporalmente
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con una fase determinada por la diferencia de fase entre los haces sobre
ese mismo punto. De ese modo, una diferencia de fase éptica puede
aparecer como una diferencia de fase entre dos senales eléctricas siem-
pre que se conviertan los cambios de irradiancia en senales eléctricas
de manera proporcional. Este procedimiento permite medir la fase en
cualquier posicién dentro del patrén de franjas con una precision majo
que 27/1000 radianes [3] y se conoce como deteccién heterodina [4]o
interferometria heterodina en contraposicion a la interferometria estati-
ca, que no modula al patrén de franjas en modo alguno. El corrimiento
del patron de franjas puede realizarse también en forma discreta con
algunas ventajas, tales como un tiempo reducido de procesamiento y el
uso de un microprocesador [5]. Puesto que los cambios en irradiancia
del patréon de franjas son causados por tres cantidades desconocidas,
se establece un sistema de ecuaciones con tres incognitas por lo que
el nimero minimo necesario de corrimientos discretos de fase es tres
[6]. Los valores de los tres corrimientos se calculan con las formulas de
tangente inversas [7], para reducir el error en el cdlculo introducido por
el piezoeléctrico es conveniente introducir cuatro y cinco corrimientos

17.8].

La precision correspondiente a la determinacion de las diferencias de
fase entre dos frentes de onda, puede mejorarse incorporando una fase
f adicional apropiada en una de las ondas que interfieren. La Fig. 3.1
ilustra esta técnica. El arreglo es un interferémetro de Twyman-Green,
uno de cuyos espejos permanece fijo(estando eventualmente junto a
otro de referencia, para producir un patrén adicional y evaluar el co-
rrimiento efectivo del transductor al tiempo que se lee el principal [9]),
mientras que el otro se encuentra montado sobre un apilamiento piezo-
eléctrico . El espejo sufrira entonces translaciones acordes con el voltaje
aplicado, produciendo corrimientos de fase de la onda que ahi se refle-
ja, suponiendo un desplazamiento lineal en el espejo como respuesta a
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un voltaje aplicado dado, cuando el voltaje se incrementa linealmente
con el tiempo, la irradiancia sobre un punto del plano de observacion
varia sinusoidalmente. Esta modulacion particular, junto con la corres-
pondiente deteccién de los cambios de irradiancia, recibe el nombre de
interferometria heterodina. Cuando el voltaje aplicado es sinusoidal y
de pequena amplitud, se obtiene lo que en la literatura se conoce como
la técnica de amarre de fase.

Si el voltaje aplicado se incrementa por intervalos, las franjas del patrén
se desplazan también por etapas. Al tener un cierto niimero n de inter-
valos, se produce un nimero igual de patrones de interferencia. Sobre
un punto fijo del plano de observaciéon, y mediante los n valores distin-
tos de la irradiancia, correspondientes a cada patron, puede definirse
un sistema lineal de ecuaciones, con auxilio del valor del corrimiento
inducido de fase respectivo. En este sistema de ecuaciones, las incégni-
tas son ademas de la fase, los cambios espaciales de las amplitudes de
cada onda que interfiere (0, equivalentemente, la irradiancia promedio
del patron y la modulacion de las franjas). Este método se conoce como
de corrimiento de fase.

Alternativamente, en el método de paquete de integracién (integrated
bucket) la deteccién se realiza continuamente por intervalos para cons-
truir un sistema lineal de ecuaciones similar al método anterior. La di-
ferencia fundamental entre los métodos heterodinos y cuasi heterodinos
consiste en la tendencia de estos 1ltimos a un procesamiento esencial-
mente numérico. Ya que las diferencias son pequenas algunos esquemas
pueden realizarse tanto en versiones heterodinas como en cuasi hetero-
dinas adoptando ligeros cambios.
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Figura 3.1: interferémetro de dos caminos con modulador piezoeléctrico.

3.1. Interferometria de Corrimiento de Fase

Sabemos que en la intensidad de un patron de interferencia existen tres
cantidades desconocidas (a,m y A¢). Para calcular la fase es necesa-
rio tener al menos tres intensidades con los mismos tres parametros
desconocidos para poder calcular la fase. Mediante la introduccién de
corrimientos conocidos en la fase de uno de haces, se obtienen tres in-
terferogramas independientes, lo que implica tener tres ecuaciones con
tres incognitas y tres parametros conocidos (las fases)por punto. Si,

I; = a{l + mcos(Ap + f;)} (3.1)

con ¢t = 1,2,3. Si los valores de f; son 0°,120° y -120°, se tendra para
un punto en particular:
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I = a{l + mcosA¢}
I = a{l — (m/2)cosA¢ — (mV/3/2)senA¢}
I; = a{l — (m/2)cosA¢ + (m\/3/2)senA¢p} (3.2)

resolviendo para A¢ tenemos que:

V3(I3 — Ip)

tanAg — |
anA¢ = oL

(3.3)

Basta emplear la funcién tangente inversa para determinar A¢ modulo
.

3.1.1. Meétodo de Tres Corrimientos

Al recorrer la fase en la Ec. 1.1 por tres valores de f; con i =1,2,3, se
puede mostrar que la fase A¢ mddulo 7 esta dada por:

(I3 — Iy)cos fi + (I} — I3)cos fo + (I — I1)cos f3
(I3 — I)senfi + (1 — I3)senfy + (Is — I1)senfs

tanA¢ = (3.4)

Donde se verifica la ec. (3.3) como un caso particular. Sustituyendo A¢
en la ec. (3.1), la fase puede determinarse médulo 27. La fase total se
evalia mediante la continuidad de la funcién fase bajo la suposicién de
que varia en menos de 7 entre valores adyacentes [10,11]. Este procedi-
miento se extiende a mas de tres corrimientos (n), con f; = 2w (i—1)/n,
hallandose en la Ref. [12] la expresién correspondiente. Las férmulas
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que proporcionan A¢ se conocen como de arco tangente. El muestreo
de fase requiere de un intervalo constante entre 0 y 27 debido a que
es equivalente al andlisis de Transformada discreta de Fourier [13]. El
método de Carré no necesariamente se hace entre 0 y 27, aunque los
intervalos deben ser idénticos. El método de Grivenkamp no requiere de
intervalos igualmente espaciados, aunque cada corrimiento de fase debe
medirse[10]. El error involucrado en los métodos de intervalos diferentes
se ha estudiado en la Ref. [13]

3.1.2. Meétodo de Cuatro Corrimientos

Existen dos problemas basicos en el método de tres corrimientos rela-
cionados con la exactitud de los mismos. Por una parte, se desconoce la
sensibilidad del aplanamiento piezoeléctrico que controla la posicién del
espejo con el que se producen tales corrimientos. Por otra, la respuesta
del apilamiento varia a lo largo de su didmetro con lo que se puede tener
una inclinacién resultando en un corrimiento de fase variable a lo largo
de la pupila. Estos problemas pueden superarse usando un algoritmo
que evalué implicitamente los corrimientos reales en cada punto y los
utilice para calcular los valores de la diferencia de fase original entre
los haces. La forma mas simple de tal algoritmo, requiere de cuatro
mediciones de intensidad en cada punto correspondiente a n = 4. Si los
corrimientos se realizan a intervalos iguales de modo que se alcancen
los valores —3a, —a, «, 3, se obtiene [5]:

; 2( ) 3l — 33— 11 + 1y
an‘(a) =
L —5L—-13+ 1,

(3.5)
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31 — 313 — I + 14)(]1 + Iy — I3 — ]4)
(I = Iy = I3 + I)?

tan*(A¢) = ( (3.6)
conocidas como las férmulas de Carré. En este caso no se necesita un
muestreo de 0 a 27, aunque el intervalo debe ser atin constante [14]. El
algoritmo puede disminuir el error ocasionado cuando n no es un entero
8], aunque también se pueden promediar dos mediciones en las cuales
la diferencia de fase inicial entre las dos es aproximadamente 90° [10].

3.2. Interferometria por Paquete de Integracién

Con el proposito de reducir el tiempo empleado en el corrimiento de
fase por pasos para la adquisicién de datos, se ha sugerido el empleo de
un desplazamiento lineal continuo de fase durante un intervalo 7" dentro
del que se realizan n mediciones de intensidad a lo largo de intervalos
At = T'/n. La intensidad registrada durante el i-ésimo intervalo At;
estd expresada por la ec. (3.6) en el caso de un corrimiento de fase
en forma de rampa. Cuando se incluye un término cuadratico para
representar no linealidades del espejo de referencia del tipo:

oret  2mwdt?

f(t) = ¢o + T T

(3.7)

donde ¢ es la fase inicial, c es la constante de calibracién y d describe
la nolinealidad, la intensidad resulta ser:

1 (1) At

oret  2mdt?
[y =— dta |1 3.8
0= A S a a[ + mcos (¢o+ Tt )] (3.8)
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expresion que puede calcularse empleando las integrales de Fresnel o
bien, si d < 1, sus expresiones asintdticas [8]. Cuando f'(t) es sinusoi-
dal, las dimensiones involucran a las funciones de Bessel [10]. Las fases
se calculan con las férmulas de arco tangente o las de Carré empleando
los n valores de intensidad.

3.2.1. Caso de Cuatro Iteraciones con Corrimiento Lineal

Para el caso de cuatro iteraciones se puede usar la formula de arco
tangente:

I, — I,
I — I

A¢p = tan™* (3.9)

Sustituyendo en esta formula los valores de intensidad a que da lu-
gar la integral de la ec.(3.8), se obtiene una fase A¢ que difiere de la
inicial ¢y. Variando el valor inicial de ¢y entre 0° y 360° se obtiene
el error A¢ — ¢y. Dicho error tiene caracteristicas peridédicas como fre-
cuencia doble de las franjas de interferencia [8]. Por ello puede reducirse
promediando los resultados que tengan una diferencia de fase aproxi-
madamente de 90°. Esto implica trabajar con dos conjuntos de cuatro
mediciones de intensidad cada uno y tales que la fase inicial del primer
conjunto difiera de 90° de la fase inicial correspondiente al segundo. La
técnica del promedio es valida tanto para las férmulas de arco tangente
como para las de Carré cuando la no linealidad este presente. Esto no
ocurre para el caso de n = 3. Con n = 4, la técnica del promedio de dos
grupos de mediciones con las férmulas de arco tangente puede arrojar
un error tan pequeno como las de Carré. Por eso resulta de interés la
determinacién del coeficiente cuadratico [8]. Desde el punto de vista del
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error los métodos de corrimiento de fase y de paquete de integracion
no presentan una diferencia significativa.

3.3. Algoritmo Simétrico de (N + 1) Interferogra-
mas

Una expresion para extraer la fase teniendo (/N + 1) patrones de inter-
ferencia con un corrimiento de fase uniforme es la siguiente

B —

donde o; = 27(i — 1) /N

esta expresion es valida para todos los algoritmos con n corrimientos
igualmente y uniformemente espaciados, el primer patrén tiene un co-
rrimiento cero y esta centrado en el origen, el ultimo patron tiene un
corrimiento n = N + 1 que equivale a obtener una fase de 27[13].

3.3.1. Algoritmo Simétrico de 5-Interferogramas, Schwider-
Hariharan (4 + 1)

Este algoritmo fue descrito por Schwider et al. (1983) y posteriormente

por Hariharan en 1987, retomando la ec. (3.10), si los corrimientos son
de 90°, se obtendra el siguiente sistema de ecuaciones:

112



I = a+ becos(Ag)

Iy = a+ beos(A¢ + 90°)
I3 = a+ beos(A¢ + 180°)
Iy = a+ bcos(A¢ + 270°)
)

I5 = a+ bcos(A¢ + 360° (3.11)
resolviendo para A¢ obtenemos que:
I, —1
A¢:tmf1(—1 P ) (3.12)
shh — I3 + 515

3.3.2. Algoritmo Simétrico de 7-Interferogramas (6 + 1)

Este algoritmo fue descrito por Larkin en 1992. En este caso los corri-
mientos de fase se llevan a cabo en pasos de 60° a partir de la referencia
de la misma manera que en el caso de seis corrimientos obtenemos un
sistema de 7 ecuaciones, de las cuales se deriva la siguiente solucion
para la fase:

B Io+ I3 — 15— I
Ap =tan ' [ =3 3.13
¢ ( h+b—g—mrg+k+h) (3.13)

3.3.3. Algoritmo Simétrico de 9-Interferogramas (8 + 1)

De la misma forma se puede derivar una expresién para la fase usando
N =8, lo que da n = (8 + 1) pasos de 45° cada uno a partir de la ec.
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(3.10). De la misma forma se puede derivar una expresién para la fase
usando N = 8, lo que dan = (8+1) pasos de 45° cada uno a partir de la
ec. (3.10). Los métodos de N + 1 interferogramas son de especial interés
cuando el modulador de fase es un piezoeléctrico, ya que el ultimo paso
implica una méaxima elongacion en el apilamiento piezoeléctrico que
controla el espejo. Esto requiere que el desplazamiento piezoeléctrico
sea lineal en este rango. Sin embargo para cuando el desplazamiento se
haga con modulacién de polarizacién, el iltimo corrimiento significa el
reposicionamiento del polarizador lineal en el plano de deteccion a su
posicion inicial. El error entonces es de esperar sea menor en el segundo
caso. Los métodos de N + 1 interferogramas se eligieron por la facilidad
que presentan para ilustrar casos de mas de cuatro interferogramas.
Otros métodos de mas de cuatro interferogramas de diferente tipo a los
aqui abordados podran desarrollarse similarmente.

3.4. Conclusiones

En este capitulo se establecieron los conceptos necesarios sobre inter-
ferometria y los métodos para procesar los patrones para extraer la
informacién de la fase usando técnicas de corrimiento de fase por eta-
pas.

Los métodos de corrimientos de fase comunes fueron expuestos asi como
los algoritmos conocidos con el propdsito de mostrar que la seleccion
del método de cuatro pasos para procesar la informacién es el adecuado
para nuestra investigacion, ya que se reduce a obtener cuatro imagenes
experimentalmente en una sola captura de la caAmara.
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Capitulo 4

Interferometria de Corrimiento de
Fase en una Sola Toma

La interferometria de corrimiento de fase es una técnica confiable para
extraer la informacién de la fase de los interferogramas [15]. pata técnica
se basa en un sistema de ecuaciones lineales que utilice al menos tres
diversos interferogramas obtenidos de la misma distribucién de la fase
[16]. Para obtener estos interferogramas, se tienen que introducir ciertos
desplazamientos de fase entre el frente de onda desconocido y la onda
de referencia.

Como se ha visto, para obtener N interferogramas,N — 1 corrimientos
deben ser realizados. Para el caso de distribuciones estaticas de fase, se
pueden obtener N = 4 interferogramas, haciendo cuatro tomas secuen-
ciales. Sin embargo, cuando una distribucién de la fase que varia en el
tiempo debe ser extraida, se necesita una técnica conveniente capaz de
conseguir los cuatro interferogramas con los corrimientos necesarios en
una sola toma. Algunos acercamientos para realizar esta tarea se han
demostrado ya. Uno de ellos es un método de corrimiento espacial de
fase generado con un elemento holografico, usado para medir las defor-
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maciones transitorias con interferometria electrénica de moteado (ESPI
por sus siglas en ingles) [17-18]. Para pruebas épticas también se han
usado arreglos de moduladores polarizantes bajo polarizacién circular,
como se muestra en la Fig. 4.1 [19].

R
h N —\
Polarization
Interferometer
T

Mask ] \Sensor

Array 1 Unit Cell

matchedto 1}
detector array ; or
| 2 EE

Stacked  Circular

Figura 4.1: Micro polarizadores usados para generar cuatro corrimientos en una sola
toma.

Sin embargo, aunque estos métodos son versatiles, algunos de ellos ne-
cesitan componentes especiales y/o de dificil fabricacién [19], como el
mostrado en la Fig. 1.2. La mayoria de estos métodos mencionados rea-
lizan los corrimientos de fase por medios 6pticos, asi que una ventaja de
estos sistemas resulta ser su estabilidad mecéanica [20]. En la mayoria
de los casos se busca obtener varios patrones sobre los cuales se puedan
generar corrimientos de fase por métodos simples y conocidos.

4.1. Modulacion de Fase con Polarizacion

Como es bien conocido cuando usamos polarizaciones circulares cru-
zadas se puede modular al patrén de interferencia manipulando po-
larizadores lineales. Esta caracteristica se incluird en el sistema que
se esta probando, por lo que se necesita generar polarizacion circular.
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Es conveniente usar placas retardadoras de A\/4 y disenadas para la
longitud de onda del laser usado. Sin embargo, se pueden usar placas
retardadoras no disenadas para operar con la longitud de onda del laser
empleado, ya que, como se mostrard mas adelante, se pueden obtener
los mismos resultados haciendo las correcciones de posicion angular del
filtro adecuadas.

4.2. Patrones de Interferencia Generados con Po-
larizadores y Placas Retardadoras

En general, podemos calcular los corrimientos de fase producidos por
la superpocién de dos campos con un estado de polarizacion eliptico.
De esta manera, si dos campos cuyos vectores de Jones estan descritos
de la siguiente manera:

- 1 1 - 1 1 .
— (", L N ) _
JL 2 ( eZOc > ) JR 2 ( e—ZOc > € (4 ]‘)

Se tienen dos vectores representando los estados de polarizacion de dos
haces después de pasar por placas retardadoras que introducen un re-
tardo en fase igual a +a’. Cada haz entra a la respectiva placa con una
polarizacién lineal a +45° con respecto a el eje rapido de la placa retar-
dadora. Los indices L y R denotan polarizacién a izquierda y derecha
respectivamente, por lo que los vectores rotan en direcciones opuestas.
En el camino de uno de los haces se ha colocado una distribucion de fase
¢(z,y). Cuando el campo de interferencia es observado colocando un
polarizador lineal con su eje de transmision a un angulo ¢, tendremos,
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F =T g = ST (4.2)

donde ¢ y r son coeficientes arbitrarios,f’ : J" son los estados de polari-
zacion emergentes después de colocar el tltimo polarizador. Si definimos
la matriz de transmision del polarizador lineal J:Zb como:

5 cos* senycosy
Jy = ( sencosy  sen’1) > ’ (4:3)

se puede demostrar que el patréon de interferencia resultante se escribe
como:

| Jr P=| T+ J")?
= Pleosty + e sentp? + 12[costy + e~ sentpf? +
2Re{qr(cosi) + e senap][cosih 4+ e~ senip]e? V)Y
= (¢* + r*)1 4 sen2ypcosa’ + (2qr) A(1), &' )cos[€ (Y, o) — p(x, )] (4.4)

donde:
A, a) = [1 + sen(2¢)cos(a’)]

sen2ysena’ + sen*Psen2a’
cos? + sen?ipcos2a’ + senicosa’

() =tan™!
(4.5)
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El caso ideal (retardo exacto) serfa para un valor de o/ = 7/2. Cuando
se da este caso se encuentra que (¢, o) = 21, Ay, a’) = 1. Con este
resultado, la ec. (4.4) se reduce a:

| Jr P=1+ cos[2¢ — ¢(z,y)], (4.6)

la cual es la expresion conocida para corrimiento de fase generada con
polarizadores lineales (modulacién de polarizacion). Ya que convencio-
nalmente se usa el algoritmo de cuatro corrimientos, al variar el angulo
de polarizacion en la ecuacion adecuadamente, se obtendran i-patrones
con los corrimientos de fase que se necesiten. De esta manera, podemos
reescribir este resultado como:

| J; [>= 14 cos[2¢; — (x, )], (4.7)

con ¢ =1..4. Con ello la fase relativa puede ser calculada como [5]:

RELPAS

ang S =
[ o 2= Ju?

(4.8)

donde | J; |2, | Jo |2| J5 |2y | Ji |? son las intensidades medidas para
cada valor de v dados por ¢y =0, 1y =7/4 | 3 =7/2 y ¢y = 31/4.

4.3. Conclusiones

El modelo matematico que permite realizar corrimientos de fase por po-
larizacion fue presentando en este capitulo, donde se mostro que usando
polarizadores y placas retardadoras de cuarto de onda se generan esta-
dos de polarizacién ortogonales, los cuales al interferir y ser analizados
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por un polarizador generan un patréon de interferencia modulado por
polarizacion.

Al colocar un polarizador a un angulo conocido se generan corrimientos
de fase conocidos; esto permite establecer los angulos de cada polariza-
dor para generar cuatro corrimientos relativos de 7 /2 .
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Capitulo 5

Interferometria con Rejilla y Malla
de Amplitud

Es este capitulo se revisan las bases de los métodos de interferencia
usando rejillas y mallas como filtro espacial. En otras palabras se con-
sideran sistemas 4 f con funcion de pupila formada por una rejilla de fase
o una malla de fase. En particular, se considerara tener dos haces en el
plano objeto. Este procedimiento permite la interferencia entre 6rdenes
vecinos y forma un interferémetro de trayectoria comiin de gran estabili-
dad mecanica. El corrimiento de fase entre los distintos interferogramas
obtenidos en el plano imagen puede hacerse tanto por corrimiento de
elementos peridédico como por modulacién en polarizacién. Puesto que
el segundo método puede hacerse independientemente en cada patron es
el que permite obtener los interferogramas referidos en una sola toma.
Por ello, se considerara esta alternativa. En este capitulo se desarrollan
las propiedades de Fourier de rejillas y malla de amplitud. A partir
de estas propiedades, se podran describir los sistemas interferométricos
que las utilicen como filtro espacial (o, equivalentemente, como funcién
de pupila).
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5.1. Rejilla de Amplitud

En el caso unidimensional las rejillas de amplitud pueden modelarse
como una funcién periodica definida como:

G(p) = rect {i] 0% i:; 5 {“_TT;%O] (5.1)

Glp) = 2 rect [m]

QA

donde zy es el periodo de la rejilla, a, es el ancho de banda de la
rejilla de amplitud y Q) denota la operacion de convolucién y d(u) de
la funcién delta de rrac, la transformada de Fourier de la ec. (5.1) es:

G(z) = 2 sinc(ay) f: 5 (x - ”) (5.2)

con (), los coeficientes de Fourier, esta expresién muestra que el espectro
de difraccion de la rejilla de fase esta modulado por la amplitud de los
ordenes de difraccion.
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5.2. Mallas de Amplitud

Podemos generar una malla multiplicando dos rejillas de amplitud en
sus ejes de transmisién ortogonales. Si se considera una rejilla con su
eje de transmision a lo largo de p y la segunda a 90° a lo largo del
eje v, la rejilla bidimensional o malla que resulta se puede definir de la
siguiente manera:

G(#, v)=G(rG(v) (5.3)

Zrect[ pn x()] Zrect [V_b—”:y‘)]

donde las frecuencias respectivas de cada rejilla tomadas a lo largo de
sus ejes respectivos son m y n, y a,, = b, = Xy , donde n y m son las
componentes a lo largo de cada eje, xg y 4o son los periodos
respectivos a lo largo de los ejes "2” v "y”; a, v by €s el ancho en las
banda a lo largo de cada direccién. Considerando rejillas de igual
numero de componentes y con el mismo periodo es decir o = yy = 1
y a, = b, = a,1, dadas las conocidas propiedades de las transformada

de Fourier, el espectro de difraccion de la malla sera:

Gz, y) = G(z) - Gy)(5

= —smc (ayT) Z ) (x — —) —sinc(byy) Z 5( T)
Lo Yo

i C, - 5<x—x—1) Z c, 5<y—ﬂ)
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En este caso, la modulacion de la rejilla de amplitud sobre el patrén de
interferencia estara dado por los coeficientes C,,, C,, v cada réplica del
patron de interferencia estara centrada alrededor de su correspondiente
orden de difraccién.

5.3. Interferometria de Dos Haces

El sistema o6ptico disenado para obtener n-interferogramas de manera
simultanea para el estudio de los perfiles de fase se muestra en la Fig.
5.1, consta de un sistema con divisor polarizante que genera dos haces
acoplado a un sistema 4-f con rejilla de amplitud en el plano de fre-
cuencias, esta configuracién permite variar la separacion dx entre los
haces variando la inclinacién relativa de los espejos M y M’ y genera
hasta 12 interferogramas con corrimientos de fase independientes.

El sistema es iluminado con un laser (He-Ne) que opera a una longitud
de onda 632 nm y que se polariza a 45° después de pasar por el filtro
polarizante Fy, el divisor polarizante o PBS por sus siglas en inglés,
permite generar en la salida del primer sistema dos haces con polariza-
ciones lineales ortogonales iguales ( a 45°). Para generar polarizaciones
circulares cruzadas se colocan placas retardadores ()1 and (), frente a
los haces A y B a los angulos de 0° y 90° respectivamente. La muestra
transparente sera colocada en la trayectoria A y B serd tomado como
el haz de referencia.

Se hace notar que se esta trabajando con la convencion que establece
que la primera lente transformadora realiza transformada de Fourier
directa y la segunda lente transformadora realiza la transformada de
Fourier inversa. Se recuerda que esta convencién permite utilizar las
mismas coordenadas (z,y) tanto para el plano objeto como para el
plano imagen, sin olvidar considerar la inversion en el plano imagen.
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Figura 5.1: TWPGI con elemento de fase periédico. Se muestra la geometria de las
ventanas A y B y la disposicion general de los filtros de polarizacion lineal P;.

De esta manera no se requiere acarrear constantemente con un signo
negativo [9].

5.3.1. Constraste y Modulaciéon de los Patrones de Interfe-
rencia

El uso de la dos haces en el plano objeto junto con la rejilla de difraccién
permite que el sistema genere réplicas de los haces que se van a encon-
trar centradas alrededor de cada orden de difraccion de la rejilla (ver
Fig. 5.2). Ya que las amplitudes de los patrones de difraccién se aso-
cian con las amplitudes de los coeficientes de Fourier C),, cada patrén
de franjas presentara diferentes modulaciones. Se pueden definir los dos
haces del interferémetro de la siguiente manera:
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Izquierda
Derecha

Figura 5.2: Réplicas de los haces A y B generados por la rejilla de difraccién.

L?l(x,y):jL-w<x+%,y>+J}-w’<x—%,y>. (5.5)
donde z( es la separacion entre centro y centro de cada haz. Por con-
veniencia se definirda un haz como una abertura rectangular dada por
w(z,y), la cual en términos de funciones rect queda como w(zx,y) =
rect[x/a] - rect[y/b]. Se puede definir el segundo haz de manera similar
agregando en la funcion que describa al objeto de fase de prueba, y que-
da como w'(x,y) = w(z,y){explio(x,y)]}, donde la funcién ¢(x,y) des-
cribe la fase relativa del objeto. Colocando la rejilla de periodo espacial
d = Af/Xy en el plano de frecuencias de Fourier, con su transmitancia
definida por G(u,v), la imagen formada por el sistema consiste, como
ya se menciono, de réplicas de cada ventana separadas una distancia
Xy. Estas imagenes formadas pueden obtenerse mediante la convolu-
cién (x) de t1(z,y) con la PSF (Point Spread Function, o respuesta
impulso del sistema )del sistema, definida por G(z,y). Esto se puede
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ver a continuacion:

— ~

(o) = 5T i) <Gl

1o — = T

n=—oo

o
%f n;m JrChqw’ (x — %, y) x0(x —nXo,y).
Donde I es la matriz unitaria 2x2. Se consideraran ahora las condiciones
para interferencia entre 6rdenes de distintas sumatorias que sean prime-
ros vecinos. Esto se obtiene sumando los términos n y n—1 (ambos cen-
trados en cada uno de las réplicas de las ventanas w(x— Xo[n—1/2],y)).
Ya que los centros de las réplicas de las ventanas coinciden con las po-
siciones de los 6rdenes de difraccion respectivos, se tiene que Xy = xg.
Esto simplifica el resultado anterior a lo siguiente:

— 1 = > = T

i) = 5T n;m [JLan (z = z0ln = 1/2],9) (5.6)
lo = [= . .
+§] : nzz_oo [JLC’nC’n_l)ew(x_xo[”_lﬂ]’y)w (x — xo[n — 1/2], y)

1. X e q |
= 5I- Z [JLCn + JRC’n_le“b(x_xo["_1/2]’@’)} w(x —xo[n —1/2],y)

n=—oo

Considerando la superposicién de los 6rdenes n y n — 1 aislada espa-
cialmente de los demas como se observa en la Fig. 5.3 se obtendra un
patrén de interferencia cuando se observe la amplitud anterior con un
polarizador lineal inclinado al angulo ¢ y de la forma:
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Figura 5.3: Réplicas de los patrones de interferencia generadas por la rejillas de am-
plitud.

A(¢7 Oé/) [0721 + 0721_1 + QCncn—lcOS{g(,@ba O/) _ Qb(ll?n, y)}}

donde se han considerado los resultados de la seccién 4.0.5,(z,, y) son
las coordenadas centradas en el orden de difraccién n-ésimo.

En este caso la modulaciéon m, de cada patron tiene la forma:

. 2Cn0n—1
0242

mp

(5.7)

las imagenes de la Fig. 5.2 muestran las réplicas de los haces genera-
das por la rejilla de difraccién, las réplicas generadas por el haz objeto
que estan encerradas en un rectangulo y las réplicas generadas por el
haz de referencia en un circulo. En la fig. 5.3 se tiene el caso en que
la separacién entre los haces, permite que en las réplicas de las venta-
nas, se superpongan los érdenes: [(-1,0),(0,41)]. En este caso cuando se
superponen ordenes cercanos, se obtiene los patrones de interferencia
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mostrados en la Fig. 5.3, en este caso, debido a que las amplitudes de
los 6rdenes de difraccion que se superponen tienen la misma fase, los
patrones de interferencia generados son iguales. La funcion moduladora
del espectro de las rejillas es un funciéon Sinc, debido a ello para obte-
ner la fase se deben seleccionar las réplicas de los érdenes de difraccién
que tengan la misma amplitud y modulacién, ya que los algoritmos
para procesar la fase que se utilizaran tienen esta limitante. Puede ver-
se que los patrones de los extremos tienen bajo contraste, como ya se
menciond esto se debe a que las amplitudes de los 6rdenes decrecen de
acuerdo a la funcién Sinc.

5.4. Conclusiones

En este capitulo se desarrollaron las propiedades de Fourier de rejillas y
mallas de amplitud. A partir de estas propiedades, se podran describir
los sistemas interferométricos que las utilicen como filtro espacial (o,
equivalentemente, como funcién de pupila). Se estudiaron las bases de
los métodos de interferencia usando rejillas y mallas como filtro espa-
cial. En otras palabras se consideran sistemas 4 f con funcién de pupila
formada por una rejilla de fase o una malla de fase. En particular, se
considerara tener dos ventanas en el plano objeto. Este procedimiento
permite la interferencia entre érdenes vecinos y forma un interferéme-
tro de trayectoria comun de gran estabilidad mecanica. El corrimiento
de fase entre los distintos interferogramas obtenidos en el plano ima-
gen puede hacerse tanto por corrimiento de elementos periédico como
por modulacién en polarizacién. Puesto que el segundo método puede
hacerse independientemente en cada patron es el que permite obtener
los interferogramas referidos en una sola toma. Por ello, se considerara
esta alternativa.
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Capitulo 6

Resultados Experimentales

6.1. Deformaciones Asociadas con los Cambios de
Fase

Las técnicas opticas no destructivas y sus aplicaciones industriales han
jugado un papel muy importante en los iltimos anos. Esto es debido a
que se pueden hacer mediciones sin estar en contacto con los objetos
a medir. En adicién, es posible hacer la mediciéon en campo completo
y casi en tiempo real. Entre las técnicas opticas no destructivas mas
importantes encontramos las interferométricas. El principio béasico en
que se fundamenta la interferometria es el uso de laseres para iluminar
los objetos a medir. Cuando una superficie se ilumina con una fuente
de laser aparece un campo conocido Al analizar estas imagenes se en-
cuentran los patrones de franjas indicativo de que se modifico el objeto,
en estas técnicas los desplazamientos que se pueden medir van desde el
orden de fracciones, hasta varias decenas de micras.

Una estructura expuesta a fuerzas externas se deforma y en consecuen-
cia, se producen concentraciones de esfuerzo dentro y en su superficie.
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Por lo tanto, deformaciones y esfuerzos estan intimamente relaciona-
dos, la deteccion de las deformaciones representa una parte vital para
un completo andlisis de esfuerzos en una estructura. A partir de las
deformaciones y concentracion de esfuerzos es posible determinar otras
caracteristicas mecanicas de los materiales que componen a las estruc-
turas, estas pueden ser el modulo de Young, la razén de Poisson entre
otros. En las pasadas décadas han aparecido diferentes métodos experi-
mentales para estudiar la mecanica de fracturas y esfuerzos, las pruebas
no destructivas han sido utilizadas ampliamente en los ultimos anos pa-
ra detectar y cuantificar fracturas. Algunas técnicas no destructivas se
han basado en desarrollos tecnologicos recientes y muchas otras con
los métodos tradicionales como las de liquidos penetrantes, inspeccién
magnética, corrientes circulantes, ultrasonidos y rayos x [1,2]. En este
trabajo el sistema desarrollado permite medir deformaciones fuera de
plano, a continuacion se describen la forma en que se realizan estas
mediciones.

6.1.1. Interferometria de Desplazamiento Lateral para Obje-
tos Transparentes

Un objeto transparente se puede llamar como objeto de fase y puede
ser representado como:

Oz, y) = emos) (6.1)

donde ¢(x,y) es una funcién real; este objeto es conocido como obje-
to de fase. Considerando que los dos haces que se superponen tienen
polarizaciones circulares cruzadas; y que en uno de ellos se genera un
desplazamiento lateral x 4+ dx, se dice que se genera un shear y que
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el haz de referencia y el haz objeto se autoreferencian, de manera que
pueden describirse como:

O(x + Ax,y) = ( 1 > . i2mdlatAy) (6.2)

(4

O(x)y) — ( 1 > . ei27T¢(],‘,y)

—1

Ec.(6.2) representa estados de polarizacién circulares de los haces con
un desplazamiento lateral (lateralshear) Az. Cuando cada haz es ob-
servado a través de un polarizador lineal con su eje de transmision al
angulo 1 , los nuevos estados de polarizacion son:

O'(z,y) = Py - O(z + Az, y), (6.3)
O"(x,y) = Py - O(z,y)
donde P, es la matriz de un polarizador lineal con su eje de transmi-

sion a un angulo ¢ . Cuando los dos campos interfieren el patrén de
interferencia resultante puede describirse como :

I(z,y) = Ay + Ajcos {2% + W} (6.4)

6.1.2. Deformacion Fuera de Plano de Muestras Transparen-
tes

Es bien conocido que cuando un objeto es iluminado por un haz coli-
mado, la relacién entre la diferencia de fase y el cambio en los vectores
de desplazamiento[10-11] puede ser obtenido de:
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op(x,y)  2m | . Ou(w,y)
ox A sinf ox

ow(x,y)
ox

+ (1 + cosb) (6.5)

donde wu(z,y) y w(x,y) son las componentes del desplazamiento en
plano y fuera de plano respectivamente.
u(z.y)

Los patrones de franjas contribuyen con la deformacion con el termino— >+

y con la pendiente con el término %. En Toto- Arellano et al (2009)
se demostrd que en el caso de objetos transparentes, podemos conside-
rar que es iluminado a un dngulo normal a la superficie de prueba, es
decir que 6 = 0°, en este caso los patrones de interferencia representan

. . . . . daw(z,
la derivada parcial en la direccién x, es decir %.

La distribucion de fase definida en la seccion 6.1 se puede relacionar
con la deformacion fuera de plano (o pendiente) con:

O¢(x,y) _ 4m [dw(z,y)
dr A [ oz ] (6.6)
con lo que se obtiene:
Ow(z,y) A [9¢(z,y)
dr  Ar [ ox ] (6:7)

Con este resultado se asocia el término de fase con una variable medible
que en este caso es la son las deformacién fuera de plano, que en el
caso general se puede considerar como defectos sobre superficies si se
considera una desviacién respecto de un parametro de referencia, o si
se generan defectos sobre superficies planas por ejemplo.
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6.1.3. Espesor de Objetos Transparentes

Cuando se obtiene el patron de interferencia de una muestra inmersa
en aire, la diferencia de fase es funcion del angulo de refraccién de la
muestra y puede ser descrita como:

d(r,y)=2-k-n-d-cos(f) (6.8)

donde n es el indice de refracciéon de la muestra, d es el espesor, y 6 es
el angulo de refraccion de la muestra. En el caso de nuestras mediciones
la muestra fue colocada en una cubeta con aceite de inmersién, para
igualar los indices de refraccién, esto hace que los haces se propaguen
paralelos a través de la interfaz aire-muestra, por lo que en este caso
en particular el valor para # = 0 , sabemos que k = 2777, si el indice de
refraccién de la muestra es n = 1,515, la ec. (6.3) se reduce a:

bz, y) = 47” - (1,510) - d (6.9)

con este resultado podemos asociar la fase con el espesor de la muestra
d, con lo que la ecuacion para el espesor sera:

A
d 1,510 - 4w ¢, ) (6.10)

6.2. Experimentos con Interferémetros de Dos Ha-
ces y Una Sola Captura de la Camara

El sistema mostrado en la Fig. 6.1 es iluminado con un laser a 632 nm.
Se probaron dos objetos de fase preparados por evaporacién de (MgF2)
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Figura 6.1: Arreglo experimental. Rejilla de Amplitud y Modulacién en polarizacion.

sobre un sustrato: un disco de fase y un escalén de fase. Cada objeto fue
probado por separado colocandolo en una ventana, los interferogramas
mostrados en las Fig. 6.2 se obtuvieron después de este proceso. Para
cada objeto se tomaron cuatro patrones de interferencia y se realizé el
procesamiento convencional de extraccion de fase, la columna de la de-
recha en la Fig. 6.2 muestra las fase obtenidas (en escala de grises).
Como un ejemplo comparativo un corte transversal de las fases obteni-
das muestran a continuaciéon. Esto permite aproximar que la relacion
del valor de las fases del circulo/escalén debe ser aproximadamente 0.5
rad (Ver Fig. 6.3).

6.3. Resultados Obtenidos con 4 Corrimientos en
Una Sola Toma

Se presentan los resultados experimentales obtenidos con el sistema pro-
puesto, como ya se mencionoé en secciones anteriores por simplicidad se
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Figura 6.2: Fila superior: Circulo de fase. Cuatro interferogramas con corrimientos
relativos de 90° y su fase desenvuelta. Fila inferior: Escalon de fase. Cuatro interfe-
rogramas con corrimientos relativos de 90° y su fase desenvuelta.
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Figura 6.3: Fases desenvueltas calculadas. Corte transversal de los objetos de la Fig.
14. Factor de escala: 0.405 rad.
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usaron solo 4 interferogramas para procesar la fase éptica programando
la ec. (4.8). Se ha usado una camara (CMOS) a color con 128021024
pixeles (la cdmara usada debe ajustarse para capturar los 4 patrones de
interferencia simultaneamente usando la maxima resolucién). Debido a
las pequenas variaciones en el contraste y la luz de fondo cada patron
ha sido filtrado usando un filtro convencional pasa-bajas para remover
ruido y para reducir las pequenas variaciones entre las irradiancias y la
modulacion de las franjas cada interferogramas fue sujeto a un rescala-
miento y a un proceso de normalizacion, estos procedimientos generan
interferogramas con intensidades y modulaciones iguales lo que permite
usar el algoritmo de 4 pasos para recuperar la fase 6ptica. En la Fig.
6.4 se muestra el prototipo experimental implementado en el Centro
de Tecnologias Opticas y Foténicas de la Universidad Tecnoldgica de
Tulancingo. Para procesar la fase se programo en Matlab la ec. (3.9)
y para procesar la informacion se usaron los algoritmos de desenvolvi-
miento de fase en 2D (2D phase unwrapping algorithms, File ID: 22504)
que son de acceso libre en la pagina de soporte de Matlab.

Figura 6.4: Prototipo experimental.
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6.4. Distribuciones Estaticas de Fase

Los patrones obtenidos y sus respectivas fases se muestran a continua-
cion en las Figs.6.5-6.7, cada patrén representa una toma estatica de
un objeto de fase. Cada interferograma fue sujeto a normalizacién. En
la Fig. 6.5 se muestran los cuatro interferogramas con corrimientos de
fase de 90° obtenidos en una sola captura de la camara. En este caso,
la muestra de prueba no se ha sometido a ninguna variacién y solo se
ha inclinado para mostrar la sensibilidad del sistema propuesto, en este
caso se tiene un frente de onda con t:lt.

0° 90°

Figura 6.5: Frente de onda plano con una inclinacién arbitraria. (a) Interferogramas
capturados en una sola toma (b) Pendiente.

En la figura 6.6 se presenta una muestra de vidrio sobre la cual se genero
un defecto con la punta de una aguja, el defecto en forma de un surco
o canal en la superficie del vidrio se puede observar claramente en los
patrones de interferencia, es decir las variaciones superficiales del objeto
se observan claramente en la imagen (Ver Fig. 6.6 (a)). De acuerdo a la
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teoria desarrollada, la deformacion fuera de plano se presenta en la Fig.
6.6(b). Usando la ec. (6.10) se calculo el espesor del canal en Imm. En la
figura 6.7 se presentan los cambios en el indice de refraccion generados
por las variaciones en los campos de temperatura alrededor de la flama
de una vela.

Figura 6.6: Portaobjetos de vidrio. (a) Interferogramas capturados en una sola toma
(b) Deformacién fuera de plano.

6.5. Distribuciones Dinamicas de Fase

La Fig 6.8 muestra tomas representativas de un objeto de fase en movi-
miento (aceite sobre portaobjeto) se puede apreciar cémo evolucionan
las fase en el tiempo, con lo que se demuestra que el sistema propuesto
tiene la capacidad de estudiar flujos de fase. el tiempo entre toma y
toma es de 2 seg. En la Fig. 6.9 se presentan el resultado dinamico
generado por el indice de refraccion alrededor de la flama de una ve-
la, en la imagen se puede observar las variaciones segundo a segundo
obtenidas, un estudio posterior permitiria calcular los campos de tem-
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Figura 6.7: Flujo generado por la flama de una vela. (a) Interferogramas capaturados
en una sola toma (b) Deformacion fuera de plano

peraturas asociados a las deformaciones obtenidas en esta etapa de los
resultados.
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Figura 6.8: Interferometria dinamica. Evolucion de las deformaciones asociadas a un
flujo de aceite en un intervalo de tiempo arbitrario
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Figura 6.9: Interferometria dindmica. Evolucién de los cambios de indice de refraccion
generados por una flama en un intervalo de tiempo arbitrario
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6.5.1. Analisis Comparativo de los Resultados Obtenidos

En la Figura 6.10 se muestran algunos indicadores para comparar los
resultados que se pueden obtener con el sistema propuesto. En todos
los casos los sistemas pueden medir hasta A\/100, y la precisién de las
mediciones estandares, para el caso particular del sistema implementa-
do ademas de poder medir la fase funcionando como un interferometro
de dos haces, se pueden hacer mediciones shearograficas obteniendo
Opticamente la derivada de la fase en la direccién del shear introducido,
lo que permite calcular deformaciones fuera de plano. Los otros siste-
mas presentados en la tabla poseen elementos difractivos u holograficos
que generan errores en los corrimientos de fase o en las modulaciones de
las amplitudes de los interferogramas por lo que requieren de progra-
macion adicional para filtrar o suprimir las variaciones que se generan
en cada imagen, en sistema desarrollado los errores por difracciéon son
minimos por lo que el sistema no requiere correcciones de esos erro-
res. Este sistema ademas es insensible antes vibraciones del entorno de
trabajo u ambientales, lo que permite tener patrones de interferencia
estables, ello es 1til si el sistema se quiere implementar en ambientes
industriales.

6.6. Analisis de Costos

A continuacién se hace un listado de los costos de cada componente usa-
da en el prototipo implementado en el laboratorio, los costos mostrados
ya incluyen gastos de importacion y son entregados en el laboratorio.
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Componentes Cantidad Costo Unitario Total
Retardadores (QWP) 3 3,500.00 10,500.00
Placa Polarizadora 1 700.00 700.00
Espejos Planos 2 150.00 300.00
Lentes 2 300.00 600.00
2
1
1

Rejillas 7,000.00 14,000.00

kit Comp. Mecéanicas 7,000.00 7,000.00
Camara CMOS con Zoom 10,000.00 10,000.00
TOTAL 43,100.00

El costo del prototipo es de 43,100,00 M.N.; sin embargo el diseno de
las monturas y la programacion, junto con el sistema computacional
elevan el costos a 60, 000,00 M.N, a pesar de ello el sistema completo
cuesta menos que los desarrollados por empresas o grupos de investiga-

cion como se puede observar en la figura comparativa mostrada en la
Fig. (6.11).

6.7. Conclusiones

En este capitulo se mostraron los resultados experimentales obtenidos
con el interferometro propuesto, la ventaja de obtener cuatro interfe-
rogramas en una sola toma, permitié analizar muestras estaticas como
frentes de ondas y defectos en estructuras transparentes, pero ademas
presenta la ventaja de permitir el estudio de objetos que varian en el
tiempo, para esta investigacion se analizo un flujo de aceite mostrandose
las deformaciones superficiales que generaba al desplazarse por grave-
dad sobre la superficie de un portaobjetos y se pudo analizar la evolu-
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cion de los cambios de indice de refracciéon generados alrededor de una
flama en un intervalo de tiempo arbitrario.

Se mostro ademas el comparativo del sistema propuesto y se estable-
ci6 que el costo de produccién del prototipo es de 60,000 M.N, cuatro
veces menor que el manufacturado por 4D Technology y las capacidades
operativas son equivalentes a la de su competidor en la industria.
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Capitulo 7

Conclusiones

Las técnicas interferométricas de corrimiento de fase para el andlisis de
muestras transparentes son muy utilizadas ya que eliminan el problema
que tienen las técnicas basadas en transformada de Fourier, tales como
imagenes conjugadas, el filtrado del orden cero, y permiten el analisis no
destructivo de muestras transparentes|[7-9], algunos autores han reali-
zado aplicaciones en microscopia 6ptica[10-15], usado holografia digital
para el estudio de muestras biologicas[15-19], se han propuesto aplica-
ciones en el drea de metrologia[18-28], y recientemente se han desarro-
llado técnicas de corrimiento de fase simultaneo usando interferometria
en espiral[21].

Convencionalmente los corrimientos de fase se realizan por etapas esto
limitaba el estudio de las muestras a objetos estaticos, algunos autores
han propuesto el uso de cuatro CCDs combinadas con polarizacién para
capturar cuatro interferogramas de manera simultanea, otros sistemas
propuestos usan una CCD y un elemento éptico difractivo (DOE) y
polarizacion[16-21], recientemente el uso de micropolarizadores permite
la obtencion de solo cuatro corrimientos de fase de manera simultanea,
basados en los avances recientes en esta area, propusimos un sistema



interferométrico para generar n-interferogramas con modulaciones e in-
tensidades comparables generados por la superposicion de los 6rdenes
de difraccién generados por una rejilla de amplitud sobre los cuales se
pueden generar corrimientos de fase independientes a través de pola-
rizadores lineales colocados sobre cada interferograma, esto permite la
generacién cuatro, cinco y siete corrimientos de fase simultdneos, por
simplicidad de los calculos solo se usaron 4 interferogramas, la ventaja
del sistema desarrollado para este propésito es que permiten el estudio
en 4D (x,y, z,y) de muestras que varian en el tiempo.

Caracteristicas del Sistema Desarrollado

1. Se pueden medir deformaciones fuera de plano y espesores de ob-
jetos transparentes.

2. Se puede encontrar la fase variable en el tiempo.
3. El sistema es mecanicamente muy estable.

4. Se obtienen n-patrones de franjas con corrimiento adaptable en
una sola toma.

5. El costo del prototipo es de 60,000. 00 M.N. considerando el diseno
completo de las monturas y el sistema de captura y procesamiento
de la informacion.

Ventajas del Sistema Desarrollado

1. Es un interferometro de trayectoria comun de dos haces.
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2. No se requieren micro-polarizadores para generar los corrimientos
de fase.

3. Obtiene la derivada épticamente.

4. La rejilla de amplitud es de bajo costo si se compara con rejillas
de fase y micropolarizadores.

7.1. Trabajo a Futuro

A continuacién se presenta un listado de las posibles aplicaciones y del
trabajo que se tiene planteado desarrollar. Algunas de las propuestas
surgieron como resultado de los comentarios y sugerencias de los arbi-
tros que revisaron los articulos que se publicaron durante el desarrollo
de este trabajo de tesis

1. Llevar a cabo un analisis cuantitativo de los errores: pixelizacion
y aberraciones.

2. Implementar algunas aplicaciones para los sistemas desarrollados:
en microscopia, pruebas Opticas, entre otros.

3. Iniciar otros estudios relacionados tales como medicion de la fase
geométrica como la interferometria con vértices épticos por men-
cionar alguna.

4. Aplicaciones de las técnicas desarrolladas en el andalisis de objetos
opacos.

5. Generar patentes de los sistemas desarrollados y caracterizados
hasta el momento.
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APENDICE 1

Algoritmos Usados en Interferometria de Corrimien-
to de Fase: Phase-Shifting Interferometry

Se describen algoritmos usados en interferometria de corrimiento de fa-

se introduciendo los conceptos basicos y describiendo los métodos més
usados en esta drea del conocimiento. An algorithm for four-steps was
derived above. We will now use the least squares approach to derive a
four-step

algorithm. It will turn out to be the same algorithm derived above.
Clear|irradiance]

irradiance[n; := a0 + alCos[d[n]] + a2Sin[d[n]]

numberSteps = 4;

esquared = SumAHimeasured[i|—irradiance[i] L2, 8i, 1, numberSteps <
E;

d0 = D[esquared, a0];

dl = Dlesquared, al];

d2 = Dlesquared, a2];

ans = Simpli fy[Solve[d0==0, d1==0, d2==0jTable Bd[i|Hi — 1 Lp
number—Steps, measured|1]+imeasured|2]|+imeasured[3]+imeasured[4]L,
H — imeasured|2] + imeasured[4] Lé Himeasured[l] — imeasured[3] L

T hisisthesameresultasderivedabove.
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W ewillnowsolve forthe fringecontrast, gamma.
gamma = FullSimplif]..]

Algoritmo Completo

El algoritmo completo puede descargarse del siguiente enlace:
http : /] fp.optics.arizona.edu/jewyant/
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Algoritmo para el Desenvolvimiento de la Fase: Kreis
Algorithm

function [R,brdf scat,shad,w| = goa3D(f,x,y,thd,phd,n1,k1,n2 k2 nfrp,dstrb,br)
[R,brdf scat,shad,w] = goa3D(f,x,y,thd,phd,n1,k1,n2 k2 nfrp,dstrb,br)

calculates the directional-hemispherical reflectance for light

incident from a medium with complex refractive index nl + i*k1 on a
2-d

rough surface f(x,y) with index n2 4 i*k2 with the angles of incidence
thd (polar) and phd (azimuth) (both in degrees) using the

geometric optics approximation (GOA) with n frp? first reflection points.
Beam radius is set through br parameter while beam energy distribu-
tion is

controlled via parameter dstrb ('gauss’or'uni’).

Input: f - surface height

X - surface point

y - surface point

thd - (global) angle of incidence in degrees

nl - refractive index of medium 1

k1 - extinction coefficient of medium 1

n2 - refractive index of medium 2

k2 - extinction coefficient of medium 2

nfrp - number of first reflection points (rays) along square side
dstrb - beam energy distribution (type 'uni’ for uniform and ’gauss’ for
gaussian)

br - beam radius
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Output: R - directional-hemispherical reflectance

brdf - bidirectional reflection distribution function resolved into first,
second and higher order scattering

scat - mean number of scattering events per incident ray

shad - amount of shadowing (percentage)

w - percentage of rays removed due to warning signals given during the
simulation (indication of too few surface points)

Last updated: 2010-09-30 (David Bergstrom)

Algoritmo Completo

El algoritmo completo puede descargarse del siguiente enlace:
L. http : //Jwww.mysimlabs.com/sur faceg eneration.html

2. https : //docs.google.com/ file/d/
0B_agtN XaoRd6MDBIN jN j ZGELZ DUwZS0
0ZTIhLTIRZTktOW ExYTBhN zIyNW Nm/edit?hl = en$_USpli=1
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I. Algoritmo para el Desenvolvimiento de la Fase:
Fast two-dimensional phase-unwrapping algorithm
based on sorting by reliability following a nonconti-
nuous path

This program is written by Munther Gdeisat and Miguel Arevallilo
Hernandez to program the two-dimensional unwrapper, by Miguel Are-
vallilo Hernandez, David R. Burton, Michael J. Lalor, and Munther A.
Gdeisat published in the Applied Optics, Vol. 41, No. 35, pp. 7437,
2002.

This program is written on 15th August 2007

The wrapped phase map is floating point data type. Also, the unwrap-
ped phase map is foloating point

include < malloc.h >

include” stda fx.h”

include < stdio.h >

include < stdlib.h >

include < string.h >

static float PI = 3.141592654;
static float TWOPI = 6.283185307;

pixel information

struct PIXEL

int x, x coordinate of the pixel

int y, y coordinate

int increment, No. of 2xpi to add to the pixel to unwrap it
int number-of-pixels-in-group, No. of pixels in the pixel-group
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float value, value of the pixel

float reliability,

int group, group No.

int new-group,

struct PIXEL * head, pointer to the first pixel in the group in the lin-
ked list

struct PIXEL x last, pointer to the last pixel in the group

struct PIXEL % next, pointer to the next pixel in the group

the EDGE is the line that connects two pixels.

if we have S PIXELSs, then we have S horizental edges and S vertical
edges

struct EDGE

float reliab; //reliabilty of the edge and it depends on the two pixels
PIXEL # pointer-1; //pointer to the first pixel

PIXEL # pointer-2; //pointer to the second pixel

int increment; //No. of 24pi to add to one of the pixels to unwrap it
with respect to the second

another version of Mixtogether but this function should only be use
with the sort program
void Mix(EDGE * Pointerl, int * index1, int % index2, int size)

Algoritmo Completo

El algoritmo completo puede descargarse del siguiente enlace: http :
[ Jwww.ljmu.ac.uk/GERI/CEORG _Docs/Miguel 2D unwrapper.cpp
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II. Algoritmo para el Desenvolvimiento de la Fase:
2D Phase Unwrapping Algorithms

GoldsteinUnwrap2D implements 2D Goldstein branch cut phase unw-
rapping algorithm.

References:: 1. R. M. Goldstein, H. A. Zebken, and C. L. Werner, Sate-
llite radar interferometry: Two-dimensional phase unwrapping, Radio
Sci., vol. 23, no. 4, pp. 713720, 1988. 2. D. C. Ghiglia and M. D. Pritt,
Two-Dimensional Phase Unwrapping: Theory, Algorithms and Softwa-
re. New York: Wiley-Interscience, 1998.

Inputs: 1. Complex image in .mat double format 2. Binary mask (op-
tional) Outputs: 1. Unwrapped phase image 2. Phase quality map

This code can easily be extended for 3D phase unwrapping. Posted by
Bruce Spottiswoode on 22 December 2008

Algoritmo Completo

El algoritmo completo puede descargarse del siguiente enlace:
http : //www.mathworks.com/matlabcentral / fileexchange /22504 —
2d—phase—unwrapping—algorithms/content /GoldsteinUnwrap2D.m
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Apédice 2

Arquitectura Fisica y Computacional del Sensor In-
terferométrico

El sistema interferométrico genera una imagen de los patrones de inter-
ferencia, la cual se observa en una pantalla; la captura de las imagenes
se realiza a través de una camara USB Pixelink que tiene una inter-
faz de captura, la cual solo se usa para calibrar los pardametros de la
cdmara: como tiempo de exposicién, RGB, saturacién, entre otros (Ver
Figura 7.1.), este procedimiento permite que las imégenes no tengan sa-
turaciones o cambios de contraste o brillos que pudieran generar errores
en las mediciones.

I. ETAPA DE CAPTURA DE LOS INTERFEROGRAMAS

Sistema interferométrico Interfaz de captura Imagenes

Figura 7.1: 1. Etapa de captura de los interferogramas
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Cuando la camara esta calibrada se ejecuta el programa en Matlab:;
el cual se usa para filtrar y procesar la fase 6ptica usando el algorit-
mo de cuatro interferogramas. En esta etapa, el programa genera una
mascara circular para identificar los centros de cada patrén de interfe-
rencia (debido a que se tienen varios patrones de interferencia en una
sola imagen), con ello se configura el programa para que asigne a cada
patrén un numero de acuerdo al corrimiento relativo que tiene. Luego
se aplica un filtro pasa bajas para suprimir el ruido que pudieron tener
los interferogramas.

Con las funciones de Matlab 2D-Wrapped y 2D-Unwrap se obtiene la
fase optica, en la Figura 7.2, abajo a la izquierda se muestra la fase
envuelta, la cual se debe a la periodicidad de la funcién tangente; con
la fase envuelta se obtiene la fase desenvuelta, en el programa se ha
incluido una rutina para calcular la deformaciéon fuera de plano o el es-
pesor usando la teoria desarrollada en secciones anteriores, el resultado
final se muestra abajo a la derecha de la Figura 7.2.
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II. PROCESAMIENTO DE LAS IMAGENES

[TJunwrapper =10 x| L
File Edit View Simulation Format Tooks Unwiap Angle (mask)

- = The output angle does not make 2°pi wide jumps.

D& » 1~ It is assumed that, with the exception of the jumps,

the maximum magnitude of the time derivative of the input

is less than L/T [rad/sec), where L and T are the first and third

parameters in the mask.

Parameters
Mawimum angular distance covered during the sample time (< 2%pi]
|4

Initial Input
b
Sample Time
{0005

Ready 100% odeds oK I Cancel l Help ‘ ‘
=10/ & =10/ x|

a
0210 AE - | &) 1P 210 &7 - | &

Figura 7.2: II. Etapa de procesamiento de las imégenes y despliegue de la informacion
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