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Introduccion

A lo largo de la historia, la humanidad siempre se ha preocupado por
obtener el mayor beneficio posible teniendo a disposicién una cantidad li-
mitada de recursos. En otras palabras, siempre se ha preocupado por op-
timizar. Traducido al lenguaje matematico, un problema de optimizaciéon
consiste en hallar un valor extremo a una funcién bajo alguna restriccion. La
invencion y el desarrollo del calculo diferencial e integral proporcioné herra-
mientas para poder abordar estos problemas. En matematicas, un problema
que generalmente se plantea cuando se tienen dos cantidades relacionadas
es maximizar alguna mientras la otra se queda fija. Por ejemplo, un pro-
blema clasico en optimizacion consiste en hallar, de entre todas las figuras
planas con perimetro fijo, aquella que encierra la mayor area posible. A este
problema se le conoce como el problema isoperimétrico clasico.

En teoria de gréficas (o grafos), una cuestiéon que se presenta con fre-
cuencia es el de determinar qué tan bien conectada esta una grafica. Resulta
natural la pregunta ;cémo medimos el nivel de conexion que tiene una gra-
fica? En este trabajo presentamos dos formas de cuantificar esto: por un
lado la conectividad algebraica y por otro la resistencia total. Ambas canti-
dades se definen a partir del operador conocido como laplaciano u operador
de Laplace de la gréfica, por lo que estas dos magnitudes estan en princi-
pio relacionadas entre si. Sin embargo, las definiciones de ambas son muy
distintas y no es en general sencillo establecer relaciones entre ellas. La co-
nectividad algebraica corresponde al segundo eigenvalor més pequeno del
laplaciano. Dicho valor se ha estudiado en la literatura como cuantificador
de la robustez de una grafica (c.f. [I]). Su estudio se remonta al trabajo de
M. Fiedler (cf. [11], [12] y [14]), que fue quien acuné el término de conec-
tividad algebraica. Por otro lado, la resistencia total de una gréfica es la
suma de todas las distancias entre los vértices de la gréfica, en donde la
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distancia considerada es la métrica de resistencia efectiva. La métrica de
resistencia efectiva mide que tan bien estan conectados dos vértices (e.g.
[22]), por lo que la resistencia total es una manera natural de medir el nivel
de conectividad global de una grafica.

Consideramos estas dos maneras de cuantificar la conectividad global
de una grafica y abordamos el problema de maximizar la conectividad alge-
braica con la condiciéon de que la resistencia total sea fija. Mas en concreto,
el objetivo es asignar pesos a la grafica que proporcionen el mayor valor
posible a la conectividad algebraica con la condiciéon de que la resistencia
total esté fija. Debido a que la conectividad algebraica y la resistencia total
son funciones de los pesos, el problema se traduce en maximizar una fun-
cion de varias variables bajo una restricciéon. La manera en que abordamos
el problema se basa en la forma en la que Fiedler abordé el problema que
propuso en [14], el cual consiste en maximizar la conectividad algebraica
sujeta a que el promedio de todos los valores en las aristas sea uno. Fiedler
demostré que, en dicho problema, el peso que proporciona la conectivi-
dad algebraica maxima se encuentra en el subconjunto de pesos tales que
en aristas equivalentes toman el mismo valor. Andlogo a este resultado de
Fiedler, proponemos la conjetura de que, en el problema de maximizar la
conectividad algebraica con resistencia total fija en caminos, la conectividad
algebraica maxima debe alcanzarse en un peso que tiene la propiedad de
que en aristas equivalentes toma el mismo valor. En este trabajo resolve-
mos el problema en P3 y P, y observamos que en esos casos la conjetura es
cierta.

Este trabajo estd estructurado de la siguiente manera. En el primer
capitulo nos dedicamos a introducir un poco de teoria bésica de operadores
lineales auto-adjuntos en espacios de dimension finita y de reducibilidad de
matrices. En el capitulo[2hablamos de nociones basicas de teoria de graficas,
introducimos el operador de Laplace en graficas y enunciamos algunas de
sus propiedades. En el capitulo 3| presentamos la métrica de resistencia
efectiva, a partir de la cual se define la resistencia total. En el capitulo [4]
hablamos de la conectividad algebraica y los vectores Fiedler. Finalmente,
en el dltimo capitulo presentamos el problema, propuesto por Fiedler, de
encontrar la conectividad algebraica absoluta [5.1} El material original de
esta tesis esta contenida en la seccion [5.2] en la que se propone encontrar la
conectividad algebraica maxima cuando la resistencia total permanece fija.



Capitulo 1

Preliminares

El proposito de este capitulo es revisar algunos resultados basicos sobre
operadores lineales auto-adjuntos y teoria de matrices que usaremos a lo
largo de este trabajo. Méas especificamente, en la seccion [I.1] presentamos
una prueba del teorema de los ejes principales, introducimos el cociente de
Rayleigh y el principio del mini-max de Courant-Fischer-Weyl. Finalmente,
en la seccion hablamos de algunos resultados sobre irreducibilidad de
matrices que usaremos en el capitulo [4]

1.1. Operadores lineales auto-adjuntos

Los resultados de &lgebra lineal presentados en esta secciéon son bien
conocidos y pueden consultarse, por ejemplo, en [4], [23] y [26]. Durante
todo este trabajo, los espacios vectoriales considerados seran de dimension
finita. En esta seccion los espacios vectoriales seran reales o complejos, en
el resto del trabajo seran sobre el campo de los niimeros reales. El objeto
central de estudio de esta seccion son los operadores lineales auto-adjuntos.
Los operadores lineales auto-adjuntos pertenecen a la clase particular de
operadores lineales que coinciden con su operador adjunto (Teorema .

Con espacio vectorial con producto interno nos referimos a la definicion
- Usamos la notacién A para referirnos al conjugado de un nimero
complejo .

Definicion 1.1.1. Sea V' un espacio vectorial real o complejo. La funcion



CAPITULO 1. PRELIMINARES 9

(,):V—=C (siV esreal (-,-) : V — R) es un producto interno si cumple
las siguientes propiedades:

1. (u,v) = (v,u) para todos u,v € V.

2. {au+ fv,w) = a{u,w) + B(v,w) para todos u,v,w €V y a,p € C.
3. {u,u) >0 para todo uw € V' con igualdad si y solo si u = 0.

Note que, si V' es un espacio vectorial real, la propiedad 1 se puede
escribir como: (u,v) = (v,u) para todos w,v € V. De la definicion de

espacio vectorial sobre C con producto interno se desprende la siguiente
igualdad, (w, au + fv) = @(w,u) + B{w,v).

Dos elementos, v y v, de un espacio vectorial complejo con producto
interno (-, -) son ortogonales si (u,v) = 0. Una base B de un espacio vec-
torial con producto interno es ortonormal si ||u|| = 1 para todo elemento
uen By si(u,v) =0 para todos u # v en B. La norma asociada al pro-
ducto interno es ||u|| = \/(u, u). En el teorema definimos el operador
adjunto y presentamos una demostraciéon de su existencia, la unicidad del
adjunto se puede demostrar a partir del teorema de representacion de Riesz

(e.. ).

Teorema 1.1.2. Sea V' un espacio vectorial, real o complejo, seaT : V — V
un operador lineal. Existe un unico operador lineal T* : V' — V tal que para
todos u,v € V

(Tu,v) = (u, T*v).

Decimos que el operador T™ es el operador adjunto de T'.
Demostracion. Iniciamos con el caso complejo. Sea {vi,...,v,} una base

de V, la cual, podemos suponer que es ortonormal por el proceso de Gram-
Schmidt (e.g. [23]). Definimos 7™ como

T*v = (v, Tvy)vy + -+ - + (v, TV, )V,

Entonces, T* es lineal: aprovechando la linealidad de T y la linealidad del
producto interno en la primera entrada, dados u,v € V' y escalares o y (8
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se tiene que

T (au+ Bv) = (au + fv, Tv)vy + - - + {au + fv, Tv,)v,
= a ({(u, Tvy)vy + -+ + (u, Tv,)v,) + 8 ((v, Tv)vy + -+
+ (v, Tv,)v,)
= oT*u + BT v.
Ahora, para cualesquiera u,v € V se tiene que,
U= V1 + -+ a,vu,

para algunos escalares aq, ..., a, Unicos y luego

(Tu,v) = (;Tvy + -+ + a, Ty, V)
= a1 (Tvi,v) + -+ + an(Tv,, v).

Por otro lado,

<U, T*U> = <U, <U7 TU1>U1 +oe <Ua Tvn>vn>
= (v, Tv1)(u,v1) + - - - + (v, Tv,) (u, vy)
= (Twy,v)(u,v1) + - - - + (Tvp, v) (U, v,).
Pero, aprovechando que la base es ortonormal, para todo i = 1,...,n se
tiene que
(u,v;) = (v + -+ + QpUy, ;)
= o (v1,0;) + - - + @ (Vp, ;)
= ;.
De donde se sigue la igualdad

(u, T*v) = a1 (Tvy,v) + - + a1 (T'v,, v).

Por lo tanto,
(Tu,v) = (u, T"v)

como se queria. Finalmente, la unicidad se sigue directamente del teorema
de representacion de Riesz (e.g. [4]). El caso real es completamente anélogo
usando que, en este caso, se tiene la igualdad (T'u,v) = (v, T'u) para todos
u,v e V. [
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Un operador lineal es auto-adjunto si es igual a su operador adjunto. De
manera mas especifica:

Definiciéon 1.1.3. Sea V' un espacio vectorial, real o complejo, con producto
interno (-,-). Decimos que un operador lineal T : 'V — V es auto-adjunto
si (T'u,v) = (u, Tv) para todos u,v € V.

A la funcion (u,v) — (Tu,v) se le conoce como la forma bilineal ge-
nerada por 7', mientras que u — (T'u, u) es la forma cuadratica generada
por T'. El complemento ortogonal de un subespacio W es el subespacio
dado por

W+ = {v e V|{v,w) = 0, para todo w € W}.

Los siguientes lemas y el teorema son consecuencia directa de la
definicion de operador lineal auto-adjunto.

Lema 1.1.4. Los eigenvalores de un operador lineal auto-adjunto son reales.

Demostracion. Sea A un eigenvalor de T' y u un eigenvector asociado. Tene-
mos que, al ser T" auto-adjunto, (T'u, u) —(u, Tu) = 0. Como u es eigenvector
asociado a A, (A — A){u,u) = 0. Pero, como (u,u) = ||u||* # 0, necesaria-

mente A = A\, lo cual implica que \ es real. O

Lema 1.1.5. Los eigenvectores de un operador lineal auto-adjunto asocia-
dos a distintos eigenvalores son ortogonales.

Demostracion. Sean \; y A9 eigenvalores distintos de T con uy y us eigenvec-
tores asociados, respectivamente. Por hipotesis, (T'uy, ug) — (uq, Tug) = 0.
Pero, esto es )\1 <U1, ’LL2> — )\2<U17 U2> = ()\1 — /\2)<u1, U2> = 0. Como /\1 7é /\2,
se obtiene que (uy,u2) = 0 como se queria. O

El siguiente teorema es el caso particular cuando 7T es auto-adjunto. En
su forma general nos dice que, ker T = R(T*)*, siendo R(T*)* el comple-
mento ortogonal de la imagen de 7.

Teorema 1.1.6. Sea T : V — V un operador lineal auto-adjunto. Entonces,
ker T = R(T)*, donde R(T) denota a la imagen de T.
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Demostracion. Sea u € kerT. Para todo v € V, 0 = (Tu,v) = (u,Tv),
con lo cual se tiene que ker T C R(T)t. Sea u € V tal que (u,Tv) = 0
para todo v € V, luego, (Tu,v) = 0 para todo v € V. En particular, si
ponemos v = Tu, tenemos ||Tu|| = 0, lo que implica que Tu = 0, es decir,
u € kerT. O

Dentro de la clase de operadores lineales auto-adjuntos, decimos que un
operador T es semi-definido positivo si (T'u,u) > 0 para todo vector u,
y si (Tu,u) > 0 para todo u # 0, decimos que T es definido positivo.
Una observacion inmediata es que el kernel de un operador definido positivo
consiste tnicamente del vector cero, lo que significa que es inyectivo. Otras
consecuencias de las definiciones anteriores son que los eigenvalores de un
operador definido positivo son positivos y los eigenvalores de un operador
semi-definido positivo son no negativos. Dichos resultados se obtienen de
las desigualdades A{u,u) > 0y A(u,u) > 0, respectivamente, en donde u es
un eigenvector asociado a .

Lo siguiente que haremos serd presentar una serie de resultados con el
fin de dar una demostraciéon del teorema de los ejes principales, también
conocido como el teorema espectral real (Teorema [1.1.15). Recordemos lo
que significa diagonalizar un operador lineal.

Definiciéon 1.1.7. Un operador lineal T : V' — V', donde V' es un espacio
vectorial, es diagonalizable si existe una base de V' de formada por eigen-
vectores de T'.

Dada una base B = {uy,...,u,} de V, cada vector u € V' puede escri-
birse se manera tnica como combinacién lineal de los elementos de la base.
Es decir, existen escalares aq, ..., a, Unicos tales que

U= Uy + -+ + aply,.

Entonces, podemos identificar a cada vector v con un vector columna cuyas
entradas son los escalares «;:

a7

%)
u+—

On
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Dicho vector columna es la representacion de u como vector columna res-
pecto a la base B. Note que la representacion de cada u; respecto a la base
es el vector columna canénico e;, es decir, el vector columna cuya i-ésima
entrada es 1y 0 en las demas entradas. Un operador lineal 7" : V' — V pode-
mos identificarlo con una matriz cuyas columnas son los vectores columna
Tv;, donde cada T'v; esta representado respecto a la base B, es decir

T 1 T
Lo !

Dicha matriz es la representacion matricial de T respecto a la base B. Abu-
sando de la notacién, pensaremos en un operador lineal como una matriz
segun el contexto. Si B’ es otra base de V' y T” es la representacion matricial
de T respecto a dicha base, existe una matriz P tal que

T =PT' P

Note que, si B = {uy,...,u,} es una base como en la definicion [1.1.7]
Tu; = \ju; para todo 2, donde A; es eigenvalor de T" asociado a u;. Luego,
la representacion matricial de T" respecto a la base B es

M O - 0
0 X -+ 0
T— | . . .
0 0 - )\,

Es decir, la representacion matricial de 1" respecto a dicha base es dia-
gonal, en la diagonal estan los eigenvalores de 7. Sea D la matriz diagonal
mencionada y T la representaciéon matricial de T" respecto a la base candnica
{e1,...,e,}. Si P es la matriz cuyas columnas son los eigenvectores de T
normalizados, P es una matriz unitaria, es decir P~! = P*, donde P* deno-
ta la adjunta de P, esto es la matriz transpuesta (caso real) o transpuesta
conjugada (caso complejo). Se tiene la igualdad

T =PDP*
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La igualdad anterior se puede escribir como

n
=1

donde los u; son los eigenvectores de T' como vectores columna. Los re-
sultados [[.1.§ y [[.1.9] los usaremos para demostrar que todo operador li-
neal auto-adjunto definido en un espacio vectorial real tiene un eigenvalor

(resultado [1.1.11]). El lema es un resultado sobre polinomios, cuya

demostracion puede encontrarse en [4].

Lema 1.1.8. Sea p(x) = ag + a1 + asx? + -+ + a,x™ un polinomio no
constante con coeficientes reales. Entonces, p tiene una unica factorizacion,
salvo orden de factores, de la forma

p(z) =clz —A)(@—X) -+ (2 = M) (@® + b1z + 1) - - (2% + by + ¢y),
donde, ¢, \i,bj,c; € R ybjz <d4cj para todot=1,....myj=1,...,q

Lema 1.1.9. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y T :V —V
un operador lineal auto-adjunto. Si a, b y ¢ son numeros reales tales que
b? < 4e, entonces el operador

T? + T + ¢l

es definido positivo.

Demostracion. Primero, de acuerdo con la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
tenemos que para todo v € V

—b(T'v,v) < [B][(Tw, v)| < [OI(||T][)([v]]),
es decir, —[b|(||Tv|])(||v]]) < b(Tw,v). Ahora, para todo v € V\{0}

(T* + 0T + cl)v,v) = (T?v,v) + b{Tw,v) + c(v,v)
(Tv Tv) + b(Tv,v) + c||v||?
> ||To]|* = Bl (7o l))([o]]) + e o]

(P
= (trot = Gt} + (e ) e

>0,
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donde en la segunda igualdad se us6 que T' es auto-adjunto. Por lo tanto,
como lo anterior fue para todo vector arbitrario distinto de cero, tenemos

que T?+bT +cl es un operador definido positivo, como se queria demostrar.
O

En un espacio vectorial complejo, la existencia de un eigenvalor queda
garantizada por el teorema fundamental del dlgebra:

Teorema 1.1.10. (Teorema fundamental del dlgebra)
Todo polinomio no constante con coeficientes complejos tiene una raiz.

Una demostracion de este resultado se puede encontrar en [2]. El si-
guiente lema nos dice que todo operador lineal auto-adjunto en un espacio
vectorial real también tiene al menos un eigenvalor y por lo tanto, un ei-
genvector.

Lema 1.1.11. Sea V' un espacio vectorial real no trivial con producto in-
terno. Si'T :'V — V es un operador lineal auto-adjunto, T tiene un eigen-
valor.

Demostracion. Supongamos que dim V' = n. Para v # 0 consideremos el
conjunto {v, Tv, T?v, ..., T"v}. Dicho conjunto es linealmente dependiente
debido a que en V no puede existir un conjunto linealmente independiente
con mas de n vectores. Entonces, existen coeficientes, digamos a;, no todos
iguales a cero tales que

0=agv+a;Tv+ aT?*v+ -+ a,T™.
Ahora, con los coeficientes anteriores, consideremos el polinomio
p(r) =ao+ a1z + -+ a,z”

que no es constante porque, si a; = 0 para todo j = 1,...,n, tendriamos
que 0 = agv, lo cual es imposible si v # 0 y ag # 0. Asi, podemos aplicar el
lema [1.1.8] esto es, p puede escribirse como

p(r) =2(z — M) (@ —Xg) -+ (7 — Ap)(2® + by + 1) -+ (2% + by + ¢),
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donde, ¢ # 0 y los nimeros a;, b; y ¢; son reales tales que b; < 4c; para
todo j. Luego, tenemos que
0=apv+a;Tv+--+a,T"v
=(ap+a T+ +a,T")v
=c (T2 +b0T + cll) e (T2 +b,1 + ch) (T = 1) (T — N\ )v.

Como T? +b;T + ¢;1 es definido positivo (lema|l.1.9)), y por lo tanto inyec-
tivo, para todo 7 =1,...,q, se sigue que, necesariamente

0= (T =MI)-(T = AnD)v.

Por lo tanto, T" — A\;I no es invertible para algtin ¢ = 1,...,m, esto es, T'
tiene un eigenvalor. O

Usamos la notacion 7’|y para referirnos a la restriccion de 7' al subespa-
cio Wy T (W) para referirnos a la imagen de W bajo T'. Una caracteristica
de los operadores lineales auto-adjuntos es que si (W) C W, también
T(W+) € W+ (proposicion . En otras palabras, en dicho caso, los
operadores auto-adjuntos preservan la ortogonalidad. Los subespacios tales
que su imagen bajo T queda contenido en el mismo subespacio tienen un
nombre:

Definicion 1.1.12. Un subespacio W de V' es invariante bajo T' si
T(W)CWw.

Proposicion 1.1.13. Sea T : V — V un operador lineal auto-adjunto y W
un subespacio invariante bajo T. Entonces, W+ es invariante bajo T.

Demostracion. Tomemos v € W+ arbitrario. Como Tw € W para toda
w e W, (v, Tw) = 0. Entonces, puesto que T" es auto-adjunto,

0= (v,Tw) = (Tv,w).
Asi, Tv € Wt y, al ser w y v vectores arbitrarios, se sigue que

T(WH) C W+,
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El lema|l.1.14] nos dice que la propiedad de ser auto-adjunto se preserva
en subespacios invariantes. Dicho resultado lo usaremos en la demostracion
del teorema [1.1.15l

Lema 1.1.14. Sea T un operador lineal auto-adjunto y W un subespacio
que es invariante bajo T'. Entonces, T|w es auto-adjunto.

Demostracion. Note que T'|y : W — Wy que para todos u,v € W aplicar
T y T|w da el mismo resultado. Entonces,

(Twu,v) = (Tu,v) = (u, Tv) = (u, T|wv),
como se queria. ]

Teorema 1.1.15. (Teorema de los ejes principales)

Consideremos V' un espacio vectorial real con producto interno. Supongamos
que T :' V. — V es un operador lineal auto-adjunto. Entonces, existe una
base ortonormal de eigenvectores de T'.

Demostracion. La demostracion se hara por inducciéon sobre la dimensiéon
de V.SidimV = 1, entonces T es de la forma T'v = av para algiin nimero a,
esto es, cualquier v # 0 es eigenvector de T' y la matriz de T es diagonal. Por
otro lado, podemos elegir v de tal manera que ||v|| = 1y asi B = {v} es una
base ortonormal de eigenvectores de T'. Supongamos que dimV > 1 y que
todo espacio de dimensiéon menor que la de V' tiene una base ortonormal de
eigenvectores de cualquier operador lineal auto-adjunto sobre dicho espacio.
De acuerdo con el lema [[.I.T1} 7" tiene un un eigenvector, digamos uy, el
cual, podemos suponer, sin perder generalidad, que tiene norma uno. Ahora,
consideremos el subespacio U = Gen({u;}), es decir, U es el subespacio
generado por el vector u;. Como U es invariante bajo T, podemos usar la

proposicion [1.1.13] y el lema [1.1.14) para concluir que 1|1 : Ut — U™ es

auto-adjunto. Luego, por hipétesis de induccion (ya que dim U+ < dim V)

U+ tiene una base ortonormal de eigenvectores de T'|y1, sea {ug, ..., Uy}
esta base. Ahora, B = {uy,us,...,u,} es una base ortonormal de V' de
eigenvectores de T O

A continuacion, en la definicion [1.1.16| presentamos el llamado cociente
de Rayleigh de un operador lineal auto-adjunto. En la proposiciéon [1.1.17]
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se da una demostracion de que su rango es el intervalo [A1, A,] siendo \; el
eigenvalor mas pequeno y A, el eigenvalor més grande. Esto permite estable-
cer cotas de los eigenvalores de un operador lineal auto-adjunto al evaluar
el cociente de Rayleigh en vectores del espacio vectorial. En el capitulo |4 y
usaremos el cociente de Rayleigh para demostrar ciertas propiedades del
segundo eigenvalor mas pequeno de un operador lineal auto-adjunto. Los
eigenvalores de un operador lineal auto-adjunto pueden expresarse en tér-
minos de este cociente. Puesto que en este trabajo una tarea principal sera
estimar el segundo eigenvalor mas pequeno de cierto operador, el cociente
de Rayleigh resulta de gran importancia para nosotros.

Definicion 1.1.16. Sea V' un espacio vectorial con producto interno y sea
T :V — V un operador lineal auto-adjunto. El cociente de Rayleigh de T
es la funcion or : V\{0} — R dada por

(Tu, )

(u,u) -

or(u) =

Notese que el valor del cociente de Rayleigh evaluado en multiplos de
un vector siempre es el mismo, es decir, el valor del cociente de Rayleigh
depende tnicamente de la direcciéon de los vectores. También, si u es un
eigenvector asociado a un eigenvalor A, or(u) = A. Es decir, al evaluar el
cociente de Rayleigh en un eigenvector, nos devuelve el eigenvalor asociado.

Proposicion 1.1.17. Sean Ay < Ay < -+ < A\, los eigenvalores de un
operador lineal auto-adjunto T -V — V. Entonces

/\1 S QT(U> S >\n
para todo u € V\{0}.
Demostracion. De acuerdo con el teorema de los ejes principales, existe
una base ortonormal, B = {uy, ua, ..., u,}, de eigenvectores de T'. Entonces,

dado v € V, existen escalares aq, s, . . ., a, tales que u = cyu +- - -+ a,u,.
Luego, usando la linealidad de T"y el hecho de que B es una base ortonormal
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de eigenvectores, tenemos
(Tu, u) = <T (Z ai”i) 7Zaiui>
i=1 i=1
= Z Z aiaj)\i<ui, Uj>

i=1 j=1

n
E 2
=1

De forma similar,
n n
(u,u) = E oy, E o
i=1 i=1
n n
=) o (us, uy)

i=1 j=1

n
_ 2
= E a;.
i=1

Ahora, dado que la desigualdad

Alzn:af < zn:m? < Anzn:a?
i=1 1=1 =1

es cierta, tenemos que
(Tu, u)

(u, u)

que es la desigualdad buscada. O]

)\1 S S >\n7

Una consecuencia de la proposiciéon anterior es que podemos encontrar
cotas superiores para el eigenvalor méas pequeno y cotas inferiores para el
eigenvalor méas grande de un operador lineal auto-adjunto, evaluando en
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elementos del espacio vectorial. Este resultado puede usarse para poder en-
contrar cotas superiores e inferiores de cualquier eigenvalor \; de la siguiente
manera:

SiT:V — V es un operador lineal auto-adjunto, el teorema de los
ejes principales nos dice que existe una base ortonormal de V' compuesta

de eigenvectores de T', digamos B = {uy,...,u,}. Entonces, consideremos
el subespacio Wy = Gen({us, ..., u,}), luego, T|w, tiene eigenvalores

Asi, aplicando la proposicion a T'|w,, tenemos que
Ao < or(u) < Ay,

para todo u € W;\{0}. En general,
i <or(u) < A,

para todo u € W;\{0}, donde W; = Gen({u,...,u,}). De forma similar,

podemos acotar por abajo a los eigenvectores de T, pues
AL < or(u) < A
para todo u € Z;\{0}, donde Z; = Gen({uy, ..., un—i}).

La técnica descrita en el parrafo anterior, sera la que usaremos principal-
mente para las aproximaciones de los eigenvalores que queremos encontrar.
Finalmente, presentamos la demostracion del resultado conocido como prin-
cipio del mini-max de Courant-Fischer-Weyl que nos permite expresar los
eigenvalores de un operador lineal auto-adjunto en términos del cociente de
Rayleigh.

Teorema 1.1.18. (Principio del mini-maz de Courant-Fisher- Weyl)
Sea T :'V — V un operador lineal auto-adjunto y sean \;y < Ay < --- <\,
los eigenvalores de T'. Entonces

A = méx m;gl or(u) Y C X subespacio con dimY =n — (k —1).
A = min méx or(u) Y C X subespacio con dimY = k.

Y u#0
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Demostracion. Sea B = {uy,...,u,} una base ortonormal de eigenvectores
de T'. Consideremos el subespacio de dimension k, Z = Gen({uy, ..., ug}).
Tomemos un subespacio, Y C V', con dimY =n — (k — 1) y notemos que

dimZ +dimY =n + 1.
Por otro lado

dim(Y +2) =dimY +dimZ —dim(Z NY)
< dimV =n.

Asi, dim(Y'NZ) > 1. Lo anterior significa que YN Z # {0}. Luego, tenemos
A1 < or(u) < A\ para todo u € Z\{0}, en particular, or(u) < A, para todo
u € (Y NZ)\{0}, entonces,

{ < Ak
By o) =

Como Y fue un subespacio arbitrario de dimension n — (k — 1), se sigue que

ix mi <A
gy ert) = A
para todo subespacio Y de dimensién n— (k—1). En particular, si ponemos
Y = Gen({ug, ..., u,}), entonces dimY = n— (k—1) y ademéas Ay, < or(u)
para todo u € Y'\{0}. De este modo,

A < max min or\u
k Y u#0 ( )
y por lo tanto,

Ak = m}z/ix Hl;igl or(u) Y C X subespacio con dimY =n — (k —1)
como se queria. Para demostrar la otra igualdad, sea Z = Gen({ug, ..., u,}),
de manera que, dim Z = n—(k—1). Sea Y un subespacio de V' de dimension
k. Nuevamente, como dim(Y + Z) = n+1, necesariamente dim(Y NZ) > 1,
entonces existe al menos un v € (Y'NZ)\{0}. Por otro lado, A, < or(u) pa-
ra todo u € Z\{0}, en particular esto es cierto para todo u € (Y N Z)\{0}.
De lo anterior tenemos que

A < méx or(u).

ueY \{0}
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Al ser Y un subespacio arbitrario de dimension k, tenemos que

Ak < II%}/II m;zigc or(u) Y C X subespacio con dimY = k.
Por otro lado, si elegimos Y = Gen({uy, ..., ux}), tenemos que dimY = k

y ademas or(u) < A\ para todo u € Y'\{0}, entonces se tiene que

4 < \.
TBQ(T)KQT(U) < A

Por lo tanto,

H%},Il mjgc or(u) < Ak Y C X subespacio con dimY =k,
con lo que la otra igualdad queda demostrada. O]

1.2. Irreducibilidad de matrices

En esta seccién presentamos el concepto de matriz irreducible. Como ve-
remos en el capitulo[d], una gréfica es conexa si y solo si su matriz laplaciana
(capitulo [2)) es irreducible. Este resultado nos sera ttil para poder demos-
trar que ciertas subgraficas son conexas. En especial, el resultado seré
de gran importancia para tal proposito.

En lo que sigue, sea [n] = {1,...,n}. Con matriz positiva nos referimos
a una matriz cuyas entradas son todas positivas (similarmente, podemos
hablar de matrices negativas, no negativas y no positivas). Si un vector u
tiene todas sus entradas positivas, decimos que u es positivo (andlogamente,
tenemos vectores negativos, no positivos y no negativos).

Definicion 1.2.1. Una matriz A = (a;;) de tamano n x n es irreducible
si para ninguna particion no trivial de [n|, digamos {Ny, N2}, se tiene que
a;; = 0 siempre que i € Ny y j € Na.

Por ejemplo, consideremos la matriz

N
I
Sy o~ =
S ot
~N O W
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Si Ny y N forman una particion de [3] = {1,2, 3}, necesariamente N,
o Ny posee un unico elemento. Esto significa que en la misma fila o en la
misma columna debe haber al menos dos entradas iguales a cero, lo cual no
ocurre. Entonces, la matriz A es irreducible. En cambio, la matriz

1
B=10
)

O =N
N O W

no es irreducible, pues las entradas by ; y by 3 son cero, entonces Ny = {2}
y No = {1,3} forman una particion tal que b;; = 0sii € Ny y j € Na.
El siguiente lema es una consecuencia directa de la definiciéon de matriz
irreducible.

Lema 1.2.2. La matriz A+ cl, donde ¢ es una constante, es irreducible si
y solo si A es irreducible.

Demostracion. Tenemos que, si B = A + cI tiene entradas b;; y A tiene
entradas a;;, entonces a;; = b;; siempre que i # j. Luego, para cualquier
particion { Ny, Na} de [n], tenemos a;; = b;; sii € Ny y j € N,. Por lo tanto,
si B es irreducible, A también debe serlo, y viceversa. [

El siguiente teorema [I.2.3] es el resultado principal que usaremos en la
seccion del capitulo [d Se trata de una version del teorema de Perron-
Frobenius. En general, los teoremas de Perron-Frobenius garantizan la exis-
tencia de un eigenvalor positivo con eigenvector asociado también positivo.
Para la demostracion de este teorema ver por ejemplo [18].

Teorema 1.2.3. (Perron-Frobenius) Si A es una matriz no negativa e
wrreducible, su eigenvalor mas grande es positivo y simple, ademds, existe
un etgenvector asociado positivo.

La prueba del siguiente resultado puede consultarse en [12].

Teorema 1.2.4. Sea A una matriz nxXn no negativa, simétrica e irreducible
con eigenvalores A\ < -+ < \,. Sea u > 0 un eigenvector asociado a A,
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y v un eigenvector asociado a M\,_1. Entonces, para cualquier o > 0, la
submatriz A(M,,), donde

M, = {i € [n] | v; + au; > 0},
es irreducible. De forma similar, para o < 0, la submatriz A(M]), donde
M/, = {i € [n] | v; + au; <0},

es irreducible.

En el enunciado del teorema anterior, la existencia de tal eigenvector
queda garantizada por el teorema de Perron-Frobenius.



Capitulo 2

El operador de Laplace en
graficas

En este capitulo presentaremos ideas y conceptos bésicos sobre graficas
(secciones asi como la teoria basica del operador de Laplace en
graficas (seccion . El operador de Laplace es fundamental en el presente
trabajo, ya que es central en las definiciones de las dos cantidades asociadas
a graficas con peso que son el estudio principal de este trabajo: por un lado
la resistencia efectiva y por otro la conectividad algebraica. La primera la
discutiremos en detalle en el capitulo[3, mientras que la segunda es el objeto
de estudio del capitulo [4]

2.1. Graficas

Iniciamos con la definiciéon basica de grafica (o grafo), asi como la no-
tacién que usaremos a lo largo de este texto. Aqui, presentamos las cons-
trucciones y resultados que necesitamos para el desarrollo de este trabajo.
Referimos a [7] y [I7] para una exposicién mas extensa y detallada sobre el
tema.

Definicion 2.1.1. Una grdfica G consiste en una pareja (V, E) donde V
es un conjunto cuyos elementos llamamos vértices y E es un conjunto de
parejas no ordenadas de vértices a las cuales llamamos aristas. Adicional-
mente, si {a,b} € E decimos que los vértices a y b son adyacentes, en tal
caso escribimos a ~ b.

25
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Si es necesario especificar el conjunto de vértices y aristas de una gréfica
G, escribimos V(G) y E(G), respectivamente. Siempre consideraremos a V’
como un conjunto finito y las graficas seran simples, es decir, no hay aristas
dobles ni vértices que sean adyacentes a si mismos. A lo largo de este texto
usaremos la notacion ab = {a, b}. Dado ab € E decimos que dicha arista es
incidente en a y en b.

Es muy conveniente representar a cada gréafica con un dibujo, asi que por
convenciéon dibujamos un circulo por cada vértice y unimos cada vértice con
una curva para representar a una arista. Por ejemplo, la grafica G = (V, E)
donde V' = {a,b,c,d,e} y E = {{a,b},{b,c},{b,d}, {b,e},{c,d},{d,e}} ,
se muestra en la figura

Figura 2.1: Ejemplo del dibujo de una grafica

Para una misma grafica podemos tener muchas representaciones. Es
importante definir con precision lo que significa que dos graficas sean iguales.
Es en este sentido que tenemos la siguiente definicion.

Definicion 2.1.2. Dos grificas G1 = (Vi, E1) y Go = (Va, Ey) son iso-
morfas si existe una biyeccion ¢ : Vi — Vs tal que xy € Ey st y solo si
o(z)p(y) € Ey. Si Gy y Gy son isomorfas escribimos G = Gj.

Notese que dos gréaficas isomorfas son iguales salvo la naturaleza del
conjunto de vértices, pero esto es suficiente ya que de ser necesario solo
basta volver a etiquetar los vértices. En un dibujo no nos importaré la
disposicion de las aristas y vértices, asi, por ejemplo, las gréaficas en la figura
las consideraremos iguales. Algunas graficas tienen nombres propios,
presentamos algunas de ellas.
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(D——D @' .
(O—— @‘®

Figura 2.2: Graficas isomorfas

= Caminos

El camino de n vértices, P,, con vértices V = {xy,...,x,} consiste en
la grafica cuyas aristas son de la forma x;x;.1 parai=1,...,n — 1.
N U

Figura 2.3: Camino de 4 vértices, Pj.

= Ciclos
Denotamos por C,, al ciclo con n vértices. Si V = {x1,...,z,}, sus
aristas son de la forma z;x;y1 para ¢ = 1,...,n — 1 y agregamos la

arista zx,.

Figura 2.4: Ciclo de 5 vértices, Cs.

= Completas
La gréafica completa con n vértices, K,,, es la grafica donde para cada
par de vértices x,y € V se tiene que xy € F.

» Bipartitas
Sea V = V3 UVy con Vi NV, = 0, entonces K, ,, donde m = |V]]
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y n = |V5|, denota a la gréfica tal que zy € E siy solosiz € Vj y
y e Vs

Figura 2.5: Bipartita K3 3.

Figura 2.6: Completa de 5 vértices, K.

Definicion 2.1.3. Una subgrdfica F' de una grafica G es una grdfica tal que
V(F) S V(G) y E(F) € E(G).

Definicion 2.1.4. Una subgrifica de G es inducida por un subconjunto
de vértices U, si cumple que dos vértices son adyacentes si y solo si son
adyacentes en G. A tal grdafica podemos denotarla por F(U) para especificar
el subconjunto de vértices que la inducen.

Definiciéon 2.1.5. Una grifica G = (V, E) es conexa si para cada par de
vértices x,y € V existe una sucesion de vértices {x = x1,T5...,y = x,} en
V' tal que x;xiy € E parat=1,...n — 1. En caso contrario decimos que
la grifica es disconeza.
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Que una grafica G = (V, E) sea disconexa es equivalente a que exista
una particion no trivial {Vi, Vo} de V' de tal manera que ningtan vértice de
V) sea adyacente a un vértice de V5.

A las subgraficas inducidas conexas maximales de una grafica G las lla-
mamos componentes conexas de . Finalmente, con arbol nos referimos
a una grafica conexa que no tiene tiene ciclos como subgréficas. Un ejemplo
de arbol lo podemos ver en la figura

Figura 2.7: Ejemplo de arbol

2.2. Funciones sobre graficas

Es de nuestro interés asignarle un nimero real a cada vértice, esto es,
definir una funciéon u : V' — R. Dicha asignacién la podemos representar
en nuestro dibujo como en la figura 2.8 en donde a tal grafica se le ha
asignado la funcién u definida por: u(a) =1, u(b) = 7, u(d) =5, u(c) = 11
y u(e) = 3.

11 3

Figura 2.8: Grafica con valores en sus vértices
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Denotemos por ¢(V') el conjunto de funciones que toman valores reales
sobre el conjunto de vértices V. Se puede demostrar sin mucha dificultad
que ¢(V) es un espacio vectorial sobre R con la suma usual de funciones
y producto por escalar. En todo lo que sigue es necesario fijar un orden
de los vértices, pero, como hemos mencionado antes, el orden que elijamos
no es importante, asi que pongamos simplemente V' = {zy,...,z,}. Con lo
anterior, una base para (V) es B = {x1,...,Xn}, donde x; es la funcion
indicadora del vértice z;, es decir,

1, siz=ux;
Xi(z) = {

0, en otro caso.

A este tipo de bases las llamaremos bases naturales de la grafica.

Ahora bien, si u € ¢(V') entonces podemos identificar a dicha funcion
como vector columna de R", a saber,
u(zy)
U +—
Pensaremos a un elemento de ¢(V') indistintamente como vector columna de

R™ o como funcién sobre V. De este modo, la base natural B corresponde
a la base candnica de R".

Sobre (V') el producto interno que usaremos esta dado por

(u,0) =Y ul)u(y).

zeV

2.3. Graficas con pesos

En este trabajo estamos interesados en graficas cuyas aristas se ha de-
finido un peso, esto es, una funciéon que asigna un valor positivo a cada
arista.

Definicion 2.3.1. Un peso sobre una grifica G = (V, E) es una funcion
C:V xV =R tal que
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1.- Cpy=Cyy >0 siempre que vy €

2.- Cpy =0 en otro caso.
Escribimos G = (V, E,C).

O bien, podemos decir simplemente que un peso es una funcion positiva
definida en el conjunto de aristas. Por ejemplo, en la figura a (3 se le
ha definido un peso sobre sus aristas.

Figura 2.9: ('3 con pesos.

Para optimizar la notacion escribimos Cj ; en lugar de Cy, ., y usaremos
G¢ para denotar que sobre la grafica G se ha definido el peso C', en otras
palabras, Go = (V, E,C). Particularmente, en los dibujos de las graficas
con peso idénticamente 1, no los escribiremos explicitamente (ver figura
. Las gréficas usuales sin pesos son graficas con peso idénticamente 1.

Figura 2.10: (5 con peso idénticamente 1.

Definimos el grado de un vértice z como g(z) = >, Cyy, es decir,
la suma de los pesos de las aristas incidentes en x. Notemos que podemos

escribir
g(z) = Z Cay-

z,yeV
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2.4. Laplaciano sobre graficas

El operador en el que estamos interesados es el llamado operador de La-
place o laplaciano sobre graficas que presentamos en la siguiente definicion.

Definiciéon 2.4.1. Sea G¢ una grdfica. El operador de Laplace o laplaciano
L(Ge) : (V) = L(V) sobre G¢ estd dado por Lu, donde

Lu(a:) = Z Cx,y(u(x) - u(y))

Yy~

A menos que sea necesario especificar, denotaremos a L(G¢) como L.

El laplaciano se puede escribir en términos de otros dos operadores. A
saber, el operador de adyacencia A, y el operador de grado denotado
por D. Dado u € ¢(V'), Au'y Du son operadores definidos por

Du(z) = u(z) Y _ Cuy = u(z)g(x)

Y~

Au(z) = Z Cryu(y).

Yy~

Observemos que por ende se puede escribir
Lu(x) = Z Cyyu(x) — Z Cyyu(y) = Du(z) — Aul(x).
y~z Yy~

Ahora, estos operadores tienen una representaciéon matricial con respecto
a la base natural B = {x1,..., X}, que presentamos a continuacion.

= La matriz de grado es la matriz asociada al operador de grado de
una grafica. Tenemos que
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Dxi(x1)
DXi(mn)
donde
g(x;) six;=ux
Dxi(x;) = xi(z;)g(x;) = {O ’ ’
en otro caso.
Asi, la matriz de grado es
g(x1) 0 0
0 g(z2) 0
D= )
: : . 0
0 0 ... g(%z)

= Para obtener la matriz de adyacencia notemos que

Axi(z1)
Ax; (xn)
donde

Cii six;~x;
Axi(z) = Y Cryxiley) = { 7 ’

0 en otro caso.
T~Tj

Entonces, la matriz de adyacencia estda dada por A = (a;;), donde

G — Ci,j si Ty ~ Ty
ij =
0 en otro caso.

33

= Puesto que la matriz laplaciana puede obtenerse como L = D — A,

entonces L = (I;;) con

_Oi,j Si €T; ~ l’j
0 en otro caso.
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Por ejemplo, consideremos la grafica

03 2
A=130 6 y D=
2 6 0

S O Ot
o © O
o O O

Por lo tanto, la matriz laplaciana es

5 —3 -2
L=1-3 9 —6
-2 -6 8

Observemos que la matriz laplaciana es simétrica, en consecuencia, el
operador de Laplace es auto-adjunto. Puesto que las filas de la matriz lapla-
ciana suman cero, toda funcién constante esta en su kernel y, por lo tanto,
no es invertible. Otras propiedades del laplaciano se pueden observar a par-
tir del siguiente lema, en donde presentamos una expresion para la forma
bilineal generada por L.

Teorema 2.4.2. Para toda grifica G se tiene que la forma bilineal gene-
rada por L es

(Lu,v) = Cuyulx) — u(y))(v(z) —v(y))-

ryel
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Demostracion. Tenemos que

(Lu,v) =Y (Lu)(z)v(x)

xeV
=> (Z Oy (u(a) — u<y>>> o)
=33 oy (ul@) = uly)) v(z),
eV yeV

luego, notemos que, por cada par de vértices x,y € V tales que = ~ y, en
la suma anterior aparece el término

Coy [u() = u(y)] v(@)+Cy o [uly) — ul@)]v(y) = Coy(u(z)—uly))(v(z)=v(y)),

de modo que es posible escribir

(Lu,v) = Y Coylulz) = u(y))(v(z) —v(y)):

zyelE

]

Notemos que a partir de la expresion en el teorema[2.4.2] obtenemos una
expresion para la forma cuadratica generada por L. A la forma cuadratica
de L también se le conoce como la energia del laplaciano para la grafica
Ge (ver e.g. [211 27]).

(Lu,uy = > Coylu(z) — uly))*, (2.1)

A continuacion, en el corolario [2.4.3] recapitulamos algunas de las pro-
piedades del operador de Laplace.

Corolario 2.4.3. Sea G¢ una grifica, entonces:
(1) L es un operador auto-adjunto. En particular es ortogonalmente dia-
gonalizable.

(ii) L es semi-definido positivo. En particular sus eigenvalores son no ne-
gativos.
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(11i)) A =0 es el eigenvalor mds pequeno de L.

Demostracion. La propiedad (i) se sigue inmediatamente del teorema [2.4.2)
(o bien, del hecho de que la matriz laplaciana es simétrica) y del teorema
de los ejes principales. La propiedad (ii) puede observarse directamente de
la ecuacion [2.1] Finalmente, como el kernel de L contiene vectores distintos
de cero (los vectores constantes), sabemos que A = 0 es un eigenvalor. De
la propiedad (ii) tiene que ser el més pequeno. ]

Antes hicimos la observacion de que el conjunto de las funciones cons-
tantes esta contenido en el kernel de L. Resulta que si la gréafica es conexa,
el kernel del laplaciano es dicho conjunto.

Proposicion 2.4.4. Sea G¢ una grifica coneza, entonces

ker L = {u € (V) | u es constante}.

Demostracion. Necesitamos demostrar que
ker L C {u € {(V') | u constante}.

Sea u € ker L. Entonces,

0= (Lu,u) = Y Coylu(z) —u(y))’.

zyel

Cada término de la suma anterior debe ser cero para que la igualdad sea
valida, es decir, u(z) — u(y) = 0 si © ~ y. Al ser G¢ conexa, para cada
x,y € V existe una sucesion de vértices {zrg = x,21,...,2, = y} C V
tales que x;_1 ~ x; para1 = 1,2,...,n — 1. Entonces, se tiene la igualdad
u(z;—1) = u(z;) paratodoi = 1,2,...,n—1, lo que implica que u(z) = u(y)
para todos x,y € V, es decir, u es constante en V. Por lo tanto, ker L C
{u € £(V')|u constante}. O

Por la proposiciéon si tenemos una grafica conexa, ker L = Gen(1),
es decir, el subespacio generado por el vector cuyas entradas son todos
unos. De acuerdo con [L.1.6] se tiene la igualdad R(L) = (Gen(1))*. En
un operador lineal auto-adjunto, la dimensién del espacio generado por
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los eigenvectores asociados a un eigenvalor es igual a la multiplicidad de
dicho eigenvalor. El siguiente lema nos dice que el niimero de componentes
conexas de una grafica G¢ es igual a la multiplicidad del eigenvalor A = 0.
En particular, si G¢ es disconexa, el segundo eigenvalor méas pequeno de L
es cero.

Proposicion 2.4.5. Sea m el nimero de componentes conexas de Go. En-
tonces dim ker L = m.

Demostracion. Denotemos por G; ¢ := (G;)¢ a las componentes conexas de
Ge parat=1,2,...,m. Sea

A={uel(V)]|ues constante en V(G;¢), i =1,...,m},

demostraremos que ker L = A . Primero, notemos que

= Coylul@) - uly))

y~z

-3 Cuy () = u(y)

Entonces, si € V(G;.) y u es constante en V(G ¢), se tiene que
> Coylulz) —u(y) =0.
yGV( zC)
Para j # i tenemos que ningun vértice en V(G; ) es adyacente a x, asi
que, siy € V(G,¢), Cpy = 0. Luego
> Coylulz) — uly)) =0.
er(G] C)

Por lo anterior, (Lu)(xz) = 0 para todo € V, esto es , u € ker L. Por lo
tanto A C ker L. Ahora, supongamos que u € ker L. Entonces, Lu = 0 y
luego

0= (Lu,u) = Z Z Coy(u(z) —u(y))? |,

=1 \zyeE(G;c)
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2 = 0 para cada i. De lo

esto implica que }°, cp, ) Cay(u(z) — u(y))
anterior podemos concluir que, siempre que xy € E(G;c), u(z) = u(y).
Como cada G; ¢ es conexa, podemos decir que u es constante en V(G )
usando el mismo argumento de la demostracion de la proposicion [2.4.4]
Asi que, tenemos la inclusion ker L. C A, con lo cual, hemos demostrado

la igualdad ker L = A. A continuacion, demostraremos que dim ker L = m.

Sea
1, sizeV(Gic)
Yi(z) =
0, en otro caso.
Entonces, el conjunto B = {¢1,...,%,,} es una base para ker L: En efecto,

para probar que es un conjunto linealmente independiente, consideremos la
combinacion lineal oy () + -+ + by (xz) = 0 para todo z, donde los
«; son escalares. Supongamos que = € V(G ), entonces la combinacion
lineal anterior se reduce a que a;1;(xz) = o; = 0. Asi, oy; = 0 para cada 1,
con lo cual tenemos que dicho conjunto es linealmente independiente. Para
probar que B genera al kernel de L, tomemos u € ker L con la regla de
asignacion: u(x) = «; si © € V(G ¢). Entonces, puede verse directamente
que u(x) = a1 (x)+- - -+, (x) para todo 2. Con lo anterior concluimos
que dim ker L = m.

]



Capitulo 3

La Métrica de Resistencia
Efectiva

El objetivo de este capitulo es presentar la métrica de resistencia efec-
tiva en una gréfica y la resistencia total de una grafica. Como veremos en
la seccion [3.4] la métrica de resistencia efectiva es una manera de medir el
nivel de conectividad entre dos vértices. Debido a esta propiedad, ha sido
estudiada y utilizada en distintas ramas de la ciencia y en distintos proble-
mas. Particularmente, Klein y Randic motivaron su uso en quimica cf.[22].
La resistencia total es la suma de todas las distancias entre vértices de
una gréfica, por lo que es una forma de cuantificar el nivel de conectividad
global de una grafica. La métrica de resistencia efectiva esté relacionada
con el problema de Dirichlet en graficas, que consiste en encontrar exten-
siones armonicas. En [21] se generaliza la resistencia efectiva para incluir
conjuntos auto-similares infinitos. En [19] se dan definiciones de la métrica
de resistencia efectiva para graficas infinitas.

En la seccion presentamos el problema de Dirichlet en graficas y
mostramos su solucion para los casos particulares de caminos y ciclos. En
la seccion damos una definicién de resistencia efectiva y la calculamos
en caminos y ciclos. La seccion esta reservada a dar una demostracion
de que la métrica de resistencia efectiva es una métrica y en la secciéon
definimos la resistencia total de una grafica.

39
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3.1. El problema de Dirichlet en graficas

En este trabajo, para poder definir Resistencia total de una grafica (sec-
cion , necesitamos el concepto de resistencia efectiva entre dos vértices
(seccion [3.2)). Como veremos més adelante, la resistencia efectiva esté rela-
cionado con el problema de Dirichlet en graficas. En esta secciéon presenta-
mos el problema de Dirichlet en gréaficas. Se trata de una version discreta
del problema de Dirichlet en ecuaciones diferenciales, que consiste hallar
una funcién v armonica en el interior de una region de R™ tal que u = f en
la frontera, donde f es una funcién prescrita en la frontera de dicha region

(ver e.g.[q]).

Definicion 3.1.1. Dada una grdfica Go conexa, un subconjunto no vacio
de vértices U C V' y una funcion v € £(U), el problema de Dirichlet en
grificas consiste en hallar una funcion v € (V') tal que

u(z) =v(z), ze€U
(Lu)(z) =0, xze€V\U

donde L es el laplaciano sobre G¢.

En este caso, el subconjunto U es la frontera del problema. Si u es tal
que (Lu)(z) = 0, decimos que u es armoénica en z y si U es un subconjunto
de vértices tales que (Lu)(x) = 0 para todo x € U, decimos que u es armoé-
nica en U. El problema anterior puede pensarse en que dada una funciéon
v definida sobre un subconjunto de vértices U C V| se debe encontrar la
extension armonica de v sobre todo V| es decir, el problema de Diri-
chlet es un problema de hallar una extension particular de una funcién. Por
ejemplo, consideremos el problema de Dirichlet en la grafica[3.1} En donde,
pensemos que la frontera es U = {1, 23,24} y que v € (U) esté definida
por: v(zy) = a, v(zz) = by v(zy) = c. El objetivo es hallar u € ¢(V') de tal
manera que uly = vy que (Lu)(zz) = 0. Es decir, queremos que

0= (Lu)(zz)
= u(r2)g(72) — (Au)(x2).

Es asi que basta poner uly =v y
Cipa + Cy3b + Coyc
Cio+ Coz+ Coy

u(zy) =
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para resolver este problema.

Figura 3.1

El siguiente teorema nos dice que la soluciéon al problema de Dirichlet
en graficas conexas siempre existe y es tnica.

Teorema 3.1.2 (|21]). Sea G¢ una grifica conexa y U C V un subconjunto
no vacio de vértices. Entonces, v € £(U) tiene una unica extension armdnica
en V.

Demostracion. Supongamos que |U| = m y que |V| = n. Si m = n, basta
tomar como extension armoénica u = v. Asi que, veamos el caso en el que
m<mn.SeaV ={x1,...,%m, Tmi1, -, Tn}, con U ={zy,...,2,}. Ahora,
consideremos los operadores H : ((U) — (U), J : {U) — (V\U) y
X : {(VA\U) — ¢(V\U) de manera que la matriz laplaciana la podamos
escribir como

Dado u € ¢(V'), tomemos su representacion respecto a la base natural de la
siguiente forma

Uy
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donde w = Hug + J'u; € ((U). Lo anterior significa que u es armoénica
exactamente cuando Juy + Xu; = 0, esto es, u; = —X 'Juy. En otras
palabras, u es armonica si y solo si X es invertible, ademés notemos que
esta solucién, de existir, es inica. Asi pues, mostraremos que X es definida
positiva, con lo cual la demostracion estaria completa. Sea v € ((V\U),
tomemos la extension, v, dada por ¥ = v v 9|y = 0. Entonces

y Uy V\U

H ‘ JT 0 JTy

luego,

(L, ?) = ((J v, Xv), (0,v))
= (JTv,0) + (Xv,v)
= (Xv,v).

Asi, como L es semidefinido positivo, (Xv,v) > 0. Sin embargo, sabe-
mos que (L0,0) = 0 exactamente cuando 0 es constante, esto implica que
(Xv,v) =0siysolosiv=0.Por lo tanto, X es definida positiva.

O

De la demostracion anterior rescatamos los siguientes hechos:

Observacion 3.1.3. La solucion al problema de Dirichlet con frontera U
yug € L(U) estd dada por el vector v € L(V') definido por:

vly = uo

vl = =X Jug,
donde X y J son como en la demostracion del teorema[3.1.9

Observacion 3.1.4. St H, J y X son operadores como en la demostracion
del teorema[3.1.9, el operador X es definido positivo.

Para poder calcular la distancia entre dos vértices x; y x; usando la mé-
trica de resistencia efectiva, es necesario resolver el problema de Dirichlet
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con frontera U = {z;,z;} y v € {(U) dada por v(z;) = 1y v(z;) = 0.
En lo que sigue, mostramos la solucion del problema de Dirichlet en ca-
minos y ciclos cuando la frontera consta de dos vértices. Estas soluciones
las usaremos en la seccion para calcular la distancia entre dos vértices
en caminos y ciclos. Las soluciones para cualquier frontera se derivan sin
mucha dificultad de este caso.

3.1.1. Caminos

Consideremos el problema de hallar la extension armonica de v € ¢(U),
donde U = {z;, z;} son dos vértices en el camino de n vértices. Sea v(z;) = a
y v(xj) =b, con i < j. Mostraremos que u € £(V'), definida a continuacion,
resuelve el problema. Siendo 7;; = CLJ, sea u definido por: u(xy) = a si

E<i,u(xg)=bsik>jy

(rigpr + -+ g)b+ (Pep + 0+ 75001 5)a
Tigyl T T Tj1

u(zy) =
sit <k <j.

Entonces, tenemos que, si k < i 0 j < k, (Lu)(uy) = 0. Por otro lado, si
1<k <y

(Lu)(ur) = (Co—1k + Crprr)u(@r) — [Corpw(@p—1) + Crpr1t(@pq1)]
= Ch—1x[w(zr) — u(@p-1)] + Cp ey [u(zn) — w(@pr)]

1

= E[Ckfl,k(brkfl,k - a""kfl,k) + Ck,k+1(_brk,k+1 + ark,k+1)]
1

= ~[(b—a)+(~b+a)

p— O’

siendo s = 741+ + rj_1;. Por lo tanto, u es armoénica en V\U como se
queria.

Como caso particular, en un camino con peso idénticamente 1, la solu-
cion esta dada por: u(zg) =asik < i, u(rg) =bsik>jyparai <k <j

(k—i)b+ (j — k)a
=i

u(zy) =
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Por ejemplo, consideremos el camino de seis vértices en la figura [3.2] Sea
v(xe) = ay v(xs) = b. La extension armonica de v esta dada por:

(z2)
(6)

u(ry)

u(xs) = u

a
b

y
b(k—2)+a(®5—Fk
para k = 3,4. Es decir,
b+ 2a
u(zs) = 3
2b+a
u(xy) = 3
O—@—O—O—0—0
T
Figura 3.2

3.1.2. Ciclos

Consideremos un ciclo de n vértices. Parai < j, sea v € {({x;, z,}) dada
por: v(z;) = a 'y v(z;) = b. Queremos encontrar la extension armoénica de
v que denotaremos por u. Para esto, consideremos el camino cuyas aristas
son Ty con k=1,...,5 — 1y el camino formado por las aristas que no
estan en dicho camino. Puesto que solo nos interesa que (Lu)(zy) = 0 para
todo k ¢ {i,j}, basta resolver individualmente el problema de Dirichlet en
los dos caminos mencionados.

Por ejemplo, abordemos el caso particular de un ciclo de n vértices con
peso idénticamente 1. Segun lo mencionado antes, consideremos el camino
con vértices y1 = T;, Y2 = Tit1,...,Yr = x; y denotemos por p el nimero de
aristas que posee. Sea el camino con vértices z; = ¥, 20 = Tj11, ..., 25 = T;
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y ¢ el nimero de aristas que tiene. Notemos que p = j — ¢ y que, por ende,
g =n—(j—1i) puesto que p+ g = n. La extension armonica de v esta dada

por: u(z;) = a, u(x;) = b,
b(k — 1)+ a(j — k)
j—i

u(yr) =

parai <k <jy

b(s — k) +a(k — 1)
n—(j—1

u(zy) =

sij<k<nol<k<i.

Como ejemplo, consideremos a Cj (figura[3.3)). Sea v(zs) = a y v(zq) = b.

b+2a 2b+a
3 3

Figura 3.3

La extension armoénica de v esta dada por: u(zs) = a, u(xy) = b

b+a
u(xsg) = 5

b+ 2a
u(xy) = 3

2b+a
u(zs) = :

3
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Para resaltar las similitudes entre el caso continuo y el caso discreto en
graficas, tenemos el analogo a la version en ecuaciones diferenciales par-
ciales del llamado principio del méximo, el cual nos dice que las funciones
armoénicas alcanzan su maximo en la frontera.

Teorema 3.1.5 (|21]). (Principio del mdximo)

Sea G¢ una grdfica conexa y U C 'V un subconjunto no vacio de tal manera
que la grdfica inducida por W = V\U es coneza. Supongamos que u € {(V)
es armdnica en W. Si para algin y € W se tiene que u(y) > u(z) para todo
x €V, entonces u es constante en W.

Demostracion. Sea y € W tal que u(y) > u(z) para todo x € V. Como u
es armonica en W, se tiene

0= (Lu)(y) = Y Coyluly) — u(z))

T~y

pero, por hipotesis, u(y) —u(x) > 0 para todo x € V| asi que necesariamente
u(y) = u(zx) si z ~ y. Denotemos por H¢ a la subgrafica inducida por W.
Para z € W existe una sucesion de veértices {xg = y,21,...,2, = z} en
V(H¢) tal que ;1 ~ x; para ¢ = 1,...,n. Asi, primero tenemos que
u(z1) = u(y), luego, como x; € W, podemos repetir el mismo argumento y
obtener que u(x;) = u(xs). Aplicando el mismo argumento para los demés
vértices se llega a que u(z) = u(y), es decir, u es constante en W. ]

Debe mencionarse que es necesaria la hipotesis de que la grafica inducida
por W = V\U sea conexa. Por ejemplo, en la grafica que se muestra en la
figura 3.4 donde U = {z1, 23} y W = {x, 24}, se ha definido una funcién
u que es armoénica en W. La subgrafica inducida por W no es conexa y
se tiene que u(xy) = 1 > wu(x;) para todo i = 1,2,3,4, pero u no es una
funciéon constante en W.

O—©—=0—©
|

-1 0

Figura 3.4
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3.2. Resistencia efectiva en caminos y ciclos

En esta seccion definimos la métrica de resistencia efectiva y calculamos
la resistencia entre cualesquiera dos vértices en caminos y ciclos. La demos-
tracion de que efectivamente es una métrica la reservamos hasta la seccion
3.3

Definicion 3.2.1. (Métrica de resistencia efectiva)

Sea Ge una grdfica coneza. Dados x,y € V, tomemos v € {({z,y}) dada
por: v(x) =1 yv(y) = 0. Definimos la métrica de resistencia efectiva como
la funcion p:V xV — R dada por

1
S5w LFEY
0, rT=1y

en donde u es la extension armonica de v sobre V.

Observacion 3.2.2. En la definicion de métrica de resistencia efectiva,
por definicion de u se tiene la igualdad (Lu)(x) = (Lu,u).

Note que p esté bien definida debido a que existe una tnica extension
armoénica para cada par de vértices. Veamos a continuacion como calcular
la distancia entre cualesquiera dos vértices de un ciclo y un camino. En [16]
pueden encontrarse una féormula para el caso en arboles.

3.2.1. Caminos

Para hallar la distancia entre dos vértices x;, z; € V/, con i < j, tomemos
v € (({x;,z;}) dada por: v(x;) = 1 y v(z;) = 0. Sea u la extensién armoénica
de v. Como queremos calcular (Lu)(x;), es necesario saber los valores que
u toma en los vértices z; 1 y ;1. Usando los resultados que obtuvimos en
la seccion , para caminos tenemos que: u(x;_1) =1y

Titlit2 + T
Tigyl T T Tj1

u(Tiv1) =

Luego
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(Lu)(zi) = Cim1[1 — u(wi—1)] + Ciipa[1 — u(wiga)]

)

= Ciip1[l — w(wiyy))

)

y como

)
Tii4l T T Tj1 Tig4l T T Tj1
la distancia entre cualesquiera dos vértices es
P, 75) = Tiger + -+ 1oy

Por ejemplo, en el siguiente camino de 5 vértices (figura [3.5)), la distancia
entre To y x4 €s p(Ta,14) = % + %

Oaran e O D

Figura 3.5

3.2.2. Ciclos

Para calcular la distancia entre dos vértices x; y z;, siendo ¢ < j, con-
sideremos la funcién v € (({z;,z;}) dada por v(z;) = 1y v(z;) = 0.
Comencemos suponiendo que ¢ = 1. Para calcular (Lu)(x;) debemos hallar
u(zy,) y u(za), donde u € £(V) es la extension armonica de v. Entonces,
para j tenemos tres posibilidades que abordaremos individualmente:

» j = 2: En este caso, como queremos que u € f(V) sea armonica
en V\{z1, 22}, podemos considerar el problema de Dirichlet sobre el
camino que se obtiene de quitar la arista x;xs (ver figura [3.6)).

Entonces, sabemos que

23 + -+ Tn—1n
Tozg+ -+ Tpo1pn+ Tt

u(xn) =
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Cs4

Figura 3.6

Luego, como u(z3) =0

(Lu)(x1) = C12[1 — 0] + Cpa[1 — u(zy,)]
1 1

_l’_
T2  Tog+ o+ Tp_1nt+Thi
T2t Teg A Tho1n T Tp
(r12)(ros + -+ Trn1n +7n1)

= j = n: Basta resolver el problema de Dirichlet en el camino que se
obtiene de quitar la arista x,z;(ver figura [3.7).

Figura 3.7
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De nuevo, sabemos que

u(zy) =

7"2’3 + -+ Tn—l,n
T2+ +Tu_in

Entonces, como u(z,) = 0, se tiene que

(Lu)(z1) = Ci2[1 — u(z2)] + Cpa[l — 0]
1 1

T+ F+Tno1n Tl

AT T e il SO e a0
Tn,l(/rl,Q 4+ rn—l,n)

= 2 < j < n: Primero, u debe ser armoénica en el camino cuyas aris-
tas son xprgi1 para k = 2,...,7 — 2 (ver figura |3.8)). Resolviendo el
problema de Dirichlet en dicho camino tenemos

Tag 11y
Tz =+ 7oy

u(xe) =

Cj-2j-1

Ci1,
Figura 3.8

Luego, u debe ser armoénica en el camino con aristas xyxyy1 para
k=j+1,....,n—1 (ver figura|3.9).
En este caso también sabemos que
L S e O
Tjj+1 T+ Tnoin + T

u(w,) =
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Cit1,j42

Figura 3.9

Entonces

(Lu)(21) = Cr21 — ulza)] + Cra[l — u(wy)]
1 1
+
L R N AL X 20 T s ol SRS R a B
o+ F 1+ T
(r2+ - 471 (rger+ o+ raotn + ra1)

Por lo tanto, resumiendo los casos anteriores, la distancia entre los vér-
tices &y, x; es
(rio+ - 4 7j-1) (Mg + -+ Tnoin + 7o)

p(z1, ;) = :
T2+ F+To-1in+TTn1

Ahora, para calcular la distancia entre dos vértices x; y x;, consideremos el
isomorfismo dado por

Yk = Th4(i—1)-

Entonces, y1 = z; ¥ yj—i-1) = xj. Luego, como puede observarse en la
figura [3.10] al aplicar el caso i = 1, se obtiene que

p(xi, x5) = p(Y1, Yj—(i-1))
_ (Ti’i+1 + -+ ijl,j)<7’j,j+1 + -+ Tn,1 + -+ 7’@;172')
T2+ F+Th1n+Tn1
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Cn Ci2 C, Cip

Figura 3.10

Por ejemplo, en el ciclo de cuatro vértices que aparece en la figura[3.11
la distancia entre el vértice x5 y x3 es

p(z, 13) = (%%L(%% : %il : %%) .
@ )
3 2
© 4
Figura 3.11

Si tenemos un ciclo de n vértices sin pesos, la formula para la distancia
entre dos vértices z; y x; (con i < j) se reduce a la expresion

G=)n—G—i)

n

p(xi>$j) =

Por ejemplo, en el ciclo de 6 vértices que aparece en la figura[3.12]la distancia
entre Ty y T €s

(3)(3)

p(we, 05) = —-—.

6
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Figura 3.12

3.3. La métrica de resistencia efectiva es una
métrica
Para poder demostrar que p define una métrica, son necesarios algunos
conceptos y resultados. La demostracién que se presenta aqui esta basada

en la que se puede encontrar en [21I]. En la literatura pueden encontrarse
varias versiones, por ejemplo en [22] se da una prueba distinta.

Lema 3.3.1 ([2I]). Sea G¢ una grdfica conexa y sea U un subconjunto
propio no vacio de V. Sean H : L(U) — LU), J : LU) — LV\U) y
X  U(V\U) — LV\U) de manera que la matriz laplaciana la podamos
escribir como

Ug
Uy

donde uy = uly y w1 = uly\v son las restricciones de u sobre U y V\U,
respectivamente. Entonces, se tiene la 1qualdad

(Lu,u) = (X (ug + X " Jug), uy + X Jug) + (H — JE X ) ug, up). (3.1)
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Demostracion. X es definido positivo de acuerdo con la observacion [3.1.4]
Ahora, tenemos la siguiente serie de igualdades: primero

(X (uy + X Tug), uy + X M Jug) = (X (uy + X 1 Jug), up)
(X (uy + X ), X Huyg),

en donde el primer término puede separarse como
<XU17 U1> + <JUO, U1>

y, aprovechando que X es auto-adjunto y que el producto interno es real,
se tiene para el segundo término

(X (uy + X ug), XM ug) = (Xuy, X Jug) + (Jug, X~ T ug)
= (uy, XT X Jug) + (Jug, X Jug)
= (uy, Jug) + (X' Jug, Jup).

Por otro lado

(H — J" X D)o, ug) = (Hug, uo) — (J7 X Jug, ug)
= <HUO,U0> — <X71JUO, JUO>

Juntando las expresiones anteriores se obtiene

(X (uy + X ug), uy + X ug) + (H — JEX 1T )ug, ug)
= <XU1,U1> + <JU0,U1> + <JTU1,U()>
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El siguiente teorema nos dice que la extension armoénica de una funcion
es la extension que minimiza la energia del laplaciano.

Teorema 3.3.2 ([2I]). Supongamos la misma situacion que en el lema

[3.3.1, Para w € (U), sea v € {(V) la extension armdnica de u en V
(observacion [3.1.):

vy = u

’U|V\U = —X_lJu.

Entonces, v es el unico elemento en el que se alcanza el minimo del conjunto

{{Lw,w) |w € V), w|y = u}. (3.2)

Demostracion. Sea w € {(V') definida por: w|y = u y w|y\¢ = @. Entonces,

por el lema [3.3.]]
(Lw,w) = (X (@ + X " Ju), 0+ X Ju) + (H — J" X T )u, u)
=(X(a+ X ""Ju), 0+ X Ju) + (Lv,v).

Como (Lv,v) > 0y (X (a+X tJu),a+X 1 Ju) > 0 cuando 4+ X *Ju # 0
ya que X es definido positivo , el minimo del conjunto en[3.2]debe alcanzarse
cuando @ = —X "' Ju, es decir, en v. O

En el siguiente teorema presentamos el operador Py (L), el cual jugara
un papel importante en la demostracion de que la métrica de resistencia
efectiva es una métrica. Ademaés, se obtiene una expresion para la métrica
de resistencia efectiva en términos de dicho operador.

Teorema 3.3.3 ([2I]). Supongamos la misma situacion que en el lema

3.3.1. Sea el operador Py (L) : £(U) — L(U) definido por
Pyy(L)=H—J' X'

Entonces, Pyy(L) es semi-definido positivo, auto-adjunto y su kernel con-

siste en el conjunto de las funciones constantes. Ademds, para u € L(U), se

tiene la igualdad
(Pvy(L)u, u) = (Lv,v), (3.3)

en donde v es la extension armdonica de u en V.
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Demostracion. Usando la igualdad se puede ver directamente que
<LU, U) = <PV7U(L)U, U)

Lo anterior implica que Py (L) es semi-definido positivo. Ahora, Py (L)
es auto-adjunto debido a que H y J7 X ~1.J son auto-adjuntos (X! es auto-
adjunto porque X lo es). Veamos que el kernel de Py (L) consiste en las
funciones constantes. Si u esta en el kernel de Py (L), (Pyy(L)u,u) = 0,
entonces (Lv, v) también es cero por [3.3] En tal caso, v debe ser constante,
en particular, u es constante. Finalmente, si v es constante, podemos elegir
w € ¢(V) constante, asi que

0 = min{(Lw,w)|w € {(V),w|y = u}
= (Lv,v)
= (Pvu(L)u, u),
en donde la segunda igualdad es cierta porque en v se alcanza el minimo
y la tercera igualdad se sigue de [3.3] Por lo tanto, (Pyy(L)u,u) = 0, siy

solo si u es constante, lo cual implica que el kernel de Py /(L) consiste en
el conjunto de las funciones constantes. O]

Observacion 3.3.4. Dado U CV yu € L(U), el teorema [3.53.9 nos dice

que el minimo del conjunto
{(Lw,w) [we V), wly = u}

se alcanza en la extension armonica de w. Por lo tanto, una definicion
equivalente de la métrica de resistencia efectiva es (para x # y)

1

p(xay) = E?

donde

m = min{(Lw,w) |w(z) = 1,w(y) =0}
= (Pvu(L)u,u),

siendo U = {z,y} con u(x) =1 yu(y) = 0.
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El operador Py (L) es un laplaciano sobre U (cf. [21]), por lo que po-
demos hablar de la métrica de resistencia efectiva respecto a este operador
(la definicién es completamente anéloga a la definicion [3.2.1). Si G(U) es
la subgrafica inducida por U, no necesariamente Py (L) = L(G(U)). Méas
bien, el operador Py(L) puede pensarse que es la restriccion de L a la
subgrafica G(U) en el sentido de que generan la misma resistencia efecti-
va, es decir, que conserva las distancias entre los vértices. En general esto
no ocurre si tomamos el laplaciano usual en G(U), basta revisar la figura
B.13] en donde hemos considerado a P como subgréfica de Cy . En tales
gréaficas tenemos que, si pr(c, ) denota a la métrica de resistencia efectiva
respecto al laplaciano L(Cyc) ¥ pr(p, ) respecto al laplaciano L(Py ),

G+ ha+Y
pL(C47C)<$2,ZE4) =71 1 1 1
2 T3t T7
mientras que
1 1
pL(PQYC)(*an Ty) = 5 + -

Observemos que las distancias no coinciden.

5

Ty /:)3—1\ )
(@) (@3 )

2 7 5
Figura 3.13

Al considerar el operador Py(L) en la subgrafica G(U) las distancias
se conservan.

Proposicion 3.3.5 ([21]). Sea G¢ una grifica conexa y Ho una subgrdfica
de G¢o. Sean, U y V' los conjuntos de vértices de Ho y G, respectivamente.
Denotemos por L al operador Pyy(L). Entonces, pr(x,y) = pi(x,y) para
todos x,y € U.
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Demostracion. Si x = y, la igualdad es cierta por definiciéon. Supongamos
que x #y. Sea W = {z,y} y u € W tal que u(z) = 1y u(y) = 0. Entonces,
si v es la extension armoénica de u en U, por definiciéon y por el teorema

se tienen las siguientes igualdades

pi(z,y) = ((Lu,u)) ™!

en donde w es la extensiéon armoénica de v en V. Como w también es armo-
nica en U\W, pues Ly Py (L) coinciden en U, ((Lw,w))™! = pp(z,y). O

El reciproco es cierto y puede consultarse en [21]:

St G es una grdfica donde Ly y Lo son dos laplacianos tales que
PLy ($’y) = PLz(fB7y); entonces Ly = L2'

Para demostrar que la métrica de resistencia efectiva es una métrica

(Teorema , la proposicion es suficiente y juega un papel principal
para verificar la desigualdad del tridngulo.

Teorema 3.3.6 (|21]). Sea G¢ una grifica conexa. La métrica de resisten-
cia efectiva es una métrica.

Demostracion.

1. Por definicién, p es una funciéon no negativa tal que p(x,y) = 0 siy
solo si x = y.

2. Reflexividad. Si z = y, directamente p(x,y) = p(y,x) por definicion.
Supongamos que = # y. Por un lado, notemos que, si u(z) = 1y
u(y) = 0, (Lu)(z) = (Lu,u) > 0, pues L es semi-definido positivo.
Pero, por otro lado, si u(z) =0y u(y) = 1, (Lu)(y) = (Lu,u) > 0.
En cualquier caso, de acuerdo con el teorema 7 Lu € (ker L)t y |
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aprovechando que u es armoénica en V\{z,y}

0= (Lu)(x) = (Lu)(x) + (Lu)(y),

zeV

entonces |(Lu)(x)| = |(Lu)(y)|. Por lo tanto, la igualdad p(z,y) =
p(y,x) es verdadera.

3. Desigualdad del triangulo. Si |V| < 3, directamente la desigualdad
del triangulo es cierta. Sean U = {z,y,z} C V tales que la gréfica
inducida por dichos vértices es conexa. Entonces, dicha subgrafica es
Cs o Ps3. La idea es considerar la métrica de resistencia efectiva en
tal subgrafica respecto al operador Py (L). De esta forma, usando la
proposicién [3.3.5] podemos calcular la distancia entre cualesquiera dos
vértices en U considerandolos como vértices de la subgrafica inducida
G¢(U). Iniciemos con el caso en el que es C3. Podemos suponer que
para C5 tenemos la siguiente representacion

D3

Entonces, tenemos que la distancia entre los vértices z; y x;, respecto
al operador Py (L), es

Sij(Sik + Sk,j)
S1,2 + S2,3 + S3.4

p(xiv xj) =

Siendo s;; = Dl, -

sii,je{1,2,3)

Haciendo los calculos necesarios se comprueba que

p(xlaxj) < p(thQ) + p(.TQ,I'g)
p(zi, ;) < p(x1, x3) + p(xs, 22)

con lo cual se observa que la desigualdad del triangulo es cierta. Por
otra parte, para P3; supongamos que tenemos
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@D12@D23@

Con un calculo directo se puede comprobar que para i,j € {1,2,3}

p(xi,x;) < p(x1,22) + p(x2, 23)
p(xi, x5) < p(z1, 23) + p(23, T2)

de modo que la desigualdad del triangulo se satisface también en este
caso. Si la grafica inducida por los vértices elegidos no fuera conexa,
puede ocurrir que solo dos vértices son adyacentes o que ningin vérti-
ces es adyacente a algin otro, sin embargo, en ambos casos existe un
camino, P, ¢, con V (P, ¢) CV, de mas de tres vértices que los con-
tiene. Para el primer caso, podemos suponer sin perder generalidad
que x; ~ Zy y que xy es tal que k > 3. Luego, si i,j € {1,2,k}

p(wi, x5) < p(r1,22) + p(T2, T8)

p(xiv mj) < ,0(5(]1, xk) + p(ZEk, x2)
por lo que, en el primer caso la desigualdad del triangulo se cumple.
Para el segundo caso, supongamos que U = {x1, %, 2,} y que 2 < p
y p+ 1 < q. Entonces, para i,j € {1,p,q}

pxi, x5) < p(a1,2p) + p(Tp, T4)

p(wi,x5) < p(w1,24) + p(Tg, Tp)

asi que, la desigualdad del tridngulo también se satisface.

3.4. Resistencia total

La resistencia total de una grafica (definicion [3.4.1)) se refiere a la suma
de las distancias entre todos los vértices donde la métrica considerada es la
métrica de resistencia efectiva.



CAPITULO 3. LA METRICA DE RESISTENCIA EFECTIVA 61

Definicion 3.4.1. Sea G¢ una grdfica conexa. Definimos la resistencia total
de una grdfica como la cantidad

R(Ge) :% > pla,y).

z,yeV

Cuando se habla de métricas en graficas, la distancia méas usual entre dos
vértices es la llamada métrica geodésica. Esta métrica esta dada por la menor
suma posible de los pesos de las aristas en un camino que los une. Una de las
diferencias entre la métrica de resistencia efectiva y la métrica geodésica es
que la métrica de resistencia efectiva tiene la propiedad de que dos vértices
estan més cerca si estan mejor conectados en el sentido de que hay mas
caminos que los conectan. Para ilustrar esto, consideremos la sucesion de
graficas mostradas en las figuras 3.17. Para obtener la distancia entre
los vértices a y b en una grafica de este tipo, tomemos u con u(a) = 1
y u(b) = 0. Luego, para extender u de manera que sea armonica en los
vértices xy, ..., x,, basta poner u(zry) = % para cada k = 1,...,n. De esta
manera, puede verse directamente que (Lu)(a) = (%)7'. De este ejemplo
podemos intuir lo que ocurre: mientras que en la métrica de resistencia
efectiva la distancia entre dos vértices se acorta al agregar més caminos que
los unan, en la métrica geodésica las distancias no cambian si los caminos
que se agregan no son mas cortos que los que ya habia. Siguiendo esta
idea, podemos pensar que la métrica de resistencia efectiva mide el nivel de
conectividad entre dos vértices: entre mas pequena sea la distancia, estan
mejor conectados. En cuanto a la resistencia total, podemos pensar que
dicho valor cuantifica el nivel de conectividad global de una gréfica: entre

més pequeno sea, mayor es el nivel de conectividad.

A la resistencia total de una grafica también se le conoce como indice
de Kirchhoff. El problema de hallar la resistencia total de algunas graficas
ha sido estudiado en [3], [5] y [24], por mencionar algunos. En la proposicion
presentamos una expresion para la resistencia total de un camino. El
teorema [3.4.3| proporciona una expresion para la resistencia total de una
grafica en términos de los eigenvalores del laplaciano.
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O—O—0
Figura 3.14: p(a,b) (%)71
()

@) (»)
(2

Figura 3.15: p(a,b) = (3 +

)—1

N[

Figura 3.16: p(a,b) = (% + % n %>—1

N
0‘:/0

Figura 3.17: p(a,b) = ()~

Proposicion 3.4.2. La resistencia total de un camino de n vértices se
puede escribir como

n—1

R(P,c) = Z k(n — k)T g1,

k=1

en donde Ty 11 = o
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Demostracion.

n—1 n

R(Poc) = 3 35 pliy)

=1 j=2
n—1 n j—1

I I

i=1 j=2 k=i

—_

n—
= ’L(TL — 7:)7’7;7“_1.
1

i

]

Teorema 3.4.3 ([22]). Sea G¢ una grifica conexa con n vértices. Sean
A con k= 2,....n los eigenvalores positivos del laplaciano. Entonces, la
resistencia total de G¢ estd dada por la formula

"1
k=2 "k

La demostracion del teorema [3.4.3| que aqui presentamos, se basa en
obtener otra expresion para la métrica de resistencia efectiva. Sean z; y x;
dos vértices distintos de una grafica conexa. Sea v(z;) =1y v(x;) = 0. Por
definicién, si u es la extension armoénica de v, la distancia entre z; y z; es

1
p(zi, ;) = m

De acuerdo con el teorema Lu € (Gen(1))*t y, como (Lu)(zy) = 0 si
k¢ {i, j}, (Lu)(x;) + (Lu)(z;) = 0. Entonces,

Lu = (Lu)(z;)(e; — €)

en donde e; es el vector cuya entrada i-ésima es 1 y 0 en las demés entradas.
La igualdad anterior se puede reescribir como

p(z;,x;)Lu = e; — ¢
y si ponemos w = p(x;, x;)u, puede volver a escribirse como

Lw = e; — ej. (3.4)
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Veamos que p(z;,x;) se puede escribir en términos del vector que re-
suelve la ecuacion [3.4, Para ver esto, pensemos en el problema inverso:
supongamos que w cumple la ecuacion 3.4 Sea

o w—w(xy)l
u = —-———

w(x;) — w(z;)
siendo 1 el vector cuyas entradas son todos 1. De la definicion de u se tiene
u(z;) =1y u(zr;) =0, ademas

Tu— Lw — w(z;)L1
w(zi) — w(z;)
€ — €5

w(z;) — w(z;)
por lo que u es armonica en V\{z;,z;}. Asi, por definicion

1

= w(z;) —w(z;).

La ecuacion siempre puede resolverse aun si L no es invertible. Por
el teorema [1.1.6, sabemos que R(L) = (ker L)*, donde R(L) denota a la
imagen de L. Note que la restriccion de L en R(L), que denotaremos por
L|r(r), es invertible porque todos sus eigenvalores son distintos de cero.
Debido a que (e; —e;) € R(L), si L denota a la inversa de L|g(z), entonces

w=L"(e; — ¢).

Por lo anterior, la distancia entre los vértices x; y x; esta dada por

p(i, x5) = w(w;) — w(zy)
= (e; —e;)T Lt (e; — ¢j).

Usando la igualdad anterior podemos demostrar el teorema [3.4.3] Al
operador LT se le conoce como la pseudoinversa de L (e.g. [9]).
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Demostracion del teorema[3.4.3 Tenemos que
1
R(Gc) = 5 Z (67; — ej)TL+(ei — Gj)

zi,x; €V

- % Z Z (ef Lte; —2e] Lte; + ejTLJrej)

i=1 j=1
1 n n
=5 (2nTr(L+) —2 Z Z eiTLJrej) :
i=1 j=1
en donde Tr(L™) denota a la traza de L. Notemos que podemos escribir
D) elLte;=1"L"1.
i=1 j=1

Sean A\; con k = 2,...,n los eigenvalores positivos del laplaciano y uy los
eigenvectores asociados. Por el teorema de los ejes principales, se tiene la

igualdad
1
+ T
L7 = 522 )\kukuk.

De esta forma

SN
1"Lf1=>" )\—leukufl
k=2

=0

pues cada uy es ortogonal al vector 1. Asi, ya que

"1
Tr(LT) = —
k=2
se tiene

"1
p=2 'k



Capitulo 4

La conectividad algebraica

Para estudiar las caracteristicas de una grafica, un recurso muy utilizado
es el estudio de los eigenvalores de operadores asociados a la grafica. Esto
se conoce como la teoria espectral de grificas (ver e.g. [0, [10]). Una caso
muy especial, es el segundo eigenvalor mas pequeno del laplaciano, que ha
sido estudiado de manera amplia, a partir del trabajo de M. Fiedler [11].
En particular, se ha usado como cuantificador de robustez de una grafica
(cf. [1]). Fiedler acuno el término conectividad algebraica para referirse
a dicho eigenvalor. A la conectividad algebraica se le conoce también como
valor Fiedler y a los eigenvectores asociados como vectores Fiedler. En
este capitulo nos dedicamos a establecer algunas propiedades de la conecti-
vidad algebraica y de los vectores Fiedler. Especialmente, en la seccion
estudiamos el comportamiento de los vectores Fiedler en caminos. Para una
exposicion mas amplia de los resultados de este capitulo referimos a [11],
2] y [14].

4.1. Propiedades de la conectividad
algebraica

Si A < X\ < ... < )\, son los eigenvalores del laplaciano de G¢ orde-
nados de menor a mayor, la conectividad algebraica de G¢, que deno-
taremos por a(G¢), es el valor de Ay. En el capitulo [2| se demostré que una
grafica tiene conectividad algebraica igual a cero si y solo si la grafica es
disconexa. El cociente de Rayleigh (ver capitulo (1)) del laplaciano, denotado

66
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por o, sera la clave para poder demostrar mas propiedades de la conectivi-
dad algebraica. Como se discutié en el capitulo[I] los eigenvalores se pueden
escribir en términos del cociente de Rayleigh. La conectividad algebraica se
puede escribir en términos de dicho cociente:

Proposicion 4.1.1 ([13]). Sea G¢ una grdfica conexa. Tenemos que
a(Ge) = min or(Ge)(w),

siendo Y = Gen(1)* (1 denota al vector cuyas entradas son todos unos).

Demostracion. Al aplicar la proposicion en el subespacio Y tenemos
la desigualdad

a(Co) < orce)(u)
para todo u € Y. Pero, por otro lado, si v es un vector Fiedler, sabemos
que u € Y y que
a(Co) = enae)(u).
Por lo tanto,
a(Ge) = mil or(Ge) (u)-

]

Si G es la grafica que se obtiene de quitar una arista (dejando los
mismos vértices) de G, se tiene

OL(Ge) < 0L(Ge)

Yy en consecuencia

CL(Gc) S CL(Gc).

Sean H; ¢y Hs ¢ son dos subgraficas de G¢ tales que E(H o)y E(Hi )
son disjuntos y V(H; ) = V(Hac) = V(Ge), entonces, si Ly y Ly son los
laplacianos correspondientes en H; ¢ y H ¢, tenemos

a(Ge) = min(or, (u) + 01,(u))
2> min or, (u) + min oy, (u)

= a(Hyc) + a(Hac),
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en donde Y = Gen(1)*.

Entonces, la conectividad algebraica no crece si se quitan aristas y la
suma de las conectividades algebraicas de subgraficas con aristas disjuntas
y todos los vértices no es mayor a la conectividad algebraica de la grafica
completa. El teorema resume las propiedades anteriores y de cierto
modo justifica que la conectividad algebraica sea usada como cuantificador
de la conectividad global de una grafica.

Teorema 4.1.2 ([I3]). La conectividad algebraica de una grdfica tiene las
siguientes propiedades:

(a) a(Ge) =0 siy solo si la grdfica es disconexa.
(G

(b) a(Ge) < a(He) si H y G son grificas tales que V(G) = V(H) y
E(G) C E(H).

(¢c) a(Hic)+a(Hac) < a(Ge) si Hy y Hy son subgrdficas de G tales que
V(H,) =V(Hy) =V(G) con E(H,) y E(H,) disjuntos.

El siguiente resultado establece que la conectividad algebraica crece al
aumentar el valor de los pesos en las aristas y que multiplicar los pesos por
una constante es equivalente a multiplicar la conectividad algebraica por
dicha constante. La conectividad algebraica que se obtiene de sumar dos
pesos es mayor a la suma de las conectividades algebraicas con tales pesos.

Proposicion 4.1.3 ([13]). Sea G una grifica conexa. Sean C, D, H pesos
sobre GG, entonces
(a) a(Ge) < a(Gp), si Cpy < Dy para todo zy € E.
(b) a(Ge)+ a(Gp) < a(Gy), si Cpy+ Dyy = Hyy para todo zy € E.
(c) a(Gse) = B a(Ge) para B> 0.

Demostracion. Sea Y = Gen(1)\{0}. Primero, demostraremos (a). Por
hipotesis de (a) se tiene que para toda funcion u € ¢(V)

Crgy(u(r) — u(y))* < Day(u(r) —u(y))?,
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en particular, para todo u € Y
or(ce) (1) < orp)(u)-
Esto significa que a(G¢) es una cota inferior del conjunto
{or@ep)(v) [ue Y}

Por lo tanto, usando la proposicion [4.1.1]
a(Ge) < min oL(Ge)(u) = a(Gp).
Para el inciso (b), notemos que

OL(Gy) = QL(Ge) T OL(Gp)-

Luego, siu e Y
a(Ge) + a(Gp) < ony)(u).

Por consiguiente, a(G¢) + a(Gp) es una cota inferior del conjunto
{orm(u) |ue Y},

lo que implica que

a(Ge) + a(Gp) < {Lnelll/l o) (u) = a(Gp).
Finalmente, el inciso (c) se sigue de la igualdad SL(G¢) = L(Gpe). O

4.2. Propiedades de los vectores Fiedler en
cortes de una grafica

A continuacién, introducimos el concepto de corte de una grafica. La
intencion es presentar algunas propiedades de los vectores Fiedler en térmi-
nos de cortes en gréaficas. De forma intuitiva, un corte es una coleccion de
aristas que, al ser quitadas, dividen a la gréafica en dos subgraficas disjuntas.
La idea es ver que un vector Fiedler divide a la grafica, es decir, induce un
corte.
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Definicion 4.2.1. Un corte de una grdafica consiste en un subconjunto de
aristas C tal que existen dos subconjuntos disjuntos no vacios Vi y Vs cuya
union es V' (una particion de V') de manera que

C={zye E|xeV,yecV}

A las subgrdficas inducidas por Vi y Va las llamaremos orillas.

Como ejemplo, consideremos el subconjunto de aristas C = {z23, zow3}
de la grafica en la figura {4.1]

Figura 4.1

C es un corte pues Vi = {xy, 22} v Vo = {x3, 24} es particion asociada.

Las orillas G(V;) y G(V5) se observan en la figura [4.2]

@

Figura 4.2: Orillas

Los siguientes resultados van encaminados a obtener propiedades de las
subgraficas inducidas por los vértices donde el signo de los vectores Fiedler
no cambia. Antes, presentamos un lema que se usara frecuentemente en las
demostraciones restantes de este capitulo debido a que relaciona el concepto
de irreducibilidad de una matriz con el de conexidad de una gréfica, lo que
permite trasladar un problema de graficas a un problema de matrices y
viceversa.

Lema 4.2.2 ([12]). Una grifica Go es conexa si y solo si su matriz lapla-
ciana es irreducible.
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Demostracion. Dada cualquier particion de [n] = {1,2,...,n}, digamos
{N1, N2}, tenemos que Vi = {z; |i € N1} y Vo = {z; |i € Ny} forman
una particion de V. Entonces, si G¢ es conexa, al menos un par de vértices
x; € V1 y x; € Vo son tales que z;2; € E. Esto se traduce en que a;; # 0 para
tales i € Ny y j € Ny, siendo L = (a;;). Por consiguiente, L es irreducible.
Por otro lado, que L sea irreducible significa que a;; # 0 para algin ¢ € N;
y J € Na, lo cual implica que z;x; € E, es decir, G¢ es conexa. [

Del siguiente teorema (resultado obtenemos que los vectores Fied-
ler inducen subgréficas conexas tomando aquellos vértices donde es menor
o mayor a algin valor fijo positivo o negativo, respectivamente. Usando es-
te teorema es posible concluir que los vértices donde un vector Fiedler no
cambia de signo inducen subgraficas conexas. Como veremos en la seccién
[4.3] este comportamiento caracteriza a los vectores Fiedler en caminos.

Teorema 4.2.3 ([12]). Sea G¢ una grdfica conexa y u un vector Fiedler.
Para cualquier nimero r > 0 definamos el conjunto

M, = {x; € V| u(z;) +r > 0}.

Entonces, la subgrdfica inducida por M, es conexa para cada r. Similarmen-
te, para cada r < 0 la subgrifica inducida por

M ={x; e V|u(x;) +r <0}

es conexa.

Demostracion. En la demostracion [n] = {1,...,n}. Para o > 0 lo suficien-
temente grande, la matriz al — L es no negativa, ademéas de ser simétrica
e irreducible. Sus eigenvalores son

pr=a—XA Spp=a—XN 1 < Sy =a— A

donde los \; son los eigenvalores del laplaciano L. Notemos que u es un ei-
gevector asociado a ji,,_; y que 17 = (1,1,...,1) es un eigenvector asociado
a f,. De acuerdo con el corolario [[.2.4], para cualquier r» > 0, la submatriz
al(N,) — L(N,), donde

N, ={i € [n]|u(x;)+r >0},
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es irreducible. Luego, por el lema [1.2.2] L(N,) es irreducible. Ahora, si
L(N,) = (a;;) vy L(G(M,)) = (bi;), entonces a;; = b;; si i # j. Entonces,
L(G(M,)) debe ser irreducible y por lo tanto, usando el lema[t.2.2] podemos
concluir que G(M,) es conexa. De forma similar, usando el corolario , la
submatriz ol (N])— L(N]) es irreducible. Luego, L(N}) es irreducible. Como
las entradas de L(N/) y L(G(M))) coinciden fuera de la diagonal principal,
entonces L(G(M])) es irreducible y por tanto G(M]) es conexa. O

Si0 <o < mixgeyu(z;) y a# u(z;) para todo z; € V| los subconjun-
tos

Vi={z; e V|a<u(x;)}
Vo={z; € V|u(z;) < a}

forman una particion de V' correspondiente al corte C dado por
C={zye Flu(r) <a<u(y)}.
Notese que, por el teorema[d.2.3] la orilla asociada con V5 es conexa. En
particular, si a =0
C={zy € E|u(z)u(y) <0}
es un corte con particion asociada

Vi={zeV]|u(z) >0}
Vo={zx eV |u(x) <0}

y ambas orillas resultantes son conexas. Por ejemplo, en la grafica que apare-
ce en la figura tenemos un vector Fiedler. Puede notarse que los vértices
con el mismo signo inducen subgraficas conexas.

Los resultados anteriores nos dan informacién sobre el comportamiento
de los vectores Fiedler en una grafica. En especial, en caminos nos dan una
idea mas clara de como deben ser estos vectores.
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Figura 4.3

4.3. Propiedades de los vectores Fiedler en
caminos

El objetivo de esta seccion es demostrar que los valores de un vector
Fiedler de un camino forman una sucesion monétona (resultado [£.3.4). El
teorema es el resultado principal que usaremos en la demostracion.
Una observaciéon inmediata, pero que sera tutil, es que si u es un vector
Fiedler y = es un vértice tal que u(z) > 0, entonces

0 < alGoulx) = 3 Cuyfulz) = uly).

En consecuencia, debe existir un vértice z tal que z ~ z y u(x) —u(z) > 0.
Debido a que u # 0 y
Z u(z) =0,

zeV

deben existir dos vértices = y y tales que u(z) < 0y u(y) > 0.

Teorema 4.3.1 ([12]). Sea P, ¢ un camino y un vector Fiedler u. Sea xy
un vértice tal que k ¢ {1,n} y tal que u(zg) > 0. Entonces, en exactamente
una de las componentes conexas que se obtienen de quitar el vértice xy, u
toma valores mayores a u(xy).

Demostracion. Lo que queremos mostrar es que ocurre uno solo de los si-
guientes casos:

(A) u(xg) < u(z;) paratodo j=1,... . k—1.
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(B) u(zg) < u(x;) paratodo j=k+1,...,n.

Para todo € > 0 tal que u(zg) — e > 0 definamos
M. = {z; | u(z;) < ulxy) — e}

Por el teorema la subgrafica inducida por M. es conexa. Puesto que
x ¢ M., para todo x; € M. se tiene que i < k — 1, o bien, que i > k + 1.
Sin perder generalidad, supongamos que ¢ < k — 1 siempre que z; € M..
Demostraremos que u(zy) < u(x;) para todo i € {k+ 1,...,n}. Si para
algin j € {k +1,...,n} se tuviera que u(x;) < u(xy), existiria ¢ > 0 tal
que u(xy)—e > u(x;), lo cual implicaria que j < k—1, pero eso es imposible.
Si u(z;) = u(xy) para algn j € {k+1,...,n}, en particular tendriamos
que u(z;) > 0, entonces u(x;_1) < u(z;) o w(xrjt1) < u(z;), lo cual no es
posible. Por lo tanto, u(xy) < u(z;) para todoi € {k+1,...,n}. O

Notese que un resultado similar se obtiene si x; es un vértice tal que
u(zr) < 0. En este caso, la conclusion es que, en una sola de las componentes
conexas, los valores que toma u son menores que u(zg). Este resultado
se sigue de aplicar el teorema [£.3.1] al vector —u. Usando dicho teorema,
podemos mejorar el caso particular » = 0 del teorema en caminos.

Corolario 4.3.2. Sea P, ¢ un camino, u un vector Fiedler y sean
M = {z; | u(x;) < 0}
N = {z; | u(z;) =0}
O = {x; | u(z;) > 0}.

Entonces, las grificas inducidas por M, N y O son conezas.

Demostracion. Por el teorema [4.2.3] los conjuntos
A= {x; |u(z;) <0}
B ={z; | u(z;) > 0}
inducen graficas conexas. Esto significa que existe k € {1,...,n} tal que,

digamos, u(z;) < 0 para todo i < k y u(x;) > 0 para todo ¢ > k. Sean

p = max{i | u(z;) < 0}
q = min{i | u(x;) > 0}.
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Sabemos que existen vértices z, y x, tales que u(z,) < 0y u(zs) > 0,
entonces, ¢ > 1y p < n. Si aplicamos el teorema @ al vértice x, obtene-
mos que u(x,) < u(z;) para todo i > ¢, en particular u(z;) > 0 para todo
i =q,...,n. Similarmente, usando dicho teorema concluimos que u(x;) < 0
para todo ¢ = 1,...,p. Finalmente, para todo p < i < ¢, u(x;) = 0, o bien,
u no se anula en ningin vértice. Por lo tanto M, N y O inducen graficas
conexas. O

Por el teorema [4.2.3] ya sabiamos que un vector Fiedler en un camino
cambia de signo exactamente una vez. El corolario adicionalmente nos
dice que, el conjunto de vértices donde es positivo y el conjunto de vértices
donde es negativo, estan separados por los vértices donde se anula (ver
figura . En el corolario demostramos que, en un camino, un vector
Fiedler se anula en a lo mas un vértice.

— — 0 + +
Figura 4.4

Proposicion 4.3.3 ([12]). Sea P, ¢ un camino y u un vector Fiedler. En-
tonces, u solo se anula una vez o no se anula. St u se anula en xy, entonces
u(zgp—1)u(xrs1) < 0.

Demostracion. Sabemos por el corolario que el conjunto
N = {z; | u(w;) = 0}

induce una grafica conexa. Supongamos que N tiene al menos dos elementos.
Entonces, existe un indice k € {2,...,n— 1} tal que x;_1 y z) estan en N,
pero xxy1 no esta en N. Luego, tenemos que

0= a(P,c)u(xy)
= (Lu)(zy)
= Cr-1x(ulzr) — u(@p-1)) + Cp 1 (w(y) — w(pi1))
= —Ck,k+1u($k+1)

£0
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lo cual es una contradiccion. Asi, N tiene a lo mas un elemento. Supongamos
que u se anula en xy, entonces

0= a(P,c)u(xy)
= (Lu)(x)
= Cr1p(u(zn) — w(zp-1)) + Crper (w(@p) — w(@ps1))

= —qu,ku(xkq) - Ck,kﬂu(ﬂvkﬂ)-

Como Cy_1 y Ck k41 son nimeros positivos, u(zg—1) y u(z41) deben tener
signos distintos. O]

Si un vector Fiedler no se anula en un camino, se sigue del teorema [4.3.1]
que sus valores forman una sucesién monotona. Si se anula, por si solo, dicho
teorema no es suficiente para obtener esa conclusion debido a que existia la
posibilidad de que se anulara en mas de un vértice. La importancia de la
proposicion 4.3.3] esta en que nos dice que este inconveniente no ocurre.

Teorema 4.3.4 ([12]). Sea P, ¢ un camino y un vector Fiedler u. Entonces,
los valores que u toma sobre P, ¢ forman una sucesion mondtona.

Demostracion. Sean

M = {z; | u(x;) < 0}
N ={z; | u(z;) =0}
O ={z; | u(z;) > 0}.

Sabemos que M y O son no vacios. Supongamos que N es vacio. Si M y O
solo contienen un vértice, terminamos. Supongamos que O posee al menos
dos elementos. Como N es vacio, existe una arista, digamos xprp.1, tal
que u(xg) < 0y u(zg1) > 0. Luego, al aplicar el teorema al vértice
Tj41 obtenemos que u(zyi1) < u(zgiz2). Volviendo a aplicar el teorema
al vértice xy42 obtenemos u(xgi2) < u(xys). Siguiendo este proceso,
concluimos que los valores que u toma en O forman una sucesién monétona
creciente. Usando el mismo procedimiento con el conjunto M, obtenemos
que los valores que u toma en M forman una sucesiéon monétona creciente.
Por lo tanto, los valores de u sobre P, ¢ forman una sucesién monétona que
es creciente. Con un etiquetamiento distinto de los vértices obtenemos una



CAPITULO 4. LA CONECTIVIDAD ALGEBRAICA 7

sucesion mondtona decreciente. Si N es no vacio, sabemos que N posee un
tnico elemento, digamos xj. Por la proposicion [4.3.3] sabemos que u no se
anula en xx_1 y Tri1, ademas, el signo de u es distinto en dichos vértices.
Aplicando el mismo proceso iniciando en los vértices xy_1 y 21, obtenemos
la misma conclusion. O

Para ilustrar el teorema [£.3.4] en el camino de cuatro vértices que apa-
rece en la figura .5 hemos calculado un vector Fiedler.

—1 1-v2 V2-1 1
Figura 4.5

Si agregamos més hipotesis sobre los pesos de un camino, podemos obte-
ner mas informacion sobre el comportamiento de los vectores Fiedler. En el
capitulo [0}, estaremos interesados en caminos con pesos simétricos, es decir,
pesos con la propiedad de que C; ;11 = Cyq1-in—i- En la proposicion
mostramos el comportamiento de un vector Fiedler en tales caminos.

Proposicién 4.3.5. Supongamos que P, ¢ es tal que C' es un peso que tiene
la propiedad de que Cj;y1 = Cyi1—in—i para todo i € {1,...,n}. Entonces,
st u es un vector Fiedler

u(a:z) + u(xnﬂ,,-) =0

para todo i € {1,...,n}.

Demostracion. Sea v un vector definido por v(z;) = u(n4+1-;) para todo
1 =1,...,n. Entonces, tenemos

(Lv)(x;) = Cippa[v(@i) — v(@ipn)] + Cimyglo(zi) — v(@i)]
= Ciiv1[W(@Tnt1-i) — u(Tn-i)] + Cimri[u(@ni1-:) — W(Tni2-4)]
= Cpr1—im—i[W(@ni1-i) — wW(@n-i)] + Cryoin—i[(Tni1-1) — u(Tpi2-i)]
= (Lu)(Tn+1-1)

a(Poc)u(Tni1-4)

a(Po,c)v (i)
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por lo que v también es un vector Fiedler. Luego, w = u + v es un vector
Fiedler o es el vector idénticamente cero. Demostraremos que w no puede
ser un vector Fiedler. Notemos que para todoi=1,...,n

w(x;) = u(x;) + v(w;)
= 0(Tnr1-i) + W(Tni1—;)

= W(Tpt1-i)-

Entonces, w no puede ser un vector Fiedler debido a que es imposible que
forme una sucesiéon monétona en P, . Por lo tanto, w es el vector idénti-
camente cero, lo cual concluye la prueba. [

En la proposicion [4.3.5) si n es impar, digamos n = 2m + 1, tenemos
que 2u(Zy,+1) = 0, lo que implica que u(zp,41) = 0.

Resulta que los vectores Fiedler se caracterizan por inducir exactamente
dos subgraficas conexas en donde su signo no cambia. Esto se establece
en el teorema [£.3.6] La demostracion requiere introducir el concepto de
matriz aciclica y algunos resultados sobre ellas. Para no extender mas este
trabajo, omitimos su demostraciéon. El teorema es un caso particular
del teorema que se puede encontrar en [I4] el cual es una version para
arboles.

Teorema 4.3.6 ([12]). Sea P, un camino y u un eigenvector que tiene
una de las siguientes propiedades:

(1) u no se anula y existe una unica arista xy tal que u(x)u(y) < 0.

(11) u se anula en un unico vértice x y u tiene el mismo signo en cada
componente que se obtienen después de quitar el vértice x.

Entonces, u es un vector Fiedler.

Usando el teorema [4.3.6] se puede comprobar que u definido por

( ) g T
u(lz;) =cos | — — —
J n 2n
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es un vector Fiedler de un camino de n vértices con peso idénticamente
1. Su conectividad algebraica es

a(P,) =2 —2cos (Z) .

n

La conectividad algebraica de algunas graficas con peso idénticamente 1
es conocida, e.g [I]. Se sabe que para un camino con pesos los eigenvalores
de L(P, ¢) son simples, es decir, que tienen multiplicidad uno (e.g. [0]). En
el teorema [4.3.7], demostramos que la conectividad algebraica de un camino
con pesos es simple.

Teorema 4.3.7. La conectividad algebraica de un camino con pesos es sim-
ple.

Demostracion. Sea por contradiccion. Supongamos que existen dos vectores
Fiedler u y v linealmente independientes. Sea

Wqo = U + .

Para todo a € R, w,, es un vector Fiedler. Sea

Note que, en un camino, un vector Fiedler no se anula en los vértices x;
y Z, (esto es porque si se anulara, digamos en x;, necesariamente deberia
anularse en o, pero los vectores Fiedler se anulan en a lo més un vértice).
Pero, w,,(x1) = 0. Esto es imposible. Por lo tanto a(F, ¢) es simple. ]

La proposicién y el teorema son el caso particular en caminos
de los resultados mas generales demostrados por Fiedler en [I12]. Queremos
mencionar que existen resultados similares para los demés eigenvectores,
una referencia donde pueden encontrarse es en [6]. Los resultados se refieren
al niimero de subgraficas conexas donde los eigenvectores no cambian de
signo, a los cuales se les llama graficas signo o dominios nodales.



Capitulo 5

Optimizaciéon de la conectividad
algebraica en caminos

En este capitulo presentamos dos problemas, relacionados entre si, en
los que el objetivo es encontrar los pesos que maximizan la conectividad
algebraica de una grafica bajo la condiciéon de que cierto valor permanez-
ca fijo. El primero de estos problemas lo presentamos en la secciéon y
corresponde a dejar fija la suma de los pesos. Este problema fue propues-
to y estudiado por Fiedler [14]. El segundo problema trata de dejar fija la
resistencia total de la grafica y lo presentamos en la seccion 5.2 Los resulta-
dos presentados en dicha secciéon constituyen la aportacion original de este
trabajo.

5.1. La Conectividad Algebraica Absoluta

En [14] Fiedler propuso el problema de maximizar la conectividad al-
gebraica de una grafica conexa con la condicion de que la suma de todos
los valores en las aristas sea igual al niimero de aristas, o dicho de otro
modo, que el promedio de todos los valores en las aristas sea igual a uno. A
tal valor maximo, Fiedler lo nombré conectividad algebraica absoluta.
Fiedler logro resolver por completo este problema en el caso de arboles y
demostroé que la conectividad algebraica absoluta de un arbol siempre es un
namero racional (cf. [14]). En esta seccion presentamos la solucion de Fied-
ler para el caso particular de caminos. La solucion para arboles en general

30
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puede consultarse en [14] y en [25] hay resultados para clases mas generales
de gréaficas.

Dada una grafica conexa GG, denotaremos por ¢’ (G) al conjunto de pesos

sobre G tales que
Z Cay = |E],

zyel

en donde |E| denota al ntimero de aristas de la grafica.

Definicion 5.1.1. Sea G una grdfica conexa. Al nimero

0(G) = max a(G
a(G) Cg%)a( c)

lo llamaremos conectividad algebraica absoluta.

El siguiente teorema que presentamos teorema fue probado por
Fiedler [I4] y resulta muy util para determinar la conectividad algebraica
de graficas en las que hay simetria. Este teorema nos dice que, bajo ciertas
condiciones, dada una grafica con peso es posible construir otro peso mas
simétrico que tiene la propiedad de aumentar la conectividad algebraica.
En consecuencia los pesos para los que se alcanza la conectividad algebraica
absoluta resultan ser simétricos. Describimos esto a continuacion.

Definicion 5.1.2. Dos aristas en una grifica G son equivalentes si existe
un automorfismo de G en si misma que mapea una arista en la otra.

Teorema 5.1.3 ([I3]). Sea G una grifica conexa. Dados pesos C € € (G),
existen pesos D € € (G) tales que los pesos en aristas equivalentes son
iguales y satisfacen a(G¢) < a(Gp).

Demostracion. Lo que haremos sera construir explicitamente al peso D a
partir del peso C. Si {¢1,...,¢s} es el conjunto de automorfismos de G,
para cada k € {1,...,s}, sea D® el peso dado por
k
D:(zy) = Cor(@)ony)-

Ya que los eigenvalores del laplaciano no cambian bajo automorfismos de
G, a(G¢) = a(Gpw) para todo k € {1,...,s}. Ahora, definimos el peso D
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CcOomo ) ( )
D:ry + te + Dzy
S

D_

Ty

y notemos que las siguientes igualdades son ciertas

1 S
> Duw=7 > > DY

zy€E(G) 2y€E(G) k=1

= |El.

En consecuencia, D € %(G). Luego, usando los incisos (b) y (c) de la
proposicion [.1.3] tenemos

a(Go) = é S a(Gpw) < alGo).

k=1

Finalmente, notemos que, si ¢ es un automorfismo de G, D,y = D (z)e(y)-
Entonces, D toma el mismo valor en aristas equivalentes. O]

El siguiente resultado es inmediato del teorema anterior.

Corolario 5.1.4. FEl peso que proporciona la conectividad algebraica abso-
luta se alcanza para un peso D € € (G) con la propiedad de que los pesos
en aristas equivalentes son iguales.

Entonces, en gréaficas donde todas las aristas son equivalentes entre si, la
conectividad algebraica absoluta la proporciona la grafica con peso idéntica-
mente 1. Por ejemplo, esto nos dice que en el caso de ciclos la conectividad
algebraica absoluta se alcanza para la grafica con peso 1 que es igual a (ver

e.g. [11)
4(Ch) = 2 — 2cos <2—”> |

n
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El siguiente resultado nos dice como deben ser los vectores Fiedler de la
conectividad algebraica absoluta en el caso de que su multiplicidad como
eigenvalor sea igual a 1. Es decir, en el caso en que Ay es un eigenvalor
simple. Nos da ademés una condicion suficiente para que un vector Fiedler
sea el que corresponde a la conectividad algebraica absoluta. Esto resulta
util para determinar la conectividad algebraica absoluta de manera eficiente
en el caso de caminos (Teorema [5.1.6).

Teorema 5.1.5 ([I4]). Supongamos que G es una grdfica conexa y C €
% (QG) es tal que a(Ge) = a(G). Entonces, si a(Ge) es un eigenvalor simple
y u es un vector Fiedler, entonces existe K > 0 tal que para todo xy € F

u(z) —u(y)| = K. (5.1)

Reciprocamente, si C' € € (G) es tal que a(G¢) es simple y un vector Fiedler
cumple para algin K > 0, entonces

a(Ge) = a(Q).

Demostracion. Sea w : E — R una funcién distinta de cero tal que

D way =0. (5.2)

zyeE

Dado r € R, la funcion v(r) : E — R definida por
v(r)=C+rw

cumple que

Z V(1)ay = Z (Cay + Tway) = |E].

rzyck ryck

Ahora, existe ¢ > 0 tal que, si |r| < &, y(r) es un peso sobre G. Luego,
debido a la optimalidad de C', tenemos

a(GV(r)) S a(GC).
Por otro lado, notemos que

L(Gy) = L(Ge) + rL(GL).
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Entonces, como a(G¢) es simple, se sigue de [20] que para r lo suficiente-
mente pequeno

a(Gyry) = a(Go) + rov.)(u) + o(r?)

donde o1,y (u) es el cociente de Rayleigh de L(G.,) evaluado en un vector
Fiedler asociado a a(G¢). Como consecuencia, a(Ge) < a(Gy(y), asi que
necesariamente

La igualdad anterior es cierta exactamente cuando
> wayluz) —u(y))* =0
ryel

y como esto es cierto para todo w : £ — R que cumple [5.2} se sigue que

u(z) —uly)| = K

para algin K > 0.

Supongamos ahora que C' € € (G), es tal que a(G¢) es simple y un vector
Fiedler u cumple para algin K > 0. Mostraremos que a(G¢) = a(G).
Para P € €(G) y vp eigenvector unitario asociado a a(Gp), consideremos
la funciéon

a(Gp) = oriep)(vr) = ) Poylvr(z) —vp(y))”.

zyel
Puesto que P esta en €(G), para algiun Zy € E tenemos
Py =|E| = > Py,
TYFALY

luego,

a(G (rE\ S r ) ) op@)?+ S Puy(up(n) — vp(y)?

TY#£TY TYATY
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y entonces
da(Gp) (%) —vp(y))? > ~\\2
5Pzw (|E| m;y ny) 3Pzw - (UP(:E) - 'UP(y))

O(vp(2) — vp(w))*
8Pzw

+ (vp(2) — vp(w))? + P,

+ Y PR, Olor(z ;Z:P( w))®

TYFLY
TYFzw

Luego, como (u(r) — u(y))?> = K? para algin K > 0

O(u(x) — u(y))*

—0.
0Py,

Por lo que

da(Ge))

op. — @) - w(@))? + (u(z) — u(w))? = 0.

Esto significa que C' es un méximo local. Para finalizar la demostracion,
probaremos que todo méximo local de a(Gp) es un maximo global. Supon-
gamos que D € €((G) es tal que

a(Ge) < a(Gp).

Para 0 < e < 1, sea H(e) = (1 —e)C + eD. Ahora, por por la proposicion
4.1.0

Esto significa que en cualquier vecindad de C' podemos hallar otro peso
donde la conectividad algebraica de GG es mayor, lo que contradice que C'
es un maximo local. Por lo tanto, C' debe ser un maximo global. O]
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Usando el teorema anterior, podemos resolver completamente el proble-
ma en caminos. Para ilustrar esto, revisaremos el siguiente ejemplo. Con-
sideremos el problema en el camino de cinco vértices. Sabemos que, si D
es el peso que proporciona la conectividad algebraica absoluta, los valores
en aristas equivalentes deben ser iguales. Entonces, usando la proposicion
y el teorema [£.3.4] podemos suponer que el peso y el vector Fiedler
asociado son de la forma mostrada en la grafica de la figura [5.1]

u(zy) u(zs) 0 —u(xe)  —u(xq)

Figura 5.1

Puesto que sabemos que la conectividad algebraica de un camino con
pesos es simple, podemos aplicar el teorema [5.1.50 El teorema [5.1.5 nos da
una condicion suficiente para que un vector Fiedler sea un vector Fiedler
asociado a a(P, p); debemos asignar los valores de u de manera que las
distancias de los valores en vértices adyacentes sea la misma. Pongamos
u(zy) = —2, luego u(xe) = —1 y u(zs) = 0. Entonces u es vector Fiedler
asociado a la conectividad algebraica absoluta a(P, p). Ahora, para obtener
los valores de Dy 9, Do3y (P, p), consideremos las igualdades:

2a(Fy.p) = (Lu)(z5) = D1

a(Pn,p) = (Lu)(z4) = Da3 — D1
que junto con la restriccion
2(D1g2+ Do) =4
forman el sistema de ecuaciones

Qd(Pn’D) = D
&(Pn,D) = D2,3 - D1,2
Do+ Doz =2

cuya solucion es: Dy = %, Dy 3 =

oy

y (Al(PmD) = %
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Notemos que el teorema nos da una caracterizacion concreta del
vector Fiedler para caminos. Esto nos permite, a su vez, calcular la co-
nectividad algebraica absoluta. Hacemos esto en el siguiente teorema. En la
demostracion del teorema tomamos un camino ligeramente distinto al ejem-
plo anterior al usar el cociente de Rayleigh, pero la idea es esencialmente la
misma.

Teorema 5.1.6 ([14]). La conectividad algebraica absoluta de un camino
de n vértices es

12
a(P,) = ———
n(n+1)
y el peso para el que se alcanza ese valor estd dado por
6k(n — k)
C = —"
Rkl n(n+1)

para k=1,....,n—1.

Demostracion. La idea es que, una vez que tenemos un vector Fiedler, po-
demos encontrar el valor de la conectividad algebraica y el peso asociado
con un sistema de ecuaciones. Vamos a elegir un vector cuya distancia entre
los valores de vértices adyacentes sea la misma. Consideremos el vector

u(zy) =2k — (n+1).

Entonces,

|u(zri1) — ulze)| =2
paratodo k =1,...,n—1. Ain no sabemos que u es un eigenvector, pero de
serlo, por el teorema[4.3.0]y el teorema serfa un vector Fiedler asociado
a la conectividad algebraica absoluta. Lo que haremos sera encontrar un
valor A y un peso C' de manera que u sea un eigenvector asociado a \. Si u
es un eigenvector, usando el cociente de Rayleigh tenemos

A= or(u)
Z;i Crppr[w(Trgr) — ulzy)]

> e W(@e)?
4(n—1)

— e u(z)?

2
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en donde hemos supuesto que C' € € (P,). Note que

n

D ulw)?=4> K —4(n+1)) k+n(n+1)

B n(n+1)(2n + 1)’“:1 n(n+1)
:4[ 5 }—4(714—1){7
n(n+1)(n— 1)'

]+Mn+U2

Asi que
12

n(n+1)
Ahora, vamos a encontrar el peso C'. De acuerdo con la definiciéon de lapla-

clano

Au(zy) = Chafu(zy) — ulxs)],

entonces,

De forma similar

Au(xg) = Calu(za) — u(xy)] + Coslu(za) — ulxs)]

=2(Cy 9 — Ca3)
y asi
2 - A
02’3 _ 0172 U(l’g)
2
12(n—2)
onn+1)°

Continuando con este proceso, se llega a que

6k(n — k)

C -
k,k-+1 n(n+ 1)
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y como

n—1 n—1 n—1
6k(n—k) _ 6 (nZk— k2>
~ n(n+ 1)  n(n+1)
=n-—1,

entonces, C' € ¥. Para finalizar la demostracion, debemos verificar que «
es un eigenvector. Tenemos que

(Lu)(zx) = 2(Cr-1k — Chr1)
2 k(1)
n(n+1) |

= \u(zy),

entonces, u es un eigenvector. Usando el teorema podemos concluir que
u es un vector Fiedler y por el teorema |5.1.5| es un vector Fiedler asociado
a la conectividad algebraica absoluta, por lo que

A =a(P).

5.2. Conectividad Algebraica maxima con
Resistencia Total fija

En [I5] Fiedler hace una revision de varios problemas de optimizacion en
una grafica. La idea general es maximizar o minimizar alguna caracteristica
de una grafica con pesos, sujeta a la condicion de que el promedio de los
valores en las aristas sea uno. En nuestro caso, estamos interesados en la
resistencia total de una grafica y en la conectividad algebraica de la misma.
En el articulo [I6], se aborda el problema de minimizar la resistencia total
de una grafica sujeta a que la suma de los pesos sea igual a 1. En esta
seccion proponemos el problema de maximizar la conectividad algebraica
sujeta a la condiciéon de mantener la resistencia total fija. Denotaremos por
a(@G) a la conectividad algebraica méaxima de la grafica G sujeta a que la
resistencia total sea igual a 1.
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Abordaremos el problema solo en caminos debido a que poseemos una
expresion explicita para R(P, ). En este trabajo solo presentamos las so-
luciones para P3 y P, (La solucién para P, es directa). Ademaés, analogo
a lo que hizo Fiedler, proponemos una conjetura que permite restringir la
biisqueda de los pesos 6ptimos. Resumimos lo anterior en la siguiente defi-
nicion:

Definicion 5.2.1. Definimos a(P,) como el siguiente mdzximo

a(P,) = Cg@z%)lgn) a(P,),

donde Z(P,) denota al conjunto de pesos tales que R(P,¢) = 1.

Recordemos que en un camino P, ¢, la resistencia total esta dada por
la expresion

R(P.c) = nz k(n — k)

c .
i1 Ukt

Como vimos en la seccion [5.1] Fiedler logré demostrar que los pesos que
dan la conectividad algebraica absoluta, son aquellos que en aristas equi-
valentes toman los mismos valores (lema [5.1.3). En resumen, la idea de la
demostracion proporcionada por Fiedler consiste en que, dado un peso C,
se puede construir un nuevo peso que mantenga el promedio de los valores
de las aristas (es decir, que siga cumpliendo la restriccion), pero cuya conec-
tividad algebraica resultante sea mayor o igual y que en aristas equivalentes
tome el mismo valor. Siguiendo esa misma idea, dada una grafica G y un
peso C' sobre ella, deseamos encontrar un nuevo peso D en funcién de C
de tal manera que la resistencia total de Gp sea la misma que G¢, que en
aristas equivalentes tome el mismo valor y que la conectividad algebraica de
G con el peso D no disminuya. Para el caso especifico de caminos tenemos
lo siguiente:

Sea P, ¢ tal que R(P, ) = 1. Definase el peso D de la siguiente manera:

1 1 !
! Crir1 Cack—1)n—k
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es decir, tomamos la media armoénica de los valores que C' toma en aristas
equivalentes. Luego, se siguen las siguientes igualdades

—_

3

k(n — k)

Dy g1

1
1 1
kin—k + )
] ( ) (Ok k1 O (k=1)n—k

k(n—k) <~ k(n

( Crrrt +ZCn (k—1),n— k)
k=1 k=1

1

R(PH,D) =

Eod

=1

n—

N —

[y

Por lo tanto, el peso D construido de esa manera preserva la resistencia
total de un camino. El siguiente paso consiste en demostrar que la conectivi-
dad algebraica no disminuye. En P; la respuesta es inmediata: la conectivi-
dad algebraica es la misma. Demostraremos que en Ps y Pj la conectividad
algebraica no disminuye al tomar el peso D.

5.2.1. El caso de P;

Lema 5.2.2. Sea C' un peso sobre P;y. Tomemos el peso D dado por

2
Dig=— I
Ci2 + Ca3
Da3 = D1
Entonces, a(Ps¢) < a(Ps,p).
Demostracion. Consideremos el vector v = (1,0,—1), el cual, es vector

Fiedler asociado a a(Ps p). Esto se justifica viendo que u es un eigenvector
y usando el teorema [£.3.6] Luego, tomemos

v(a) =au+ (—1,2,—1)
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y notemos que, para todo «, v(a) es ortogonal a los vectores constantes.
Ahora, el cociente de Rayleigh de L(P; ) evaluado en v(«) es

. 0172[04 -1 2]2 + 02’3[2 — (—Oé — 1)]2
B (@ —1)2422 4 (—a —1)2

. CLQ(g — 04)2 + 02,3<Oé + 3)2

B 202 46

OL(Ps o) [v(a)]

Sea

o = 3 Cio+ Co
’ Cia—Caz)’

Entonces, se sigue lo siguiente

Por la proposicion [1.1.17]
a(Ps,c) < 0rn(py o) [v(e)]
para todo «. Por lo tanto, se tiene que
a(Psc) < a(Psp).

Notemos que la igualdad se da exactamente cuando C o = Cy 3. O

Como consecuencia de este lema, el peso en el que se alcanza la conec-
tividad algebraica méxima debe estar en el subconjunto de pesos tales que
en aristas equivalentes toman el mismo valor (figura [5.2)).

@ D, @ D5 @

Figura 5.2: P5 con peso simétrico
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Ahora, usando el lema [5.2.2] es posible resolver el problema que propo-
nemos en el camino de tres vértices de forma inmediata:

Sabemos que
a(P3) = 17

y por el lema |4.1.3] se sigue que
a(P3p) = D,

donde D es tal que Dy 9 = Dy 3 y tal que cumple la restriccion

1 1
1=R(Pyp)=2(— +—).
(Py.p) (Dl,z * D2,3)

De la restriccion obtenemos D 5 = 4, por lo que necesariamente

a(P;) = 4.

Sin embargo, atn sin usar el lema [5.2.2] es posible resolver el problema
en el camino de tres vértices de forma directa; encontrando una expresion
explicita de a(Ps ). Para encontrar esta forma explicita, recordemos que

A(Psc) + A3(Psc) = Tr(L(Psc)) = 2(Ci o+ Ca3)
siendo Tr(L(Ps¢)) la traza de L(Ps¢), y que

1 1 1 1
3 + —R(Pe)=2( =+ =),
(Az(Ps,c) >\3(P3,0)> (Fsc) (01,2 02,3)

usando el teorema [3.4.3] Entonces, resolviendo el sistema de ecuaciones

M (Psc) + A3(Ps o) = 2(Cra + Ca3)

11 _2(1+1)
M(Psc)  As3(Pse) 3\ Ciz2  Cas

obtenemos que los eigenvalores de L(Ps ) son

Xo(Ps o) = (Cra+ Ca3) — \/(01,2 — Cy3)% 4+ C1 203
A3(Ps ) = (Cra+ Cag) + \/(01,2 — Cy3)%2 + (1205 3.
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Nuestra intencién es maximizar

a(Ps o) = (Cra+ Ca3) — \/(01,2 — Cy3)? 4+ C1 2053 (5.3)

sujeta a la restriccion

1 1
2 —+—1] =1.
(01,2 02,3)

Despejando Cs 3 se obtiene que

201’2

Oy = —12
2,3 01’2 _ 27

luego, sustituyendo en [5.3] queda la funciéon de una sola variable

Cio— \/01272 — 65— 12

a(Psc) = Cio c 5
12 —

Si multiplicamos y dividimos por el factor C o+ \/CiQ — 6C 2 — 12, resulta

la expresion

6C1 2
CL(P370) = - .
Cia+ \/012,2 — 6C 5 — 12
Ahora, siendo r = é, esto se puede escribir como

6
a(Psc) = .
e RN T T e

De esta ultima expresion se observa que a(Ps ) se maximiza exactamente
cuando 12r? — 6r + 1 se minimiza, lo cual, ocurre cuando r = i, es decir,
cuando (5 = 4. Sustituyendo, resulta que Cy3 = 4. Esto coincide con lo
que se habia obtenido antes. Este resultado lo enunciamos a continuacion.

Teorema 5.2.3. Se tiene que
a(Ps) = 4.
El peso que proporciona dicho mdximo estd dado por

01’2 =4
0273 =4.
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5.2.2. El caso de P,

Para el camino de cuatro vértices con pesos, también tenemos el lema
analogo.

Lema 5.2.4. Dado P, definamos el peso D como

2
Dip=— + 1
Ci,2 C34
Dy3=0Cop
D3y = Do
entonces, a(Pyc) < a(Pyp).
Demostracion. Sea u un vector Fiedler asociado a a(Py p), con ||u|| = 1. De

acuerdo con el teorema y la proposicién , sabemos que u tiene
la forma

u = (—u(zy), —u(zs), u(zs), u(z1)).
Consideremos el vector
v(a) =u+a(l,—-1,-1,1)

= (a—u(xy), —a — u(xs), —a + u(xs), o + u(xy)).

El vector v(a) es ortogonal a los vectores constantes para cualquier .
Por otro lado, el cociente de Rayleigh de L(P; ) evaluado en v(«) es

oL(py o) V()] = m {Cral(a —u(z1)) — (—o — u(x2))]?

+Ca,5](—a — u(w2)) — (o + u(x2))]* + Csal(—a + u(x2)) — (o + u(z1)))*}

en donde

lo(@)l[* = [a = u(z)] + [—a — u(@2)]* + [a + u(22)]* + [0 + u(z1)]*.

Luego de simplificar, se puede escribir como

1

Tl +1 { 40*(Cr2 + C34) +4dafu(rs) — u(21)](Cra — Cs4)

+ 4u(x2)?Cy 3 + (Cr 2 + Cs4)[u(ra) — ul(zy)]* }.

or(po)v(a)]
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Para
(1) = u(22))(Crp — C34)
Qo —
2(01’2 + 03,4>
se tiene
1 [u(z1) — u(z9)]?4C1 2C3 4 2
= e 4
ouircfoton)] = ey (MG
_ 2D172 [U(l‘l) — U(ZL‘Q)P + D23 [2U({lf2)]2
4o +1
_ QL(P4,D)(U')
4o +1
_ CL(P47D)
4o +1
< a(Pyp).

La igualdad se da si C1 3 = C34. Debido a la proposicion [1.1.17]
a(Pyc) < ov(pyo)[v(e)],
y se tiene que la desigualdad es cierta para todo «, lo que implica que
a(Pyc) < a(Pyp)

como se queria demostrar. [

Entonces, el peso que proporciona la conectividad algebraica méxima
en Py, debe ser tal que C 5 = C54 (ver figura [5.3)).

O BHOE)

Figura 5.3: P, con peso simétrico

Es posible obtener una expresion explicita de a(Py ) bajo el supuesto
de que el peso C' es tal que Cy 9 = Cs 4. En tal caso, podemos suponer que



CAPITULO 5. OPTIMIZACION DE LA CONECTIVIDAD
ALGEBRAICA EN CAMINOS 97

el eigenvector, u, asociado a a(Py¢) es de la forma:
-Pp

=-—1
1
p

Luego, tenemos que (Lu)(x3) y (Lu)(xy) estan dados por

a(Pyc)p = Cia(p—1)
a<P47c) = 0172(]_ — p) + 202’3.

Notemos que las igualdades anteriores forman un sistema de ecuaciones que
es posible resolver para a(Py ) y p. Al resolver se obtiene que

(I(P47c) == (01,2 + 02,3) - \/012’2 + 02273. (54)

Nuestra intenciéon es maximizar a(P, ), sujeto a que

6 4

1:R(P47c>:@+@

Si despejamos Cs 3 de la restriccion tenemos que

luego, sustituyendo en , se obtiene (luego de simplificar)

C11,2 (CLQ -2 \/(0172 — 6)2 + 42>
01,2 —6 i

G(P47c) =

Multiplicando y dividiendo por C1 2 — 2 4 /(C12 — 6)% + 42, queda

8C 2

Pio) = .
a(Fac) Cra—2—/(Cra—06) + 2
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Poniendo r = ﬁ la expresion anterior puede escribirse como

8
(1—2r) 4+ /(1 —6r)2 + (4r)2

CL(P470) =

El problema ahora consiste en minimizar la funciéon dada por

f(r) =1 =2r) + /(1 —6r)2+ (4r)2.

Tenemos que
6(6r — 1)+ 167

V(6r —1)2 + (47“)27

entonces, al resolver la ecuacion f/(r) =0

fr) = -

1
r= .
9—1/3

Luego, después de calcular f”, usando GeoGebra para evaluar, resulta que

1 9_1\@ ~ 83,138 > 0, entonces, r es un minimo local. Por lo tanto, el
peso 6ptimo esta dado por

Cra=9-V3
Cos =16 + 4V/3
0374:9—\/5

resultando que a(Py) = 25— 3v/3— /388 — 110v/3 ~ 6,143. Resumimos

lo anterior en el siguiente resultado.

Teorema 5.2.5. Se tiene que

a(Py) =25 — 3v/3 — /388 — 110V/3 ~ 6,143.
El peso donde se alcanza el mdzrimo estd definido por
01,2 == 9 - \/g
Chs =16 + 4V/3
Cs4=9— /3.
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