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Resumen

En este trabajo se propone un modelo matematico para el abastecimiento de agua en la re-
gi6n de Pachuca de Soto, Hidalgo, México. El modelo considera la interaccion entre las tres
principales fuentes naturales que abastecen a la regidn; agua superficial, agua subterrdnea y
agua de recarga. El modelo se bas6 en un balance de materia en estado no estacionario sobre
las fuentes de abastecimiento, dando lugar a un sistema no auténomo de ecuaciones diferencia-
les ordinarias. Los pardmetros del sistema se calibraron con datos experimentales obtenidos del
Sistema Nacional de Informacion sobre el Agua. Por ultimo, se realizé un analisis cualitativo
para determinar la naturaleza de sus puntos de equilibrio. Se comprob6 que las tres fuentes de
agua presentan una dindmica oscilatoria. Este comportamiento es mas pronunciado en la fuente
superficial y de recarga y menos pronunciado en la fuente subterrdnea, donde se encontré una
tendencia a la disminucion. Entre los puntos de equilibrio encontrados, el origen, que se inter-
preta como “’punto apocaliptico”, resulta ser un punto de silla. Es importante destacar que el
sistema propuesto en este trabajo model6 con éxito el comportamiento del agua en la regién con
un error medio cuadratico promedio de 0.006189956.

Abstract

In this work, a mathematical model for the water supply in the region of Pachuca de Soto,
Hidalgo, México, is proposed. The model considers the interaction between the three main na-
tural sources that supply the region; surface water, groundwater and recharge water. The model
was based on a non-steady-state balance of matter over the supply sources, giving rise to a non
autonomous system of ordinary differential equations. The system parameters were calibrated
with experimental data obtained from the National Water Information System. Finally, a quali-
tative analysis was performed to determine the nature of their equilibrium points. It was verified
that the three water sources have oscillatory dynamics. This behavior is more pronounced in the
surface source and recharge and less pronounced in the groundwater source, where a tendency
to decrease was found. Among the equilibrium points found, the origin, which is interpreted
as an “apocalyptic point”, is proved to be a saddle point. It is important to highlight that the
system proposed in this work successfully modeled the behavior of water in the region with a
MSE = 0.006189956.
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Introduccion

El agua potable se ha convertido cada vez mds en un tema de preocupacion en todo el mun-
do, hasta el punto de que ya no se puede dar por sentada la certeza de la suficiencia de agua
disponible para el consumo humano en los préximos afios. La relevancia de esta preocupacion
se hace urgente si tenemos en cuenta la diversidad de la distribucion del agua, ya que aproxi-
madamente el 75 % de la poblacion humana se concentra en zonas donde s6lo se dispone del
20% del agua potable [Toledo, 2002]. Se ha documentado que la escasez de agua impacta di-
rectamente en los hogares, la industria, la agricultura, asi como en otros sectores economicos,
provocando incrementos de precios en la canasta basica de alimentos [Esparza, 2014]. Se prevé
que para el afio 2025, alrededor del 80 % de la poblacién mundial experimentard condiciones de
muy alta escasez de agua y un tercio de la poblacion vivird situaciones consideradas .2ltamente
catastréficas”’por falta de agua [Toledo, 2002].

El agua es un motor para el crecimiento y desarrollo de cualquier sociedad, por lo que es muy
relevante contar con un acceso confiable en cantidad y calidad [Silva et al., 2006]. En México, la
Comision de Agua y Alcantarillado de los Sistemas Intermunicipales (CAASIM), la Comision
Nacional del Agua (CONAGUA), el Instituto Mexicano de Tecnologia del Agua (IMTA), el Ins-
tituto Nacional de Estadistica y Geografia (INEGI), el Programa de Indicadores de Gestion para
Organismos Operadores (PIGOO) y el Sistema Nacional de Informacién del Agua (SINA), son
los encargados de manejar la informacién del agua en el pais. Entre otras cosas, estos organis-
mos publican estadisticas y modelos matematicos basicos sobre el balance hidrico, que permiten
tener una idea general de como se distribuye el agua. Sin embargo, la mayoria de estos modelos
carecen de precision y exactitud porque consideran los caudales en régimen constante. Ademas,
los modelos disponibles parecen considerar estable la variacion de los recursos con respecto al
tiempo, a pesar de que los datos muestran su disminucién. Por lo tanto, no es aconsejable basarse
en la informacion estadistica accesible para predecir con exactitud la disponibilidad de agua.

Entre los pocos trabajos donde se modela la oferta/demanda de agua en México consideran-
do regimenes no constantes se encuentran los analizados en [Martinez et al., 2011] y [Martinez

et al., 2013]. En estos trabajos se modela la interaccion entre el agua subterranea y el agua su-
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perficial. Por otro lado, en [Tzatchkov & Alcocer, 2016] los autores modelan la variacién del
consumo de agua potable utilizando métodos estocasticos. Otra forma de abordar este problema
se describe en [Herndndez et al., 2016]. Basandose en el suministro de petréleo y gas los autores
evaluaron las fuentes de abastecimiento de agua subterranea en la region del Valle del Mezquital.
En el mismo afio, en [Montesillo, 2017], los autores demuestran mediante un analisis estadistico
que la tasa de crecimiento de la poblacidn es un factor determinante de la cantidad de demanda
de agua potable en México.

Este trabajo surge de la necesidad de modelar la interaccion de las fuentes naturales de agua
que abastecen la region, considerando caudales variables con el fin de tener una mejor apro-
ximacion de la dindmica del abastecimiento de agua potable en la regiéon de Pachuca de Soto,
Hidalgo. Esto contrasta fuertemente con la literatura disponible donde, para los autores, los cau-
dales estimados se consideran como constantes.

En este trabajo se presenta un sistema dindmico para el abastecimiento de agua potable en
la regién de Pachuca de Soto, Hidalgo. En el modelo propuesto se establecen como variables
las siguientes tres fuentes naturales de agua disponibles en la region: agua superficial, agua sub-
terrdnea y recarga natural. Para desarrollar el modelo se realizé un diagrama de interacciones
entre las fuentes y se propuso un balance de materia no estacionario [Felder & Rousseau, 2004].
A continuacion, se modelizé cada uno de los flujos teniendo en cuenta la interaccion entre las
variables. Posteriormente, se calibra el modelo con datos experimentales [Gobierno de México,
2014]. Dado que la propuesta en este trabajo puede considerarse como un fenémeno continuo,
se sigue el trabajo con balances de materia en regimenes no estacionarios [Contreras et al., 2018].

A partir de las ecuaciones de equilibrio, se obtuvo un sistema de tres ecuaciones diferenciales
ordinarias. Posteriormente se llevé a cabo un andlisis cualitativo para determinar la estabilidad
de sus puntos de equilibrio. Este andlisis permite comprender la dindmica del agua asi como el
comportamiento y escenarios catastroficos en el suministro de agua potable. El modelo mostro
que la cantidad de agua disponible en la region de Pachuca tiende a disminuir con el tiempo.
De acuerdo con las simulaciones computacionales mostradas, existen escenarios en los que la
cantidad de agua puede incluso aumentar si se modifican algunas condiciones iniciales.

La presente tesis se organiza de la siguiente manera. En el Capitulo 1, se abordan los sis-
temas dindmicos autébnomos, proporcionando las definiciones y conceptos fundamentales para
comprender el tema central de la investigacion. El Capitulo 2 se centra en los sistemas dindmicos
no auténomos, analizando su estabilidad y explorando sus aplicaciones en diversos campos. En
el Capitulo 3 se examina el agua en diferentes contextos geogréficos, abarcando su distribucién
y caracteristicas a nivel mundial, en México y especificamente en la region de estudio. A conti-
nuacion, en el Capitulo 4 se presenta el modelo SUR, detallando su desarrollo y planteamiento.
El Capitulo 5 se dedica al anélisis de estabilidad del modelo SUR, evaluando su comportamiento
en diferentes escenarios. En el Capitulo 6 se lleva a cabo un andlisis numérico del modelo SUR,
realizando simulaciones y representando graficamente los resultados obtenidos. Los resultados
se discuten en el Capitulo 7, donde se presentan las conclusiones derivadas del trabajo realiza-
do. Finalmente, en el Capitulo 8 se aborda el conflicto de interés y la disponibilidad de datos,
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asegurando la transparencia y ética en la investigacion. Ademas, se incluyen la bibliografia y los
anexos que complementan y respaldan el desarrollo de la tesis.
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CAPITULO

Preliminares: sistemas dinamicos autonomos

En este capitulo de preliminares se presentard la teoria de sistemas dindmicos auténomos,
los cuales son un objeto de estudio importante en matemdticas, fisica, biologia, ingenieria y
otras dreas. Los sistemas dindmicos autonomos describen el comportamiento temporal de un
sistema que evoluciona en el tiempo sin la influencia de factores externos.

Los sistemas dindmicos son modelos matematicos que describen cdmo evolucionan ciertas
variables a lo largo del tiempo, y son de gran importancia en una amplia variedad de disciplinas
cientificas y tecnoldgicas. En particular, los sistemas dindmicos auténomos son aquellos en los
que la evolucion de las variables depende unicamente de su estado actual, sin que intervengan
factores externos. Estos sistemas se presentan en problemas tan diversos como el movimiento
de los planetas, la propagacion de epidemias, la dindmica de poblaciones, el comportamiento de
sistemas eléctricos o electrénicos, y muchos otros [Hirsch et al., 2013].

El estudio de los sistemas dindmicos se ha desarrollado de manera intensa y fructifera du-
rante mas de un siglo, y ha llevado a la formulacién de importantes teoremas y herramientas ma-
temadticas para el andlisis de su comportamiento. Entre las principales preguntas que se pueden
plantear sobre un sistema dindmico se encuentran la existencia y estabilidad de puntos de equi-
librio, la caracterizacion de trayectorias periddicas o cadticas, la identificacién de bifurcaciones
o transiciones en su comportamiento, y la posibilidad de controlar o manipular su evolucién
[Strogatz, 2018].

En este capitulo, nos enfocaremos en el estudio de sistemas dindmicos auténomos desde un
punto de vista matemaético riguroso, comenzando con el caso mas sencillo de sistemas lineales
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16 CAPITULO 1. PRELIMINARES: SISTEMAS DINAMICOS AUTONOMOS

bidimensionales y extendiéndonos gradualmente a sistemas no lineales de dimensién arbitra-
ria. Veremos las definiciones y conceptos fundamentales, como puntos de equilibrio, estabilidad
y linealizacion, y nos centraremos en teoremas clave como el teorema de Hartman-Grobman
y el teorema de Poincaré-Bendixson. También exploraremos algunos ejemplos interesantes de
sistemas dindmicos, y discutiremos su relevancia en diferentes dreas de la ciencia y la tecnologia.

1.1

Definiciones

Antes de adentrarnos en el estudio de los sistemas dindmicos autébnomos, es importante te-
ner claridad sobre algunos conceptos fundamentales. En esta seccion, presentamos un conjunto
de definiciones que nos permitirdn comprender de manera precisa y rigurosa los términos que
utilizaremos a lo largo del texto. Las definiciones aqui presentadas se basan en la literatura es-
pecializada y se han seleccionado cuidadosamente para asegurar una adecuada comprension de
los sistemas dindmicos autébnomos.

Definicion 1.1. Llamaremos sistema dindmico a un sistema de ecuaciones diferenciales de la
forma:

= = F(Y) (1.1)

donde F: R" — R", Y(t) = (x1(t),x2(t), ..., xa(t)) y ¥ = (dxé[(t) : dxjt(t) feees dxgt(t)). Dicho sis-

tema se puede ver como:

d
% fl(xl,xz,...,xn)

D | = : (1.2)
ddit" fn(x17x27"'7xn)

A cada una de las x;i(t) se les llama variables de estado del sistema.

Definicion 1.2. Se dice que el sistema es auténomo si se escribe en forma % =F(Y). En caso

contrario, se dice que es no autonomo.
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Definicion 1.3. Decimos que un sistema dindmico es lineal si se puede expresar como % =AY,
donde A = |a;}] es una matriz de coeficientes. Es decir:

2 aip -0 oam\ (X
Sl= 0 : (1.3)
dxn a DRy a x
a nl nn n
Definicion 1.4. Los planos formados por los valores (x,,x,) para p,q=1,2,...,n los llamamos

planos fase X,X,.

Definicién 1.5. Una curva solucién C = (x,(t),x,4(t)) para p,q =1,2,...,n, en los planos fa-
se XpX,, estd definida por el par de funciones x,(t) y x4(t) que son solucion de la ecuacion (1.1).

Definicion 1.6. Al conjunto de vectores F(Y) tangentes a las trayectorias, los llamaremos cam-
po de direcciones (o vectorial) del sistema (1.1).

Definicion 1.7. Llamamos puntos de equilibrio (o criticos) a aquellos puntos Yo = Y(t), tales
que F(Yo) = O. Cabe resaltar que los puntos criticos son solucion de (1.1).

Teorema 1.1. Considérese el sistema dindmico lineal d‘c{h(t) = AY(¢t). Si det(A) # 0, entonces el
tinico punto de equilibrio del sistema es el origen.

Demostracion. Supongamos que Yy es un punto de equilibrio del sistema, es decir, AYy = 0. Si
det(A) # 0, entonces la matriz A es invertible. Podemos entonces multiplicar ambos lados de la
ecuacién por la matriz inversa A~! para obtener:

A TAY,=A"10

lo que implica que Yo = 0. Por lo tanto, el dnico punto de equilibrio del sistema es el origen.
O

Definicion 1.8. EI punto Y es un punto de equilibrio estable si Ve > 0,38 > 0 tal que si Y (t) es
una solucion del sistema 'y |Y (to) — Yo| < 8, para algiin ty, entonces para todo t > t( se cumple
que |Y(t) — Yo| < €.

Definicion 1.9. El punto Y es un punto de equilibrio asintéticamente estable si 10 > 0 tal que
si Y (t) es una solucion del sistema, y |Y (ty) — Yo| < 0 para algiin ty, entonces cuando t — o se
tiene que Y(t) — Y.

Definicion 1.10. Todo punto de equilibrio que no sea estable le llamaremos inestable.
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1.2

Sistemas de dos dimensiones

En este estudio, comenzaremos con sistemas dindmicos bidimensionales, ya que estos permi-
ten una observacion grafica clara de los distintos puntos estables presentes. Un sistema dindmico
bidimensional se puede representar de la siguiente forma:

dx

Z _f(x7y)
dy

o = 8y)

En este contexto, es importante distinguir entre sistemas lineales y no lineales de dos dimen-
siones.

En lo que sigue, exploraremos los sistemas dindmicos lineales y no lineales de dos dimen-
siones, respectivamente, para analizar cémo se comportan los puntos estables y entender mejor
su dindmica.

1.2.1

Sistemas bidimensionales lineales

Un sistema dindmico auténomo lineal bidimensional se define como un conjunto de dos
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden de la forma:

d
d—); =ax+by
d
d_i) =cx+dy

Donde a, b, ¢ y d son constantes y se denominan coeficientes del sistema. Estas ecuaciones
son lineales en x e y, y su solucién general se puede expresar como una combinacién lineal de
exponenciales con coeficientes constantes.
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La solucién del sistema se puede obtener por medio de la matriz exponencial, dada por:

X(1) = VX,

donde A es la matriz de coeficientes del sistema.

En los sistemas dindmicos lineales bidimensionales, los valores propios de la matriz A deter-
minan el comportamiento cualitativo de las soluciones del sistema. Especificamente, se pueden
identificar los siguientes casos [Hirsch et al., 2013]:

= Si ambos valores propios son reales y de signo opuesto, se tiene un punto de silla.

= Si ambos valores propios son reales y del mismo signo, se tiene un nodo estable si ambos
son negativos, o un nodo inestable si ambos son positivos.

= Si ambos valores propios son complejos conjugados con parte real negativa, se tiene un
foco estable.

= Si ambos valores propios son complejos conjugados con parte real positiva, se tiene un
foco inestable.

= Si los valores propios son complejos conjugados con parte real cero, se tiene un centro.

= Si uno de los valores propios es 0 y el otro es positivo, se tiene un punto de equilibrio no
hiperbdlico (también conocido como punto silla degenerado).

= Siuno de los valores propios es 0y el otro es negativo, se tiene un nodo estable degenerado
si la derivada de la funcidn del sistema es negativa en la direccion transversal al conjunto
de equilibrio, o un nodo inestable degenerado si la derivada es positiva en la direccién
transversal.

= Si ambos valores propios son 0, se tiene un punto de equilibrio degenerado.

Consultar la figura 1.1, ahi se pueden observar los distintos casos de comportamientos men-
cionados.

1.2.2

Sistemas bidimensionales no lineales

Para el caso de sistemas bidimensionales no lineales, se puede recurrir al teorema de li-
nealizacion que establece que cerca de un punto de equilibrio, un sistema no lineal puede ser
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aproximado por un sistema lineal. La demostracion de este teorema se basa en la expansion de
Taylor de las funciones no lineales alrededor del punto de equilibrio. A continuacién se presenta
un caso particular en dicho teorema para el caso de dos dimensiones:

Teorema 1.2. Supongamos que tenemos un sistema dindmico autonomo no lineal dado por:

X1 = fi(xr,...,X,)

Xn = fn(x1,...,%)
donde fi,...,f, son funciones continuamente diferenciables en alguna region alrededor de un
punto de equilibrio (x7,...,x;). Entonces, se cumple que el sistema:
X Ji(x1, .. x)
x‘n fn(xl,...,xn)
Se puede aproximar al sistema lineal:
. dfi(xf,...x}) df1(xf,...xn)* N
X1 oxy tee 0x, X1 —X1
X, A fn(x7,....x) A fn(x7,...X5) Xn _x:‘l
o0xy e 0xy
s % X
En las cercanias del punto (xj,...,x}).
Demostracion. Supongamos que (x7,...,x;) es un punto de equilibrio del sistema. Para com-
prender mejor lo que ocurre con las soluciones cercanas a este punto, necesitamos linealizar el
sistema en las inmediaciones de (x7,...,x;). Para hacerlo, podemos utilizar una expansién en

series de Taylor de cada una de las funciones en torno a dicho punto. De esta manera, podremos
obtener una aproximacion lineal del sistema que nos permitird analizar su comportamiento en la
vecindad de (x},...,x}).

DA, 1))

Ifi (e
fl(X1,...,xn):fl(xT,...,x;)qLa—XI(xl—xT)—{—...—{—M

axn (x'l —X;:) +01

dfu(x],...,xp5) dfulx},...,xp)
oxi dx,

Donde los términos Oy,... O, representan el resto de la serie de Taylor de las funciones da-

das, como (x7,...,x;) es un punto de equilibrio por hipétesis, entonces fi(x],...,x;) = ... =

fa(xi,...,x;) =0, si despreciamos los terminos de residuo se puede reescribir como sigue:

Sa(X1yeeosxn) = fu(x], .. 0x0) + (x;1—x])+...+ (xp—x,)+ 0O,
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It ) 3 il .
fl(xl,---,xn)%fl(gflx)(xl—x1)+---+%(?€n—xn>

- dfu(x},...,xp5)

Fu(X1ye e ) o (xl—x]k)+...+T"(xn—xZ)

Lo que en su forma matricial se escribe como:

. A fi(x,...x;) A f1(x],....xn)* "
X1 dxy dx, X1 — X
N : : : (1.4)
X, Uleies) Al |\, —
o0xy ox,
que es lo que se pretendia demostrar. [

Observacion: Note que la ecuacion (1.4) en el caso de 2 ecuaciones diferenciales x = f(x,y),y =
g(x,y) con punto de equilibrio (xo,yo) es:

i 3f(go,yo) 9f(§o,yo) X—xo
(y) ~ <8g(§o7yo) 9g(§oy7yo)) (y—y0> (1.5

X y

Cabe resaltar que (1.5) es un sistema lineal bidimensional. En general, el teorema 1.2 nos
dice que se puede aproximar un sistema no lineal a uno lineal en las cercanias del punto de equili-
brio, obteniendo un comportamiento similar al expuesto anteriormente en el punto de equilibrio.

1.2.3

Interpretacion geométrica de las soluciones

La interpretacion geométrica de las soluciones de un sistema auténomo de dos ecuaciones
diferenciales se puede hacer en términos de las trayectorias en el plano fase. Las trayectorias son
curvas que describen como se comportan las soluciones en el espacio de estados. A continuacion,
se presentan algunas propiedades geométricas importantes de las trayectorias.

= Las trayectorias tienden a ser paralelas en regiones en las que el campo vectorial es uni-
forme. Esto se debe a que el campo vectorial describe la direccion de la derivada en cada
punto, y por lo tanto, en una regién uniforme, el cambio de la derivada es constante y las
trayectorias son rectas paralelas.
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= Las trayectorias pueden converger hacia un punto fijo o alejarse de él. Un punto fijo es
un estado del sistema que no cambia en el tiempo, es decir, una solucién constante. Las
trayectorias cercanas a un punto fijo se acercan o se alejan de él dependiendo de la orien-
tacion del campo vectorial en esa region. Si el campo vectorial apunta hacia el punto fijo,
entonces las trayectorias cercanas a €l convergen hacia él, mientras que si apunta lejos del
punto fijo, las trayectorias se alejan de él.

= Las trayectorias pueden ser cerradas, es decir, una trayectoria completa es una curva ce-
rrada que se repite periddicamente. Esto ocurre cuando hay un ciclo limite en el plano
fase, que es una curva cerrada que no se cruza a si misma y que es un limite para todas las
trayectorias cercanas.

Estas propiedades geométricas son importantes para entender el comportamiento de las solu-
ciones en el tiempo. En particular, pueden ayudar a identificar los puntos fijos y los ciclos limite
del sistema, que son importantes en el analisis de estabilidad y bifurcacion.

1.2.4

El plano traza-determinante

En el estudio de sistemas dinamicos autonomos de dos dimensiones, es util utilizar el diagra-
ma traza-determinante para determinar el tipo de puntos de equilibrio del sistema. Este diagrama
se construye a partir de las ecuaciones del sistema, que se pueden escribir de la forma:

(1.6)

donde f'y g son funciones continuamente diferenciables en algiin dominio del plano (x,y). Los
puntos de equilibrio (xg,yp) son aquellos que satisfacen f(xq,y0) =0y g(x0,y0) = 0.

Para construir el diagrama traza-determinante, se considera la matriz jacobiana del sistema
evaluada en cada punto de equilibrio:

af aof
55 X0, 3y X0,

J(x0.30) = 3§( 0,50) gg( 0,50) (17
ox (x0,y0) 35 (x0,50)

La traza de esta matriz se define como la suma de los elementos diagonales:
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af dg

T = tr(J(x0,y0)) = x(xo,yo) + a—y(XO,YO) (1.8)

y el determinante se define como el producto de los elementos diagonales menos el producto
de los elementos fuera de la diagonal:

0 0 0 0
D = det(J(xo,¥0)) = a—ic(xo,yo)a—i(xo,yo) - a—]yc(xo,yo)a—i(xo,yo) (1.9)

Se puede demostrar que la traza y el determinante de la matriz jacobiana determinan el tipo de
punto de equilibrio del sistema. En particular, si 7) > 0y D > 0, el punto de equilibrio es un
nodo (estable si T < 4D, inestable si 7> > 4D). Si T <0y D > 0, el punto de equilibrio es un
foco (estable si 7% < 4D, inestable si T2 > 4D). Si D < 0, el punto de equilibrio es un punto silla .

El diagrama traza-determinante consiste en el plano cartesiano con la traza en el eje horizon-
tal y el determinante en el eje vertical. Se pueden trazar distintas curvas en el plano que separan
regiones correspondientes a diferentes tipos de puntos de equilibrio. Por ejemplo, la curva T =0
separa los puntos donde la traza es positiva de los puntos donde la traza es negativa. La curva
T? = 4D separa los nodos estables de los inestables, y la curva D = 0 separa los nodos y focos
de los puntos silla [Hirsch et al., 2013].

En resumen, el diagrama traza-determinante es una herramienta ttil para analizar el compor-
tamiento cualitativo de sistemas dindmicos autonomos de dos dimensiones. Permite determinar
el tipo de puntos de equilibrio del sistema y, por lo tanto, predecir su estabilidad y el comporta-
miento de las trayectorias cercanas a estos puntos (Ver fig. 1.2).

1.3

Sistemas dinamicos no lineales en R”

En el andlisis de sistemas dindmicos, es comun encontrarnos con sistemas no lineales cuya
solucion es dificil de obtener analiticamente. Sin embargo, existe un teorema fundamental en
este campo que nos permite entender el comportamiento de estos sistemas cerca de sus puntos
de equilibrio, y que es de gran importancia en la teoria de sistemas dindmicos. Este teorema es
conocido como el teorema de Hartman-Grobman, el cual establece una relacion entre sistemas
no lineales y sistemas lineales cerca de sus puntos de equilibrio. En esta seccion, exploraremos
en detalle el teorema de Hartman-Grobman, su enunciado y su aplicacion en la determinacion de
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la estabilidad de puntos de equilibrio y la identificacion de bifurcaciones en sistemas dindmicos
no lineales en R”.

1.3.1

Teorema de Hartman-Grobman

El teorema de Hartman-Grobman es una herramienta fundamental en el estudio de siste-
mas dindmicos no lineales. Este teorema permite analizar la dindmica de un sistema no lineal
en términos de un sistema lineal aproximado, lo que facilita el analisis matematico. En este
apartado, explicaremos en qué consiste este teorema y su importancia en el estudio de sistemas
dindmicos. Antes del teorema presentamos la siguiente definicion:

Definicion 1.11. Punto de equilibrio hiperbdlico: Un punto hiperbdlico es un punto de equili-

brio cuya matriz jacobiana tiene valores propios (eigenvalues) con parte real distinta de cero.
[Perko, 2001 ].

El teorema de Hartman-Grobman establece una relacion entre la estabilidad de un punto de
equilibrio en un sistema dindmico no lineal y la estabilidad del punto de equilibrio correspon-
diente en un sistema dindmico linealizado en el mismo punto.

En otras palabras, el teorema establece que si tenemos un sistema dindmico no lineal y un
punto de equilibrio que es hiperbolico (es decir, que no tiene ninguna direccion nula), entonces
el comportamiento local de este sistema cerca del punto de equilibrio es topoldgicamente equi-
valente al comportamiento de un sistema linealizado en el mismo punto, siempre y cuando se
restrinja a una region lo suficientemente pequeiia.

Esto significa que si un punto de equilibrio es estable en el sistema linealizado, entonces sera
estable en el sistema no lineal, y si es inestable en el sistema linealizado, entonces serd inestable
en el sistema no lineal. Ademads, el teorema también proporciona informacién sobre la estabi-
lidad asintética: si el punto de equilibrio es asint6ticamente estable en el sistema linealizado,
entonces también lo serd en el sistema no lineal.

Es importante destacar que el teorema de Hartman-Grobman solo es aplicable a puntos de
equilibrio hiperbdlicos. En caso de que el punto de equilibrio tenga una o mas direcciones nulas,

es necesario utilizar otros métodos de andlisis para determinar su estabilidad.

Considere los sistemas:



CAPITULO 1. PRELIMINARES: SISTEMAS DINAMICOS AUTONOMOS 25

Y =f(Y) (1.10)

Y =AY (1.11)

Definicion 1.12. Dos sistemas auténomos de ecuaciones diferenciales como (1.10) y (1.11) se
dicen topolégicamente equivalentes en un vecindario del origen “o tienen la misma estructura
cualitativa cerca del origen” si existe un homeomorfismo H que mapea un conjunto abierto U
que contiene el origen a un conjunto abierto V que también contiene el origen, y que mapea las
trayectorias de (1.11) en U a las trayectorias de (1.10) en V preservando su orientacion en el
tiempo, en el sentido de que si una trayectoria se dirige de X a X, en U, entonces su imagen se
dirige de H(X1) a H(Xy) en V. Si el homeomorfismo H preserva la parametrizacion por tiempo,
entonces los sistemas (1.11) y (1.10) se dicen topologicamente conjugados en un vecindario del
origen [Perko, 2001 ].

Teorema 1.3 (Teorema de Hartman-Grobman). Sea E un subconjunto abierto de R" que con-
tiene el origen, f € C'(E,R") y sea ¢, el flujo del sistema no lineal Y = £(Y). Supongamos que
£(0) = 0 y que la matriz A = Df(0) no tiene autovalores con parte real cero (es decir, el origen
es hiperbolico). Entonces, existe un homeomorfismo H de un conjunto abierto U que contiene
al origen en un conjunto abierto V que también contiene al origen, tal que para cada xo € U
hay un intervalo abierto Iy C R que contiene a cero, de manera que para todot € Iy yx € U, se
cumple que:

Ho ¢ (xg) = eA’H(XO)

es decir, H mapea trayectorias del sistema no lineal Y = f(Y) cerca del origen a trayectorias
del sistema lineal Y = f(Y) cerca del origen y preserva la parametrizacion por tiempo.

El teorema de Hartman-Grobman es un resultado fundamental en el estudio de los sistemas
dindmicos no lineales. Su demostracion es bastante compleja y extensa, por lo que suele ser
omitida en muchos textos introductorios. Sin embargo, para aquellos interesados en conocer
la demostracion en detalle, se puede consultar el libro “Differential Equations and Dynamical
Systems”de Lawrence Perko [Perko, 2001], donde se presenta una demostracién completa y ri-
gurosa del teorema. Por lo tanto, si se desea profundizar en el teorema de Hartman-Grobman, se
recomienda la consulta de dicha referencia.

El teorema de Hartman-Grobman tiene una gran cantidad de aplicaciones en el andlisis de
sistemas dindmicos. Una de las principales aplicaciones es en la determinacion de la estabilidad
de los puntos de equilibrio. El teorema establece que si un punto de equilibrio de un sistema
dindmico auténomo no lineal es hiperbdlico, entonces el sistema dindmico es topolégicamente
equivalente a un sistema dindmico lineal cerca del punto de equilibrio. Esto significa que se
puede estudiar la estabilidad del punto de equilibrio mediante el andlisis del sistema dindmico
lineal asociado.
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Otra aplicacién importante del teorema es en la identificacion de bifurcaciones en sistemas
dindmicos. Las bifurcaciones son cambios cualitativos en el comportamiento del sistema dindmi-
co, que se producen cuando un parametro del sistema se varia. El teorema de Hartman-Grobman
permite estudiar la estabilidad del punto de equilibrio y la dindmica local del sistema dindmico
cerca del punto de equilibrio, lo que facilita la identificacion de bifurcaciones.

En resumen, el teorema de Hartman-Grobman tiene muchas aplicaciones importantes en
el andlisis de sistemas dindmicos, como la determinacién de la estabilidad de los puntos de
equilibrio y la identificacion de bifurcaciones. Es una herramienta fundamental para el estudio
de sistemas dindmicos no lineales y ha sido ampliamente utilizado en diferentes campos de la
ciencia y la ingenieria.
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Figura 1.1: Representacion de algunos planos fases para combinaciones particulares de valores
propios, de sistemas auténomos lineales de dos dimensiones. Las imagenes fueron construidas
usando WolframAlpha.
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T — 4D =0
Foco estable Foco inestable E
Atractor Repulsor

®

Centro

%

Nodo atractor Nodo repulsor

T
‘?
T? —4D >0
Lineas de puntos Lineas de puntos
fijos estable fijos inestable
Punto silla

Figura 1.2: Plano traza determinante. Este diagrama ayuda a resumir todos los
tipos de puntos que se pueden encontrar en sistemas bidimensionales. La ima-

gen no es de autoria propia, fue extraida de https://blog.nekomath.com/
ecuaciones-diferenciales-i-el-plano-traza-determinante/


https://blog.nekomath.com/ecuaciones-diferenciales-i-el-plano-traza-determinante/
https://blog.nekomath.com/ecuaciones-diferenciales-i-el-plano-traza-determinante/

CAPITULO

Sistemas dinamicos no auténomos (SDNA)

En este capitulo, se profundizard en los conceptos fundamentales de la teoria de sistemas
dindmicos no autonomos. Se discutirdn temas como el control, el andlisis de estabilidad y las
aplicaciones de estos conceptos en diversas dreas, como la ingenieria, la fisica y las matemditi-
cas. Ademds, se proporcionardn ejemplos concretos y casos de estudio para ilustrar como estos
conceptos se aplican en la prdctica. A través de este andlisis, el lector adquirird una compren-
sion solida de los fundamentos de la teoria de sistemas dindmicos no auténomos y como pueden
ser utilizados para resolver problemas en una variedad de campos.

Los SDNA son sistemas cuyo comportamiento cambia con el tiempo, pero su evolucién tem-
poral estd influenciada por una o mds funciones externas [Kloeden and Protsche, 2011]. Estas
funciones externas pueden ser periddicas o aperiodicas, y pueden ser controladas o no controla-
das.

En la ingenieria, los SDNA se utilizan para modelar y controlar sistemas mecanicos, eléctri-
cos, electronicos y de control. Por ejemplo, en la industria automotriz se utilizan SDNA para
disenar sistemas de control de estabilidad y traccién en los vehiculos.

En la fisica, los SDNA se utilizan para modelar y estudiar sistemas en los que el tiempo es
un factor importante, como los sistemas mecanicos, eléctricos, dpticos y termodindmicos. Por
ejemplo, en la fisica de la materia condensada se utilizan SDNA para estudiar la dindmica de los
electrones en los materiales semiconductores.

29
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En las matematicas, los SDNA se utilizan para estudiar y analizar las propiedades topologi-
cas y geométricas de las soluciones de ecuaciones diferenciales no lineales. Esto permite enten-

der el comportamiento a largo plazo de los sistemas y predecir su comportamiento en un futuro
[Carballo and Han, 2017].

En resumen, los SDNA son una herramienta importante para modelar y analizar sistemas en
los que el tiempo es un factor importante, y su importancia estd en su aplicacion en diferentes
campos como la ingenieria, la fisica y las matematicas.

2.1

Ecuaciones diferenciales no autonomas

Las ecuaciones diferenciales no auténomas son ecuaciones que involucran tanto una va-
riable independiente (generalmente el tiempo) y una o mds variables dependientes. En estas
ecuaciones, la evolucion temporal de las variables dependientes estd influenciada por una o mas
funciones externas, que pueden ser controladas o no controladas. Por ejemplo, una ecuacion di-
ferencial no auténoma puede ser de la forma % = f(x,t,u), donde x es la variable dependiente,

t es la variable independiente, y u es una funcion externa.

Por otro lado, las ecuaciones diferenciales auténomas son ecuaciones que involucran solo
variables dependientes y no involucran ninguna variable independiente. En estas ecuaciones, la
evolucion temporal de las variables dependientes solo depende de las variables dependientes
mismas. Por ejemplo, una ecuacion diferencial autonoma es de la forma % = f(x), donde x es
la variable dependiente.

La principal diferencia entre las ecuaciones diferenciales no auténomas y las ecuaciones di-
ferenciales autonomas es la presencia de una variable independiente (en las no autbnomas) y
su ausencia (en las auténomas). Esto significa que las ecuaciones diferenciales no autonomas
tienen un componente adicional de complejidad debido a la influencia de una o més funcio-
nes externas sobre la evolucion temporal de las variables dependientes. Por lo tanto, resolver
ecuaciones diferenciales no auténomas puede ser mds desafiante que resolver ecuaciones dife-
renciales autbnomas. Sin embargo, también proporcionan una mayor flexibilidad en el modelado
de sistemas en los que el tiempo es un factor importante.
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2.2

Motivacion de utilizar SDNA en el modelado matematico

Los sistemas dindmicos no auténomos son una herramienta muy valiosa para el modelado y
andlisis de sistemas en los que las entradas externas cambian con el tiempo. En muchos casos, es
mds realista y preciso modelar estos sistemas como no auténomos, ya que las entradas externas
pueden ser criticas para su comportamiento.

La motivacion de utilizar sistemas dindmicos no autébnomos en el modelado matematico radi-
ca en que muchos sistemas en la vida real no son auténomos, es decir, sus entradas y parimetros
varian con el tiempo. Por lo tanto, para obtener modelos matematicos precisos y representativos
de estos sistemas, es necesario incluir las variaciones en las entradas y parametros en las ecua-
ciones que los describen.

Al considerar las entradas externas en el modelado de un sistema, se puede tener en cuenta
la influencia que estas tienen en su comportamiento dindmico, lo que permite analizar y con-
trolar el sistema de una manera méas completa. Ademas, el modelado de sistemas no auténomos
también puede proporcionar informacion ttil sobre como el sistema puede responder a cambios
en las entradas y parametros.

2.3

Analisis de estabilidad en sistemas dinamicos no
autonomos

El anélisis de la estabilidad de los SDNA difiere del de los sistemas autonomos en algu-
nos aspectos fundamentales. Los sistemas no auténomos dependen de fuerzas externas para
mantenerse estables, mientras que los sistemas autébnomos se autorregulan. En los sistemas no
autébnomos, las fuerzas externas pueden hacer que el sistema se vuelva inestable, lo que provoca
inestabilidad. Para analizar la estabilidad de un sistema dindmico no auténomo, hay que identi-
ficar las fuerzas externas que pueden afectar al sistema. Estas fuerzas externas pueden proceder
de fuerzas fisicas, como la gravedad y la friccion, o de fuentes de datos externas, como entradas
de sensores o sistemas externos. Una vez identificadas estas fuerzas externas, sus efectos sobre
el sistema pueden evaluarse y utilizarse para determinar la estabilidad del sistema. Un andlisis
de estabilidad de un sistema dindmico no autébnomo puede implicar el uso de técnicas de andlisis
numérico para identificar y analizar la estabilidad del sistema, como el anélisis de estabilidad de
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Lyapunov, el andlisis de estabilidad de Laplace o una combinacién de ambos. Ademds, pueden
utilizarse técnicas de andlisis cualitativo para evaluar la estabilidad del sistema, como el examen
de la respuesta del sistema a las perturbaciones, el examen del espacio de fases del sistema o
el examen del comportamiento del sistema en respuesta a entradas externas. Combinando estos
métodos, se puede obtener una comprension global de la estabilidad de un sistema dindmico no
auténomo [Kloeden and Protsche, 2011].

El anélisis de estabilidad es una herramienta importante en el estudio de los sistemas dindmi-
cos, ya que permite comprender cdmo se comporta un sistema a lo largo del tiempo y si es po-
sible que se estabilice en un estado deseado. Los SDNA son aquellos en los que las ecuaciones
que los describen dependen explicitamente del tiempo, mientras que los sistemas autonomos son
aquellos en los que las ecuaciones no dependen del tiempo.

Para analizar la estabilidad de los SDNA, es necesario analizar la ecuacion diferencial que
los describe. Un enfoque comun es utilizar el analisis de puntos criticos, en el cual se buscan las
soluciones de equilibrio del sistema, es decir, aquellas soluciones para las cuales las variables
del sistema no cambian con el tiempo. A partir de estas soluciones, se pueden analizar las per-
turbaciones alrededor de ellas y determinar si el sistema se estabiliza o se desestabiliza.

En comparacidn, el andlisis de estabilidad de los sistemas auténomos se realiza mediante el
andlisis de las ecuaciones del sistema en un espacio de fases. Este enfoque se basa en el estudio
de las trayectorias del sistema en el espacio de fases, y se utilizan técnicas como el andlisis linea-
rizado o la teoria de los sistemas no lineales para determinar si el sistema es estable o inestable.

En resumen, el analisis de estabilidad de los SDNA se realiza mediante el analisis de las
soluciones de equilibrio del sistema y la determinacién de como las perturbaciones alrededor de
estas soluciones afectan al sistema a lo largo del tiempo. En cambio, el andlisis de estabilidad
de los sistemas auténomos se realiza mediante el estudio de las trayectorias del sistema en el
espacio de fases y la utilizacion de técnicas de analisis lineal o no lineal.

A continuacion se presenta un ejemplo extraido de [Wang et al., 2020] en el que se propone
un SDNA de tipo Lorentz. El ejemplo se aborda convirtiendo el sistema dindmico no autbnomo
en uno autonomo, posteriormente se determinan sus puntos de equilibrio para concluir analizan-
do la matriz jacobiana del sistema para determinar el tipo de puntos de equilibrio que hay.

Ejemplo 2.1 ( Wang et al., 2020 ). Determinar los puntos de equilibrio y tipos de punto para el
sistema:

dx

Z =—x+Asin(27Ft)y
d
[ d_f —ax—xz 2.1)
d
= —xy— Bz

dt
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Donde x,y y z son variables de estado y o, B son dos constantes.

Solucion: Para estudiar el sistema de manera adecuada se introduce la variable @ = A sin (27Ft),
haciendo eso, se puede reescribir (2.1) de la siguiente manera:

dx + o

— =X

dt Y

d

—y =0X—XZ

dt 2.2)
dz Bz

— =Xy —

PR
do

— =27FA 2nF't
7 cos ( )

Los puntos de equilibrio de (2.1) se encuentran donde % = % = % = 0. Es decir, resolviendo:

—x+wy=0
oax—xz =0 (2.3)
xy—Bz=0

Las soluciones de (2.3) sonx=0,x=++/oaf,y=0,y=++/of/®,z=0,z= a, con lo que se
obtienen los puntos de equilibrio siguientes: Ey = (0,0,0) y E+ = <:|:\/a)(x[3,:|:\/ocﬁ/a), OC).
Donde Ej es el punto de equilibrio trivial y £+ son puntos de equilibrio variable, estos puntos
de equilibrio cambiaran su localizacién en funcién del tiempo pues @ depende del tiempo.

Para determinar el equilibrio de Ey y E., segun el teorema 1.3 podemos recurrir a analizar
los valores propios de la matriz Jacobiana del sistema. La Jacobiana de (2.1) es:

-1 o 0
J=la—z 0 —x 2.4)
y x —B
Al evaluar la (2.4) en E se obtiene:
-1 o 0
Jo=| a O O (2.5)
0 0 -B
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Mientras que, al evaluar (2.4) en E se obtiene:

-1 () 0
Ji = 0 0 —+voap (2.6)
+v/aB/o L/ oaf B

Las ecuaciones caracteristicas de (2.5) y (2.6) son:

foM)=A*+(1+BA*+ (B — aw)A — afo 2.7)

M) =2 +0+BA*+(B+aw)A+aBfo (2.8)

Se puede probar que el punto Ey es un atractor (punto estable) si @ < 0 y un repulsor
(punto inestable) si @ > 0. Por otro lado, el punto £+ se puede demostrar que cuando ® =
(1+B)/a(1—B), pequenias perturbaciones causaran inestabilidad en dicho punto.

2.4

Control de sistemas no autonomos

El control de sistemas dindmicos no auténomos es un tema de gran importancia en la inge-
nieria y las ciencias aplicadas, ya que permite a los expertos manipular y regular el comporta-
miento de los sistemas que estdn bajo su control. En contraste con los sistemas autbnomos, los
sistemas no auténomos son aquellos en los que las entradas externas varian continuamente, lo
que requiere de una técnica de control adecuada que permita mantener la estabilidad del sistema
[Chen, 2015].

Las técnicas de control utilizadas en sistemas dindimicos no auténomos son diversas y se ba-
san en diferentes enfoques. Por un lado, existen técnicas de control adaptativo que se centran en
ajustar los pardmetros del controlador en tiempo real para mantener la estabilidad del sistema.
Estas técnicas son especialmente utiles en situaciones en las que las entradas del sistema varian
de manera impredecible o incontrolable. Por otro lado, existen técnicas de control en linea que se
centran en la regulacién en tiempo real del sistema para mantener su estabilidad [Li and Wang,
2011].
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Ademas, es importante destacar que en el control de sistemas no autbnomos, es fundamental
realizar un estudio previo de la estabilidad del sistema. Este estudio se enfoca en determinar
como las condiciones iniciales y las entradas externas afectan la estabilidad del sistema a lo
largo del tiempo. De esta forma, los expertos pueden disefiar un controlador que garantice la
estabilidad del sistema, incluso en presencia de cambios en las entradas externas.

En conclusion, el control de sistemas dindmicos no auténomos es un tema de gran impor-
tancia en la ingenieria y las ciencias aplicadas. Los expertos utilizan diversas técnicas de control
adaptativo y en linea para mantener la estabilidad del sistema, y es fundamental realizar un es-
tudio previo de la estabilidad para garantizar el éxito en el control del sistema.

2.5

Aplicaciones

Los SDNA, o sistemas dindmicos no autbnomos, son una herramienta valiosa en una amplia
variedad de campos, debido a su capacidad para modelar y analizar sistemas en los que existen
entradas externas variables. La capacidad de los SDNA para representar interacciones comple-
jas entre diferentes factores y variables, les permite a los investigadores predecir y entender el
comportamiento de los sistemas dindmicos en respuesta a cambios en las condiciones externas.

Algunas de las aplicaciones mds comunes de los SDNA incluyen la investigacion en areas
como la biologia, la ecologia, la economia, la ingenieria y la fisica. A continuacién se ecxplora
mas al respecto:

Roboética: los SDNA se utilizan ampliamente en el disefio y control de robots, ya que estos
sistemas a menudo deben interactuar con su entorno y responder a sefiales externas. Por ejem-
plo, un robot industrial puede ser controlado mediante un sistema dindmico no auténomo para
seguir una trayectoria especifica, mientras que un robot mévil puede utilizar un SDNA para evi-
tar obstaculos en su camino.

Aeronautica: los SDNA son esenciales en el disefio de aviones y cohetes, ya que estos sis-
temas deben ser capaces de maniobrar en respuesta a las condiciones del vuelo. Por ejemplo, un
sistema dindmico no auténomo puede ser utilizado para controlar la velocidad y la altitud de un
avion, o para guiar un cohete hacia su destino.

Biologia: los SDNA se utilizan para modelar y analizar sistemas biolégicos, como el com-
portamiento de las poblaciones de animales o el crecimiento de las plantas. Por ejemplo, un
SDNA puede ser utilizado para modelar el comportamiento de una poblaciéon de peces en un
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lago, o para analizar como el clima afecta al crecimiento de un cultivo.

Economia: los SDNA se utilizan para modelar y analizar sistemas econémicos, como el co-
mercio internacional o el mercado de acciones. Por ejemplo, un SDNA puede ser utilizado para
modelar el intercambio entre dos paises, o para analizar como una fluctuacion en el precio del
petrdleo afecta a la economia global.

Otros campos: los SDNA también se utilizan en campos como la epidemiologia, la eco-
logia, la ingenieria civil, la fisica, la quimica y la informética para modelar y analizar diferentes
sistemas dindmicos no autbnomos.

En resumen, los sistemas dinimicos no auténomos son una herramienta valiosa en una am-
plia variedad de campos debido a su capacidad para modelar y analizar sistemas en los que
existen entradas externas variables. Los SDNA son especialmente utiles en campos como la
robdtica, la aerondutica, la biologia y la ingenieria.

2.5.1

Ejemplos de modelos matematicos que emplean SDNA

= El caso de un sistema de control de temperatura de un horno industrial (2.9)*, las entradas
externas como la tasa de flujo de combustible, la velocidad del ventilador, las condicio-
nes ambientales, etc., pueden cambiar continuamente. Si se modelara este sistema como
autobnomo, se estaria ignorando el efecto de estas entradas externas en la temperatura del
horno [Hou et al., 2017].

dr 1

= Gla—UAIT(O) ~T) + 5

—u(t 2.

& ) 2.9)

= Modelo de FitzHugh-Nagumo: este modelo describe la actividad eléctrica de las células
nerviosas y se puede escribir como un sistema dindmico no auténomo de dos ecuacio-
nes diferenciales ordinarias (2.10) [FitzHugh, 1961], [Nagumo et al., 1962], [Strogatz,
2018].

“Donde T es la temperatura del horno, C es la capacidad térmica del horno, ¢ es la tasa de transferencia de
calor al horno, U es el coeficiente global de transferencia de calor, A es el area de transferencia de calor, 7, es la
temperatura ambiente, Cy es la capacidad térmica del fluido de enfriamiento, y u(z) es la entrada de control, que
puede ser la tasa de flujo de combustible, la velocidad del ventilador u otras entradas externas.

Tdonde v() y w(t) son las variables de estado del sistema, ¢, a y b son pardmetros que controlan la dindmica
del sistema y I(¢) es una corriente externa periddica que modula la actividad neuronal.
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dv 15
_— = — — — I
% c(v 3V w4+ (t))

dw
dt

| (2.10)
= (v+a—bw)

= Sistemas de presa-depredador no auténomos: un ejemplo de sistema dindmico no auténo-
mo que modela la interaccion entre dos especies es el sistema de presa-depredador, tam-
bién conocido como modelo de Lotka-Volterra. Si se introduce una variacién periédica
en el crecimiento de la poblacidn, el sistema se vuelve no auténomo y se puede describir
mediante las ecuaciones diferenciales (2.11) ¥ [Lotka, 1925], [Volterra, 1962], [Murray,

2002].
ﬁzax—bxy+F(t)
dt @2.11)
4 _ —cy+d |
dr yTaxy

= El modelado del movimiento de un péndulo forzado(2.12) ¥, En este caso, el sistema no es
autonomo ya que la fuerza impulsora es una funcién del tiempo. A medida que el péndulo
se mueve, su posicion cambia y por lo tanto, la fuerza que actida sobre €l también cambia,
lo que hace que el sistema no sea auténomo. [Strogatz, 2018].

2
9 4 sino = F(1) 2.12)

= El movimiento arménico forzado (2.13) 1. En este caso, el sistema se ve influenciado por
una fuerza externa, que no es constante en el tiempo. La amplitud y frecuencia de esta
fuerza externa pueden variar, lo que hace que el sistema no sea autonomo. Un ejemplo
de esto es un sistema masa-resorte-amortiguador al que se le aplica una fuerza externa
sinusoidal [Strogatz, 2018].

d’x  dx
mﬁ+ba+kx:Focos((ot) (2.13)

“Donde x(¢) y y(¢) son las poblaciones de las especies de presa y depredador, respectivamente, a, b, ¢ y d son
pardmetros que representan las tasas de crecimiento y depredacién, y F(¢) es una funcién periddica que representa
la variacién en la tasa de crecimiento de la poblacidn.

SDonde 6 es el dngulo que describe el péndulo, g es la aceleracién debida a la gravedad y L es la longitud
del hilo del péndulo y F () es la fuerza impulsora. La ecuacién describe la oscilacién del péndulo alrededor de su
posicion de equilibrio.

TDonde m es la masa del objeto en movimiento, b es el coeficiente de amortiguamiento, k es la constante
eléstica del resorte, Fy es la amplitud de la fuerza impulsora, @ es la frecuencia angular de la fuerza impulsora, ¢ es
el tiempo y x es la posicién del objeto
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= La ecuacién logistica con capacidad de carga dependiente del tiempo (2.14)" es otro ejem-
plo de un sistema dindmico no auténomo. Este modelo se utiliza para estudiar el creci-
miento de una poblacién donde la capacidad de carga del ambiente varia en el tiempo. En
este caso, la capacidad de carga no es constante y depende del tiempo, lo que hace que el
sistema no sea auténomo.

dN N

Este modelo ha sido utilizado en diversos estudios, como en el analisis del crecimiento
de poblaciones de animales en ambientes que experimentan cambios estacionales en su
capacidad de carga [Singer et al., 1998], [Buzsaki, 2010], [Harris, 2005], [Ikegaya et al.,
2004].

En conclusién, el uso de sistemas dindmicos no auténomos en el modelado matematico
surge como una alternativa adecuada para representar sistemas que estan expuestos a factores
externos variables. Estos sistemas ofrecen una representacion mds precisa y realista del com-
portamiento del sistema, permitiendo un andlisis mds completo y una mejor comprension del
mismo. Ademads, el empleo de técnicas de analisis de estabilidad y control adaptativo en estos
sistemas proporciona informacién valiosa sobre como el sistema puede responder a diferentes
situaciones y cambios en las entradas y parametros. En resumen, el uso de sistemas dindmicos no
auténomos en el modelado matematico es una herramienta valiosa para comprender y controlar
sistemas complejos con entradas externas variables.

2.6

Modelacién y simulacion

La modelacién y simulacién son herramientas clave para el estudio y el disefio de los sis-
temas dindmicos no auténomos. La modelacién consiste en representar matematicamente un
sistema real, capturando su comportamiento y sus caracteristicas dindmicas. La simulacién, por
su parte, permite evaluar y predecir el comportamiento del sistema a partir de la modelacion
matematica.

En el caso de los sistemas dindmicos no auténomos, la modelacion se enfoca en representar
las ecuaciones diferenciales que describen el comportamiento del sistema en funcion de las en-
tradas externas y las condiciones iniciales. Ademads, es importante tener en cuenta la influencia

'Donde N es la poblacién, r es la tasa de crecimiento intrinseca de la poblacién, y K(¢) es la capacidad de
carga del ambiente que varia en el tiempo, es decir, el tamafio mdximo que puede tener la poblacién en un entorno
determinado.
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de las entradas variables en el comportamiento del sistema.

La simulacion, por su parte, permite evaluar la estabilidad del sistema, asi como su respuesta
ante diferentes entradas y condiciones iniciales. Esto resulta fundamental para el disefio y la
optimizacion de los sistemas dindmicos no auténomos. Ademds, la simulacién permite evaluar
el rendimiento de diferentes estrategias de control y compararlas con el objetivo de seleccionar
la més adecuada.

En conclusidon, la modelacion y simulacién son cruciales en el estudio y disefio de sistemas
dindmicos no auténomos, ya que permiten representar matematicamente el sistema, evaluar su
estabilidad y predecir su comportamiento ante diferentes entradas y condiciones iniciales.

2.7

Identificacion de sistemas no autonomos

La identificacion de sistemas no autdbnomos se refiere al proceso de determinar los pardme-
tros y estructuras del modelo de un sistema no auténomo a partir de observaciones del sistema.
Este proceso es esencial para el control y la optimizacién de los sistemas no auténomos, ya que
permite a los ingenieros conocer las caracteristicas y comportamiento del sistema [kloeden and
Rasmussen, 2011].

Existen diferentes técnicas de identificacion de sistemas no auténomos, incluyendo técnicas
basadas en el modelado, técnicas basadas en la observacion y técnicas basadas en la identifica-
cién en linea. Cada técnica tiene sus propios desafios y limitaciones, por lo que es importante
seleccionar la técnica adecuada para el sistema especifico.

Ademads, la identificacion de sistemas no auténomos también requiere la seleccion de un
conjunto apropiado de entradas y salidas para el sistema, asi como la seleccién de un modelo
adecuado para representar el sistema. La precision de la identificacién depende de la calidad de
las observaciones y de la eleccién de los modelos.

En resumen, la identificacion de sistemas no autbnomos es un proceso critico para el control
y la optimizacion de los sistemas no autonomos. Existen diferentes técnicas de identificacion
disponibles, y es importante seleccionar la técnica adecuada para el sistema especifico y garan-
tizar la precision de la identificacion.



40

CAPITULO 2. SISTEMAS DINAMICOS NO AUTONOMOS (SDNA)




CAPITULO

El agua

En este capitulo, profundizaremos en los fundamentos del agua y su importancia para la
vida. También abordaremos la distribucion del agua en la tierra, con un énfasis especial en el
estado de Hidalgo y como se relaciona con la distribucion global del agua. Ademds, discutire-
mos los desafios y problemas relacionados con el acceso al agua potable y la gestion sostenible
del agua en esta region y en el mundo.

3.1

El agua en el mundo

Se estima que en el mundo hay unos 1.4 billones de kildmetros ctibicos de agua, de los cuales
solo el 2,5 % es agua dulce [SEMARNART, 2013]. Segtn los estudios, solo el 0.007 % de esta
agua dulce estd disponible para el consumo humano [Toledo, 2002]. Del total de agua dulce
del planeta, el 30 % son aguas subterraneas; el 0.8 % corresponde al permafrost (amalgama de
tierra formada por rocas, suelo y sedimentos congelados); el agua superficial y atmosférica es el
0.4 %. Si s6lo se considera el agua dulce no congelada (31.2 % del total de agua dulce), el agua
subterrdnea representaria el 96 %. Esta agua es de vital importancia, ya que abastece arroyos,

manantiales y humedales que son utilizados por las sociedades de diversas regiones del planeta
[SEMARNART, 2013].

41
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3.2

El agua en México

México tiene una superficie de 1.964 millones de kildmetros cuadrados, de los cuales 1.959
millones de kilémetros cuadrados son de superficie continental, mientras que el resto pertenece
a zonas insulares. La CONAGUA (fundada el 16 de enero de 1989 [CONAGUA, 2009]) es
responsable de administrar y regular la gestion del agua en México. Ejerce sus funciones a través
de 13 regiones hidrolégicas administrativas (RHA), cada una de las cuales estd conformada por
un conjunto de cuencas, las cuales son consideradas unidades bdsicas para la gestion de los
recursos hidricos [CONAGUA, 2018]. Durante el afio 2019, el Instituto Nacional de Estadistica
y Geografia (INEGI) registré un total de 451.8584m? /aiio de agua renovable en México, con
un promedio de 3.586m> /habitante/aiio de agua renovable per cépita. El estado de Hidalgo,
por su parte, reporté una cantidad de 7.475hm? /afio de agua renovable, con un promedio de
2.485m> / habitante/aiio de agua renovable per cipita, cifra por debajo de la media nacional.
Estos datos permiten tener una idea general de la disponibilidad de agua en el pais y en una
region especifica. [CONAGUA, 2005].

3.3

El agua en Hidalgo

Hidalgo se localiza geogrificamente en la zona centro del pais como se muestra en la fig.
3.1. Actualmente es una de las regiones con estrés hidrico, debido a una precipitacion promedio
de 400 milimetros anuales [CONAGUA, 2007]. El agua en el estado de Hidalgo, de jurisdiccién
federal, es administrada por la region hidrolégica IX, correspondiente al norte del Golfo, y por
la region hidrolégica X1II (Fig, 3.2 y Fig, 3.3), correspondiente a las aguas del Valle de México.

Para 2008, en el estado de Hidalgo se otorgaron 2347.7hm? , de los cuales 86.4 % fueron
para uso agricola, 7.2 % para abastecimiento publico, 3.5 % para energia termoeléctrica y el res-
tante para autoabastecimiento industrial [CONAGUA, 2010]. Por otra parte, en 2012 se otorgd
un total de 2390.8hm> , de los cuales 87.8 % fue para uso agricola, 7.2% para abastecimien-
to publico, 3.45 % para termoeléctricas y el resto para la industria autoabastecida [CONAGUA,
2010]. En 2017, la cantidad de agua concesionada disminuy6 a 23884m? , el 87,9 % fue para uso
agricola, el porcentaje de agua para uso publico disminuyé a 6.93 % y el resto para termoeléctri-
cas e industrias autoabastecidas. No es de extrafiar que la mayor parte del agua concesionada se
destine a uso agricola [CONAGUA, 2012]. Cabe destacar, que el enfoque de este trabajo es el
abastecimiento publico de agua mediante recursos naturales.
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Figura 3.1: Hidalgo se localiza en la parte central del pais, entre los 19°36’ y 21°24° de latitud
norte y los 97°58” y 99°54” de longitud oeste. El estado de Hidalgo tiene una superficie apro-
ximada de 20905km? que representa aproximadamente el 1,1% del territorio nacional, con una
poblacién aproximada de 2.5 millones de habitantes [UAEH, 2022].

3.4

El agua en Pachuca

Pachuca de Soto es uno de los 84 municipios que conforman el estado de Hidalgo. Ubicado
en el centro del estado, ligeramente al sur del pais, entre los paralelos 20° 01" y 20° 12’ de latitud
norte, y los meridianos 98° 41° y 98° 52’ de longitud oeste, Pachuca se encuentra en una posicion
geografica estratégica [Presidencia de Pachuca de Soto 2020-2024, 2020]. La region en la que
se sitia, conocida como Comarca Minera, abarca una superficie de 154.01 km?, representando
aproximadamente el 0.74En términos de recursos hidricos, el municipio de Pachuca de Soto se
encuentra principalmente en la region hidrolégica XIII, con una pequefia porcion en la region
IX (ver Figura 3.4). La region XIII, conocida como aguas del Valle de México, depende en gran
medida del sistema de abastecimiento de agua Cutzamala, que registré una oferta promedio de
4.1 m®/s en 2005 y 4.12 m> /s en 2007 [CONAGUA, 2005][CONAGUA, 2007]. La gestién del
agua en esta region estd a cargo de la Comision de Agua y Alcantarillado del Municipio de Pa-
chuca (CAASIM) [Amaya, 2011].
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Figura 3.2: Mapa de México dividido en regiones hidrolégicas. En la parte superior, al noreste,
se muestra la region hidrolégica IX, y en la parte inferior, en el centro del territorio nacional, se
ubica la region XIII. El estado de Hidalgo abarca ambas regiones

Figura 3.3: Geogréficamente, el estado de Hidalgo abarca las regiones acudticas del norte del
Golfo (Regién IX) y las aguas del Valle de México (Regién XIII).
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Figura 3.4: Ubicacién del municipio de Pachuca de Soto, Hidalgo, que comprende las regiones
IX y XIII de aguas. Se observa una mayor concentracion de territorio dentro de la regién XIII,
aguas del Valle de México.

A pesar de la importancia de los recursos hidricos en la region, Pachuca ha experimentado una
disminucion preocupante en la dotacidn de agua en los dltimos afios. Segin datos de PIGOO, de
2012 a 2018, la dotacién de agua en Pachuca disminuy6 de 167.59 litros por habitante al dia a
143.03 litros por habitante al dia, lo que representa una caida de casi 25 litros en un periodo de
6 afios [UN, 2005]. Esta tendencia descendente es alarmante, ya que, si continiia, se estima que
en 12 afios la dotacion de agua podria caer por debajo de los 100 litros por habitante al dia, un
nivel critico para el abastecimiento de agua potable.

Es importante destacar que el cambiomds brusco en la disminucién de la dotacion de agua
se observo entre 2016 y 2017, cuando se registré una reduccion de 10.36 litros por habitante
al dia en el suministro de agua en Pachuca. Estos datos se presentan en detalle en la Tabla 3.1,
mientras que la Figura 3.5 muestra claramente la tendencia descendente en la dotacion de agua
durante el periodo 2012-2018 [IMTA, 2012].

La disminucién en el volumen de agua per cépita se debe en gran medida al crecimiento de
la poblacién en Pachuca. A medida que la ciudad ha experimentado un aumento demografico, la
demanda de agua ha aumentado, lo que ejerce presion sobre los recursos hidricos disponibles.
Esta combinacién de un suministro de agua limitado y una creciente demanda ha llevado a la
reduccion de la dotacion de agua por habitante en la ciudad [Gobierno de México, 2022b].

La situacion actual plantea desafios significativos en términos de seguridad hidrica y acceso
a agua potable en Pachuca. La disminucion de la dotacion de agua por habitante puede tener
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consecuencias negativas para la calidad de vida de los ciudadanos, asi como para el desarrollo
socioeconémico de la region. La falta de acceso adecuado a agua potable puede afectar la salud
de la poblacién y dificultar el funcionamiento de actividades diarias esenciales, como la higiene
personal, la produccién de alimentos y el desarrollo de actividades econdmicas.

Es necesario implementar medidas y estrategias efectivas para garantizar un suministro de
agua adecuado y sostenible en Pachuca. Esto implica la mejora de la infraestructura hidrica, la
implementacion de précticas de uso eficiente del agua, la promocioén de la conciencia y educa-
cién sobre la importancia de conservar el agua, y la colaboracion entre los diferentes actores
involucrados, incluyendo las autoridades locales, la sociedad civil y el sector privado.

En conclusién, la dotacidon de agua en Pachuca ha experimentado una preocupante dismi-
nucion en los ultimos afios, lo que plantea desafios en términos de seguridad hidrica y acceso
a agua potable. La combinacién de un suministro limitado y una creciente demanda debido al
crecimiento demografico ha llevado a esta situacion. Es fundamental tomar medidas para garan-
tizar un suministro de agua adecuado y sostenible, promoviendo la eficiencia en el uso del agua
y fomentando la participacion y colaboracion de todos los actores involucrados. Solo a través de
acciones conjuntas y sostenibles se podrd enfrentar esta problemdtica y asegurar el acceso a un
recurso vital como el agua en Pachuca.

Cuadro 3.1: Dotacién de agua en Pachuca

Ano Dotacion
L/habitante/dia
2012 167.59
2013 162.68
2014 160.28
2015 165.73
2016 159.93
2017 149.57
2018 143.03
Promedio 158.401429
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Figura 3.5: Suministro de agua en Pachuca de Soto, Hidalgo durante el periodo 2012-2018. Se
puede observar como el suministro diario de agua disminuy6 de 2012 a 2018 en aproximada-
mente 14.65 %. Datos obtenidos de [IMTA, 2012].

3.5

Fuentes de abastecimiento de agua

Las fuentes naturales son todas aquellas de las que se puede captar agua directamente de
la naturaleza. Las fuentes de agua se clasifican generalmente en superficiales y subterraneas
[SIAPA, 2014]. Sin embargo, en este trabajo se incluy6 la recarga como otra fuente de abas-
tecimiento. Las definiciones de las fuentes naturales de agua utilizadas en este estudio son las

siguientes.

Agua superficial: Agua que procede directamente de las precipitaciones o del afloramiento
de fuentes subterrdneas. Esta agua no se filtra ni regresa a la atmdsfera en forma de vapor, el cual
puede estar en reposo o fluyendo. En general, se puede decir que el agua superficial es la que se
encuentra en la superficie del suelo [Gobierno de México, 2012]. Para este estudio se consider6
como fuente la presa Jaramillo, ubicada en mineral del chico 20°10°18 ”N 98°43°54 .© (ver 3.6).

Agua subterranea: Agua que esta contenida dentro de oquedades interconectadas de suelo
rocoso [Gobierno de México, 2012]. Estas formaciones rocosas se denominan acuiferos. Los
acuiferos estdn formados por materiales permeables capaces de almacenar cierta cantidad de
agua, entre estos.
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Figura 3.6: Imagen de la Presa de Jaramillo en Mineral del Chico, fuente de agua superficial
que abastece a la zona de Pachuca de Soto, Hidalgo, objeto de estudio. Esta imdgen no es de
autoria propia, fue recuperado el 20 de febrero de 2023, de http://elchico.mx/lugares/
presa-el-jaramillo/

Los materiales presentes en la zona incluyen arena suelta, grava, rocas sedimentarias permea-
bles como areniscas o fangolitas, asi como rocas fracturadas de lava volcanica y cristalizadas
[International Groundwater Resources Assessment Centre, 2001]. Existen dos procesos funda-
mentales que relacionan las aguas superficiales con las subterrdneas: el escurrimiento de aguas
subterrdneas y la infiltracién [Fuentes, 1993], [CONAGUA, 2020b]. Sin embargo, es importante
destacar que estos procesos no se consideran en el modelo propuesto en este estudio.

En este trabajo, el enfoque se centra especificamente en el acuifero Cuautitlan-Pachuca, el
cual tiene una amplia extension que abarca partes del estado de Hidalgo, la Ciudad de México
y el estado de México. El acuifero se encuentra ubicado al norte de la Ciudad de México, limi-
tando al suroeste con el estado de Hidalgo. Aproximadamente el 10 % de la superficie de este
acuifero se encuentra en el estado de Hidalgo, mientras que el resto se extiende hacia el estado
de México [CONAGUA, 2020a]. Cabe mencionar que el acuifero Cuautitlan-Pachuca también
abastece a la Ciudad de México y a otras localidades cercanas. Sin embargo, el enfoque princi-
pal de este trabajo se centra en la region de Pachuca de Soto, Hidalgo.

La disponibilidad de agua subterrdnea se refiere al volumen promedio anual de agua que se
puede extraer del acuifero para usos adicionales, sin comprometer la integridad del ecosistema,
cuando es positiva. Esto significa que hay un excedente de agua subterrdnea disponible para
extraer, ademds de las concesiones existentes y la descarga natural. Por otro lado, una disponi-
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bilidad negativa indica que hay un déficit de agua subterrdnea, lo que implica que la demanda
supera la oferta [Gobierno de México, 2022a

Recarga (Promedio anual): Se refiere al volumen de agua que ingresa al acuifero, ya sea de
manera directa o superficial, en promedio durante un afo [Gobierno de México, 2012]. Para cal-
cularlo, se divide la recarga total entre el nimero de afios considerados en el intervalo de tiempo
[Gobierno de México, 2022a]. La recarga del acuifero se produce de forma natural a través del
proceso de infiltracién, el cual puede variar dependiendo de cambios en la cobertura vegetal y
la erosion del suelo. En casos en los que el acuifero lo requiera, se pueden construir estructuras
para llevar a cabo la recarga artificial [RUVIVAL, 2017].

En el caso especifico del acuifero Cuautitlan-Pachuca, que se encuentra entre los estados
de Hidalgo y Estado de México, la recarga artificial podria llevarse a cabo mediante diferen-
tes estrategias. Una posible fuente de recarga artificial podria ser el desvio controlado de agua
proveniente de fuentes externas, como rios o cuerpos de agua cercanos, hacia el acuifero. Otra
opcion seria la recarga mediante la infiltracion de agua tratada proveniente de plantas de tra-
tamiento de aguas residuales. Ademds, podrian implementarse técnicas de recarga localizada,
como la captacion y almacenamiento de agua de lluvia en infraestructuras especificas, como
embalses o pozos de infiltracion. La seleccion de la fuente y la metodologia de recarga artificial
dependerd de la disponibilidad y calidad del agua, asi como de la infraestructura existente y las
caracteristicas hidrogeoldgicas de la zona. En todos los casos, es importante destacar que el agua
de lluvia desempeiia un papel crucial como componente significativo de la recarga del acuifero
[Cruz et al., 2013].
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CAPITULO

Modelo SUR

En este capitulo, se explicard en detalle el funcionamiento y la metodologia utilizada para
desarrollar el modelo SUR Este modelo es especialmente importante ya que permite acoplar las
tres fuentes de agua natural en la region de estudio. Se describirdn las etapas y procedimientos
seguidos para su elaboracion, asi como los resultados obtenidos y su aplicacion prdctica para
mejorar la gestion y planificacion del agua en la region. Ademds, se discutirdn las ventajas y
limitaciones del modelo SUR y se propondrdn posibles mejoras para futuros estudios.

4.1

Desarrollo y planteamiento del modelo SUR

El desarrollo del modelo se baso en la realizacion de un balance de materia sobre las tres
fuentes de agua: aguas superficiales (S), aguas subterraneas (U) y recarga (R), La ecuacion de
balance de materia para cada una de estas fuentes considera que cualquier flujo de masa que
aporte masa al sistema es positivo, mientras que los flujos que sustraen masa del sistema son
negativos. En general, un balance de masas tiene la siguiente forma [Felder y Rousseau, 2004];

acumulacion del sistema = entradas + generacion - salidas - consumo 4.1)

51
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Figura 4.1: Diagrama de acoplamiento entre las 3 fuentes de suministro de agua. Las flechas
indican la direccion del flujo de las corrientes de agua. El sistema tiene la entrada global Lg y
dos salidas globales L4 y Ls. Individualmente, cada una de las fuentes tiene sus propias entradas
y salidas.

Para ilustrar la relacién entre cada una de las fuentes, se utiliza el diagrama de la Fig. 4.1, en
el que las flechas muestran como fluye el agua de una fuente a otra. Denotemos por S la cantidad
de agua en la superficie anualmente en 103hm? /aiio, por U la cantidad de agua en el subsuelo
anualmente en 103hm?> /afio, y por R la recarga media anual del acuifero en 10°hm? /aiio. Sea t
el tiempo en afios. Denotemos también Ly, Ly,L3,L4,L5 y Lg las 6 corrientes representadas en la
Fig. 4.1, el balance de materia de estos sistemas se muestra a continuacion:

S=L—Li—1Ls
U=Ly+L3—Ls 4.2)
R=¢(L¢—L; — L)

El término ¢ es un factor de escala que satisface |@| < 1; el caso |@| = 1 significard que la
contribucion a la tasa de variacion de R es del 100 %, mientras que si ¢ es negativo, significard
que la contribucion a la tasa de variacion de R también cambia de signo. En el caso de que ¢ =1
, el modelo (4.2) cumpliria las caracteristicas de un balance de materia, ya que al sumar las tres
ecuaciones, se obtiene que la tasa de acumulacion total es igual a la suma de todas las entradas,
menos la suma de todas las salidas.
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Cada una de las corrientes Ly, Ly,L3,L4,Ls y Lg Mostradas en la ecuacion (4.2) fueron mo-
deladas teniendo en cuenta las siguientes consideraciones:

= Las corrientes L1, Ly, Lg se modelan utilizando la ecuacién logistica, la cual es una ecua-
cion diferencial cominmente usada para modelar el crecimiento de una poblacion [Hirsch
et al., 2013]. Su eleccién fue motivada por el comportamiento de los caudales de abas-
tecimiento, los cuales contribuyen al aumento de agua en las fuentes hasta alcanzar una
capacidad méxima. En el caso de L; que modela el abastecimiento de la recarga, se optd
por incluir la funcién k() = By + P cos (%) la cual es de tipo oscilatoria. Este ultimo
término debido a que el comportamiento del agua de lluvia, la cual contribuye en gran
medida a la recarga, es oscilatoria [Beavis and White, 2016].

= La corriente L3, que representa la interaccion entre (U) y (S), se planteé como directa-
mente proporcional al producto entre la cantidad de agua en ambas fuentes. El motivo de
esto viene de pensar que entre mds agua haya en la fuente superficial mas va a ser la que
se infiltre a las fuentes subterrdneas y, entre mas agua haya en las fuentes subterrdneas, es
porque mas se ha infiltrado desde la fuente superficial.

= Las corrientes Ly y Ls que son las salidas de las fuentes superficial y subterrdnea, se
plantearon directamente proporcionales a la cantidad de agua en cada una de las fuentes.
El motivo es que entre mds agua haya en cada una de las fuentes, mds agua se extrae vy,
entre menos haya, menos se extrae.

U
Ly=wU[]l—-—
2= U2 < kl)

Lz = ozSU 4.3)
Ly = ouS
Ls = asU

Le = UgR 1—R
6 = Mo i

En la parte inferior se presenta la nomenclatura de las constantes y el andlisis dimensional
de (4.3):

= ;: Tasas de proporcionalidad de intensidad de flujo, toman valores reales positivos, se
relacionan con la intensidad de los flujos de agua, o, 05 estin dados en —— mientras que

ano
s tiene unidades de {qz,—-

= L; son los coeficientes logisticos de proporcionalidad de flujo, los cuales tienen unidades

de ﬁ: Miden la cantidad de liquido que entra del caudal principal a cada fuente, toma

valores reales positivos.
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= k;: Los llamaremos capacidad de persistencia de flujo, y sus unidades son de %. Es un
indicador de la capacidad de la fuente.

= k(¢): Es la capacidad de persistencia de flujo variable en es un indicador de la

S
103hm3°
capacidad de la fuente. Por su caracter periddico se escribe como k(7) = By + B cos (%)

X . . . . 1
= fy: Es la capacidad de persistencia promedio en o5

= f: Es la amplitud de la capacidad de persistencia promedio en se relaciona con la

capacidad maxima de la fuente.

1
103hm3”

c: Es el periodo en afios.

Sustituyendo (4.3) en (4.2) se obtiene (4.4) la cual nos indica cémo interactian entre si las 3
principales fuentes de agua potable natural.

. S
S=u1S|1—— | —ouS—orxSU
“‘( wQ el

. U
U=uwU (1 - k_) 4+ a3SU — osU
1

de,(uéR(l_ki;)_MS(l—%)—uzU (1—%))

27t

km:m+mw(7)

4.4)

El sistema (4.4), formado por 3 ecuaciones diferenciales ordinarias, se denomina “modelo
S,U,R,”. Se trata de un sistema no lineal y no auténomo. Si sumamos S, U y R, se obtiene la tasa
de variacion de la oferta total, mientras que la suma de S,U y R, nos da la oferta total, es decir,
la oferta total tiene la forma de la expresion (4.5):

4.5):
suministro total = oferta total =S+ U + R 4.5)
Derivando (4.5) y sustituyendo en (4.1), obtenemos la tasa de variacién total de la oferta,

que se llamard T, es decir:

T=S+U+R (4.6)

En el caso de que el término ¢ sea igual a 1, se puede escribir:



CAPITULO 4. MODELO SUR 55

: R
T = [,L6R (1 — k_) —0uS —osU “4.7)
2

Obsérvese que (4.7) cumple el balance de materia de todo el sistema.

4.2

Calibracion del modelo

Los datos utilizados para calibrar el modelo SUR se presentan en la Tabla 4.1, que contiene
informacion sobre el area del acuifero, la disponibilidad de agua subterrdnea, la extraccion me-
dia anual y la recarga. Estos datos fueron extraidos del registro de acuiferos del SINA [Gobierno
de México, 2014]. En el caso de la disponibilidad de agua, es importante destacar que, para
facilitar el andlisis y la modelacidn, se consideré el valor absoluto de la disponibilidad, aunque
se reconoce que el resultado es negativo. Esta decision de utilizar el valor absoluto nos permite
interpretar de manera mas clara los resultados y comprender la magnitud de la sobreexplotacion
del acuifero Cuautitlan-Pachuca.

Por otro lado, el comportamiento observado en otros acuiferos y fuentes superficiales mues-
tra dindmicas oscilatorias. Por ejemplo, las presentadas en la Fig. 4.3. Dado que los datos en
la tabla 3.1 (que estan graficados en la fig. 4.2) son relativamente pocos, este comportamiento
oscilatorio no es apreciable. En los resultados obtenidos por nuestro modelo, se comprueba que
se obtiene el comportamiento oscilatorio deseado.

La calibracion del modelo consistié en calcular los pardmetros @,u;, W, Ug, O3, 04, Os,
Bo, Bi, ki, k2, k3 'y ¢ asi como para las condiciones iniciales S(0) = So,U(0) = Uy,R(0) = Ry
hasta conseguir el mejor ajuste. Los valores que mejor ajustaron fueron: u; = 1.7, up = 1.95,
Ue=11,3=1.04, 4 =09, s =1.9, o =3, B1 =2.5,k; =0.18, kp = —0.16, ¢ = —0.1,
¢ = 0.000001.

Con estos parametros se obtuvo el grafico de la Fig. 4.4, en el que se representan las 3
variables en funcién del tiempo. Estos graficos se presentan individualmente en la Fig. 4.5.
Cabe destacar la similitud entre el comportamiento de la grafica del modelo SUR (Fig. 4.4) y el
comportamiento esperado de estas fuentes (Fig. 4.3) asi como ajustando los datos presentados
en 4.2. Por otro lado, la Fig. 4.6 muestra el grafico 3D del modelo SUR. Los errores cuadréticos
medios (ECM) fueron: ECMg = 0.00389, ECMy = 0.00766, ECMg = 0.00702. El valor medio
del ECM es: ECM = 0.006189956.
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Cuadro 4.1: Datos del acuifero Cuautitlan-Pachuca

Ao Area Disponibilidad | Extraccion Recarga
de agua sub-
terrdnea

km? 10° hm?/afio 10°hm>/afio | 10°hm>/afio
2003 | 3870.460000 - 0.483315 0.203100
2004 | 3870.460000 - 0.483315 0.204000
2005 | 3870.460000 - 0.483315 0.202900
2006 | 3870.460000 -0.134121 0.483315 0.203000
2007 | 3870.460000 -0.134121 0.483315 0.203000
2008 | 3870.460000 -0.0487538 0.75127 0.356700
2010 | 3870.460000 -0.0487538 0.751270 0.356700
2011 3870.460000 -0.050344 0.751270 0.356700
2012 | 3870.460000 -0.189991 0.751270 0.356700
2013 | 3870.460000 -0.055595 0.751270 0.356700
2014 | 3870.460000 -0.055595 0.751300 0.356700
2015 | 3870.460000 -0.058374 0.751300 0.356700
2016 | 3870.460000 -0.058374 0.751300 0.356700
2017 | 3870.460000 -0.058374 0.751300 0.356700
2018 | 3870.460000 -0.106040 0.751270 0.356700
2019 | 3870.460000 -0.106040 0.751270 0.356700
2020 | 3870.600000 -0.188697 0.545397 0.356700
2021 3870.600000 -0.188697 0.545397 0.356700
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Figura 4.2: En esta grafica se presentan la cantidad de agua superficial (S), subterrdnea (U) y
recarga (R) en miles de hectémetros cubicos por aiio, con respecto al tiempo, el cual estd en
afos. Las graficas se obtienen de graficar los datos de la tabla 4.1. Cabe resaltar que se grafico
el valor absoluto de la subterrdnea.
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Figura 4.3: Ejemplo de comportamiento de fuentes de agua superficiales y subterrdneas, ex-
traido de [Sahuquillo, 2009].
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09 Resultados del modelo
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Figura 4.4: En esta gréifica se presenta el modelo con los pardmetros ya calibrados, se puede
apreciar la semejanza que guarda con los datos reales de acuifero reportado, los cuales estidn en
el gréfico de la fig. 4.3, asi como muestra la tendencia de los datos de estudio presentados en la
fig. 4.2
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Figura 4.5: Valores originales
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Figura 4.6: En esta grafica se presenta el modelo con los pardmetros ya calibrados en 3 dimen-
siones, la grafica fue contruida con valores de ¢ € [0,5000].
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Figura 4.7: En esta grafica se presenta el plano fase de S vs U
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Figura 4.8: En esta gréfica se presenta el plano fase de S vs R.
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Figura 4.9: En esta grafica se presenta el plano fase de U vs R.
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4.3

Ventajas y limitaciones del modelo SUR

El modelo SUR que se presenta en esta tesis es una herramienta de gran utilidad en el campo
de la gestion del agua, ya que permite modelar de manera integral el suministro de agua en una
region especifica, utilizando datos relacionados con el flujo pluvial, los mantos acuiferos y las
fuentes subterrdneas. Su capacidad para ser ajustado y adaptado a las caracteristicas particulares
de un 4rea determinada es una de sus principales fortalezas, ya que proporciona una compren-
sién més precisa de cdmo el agua se mueve y se almacena en dicha regiéon. Ademas, el modelo
tiene la capacidad de realizar predicciones sobre el suministro futuro, lo que resulta especial-
mente valioso para la planificacion y la toma de decisiones en relacion con el agua.

No obstante, el modelo SUR también presenta ciertas limitaciones que es importante tener
en cuenta. En primer lugar, su enfoque determinista implica que no considera variables estocasti-
cas o aleatorias, lo que puede resultar en una subestimacion de la incertidumbre asociada a las
predicciones realizadas. Esta falta de consideracion de la variabilidad inherente a los procesos
hidrolégicos puede afectar la precision de los resultados obtenidos. Ademaés, el modelo no rea-
liza un andlisis individualizado de los componentes del agua superficial y subterrdnea, lo que
impide calcular de manera exacta factores clave como la tasa de infiltracion o la tasa de evapo-
racion del agua. Asimismo, no permite calcular de forma individualizada los flujos de agua de
una fuente a otra, lo que podria limitar su capacidad para capturar la complejidad de los sistemas
hidrolégicos.

En conclusion, el modelo SUR constituye una herramienta valiosa para comprender el sumi-
nistro de agua en una region especifica y realizar predicciones a futuro. No obstante, es impor-
tante tener en cuenta sus limitaciones, las cuales incluyen su enfoque determinista, la falta de
consideracion individualizada de los componentes del agua y la imposibilidad de calcular flu-
jos especificos. Al utilizar este modelo, se recomienda considerar otras técnicas y herramientas
complementarias que permitan abordar de manera més precisa y detallada los flujos y procesos
hidrolégicos especificos de interés.



62

CAPITULO 4. MODELO SUR




CAPITULO

Estabilidad de SUR

Este capitulo se enfoca en llevar a cabo unestd dedicado para realizar todo el andlisis
cualitativo detallado del modelo SUR mediante el uso de técnicas matemdticas y herramien-
tas computacionales. El objetivo principal es identificar los puntos de equilibrio del sistema,
es decir, los estados estables a los que el sistema tiende a converger. Ademads, se analizard la
naturaleza de dichos puntos de equilibrio, es decir, si son estable, inestable o semi-estable, lo
que permitird entender como el sistema reacciona ante cambios en las condiciones iniciales
y en los parametros. El andlisis cualitativo proporcionard una comprension mds profunda del
comportamiento del modelo SUR y su interaccion con las distintas variables, lo que permitird
proponer mejoras y ajustes al modelo, con la finalidad de determinar los puntos de equilibrio,
asi como la naturaleza de dichos puntos.

5.1

Analisis de estabilidad del modelo

El sistema (4.4) al ser un sistema no auténomo, dado que considera una perturbacién externa
k(t), no se puede analizar de una forma cldsica, por lo que, para poder analizar los puntos estables
de (4.3) se debe convertir en un modelo auténomo, esto se consiguid introduciendo la funcién

Y N | S . . . :
O = 10 Bor Brcos () lo cual convierte el sistema (4.3) en un sistema de 4 ecuaciones [Wang

c
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et al., 2020]. quedando de la siguiente forma:

S=uS—0S*— ouS—ozSU
) U
U=uwU (l — k_) 4+ o3SU — osU

R:wﬁR( ) OIS+ pwS* — ¢H2U<1—%> ©-1)
(221

27 By py sin(=Z
c(Bo+B COS(l))2

Se pueden encontrar los puntos de equilibrio de (5.1) igualando a cero las tasas de variacidn,
es decir:

S=U=R=0 (5.2)

Con lo que queda resolver el sistema planteado en (5.3):

WS — wS? — auS — o3SU =0

U
Ull—— SU —osU =0
25} ( k1> + 03 05 (5.3)

PR <1 —g) — S+ P0S* — purU (1 - 2) =0
2 ky

Durante el analisis del modelo se encontraron ocho puntos de equilibrio, los cuales se pre-
sentan en la ecuacion (5.4). Es importante destacar que los puntos Es,Eg,E7 y Eg varian en
funcién de @, mientras que los puntos restantes son constantes. De especial interés es el pun-
to E1, ya que indica que la cantidad de agua superficial, subterrdnea y de recarga se agotarian
simultineamente. A partir de este punto, las tres principales fuentes de agua estarian comple-
tamente agotadas. En adelante, en el presente trabajo, haremos referencia a este punto como el
“punto apocaliptico”.

Para referirnos a los diferentes puntos de equilibrio, acordamos la siguiente notacion: E; =
(ES ElU ,EZR ). Es importante destacar que el conocimiento y andlisis de los puntos de equilibrio
en un modelo es crucial para la comprension y la predicciéon de su comportamiento. En parti-
cular, estos puntos representan las soluciones estacionarias del modelo, en las cuales el sistema
permanece en equilibrio a lo largo del tiempo, sin cambios en las variables. En este caso, el
modelo describe el comportamiento del sistema hidrolégico, por lo que los puntos de equilibrio
representan estados en los que la cantidad de agua en cada una de las fuentes (superficial, sub-

terrdnea y de recarga) se mantiene constante.
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Eif=0, EV=0, EFf=0
E5=0, EY=0, EX=-0.16
E{ =0, EY =0.00461538, EX=-0.16761
E; =0, EJ =0.00461538, ER=0.00761007
0.8 00241209\/ (180+ 11w)
ES="" EY=0, EF=-008- i
0.8 0. 0241209\/ (180 + 11w)
S U R
ES==—, EY=0, EF=—-008+ (5.4)
s 07952 v 0.0768 +0.00461538(o
77009984+ T 0.09984 + ®
px _ 00079872 —0.08 —4.00503 1076/7.84033 - 108+ 7.90067 - 10%®w + 4.78516 - 1082
T 0.09984 +
s 07952 v 0.0768 +0.00461538w
87 0.09984+w” ¥ 0.09984 + ®

ER _ —0.0079872 — 0.08® +4.00503 - 10°1/7.84033 - 108 +7.90067 - 109 +4.78516 - 108 2

8 0.09984 + @

Debido al sentido fisico del problema, se restringen al caso donde los puntos son reales y positivos,
por lo que los puntos E» y E3 no son de interés en la investigacién. Adicionalmente, restringimos el valor
de o de tal manera que los puntos presentados en (5.4) satisfagan la condicién de ser reales y positivos,

los conjuntos donde tienen sentido fisico son:

EseR" xRT xR*
Es c RT xRT xR*
E;eRT xR xR*
EgcRT xR xR*

Si
Si
ST

ST

owcl
o>0

(5.5
owch

o > —0.09984

Es importante destacar que algunos puntos de equilibrio pueden no tener relevancia fisica en el con-
texto del estudio, como es el caso de E5 y E7. Estos puntos no permiten que se establezcan valores de @
que tengan una interpretacion fisica significativa en el modelo, lo que significa que no pueden ser con-
siderados en el andlisis del sistema. Aunque estos puntos de equilibrio no son relevantes para el estudio,
es necesario tenerlos en cuenta para una comprension completa del comportamiento del modelo. Por lo
tanto, en la investigacion se prestara atencion tinicamente a los puntos de equilibrio que sean fisicamente
significativos para el sistema y que permitan obtener informacién valiosa para la toma de decisiones en

el ambito de la gestioén de los recursos hidricos.

Por tanto, los puntos de equilibrio de interés son E1, E4, Eg y Eg. Para determinar la estabilidad de
estos puntos, calculamos la matriz jacobiana del sistema y evaluamos en las coordenadas (S,U,R) que

representan E; = (E3,EV ER).
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[.11—2(1)5—064—063U —O£3S 0
J= U = 22U + 058 — 05 0 (5.6)
-0 +2¢mS —pu +29 22U Pls — 29 F°R

entonces se deben encontrar los valores u tales que P(A) = |J(r;) — AI| = 0 . El polinomio carac-
teristico P(u) asociado con (5.6) es:

‘LL1—2(DS—OC4—OC3U—7L —a3S 0
P(A) = U =220 + 058 — o5 — A 0 (5.7)
—ou; —200S —pw +20 42U Ols —204°R— A

Sustituyendo los valores de los pardmetros y resolviendo la ecuacion asociada a (5.7) se obtiene:

P(A) = (—0.114 1.2222R— 1) - (A2 — 0.6\ — 2.0852® + 2AS® — 1.040S +43.333SU o

(5.8)
—2.22045 x 1071°SU +0.4S® +0.8325 +22.5333U2 +22.7067AU — 17.1253U —0.16) =0
El cual tiene las soluciones:
Aip =—0.1141.2222R
—(22.7067U — 1.04S —2Sw —0.6) + A
Ain = 5 (5.9)
—(22.7067U — 1.04S — 28w — 0.6) — A
Aip = 3
Donde A viene dado por:
A=+/0—4P (5.10)

Y los términos Q y P son:

Q = (22.7067U — 1.045 428w — 0.6)*
P=—2.085%w+43.3333U% — 2.2045 x 107 19SU + 0.4Sw (5.11)
+0.8328 +22.5333U% — 17.1253U —0.16
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Los puntos de equilibrio del sistema se analizaron en términos de su estabilidad, y se encontr6 que los
puntos de interés son E|, E4, Eg y E3. Se utilizé la matriz jacobiana del sistema evaluada en las coordena-
das correspondientes a cada punto de equilibrio para obtener los valores propios, que permiten determinar
la estabilidad de los puntos.

Los puntos E; y E4 fueron identificados como puntos de silla debido a que los valores propios co-
rrespondientes tienen signos distintos. En particular, para E; se obtuvieron los valores propios 4 =
—0.11,41 2 =0.8,4; 3 = —0.4, mientras que para E4 se obtuvieron A4 | = —0.314819, 14, =0.7951, 443 =
—0.30083.

En el caso del punto Eg, se obtuvieron los valores propios que se presentan en (5.12), los cuales
muestran que Ag | toma valores positivos en el conjunto {® : 0 < @ < 0.113559} y negativos en el con-
junto {® : @ > 0.113559}, mientras que A, es positivo en el conjunto {® : 0 < @ < 4.16} y negativo
en {®: ® > 4.16}. Por otro lado, A¢3 es negativo para todo @ > 0. Debido a que los valores propios
tienen signos opuestos independientemente del valor de w, se concluye que Eg es un punto de silla para
o € (0,4.16) y un atractor para @ € (4.16,). En resumen, los resultados indican que los puntos Ej y E4
son equilibrios de tipo silla. Por otro lado, Es en el intervalo @ € (0,4.16) es un equilibrio tipo silla, y en
® € (4.16,00) es un atractor.

0.0360252,/(180+ 11
Aoy = —1.43924 + g( i)

0.832 0.9984 | 0.692224

Aep = 5 (5.12)
% 1 \/0.36—1— 0.9(284 N 0.62)22224
As3 = 5

Para el punto Ejg, los valores propios satisfacen que Ag»,Ag3 < 0 para @ > —0.09984, por otro la-
do, Ag, es positivo para @ € (—0.09984,5.79729) y positiva en @ € (5.79729,) con lo que se puede
concluir que es un atractor para @ € (5.79729,00) y un punto silla para @ € (—0.09984,5.79729).
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CAPITULO

Analisis numérico de SUR

Este capitulo se dedica a evaluar el desemperio del modelo mediante la realizacion de simulaciones
computarizadas. Con esto, se busca analizar el comportamiento del modelo al someterlo a diferentes
escenarios, variando los pardmetros y condiciones. De esta manera, se podrd observar el efecto de cada
una de las variables en el sistema y como éstas afectan al suministro de agua en la region de Pachuca
de Soto. Esta metodologia es esencial para entender la dindmica del agua en la region y para hacer pre-
dicciones futuras. Ademds, estas simulaciones permiten identificar posibles problemas o limitaciones del
modelo, lo que es esencial para mejorarlo y hacerlo mds preciso. En resumen, el objetivo de este capitu-
lo es analizar el comportamiento del modelo en diferentes escenarios para entender mejor la dindmica
del agua en la region de Pachuca de Soto y poder hacer prestintos escenarios utilizando simulacion por
computadora. Esto con la finalidad de ver el comportamiento de las fuentes bajo distintas condicciones
precisas sobre el suministro de agua en el futuro.

6.1

Simulaciones

Para obtener una mejor comprension del modelo SUR y su interaccién con cada una de las variables
que influyen en el suministro de agua en la region de Pachuca de Soto, se llevaron a cabo una serie de
simulaciones en las que se variaron los pardmetros del modelo. Estas simulaciones permitieron evaluar la
dindmica del agua en la regidn bajo diferentes escenarios, tales como variacion en las tasas de proporcio-
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nalidad de intensidad de flujo, los coeficientes logisticos de proporcionalidad de flujo, las persistencias de
flujo, cambios en la demanda de agua, entre otros. Los resultados de estas simulaciones permitieron eva-
luar la sensibilidad del modelo a cambios en los pardmetros, y proporcionaron informacién valiosa para
entender como cada variable afecta el suministro de agua en la regiéon. Ademas, estos resultados pueden
ser utilizados para hacer predicciones sobre el suministro de agua en el futuro, y para tomar decisiones
informadas en la gestién del recurso hidrico en la regién de Pachuca de Soto.

Caso 1. Simulacion predictiva: La figura 14 muestra el comportamiento predictivo de las fuentes de
agua para los afios siguientes. Esta simulacion se realiz6 con el propdsito de entender el comportamiento
futuro de las fuentes. En la simulacién se utilizaron los mismos pardmetros con los que se calibré el mo-
delo, el Unico cambio fue el intervalo, que es 2003 < ¢ < 2100.

Caso 2. Aumento del periodo de onda: En este escenario el valor de ¢ se incrementa desde ¢ =
0,000001 a ¢ = 0,01. Esto provoca un alargamiento horizontal en las gréficas (véase la Fig. 6.2). Este
comportamiento puede explicarse por el comportamiento oscilatorio atribuido al modelo. Con esta modi-
ficacién, la onda alcanza sus picos y valles en intervalos de tiempo mads largos.

Caso 3. Aumento de la persistencia de flujo variable: En este caso (véase la Fig. 6.3), el valor de
Bo = 3 se incrementa a By = 3.5y B = 2.5 a B; = 3, esto hace que aumente k(¢), provocando que las
curvas de solucion sufran un alargamiento vertical. Esto puede atribuirse al hecho de que al aumentar el
valor de k(r) se supone que aumenta la capacidad de agua superficial variable maxima, lo que desplaza el
equilibrio a valores mas grandes.

Caso 4. Aumento de k;: En este caso se increment6 el valor de la persistencia del flujo k; , lo que
influy6 en el comportamiento de la recarga R. El aumento va desde k, = —0.16 (fig. 4.5) a ko = —0.06
(fig. 6.4). Con este aumento se observa un cambio en la tendencia de la grafica, ya que en la primera
tiende a crecer y oscilar, mientras que en la segunda tiende a disminuir y oscilar.

Un cambio similar al del Caso 4 se obtiene en los Casos 5 y caso 6. En el Caso 5, al disminuir 3 de
Bo =3 a Py = 2.5, se obtiene un comportamiento decreciente en la recarga, como puede verse en la Fig.
6.5 Por otro lado, en el Caso 6, al aumentar 3; de f; = 2.5 a f; = 3 como puede verse en la Fig. 6.6, la
recarga también presenta un comportamiento decreciente.

En los siguientes casos (figura 6.7, 6.8) se presentan comportamientos similares a los iniciales con
muy ligeros cambios, solo se mencionard el cambio que se realiz6 en cada figura.

Finalmente, los casos 7, 8,9, 10, 11 y 12 (figura 6.7, 6.8) presentan un conjunto de simulaciones para
diferentes parametros. Se observa que el sistema es muy sensible a la variacién de los pardmetros, de
forma que en estos escenarios el agua subterrdnea y de recarga aumenta o disminuye; para el suministro
de agua superficial sigue siendo oscilante.
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CAPITULO

Resultados

Este capitulo se enfoca en proporcionar una vision general de los hallazgos obtenidos a través del
andlisis del modelo SUR se realizard una discusion detallada de los resultados obtenidos en las simula-
ciones y los andlisis cualitativos realizados. Se presentardn grdficos y tablas que ilustran el comporta-
miento del modelo bajo diferentes escenarios, asi como los puntos de equilibrio y su naturaleza. También
se discutirdn las limitaciones y posibles mejoras del modelo, asi como su aplicabilidad en la realidad
y su importancia para la gestion del agua. Ademds, se dardn las conclusiones finales del trabajo y se
sugerirdn lineas de investigacion futura.

7.1

Discusion de los resultados

Mediante el ajuste de los parametros del modelo SUR, se model6 la dinamica de las fuentes de abas-
tecimiento de agua en Pachuca de Soto, Hidalgo. El modelo present6 un error cuadritico medio (ECM)
ECM = 0.006189956. La tabla 7.1 muestra el ECM de los casos presentados. La primera fila muestra el
para el ajuste original, mientras que las filas siguientes muestran los valores para los casos presentados.
Cabe mencionar que los casos 1 y 2 no se presentan porque el primero es una simulacién predictiva y
el segundo sélo sufre un cambio en su periodo. Cabe sefialar que bajo los pardmetros ajustados, que el
modelo SUR original resulta en la mejor aproximacién a los datos reales en la Tabla 4.1.
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Cuadro 7.1: Error cuadratico medio para las simulaciones de SUR

Caso ECMg ECMy ECMpg ECM
Original | 0.00389047 | 0.0076648 | 0.0070146 | 0.00618996
Caso 3 | 0.00322631 | 0.02244088 | 0.00392565 | 0.00986428
Caso 4 | 0.00340658 | 0.0141966 | 0.02254739 | 0.01338352
Caso5 | 0.0072611 | 0.1660882 | 0.03248747 | 0.06861226
Caso 6 | 0.00704007 | 0.15452174 | 0.0306156 | 0.06405914 |
Caso7 | 0.00714761 | 0.01358265 | 0.00741325 | 0.00938117
Caso 8 | 0.00452273 | 0.01269224 | 0.00483081 | 0.00734859
Caso 9 | 0.00414206 | 0.01598695 | 0.00976141 | 0.00996347
Caso 10 | 0.0032227 | 0.01299142 | 0.00516011 | 0.00712474
Caso 11 | 0.00289224 | 0.01044561 | 0.00640336 | 0.0065804
Caso 12 | 0.00436009 | 0.01607759 | 0.01093406 | 0.01045725

a1 os valores estdn dados en 10°hm?.

El andlisis cualitativo del modelo SUR revela la presencia de ocho puntos de equilibrio. Sin embar-
go, para el propésito de este estudio, nos centraremos en cuatro puntos de equilibrio especificos que son
particularmente relevantes: E, E4, Eg y Eg.

Interpretando estos puntos de equilibrio en un sentido fisico, £ representa un escenario apocaliptico
donde los niveles de agua en algunas de las tres fuentes exhiben una tendencia decreciente, mientras que
en otras, aumentan. Esto resalta las dindmicas contrastantes y la escasez potencial de agua en diferentes
fuentes.

Pasando a Eg, exhibe un comportamiento interesante como un atractor para ciertos valores de @. Este
fendmeno demuestra cémo la dindmica del agua subterrdnea tiende a disminuir a medida que las canti-
dades de agua convergen hacia los valores especificados de Eg. Por otro lado, para valores de @ entre O y
4.16, E¢ funciona como un punto de silla, indicando un comportamiento més complejo y variado de los
niveles de agua.

Por tdltimo, Eg muestra una transicion en la dindmica a medida que @ aumenta. Pasa de ser un punto
de silla a un atractor, lo que indica cémo la cantidad de agua superficial tiende a disminuir con valores
mas altos de w. Esto resalta la importancia de considerar los impactos de los valores variables de @ en
los recursos hidricos y la necesidad de pricticas de gestién sostenible.

En resumen, los puntos de equilibrio en el modelo SUR ofrecen conocimientos sobre el comporta-
miento del agua en el sistema. E| representa un “escenario apocaliptico”de fluctuacion de niveles de agua
en diferentes fuentes. £4 muestra un escenario done en el que el agua superficial se agota es un punto
de silla, es decir se atrae solo en algunas direcciones y en otras se repele. Eg exhibe un comportamiento
atractor para ciertos valores de @, enfatizando la disminucién de la dindmica del agua subterrdnea. Eg
muestra el cambio hacia un atractor a medida que @ aumenta, indicando una tendencia decreciente en el
agua superficial. Estas interpretaciones brindan una comprensién valiosa de la dindmica del agua en el
modelo y subrayan la importancia de estrategias de gestiéon adecuadas para garantizar recursos hidricos
sostenibles.
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Las simulaciones se realizaron variando los pardmetros del modelo SUR, lo cual proporcioné in-
formacién valiosa sobre la dinamica del sistema. Especificamente, se observé una tendencia decreciente
en el agua subterrdnea, indicando un declive inminente, lo cual es consistente con la sobreexplotacién
actual del acuifero Cuautitlan-Pachuca [Galindo et al., 2010]. El comportamiento del agua de recarga
varié segtn los valores de los pardmetros fy, B1 y ki, lo que result6 en escenarios de aumento y dismi-
nucién del suministro. La relacion entre la recarga y las capacidades persistentes resalt6 la dependencia
del comportamiento de recarga en la capacidad de almacenamiento de agua de las fuentes superficiales
y subterrdneas. Si la demanda de agua excede la cantidad de recarga, esta disminuird, mientras que un
exceso de agua ofrecida llevard a un aumento en la recarga.

En cuanto al comportamiento del agua superficial, se observé una evolucién oscilatoria en su dindmi-
ca. Estos resultados respaldan la idea de que, independientemente de los valores de los pardmetros del
sistema, la dindmica del agua superficial se asemeja a una variable aleatoria.

En general, el andlisis de los resultados revela hallazgos importantes sobre el sistema de suministro
de agua en Pachuca de Soto, Hidalgo. En primer lugar, destaca la necesidad de considerar un enfoque
dindmico en la modelizacion de las fuentes de agua, ya que la dindmica varia con el tiempo y no puede
ser capturada adecuadamente por enfoques estiticos. El uso del modelo SUR permitié incorporar esta
dinamicidad y obtener una mejor aproximacion a la realidad.

Las simulaciones realizadas, al variar significativamente los pardmetros del modelo, nos permitieron
explorar diferentes escenarios y comprender mejor la dindmica del sistema de suministro de agua. La
observacién de una tendencia decreciente en el agua subterrdnea es particularmente relevante, ya que
refuerza la necesidad de implementar medidas de gestién y conservacidn para este recurso. Asimismo, el
comportamiento oscilatorio del agua superficial sefiala la importancia de considerar la variabilidad natu-
ral y los patrones estacionales en la gestién del agua.

En resumen, este estudio ofrece un enfoque mads preciso y dindmico para el problema de suministro
de agua potable en Pachuca de Soto, Hidalgo. Los resultados obtenidos a través del modelo SUR y las
simulaciones realizadas proporcionan informacién valiosa para comprender la dindmica de las fuentes de
agua y su interaccion. Estos hallazgos pueden ser utilizados como base para la toma de decisiones y la
implementacién de estrategias de gestion del agua que promuevan la sostenibilidad y la seguridad hidrica
en la region. Se requiere mds investigacion y perfeccionamiento de estos modelos para mejorar ain mas
nuestra comprension y capacidad de planificacién en el campo del suministro de agua.

7.2

Conclusiones

En conclusidn, este estudio presenta un andlisis exhaustivo de la dindmica de las fuentes de sumi-
nistro de agua en Pachuca de Soto, Hidalgo, utilizando el modelo SUR. El modelo demuestra un ajuste
satisfactorio a los datos reales, como se evidencia por el bajo valor del error cuadritico medio (MSE,
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por sus siglas en inglés). Los puntos de equilibrio identificados en el modelo proporcionan informacién
valiosa sobre el comportamiento de las fuentes de agua y resaltan la necesidad de estrategias efectivas de
gestion para garantizar recursos hidricos sostenibles.

La interpretacion de los puntos de equilibrio revela dindmicas contrastantes y posibles escaseces de
agua en diferentes fuentes. E| representa un .*scenario apocaliptico¢on niveles de agua fluctuantes, mien-
tras que Eg y Eg demuestran comportamiento de atractor y un cambio en la dindmica con valores variables
de los parametros. Estas interpretaciones mejoran nuestra comprension del sistema de suministro de agua
y enfatizan la importancia de enfoques de gestién adaptados.

Es importante destacar que la tendencia decreciente en el agua subterrdnea se alinea con la situacién
actual de sobreexplotacién en el acuifero Cuautitldn-Pachuca, lo que subraya la necesidad urgente de
medidas de conservacion. El comportamiento oscilatorio del agua superficial resalta la importancia de
considerar la variabilidad natural y los patrones estacionales en las estrategias de gestion del agua.

La flexibilidad del modelo SUR permite su aplicabilidad en otras regiones al ajustar los datos a las
caracteristicas especificas de cada drea. Esta caracteristica lo convierte en una herramienta valiosa para
tomadores de decisiones y gestores de recursos hidricos en todo el mundo, ya que les permite analizar
y predecir la dindmica del suministro de agua y desarrollar estrategias adaptadas para sus respectivas
regiones. Al incorporar el modelo SUR, los responsables de la formulacién de politicas pueden anticipar
desafios, implementar précticas de gestidn efectivas y garantizar un suministro de agua sostenible a largo
plazo.

Los hallazgos de este estudio tienen implicaciones mds alld de la comunidad cientifica y llegan a los
responsables de la formulacién de politicas, autoridades del agua y partes interesadas involucradas en la
gestion del agua. Se destaca la necesidad de un enfoque holistico que vaya mas alld de soluciones técnicas
y modelos matemadticos. Una gestion efectiva del agua requiere monitoreo constante, colaboracién y la
implementacién de politicas y regulaciones adecuadas.



CAPITULO

Conflicto de intereses y disponibilidad de datos

En este capitulo, se describe la declaracion de no conflicto de interés y la declaracion de disponibi-
lidad de datos relacionados con el modelo SUR La declaracion de no conflicto de interés indica que no
existe conflicto alguno entre los intereses de los autores y los resultados presentados en la tesis. Ademds,
la declaracion de disponibilidad de datos establece que los datos utilizados en el modelo estardn dispo-
nibles para aquellos interesados en utilizarlos para futuras investigaciones relacionadas con el andlisis
hidrolégico en la Region de Pachuca.

3.1

Declaracion de disponibilidad de datos

Es importante destacar que los datos utilizados en este estudio son de acceso publico y estan disponi-
bles a través del [Sistema Nacional de Informacion del Agua], una plataforma en linea que se encuentra
a cargo de la Comision Nacional del Agua. En este estudio se han organizado y analizado los datos para
llegar a las conclusiones presentadas en este trabajo. Para aquellos interesados en examinar los datos di-
rectamente, se proporciona el enlace al sitio web http://sina.conagua.gob.mx/sina/index. php,
donde se pueden encontrar los datos utilizados. Los datos se presentan en formatos de fécil acceso y
descarga, como archivos de texto y hojas de cdlculo, y se alienta a otros investigadores y profesionales a
utilizarlos en futuras investigaciones relacionadas con el manejo del agua.
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8.2

Declaracion de no intereses

En aras de la transparencia y la integridad académica, el autor de este estudio declara expresamente
que no existen conflictos de intereses financieros o personales que puedan influir en la investigacién o en
los posibles productos derivados de la misma. Esto incluye, pero no se limita a, relaciones financieras o
de colaboracién con empresas, instituciones o personas que puedan tener un interés en los resultados de
este estudio. El autor garantiza que se ha llevado a cabo una investigacion independiente y objetiva y que
los resultados presentados en este trabajo son el fruto de un anélisis riguroso y transparente de los datos.

Ademds, se informa que algunos resultados obtenidos de este trabajo han sido sometidos en una
revista cientifica para su posible publicacién como articulo. El autor declara que se han seguido las normas
y directrices éticas para la presentacion y publicacion de investigaciones en dicha revista.
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APENDICE

Programas para el analisis del agua

En esa seccion se describen los codigos utilizados para resolver las ecuaciones diferenciales en el
modelo SUR, incluyendo las caracteristicas y funcionalidades de los programas, los métodos y algo-
ritmos implementados, los detalles técnicos del proceso de solucion, y otros aspectos relevantes para
comprender la solucion de las ecuaciones diferenciales en el modelo.

A.l

Programa para resolver numéricamente el sistema SUR
usando MATLAB

Este cédigo proporcionado a continuacién brinda una solucién numérica eficiente y precisa para el
sistema SUR presentado (4.4), lo que ha resultado en resultados valiosos en la investigacién de la oferta
de agua en la Region de Pachuca. La implementacién del modelo en MATLAB R2019a ha permitido que
el cédigo sea una herramienta ttil para aquellos interesados en el andlisis hidrolégico y en la solucién de
sistemas de ecuaciones diferenciales no auténomas. La solucién numérica proporcionada por este c6digo
es una herramienta importante que ha ayudado a mejorar la comprension del comportamiento hidrolégico
en la regidn, y se espera que sea ttil en futuras investigaciones relacionadas con la oferta de agua en la
Regién de Pachuca.
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/4 Universidad Autonoma del Estado de Hidalgo (UAEH)

/i Maestria en matemdticas

/4 Resolucton del modelo SUR para la oferta de agua en la region de Pachuca
4 S: Agua superficial

/4 U: Agua subterrdnea

/ R: Recarga de agua (de lluvia y natural)

% Josué Neftali Gutiérrez Corona 04/MARZ0/2022 PACHUCA/APAN HIDALGO

/4 Dirige: PhD Luts Alberto Quezada tellez; PhD Benjamin Alfonso Itzd

% Area académica de Matemdticas y Fisica

function dxdt = resolverEDOEjemploDos(t,x)
/#Declaracton de variables

lambdal = 1.7;
lambda2 = 1.95;
lambda6 = 1.1;
alpha3d = 1.04;
alphad4 = 0.9;
alphab = 1.9;
betal = 3;
betal =2.5;

c = .000001;
k1 = .18;

k2 = -0.16;
phi=-0.1

k =betal + betal*cos((2*pi*t)/c);
7, SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES SUR

% Superficial (S)

dxdt (1) =1%( lambdal*x(1)*(1-(x(1))/k)-alphad*x(1)-alpha3+*(x(1))*(x(2)));

% Subterrdnea (U)

dxdt (2) =1*%( lambda2*x(2)*(1-(x(2))/kl)+alpha3*(x(1))*(x(2))-alphab*(x(2)));
% Recarga (R)

dxdt (3) =-0.1%( lambda6+*x(3)*(1-(x(3))/k2)-lambdal+*(x(1)*(1-(x(1))/k))-
lambda2*x(2)* (1-(x(2))/k1));

dxdt = dxdt';

end
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A.2

Programa para graficar las soluciones del modelo SUR
empleando MATLAB

El cédigo presentado tiene como objetivo principal generar visualizaciones de las soluciones del
sistema de ecuaciones diferenciales no auténomas SUR en la Regién de Pachuca, utilizando MATLAB
R2019a. Estas graficas brindan una representacion clara y detallada del comportamiento hidrolégico en
la regién, lo que permite una mejor comprensioén de la oferta de agua. Este c6digo es una herramienta
valiosa para aquellos interesados en el anélisis hidrolégico y en la representacién grafica de sistemas
de ecuaciones diferenciales no auténomas. Los resultados generados por este c6digo han demostrado ser
precisos y eficientes, lo que ha permitido obtener una mejor comprension del comportamiento hidrolégico
en la region. Se espera que esta herramienta sea til en futuras investigaciones relacionadas con la oferta
de agua en la Regién de Pachuca y en el anélisis hidrolégico en general.

/4 Universtdad Autonoma del Estado de Hidalgo

/4 Maestria en matemdticas

/i Resolucion del modelo SUR para la oferta de agua en la region de Pachuca
4 S: Agua superficial

% U: Agua subterrdnea

/4 R: Recarga de agua (de lluvia y natural)

% Josué Neftali Gutiérrez Corona 04/MARZ0/2022 PACHUCA/APAN HIDALGO

/% Dirige: PhD Lutis Alberto Quezada Tellez; PhD Benjamin Alfonso Itzd

%4 Area académica de Matemdticas y Fisica

clear variables

clc

% ( walor inicial, paso, walor final)
t = (2003:0.0000001:2200) ;

/4 condiciones intciales
%4 (superficial, subterrdnea, Tecarga)

Xo = [0.483315;0.134121;0.2031];

/. Resolwer
[T,Y] = ode45(@resolverEDOEjemploDos,t,X0);

/4 Fucniones que se wan a graficar

x1 = Y(:,1);
x2 = Y(:,2);
x3 = Y(:,3);

% Grafica
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plot(T,Y,'linewidth',3);

title('Model Results')

xlabel('Time (years)');

ylabel('107°3 hm~3/year');
legend({'S','U','R'}, 'Location', 'southwest')

A.3

Programa empleado para calcular los puntos de equilibrio
de SUR empleando Mathematica.

El presente cédigo, desarrollado en Mathematica 12 resuelve el sistema de ecuaciones no lineales
(5.3) para calcular los puntos de equilibrio del sistema de ecuaciones diferenciales no auténomas SUR
propuesto, es una solucién numérica eficaz y eficiente para el andlisis hidrolégico de la Regién de Pa-
chuca. Mathematica se ha demostrado como una herramienta sélida para la solucién de sistemas de ecua-
ciones diferenciales, y este c6digo es valioso para quienes buscan analizar sistemas de ecuaciones dife-
renciales no auténomas. Se espera que esta herramienta sea util para futuras investigaciones relacionadas
con la oferta de agua en la Region de Pachuca y en el andlisis hidroldgico en general.

Clear[ecuaciones, S, U, R]
ecuaciones = {1.7*S - (87"2)*W - 0.9%S - 1.04*(3)*(U) == 0 &&
1.95%x(U)*(1 - (U)/0.18) + 1.04*(8)*(U) - 1.9%(U) == 0 &&
1.1#R*x(1 - (R)/(-0.16)) - 1.7%S + Wx(S"2) -
1.95%xUx(1 - (U)/0.18) == 0 } ; Refinel
Simplify[Solve[ecuaciones, {S, U, R}]]]

Programa empleado para analizar el punto £7 y Es obtenidos del sistema S.U.R:

Reduce[Gamma[x] <= 2 x && -2 <= x <= 2, x, Reals]

Reduce[W >
0 && -0.07999999999999999] - (
0.024120907566221088| Sqrt[W (180.[] + 11.[] W1)/W >= 0, Reals]

Reduce[W >
0 && —0.07999999999999999ﬂ + (
0.024120907566221088[| Sqrt[W (180.[] + 11.[] W)1)/W >= 0, Reals]

Reduce [0.7952[]/(0.09984| + 1.[] W) >= 0 && (
0.0768[] + 0.004615384615384615] W)/(0.09984| + 1.[] W) >= 0 &&
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1/(0.09984[] +
1.[] W) (-0.0079872] - 0.08000000000000002| W +
4.005031800158361[+"-6 Sqrt[
7.840329120 "8 + 7.90066875[[+"9 W + 4.78515625 [+8 W"2]) >=
0, Reals]

Los cddigos utilizados para llevar a cabo los calculos y andlisis presentados en este estudio fueron
desarrollados por el autor con la finalidad de cumplir con los objetivos planteados. Se utilizaron dos herra-
mientas de programacion, especificamente MATLAB R2019a y WOLFRAM MATHEMATICA version
12.0.0.0, debido a su capacidad para resolver ecuaciones y analizar datos complejos. La autoria de es-
tos programas es exclusiva del autor, quien garantiza su originalidad y eficacia en la realizacién de los
célculos y anélisis requeridos.
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