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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es extender a ecuaciones en derivadas parciales una
definicion ya establecida de estabilidad para ecuaciones diferenciales ordinarias, en par-
ticular, extender esta definicion para la ecuacion de calor radialmente simétrica en dos
y tres dimensiones. Para dicha ecuacion, consideramos fuentes de calor externas que se
representan via series de Fourier-Bessel y cuyos coeficientes de Fourier-Bessel son dife-
renciables a trozos y acotados en valor absoluto. Aplicamos el método se separacion de
variables a la ecuacion de calor para obtener soluciones e identificamos los coeficientes
de Fourier-Bessel que hacen que la solucion obtenida, asi como sus primeras derivadas
parciales, alcancen los valores absolutos mayores posibles. En base a esto, establecemos
condiciones suficientes para asegurar la estabilidad robusta en la ecuacién de calor en
cuestion.

En la primera parte de la tesis aplicamos el Principio del Minimo de Pontryagin, uno de los
resultados mds importantes de la teoria de control 6ptimo, a un problema de optimizacién
sujeto a una ecuacion diferencial ordinaria que satisfacen los coeficientes de las series de
Fourier-Bessel de las soluciones de la ecuacién de calor radialmente simétrica. Ademas,
describimos algunas propiedades del tubo de alcanzabilidad asociado a dicha ecuacién
diferencial.

En la segunda parte de la tesis detallamos el proceso deductivo para obtener la ecuacion de
calor en n dimensiones. También, examinamos a detalle el caso particular de la ecuacién
de calor radialmente simétrica en dos y tres dimensiones y aplicamos el método de sepa-
racion de variables de Fourier-Bessel para obtener soluciones de la ecuacion en cuestion
sin fuentes de calor externas.

En la tercera parte del trabajo proponemos la definicién de estabilidad robusta para la ecua-
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cion de calor radialmente simétrica en dos y tres dimensiones. Ademas, verificamos que el
método de separacion de variables de Fourier-Bessel sea vélido, es decir, que se obtengan
soluciones de la ecuacién de calor que se puedan representar via series de Fourier-Bessel.
Después, como principales resultados de esta tesis, establecemos condiciones suficientes,
sobre el coeficiente de difusividad térmica para garantizar la estabilidad robusta en la ecua-
cion de calor radialmente simétrica en dos y tres dimensiones. Ilustramos numéricamente
los resultados obtenidos.

Adicionalmente, en el Apéndice[A]se detallan propiedades importantes sobre las funciones
cilindricas y esféricas de Bessel de primera especie que son de utilidad en este trabajo.
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Introduccion

Para ecuaciones diferenciales hay varios tipos de estabilidad en la literatura, por ejemplo,
para ecuaciones diferenciales ordinarias, en 5] encontramos la estabilidad de Lyapunov 'y
la estabilidad asintotica. La estabilidad de Lyapunov de un punto de equilibrio significa
que las soluciones cuyas condiciones iniciales tiendan al punto de equilibrio en cuestion,
convergen uniformemente a una solucién constante para todo ¢ > (0. Mdas formalmente,
considerando la norma euclidiana, si * = Z es un punto de equilibrio estable de la ecua-
ci6én diferencial ordinaria # = v(x), entonces para todo £ > 0 existe n > 0 tal que si se
cumple que ||Zo — xy|| < n entonces la solucion ¢, de la ecuacion diferencial en cuestion,
asociada a la condicion inicial z satisface ||¢(t) — Z(t)|| < € parat > 0. En la estabilidad
asintdtica se pide estabilidad de Lyapunov y que ¢(t) — Zo cuando ¢ — oo.

Para la estabilidad de Lyapunov, cuando hay ciertas condiciones de suavidad sobre la
funcién v en la ecuacién diferencial ordinaria en cuestion, para cada condicion inicial
dada, hay una y solo una solucién asociada a cada condicidn inicial.

Para ecuaciones diferenciales ordinarias hay otro tipo de estabilidad: estabilidad bajo per-
turbaciones de accion permanente. Este tipo de estabilidad es de particular interés en este
trabajo de tesis. La definicidn de este tipo de estabilidad fue propuesta inicialmente por
Duboshin y Malkin, ver por ejemplo [13]. En esta definicion se considera el sistema

dz;
dtl :fi(taxl7$27"'axn)a xz(tO) = T0, (1)
el cual se somete a perturbaciones pequefias de accion permanent Ri(t,x1,x9,...,2,),

'Es decir, que las perturbaciones afectan el sistema para todo el tiempo de estudio.

XI
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asi el sistema (I)) se sustituye, para toda ¢ > ¢, por el sistema perturbado

dl‘i
dt

= filt,x1, 29, ..., xn) + Ri(t, 21,22, ..., Ts), i(to) = Tio, (2)

parai = 1,2,...,n, ver la Figura[l] En [13] se da la definicién siguiente.

Definicion 0.0.1. Se dice que la solucién del sistema (1)) es estable con respecto a las
perturbaciones de accion permanente si se cumple que para todo € > 0 dado, existen
constantes positivas 7; = 1;(¢) y o = 12(¢) tales que si

n n
SRP<wl, t>to, oy Y ah<n,
=1 =1

entonces

> oalt) <& t>t,
=1

donde z;(t),i = 1,2,...,n, es solucién del sistema perturbado .

Kl

Figura 1: Solucién z del sistema (I]) y solucién z del sistema perturbado (2)). (Gréficas
elaboradas con PSTricks)

Este tipo de estabilidad ha sido usada e incluso se han dado variantes antes, por ejemplo,
en [2] se usa la misma definicién en un sistema de segundo orden y en [17] se da una
variacion de esta definiciéon usando una norma distinta a la euclidiana, también para un
sistema de segundo orden. En [17], el tipo de estabilidad recibe el nombre de estabilidad
robusta. En este tipo de estabilidad, para cada condicion inicial se puede trabajar con
muchas perturbaciones, siempre y cuando cumplan que su norma sea menor que 7, asi,
con la misma condicion inicial, tenemos una solucion asociada a cada perturbacion, y cada
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una de esas soluciones permanece suficientemente cerca del origen. Esto ultimo es lo que
hace que se le llame “robusta” y, en cierto sentido, este tipo de estabilidad es mas fuerte
que la estabilidad de Lyapunov.

Por otro lado, para ecuaciones en derivadas parciales, en particular para la ecuacién de
calor, se han estudiado varios tipos de estabilidad, por ejemplo, en [14] se aborda la esta-
bilidad estructural de soluciones que estdn definidas hasta cierto tiempo finito y que para
algidn tiempo ¢ < oo, estas soluciones tienden a infinito. Otro tipo de estabilidad que se ha
estudiado para la ecuacién de calor es la estabilidad de Hyers-Ulam. En [12], se estudia
este tipo de estabilidad en la ecuacion de calor para funciones radialmente simétricas. Un
tipo més de estabilidad que se estudia para la ecuacion de calor es la estabilidad en medi-
da, para este tipo de estabilidad, en [19] se consideran fuentes externas con interferencia
descrita por procesos de Wiener.

En este trabajo de tesis estudiamos, para la ecuacién de calor radialmente simétrica, la
estabilidad robusta para una clase particular de fuentes de calor externas (o perturbaciones
externas), como una extension de la estabilidad bajo perturbaciones de accion permanen-
te. Para la clase de fuentes externas que utilizamos, aplicamos el método de separacion
de variables de Fourier-Bessel y obtenemos, mediante manipulacion de los coeficientes de
Fourier-Bessel, las peores fuentes externas a las que la ecuacién de calor se puede some-
ter de tal forma que las soluciones obtenidas, asi como sus primeras derivadas parciales,
alcancen los valores absolutos mayores posibles. Al acotar apropiadamente estas fuentes
de calor extremas damos un criterio para garantizar la estabilidad robusta en la ecuacién
de calor en cuestion.

Para poder realizar lo anterior consideramos un problema de optimizacion para los coefi-
cientes de Fourier-Bessel de las soluciones de la ecuacién de calor. Lo obtenido al resolver
dicho problema de optimizacidn nos permite definir un tubo de alcanzabilidad el cual nos
da informacion sobre el comportamiento de cada coeficiente de Fourier-Bessel.

Esta tesis consta de tres capitulos, en el primero abordamos todo lo relacionado con las
ecuaciones diferenciales ordinarias que son de utilidad para este trabajo, y en los siguientes
dos capitulos nos concentramos en las ecuaciones diferenciales parciales de interés y su
estabilidad robusta.
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Preliminares

Seccion 1.1

Principio del Minimo de Pontryagin

En esta seccion presentamos el Principio del Minimo de Pontryagin, el cual usaremos
para maximizar cierto funcional mediante la minimizacion de una funcion de Pontryagin,
siguiendo el desarrollo de [15]. Esta es una version equivalente a la que enuncia Pontryagin
y colaboradores en [7, 8]].

Comenzamos analizando algunas propiedades de soluciones fundamentales para una ecua-
ci6én diferencial ordinaria de la forma y(t) = a(t)y(t), dichas propiedades nos seran de
utilidad para mostrar el Principio del Minimo de Pontryagin.

1.1.1. Propiedades de soluciones fundamentales para una ecuacion
diferencial ordinaria lineal

Consideremos el problema de valores iniciales siguiente

y(t) = a®y(t), y(s) = b, (1.1)
en donde a es una funcién continua en [«, /3], el punto () denota la derivada respecto del
tiempo, s € («, B) y yo es la condicion inicial.

Decimos que ¢ : [«, 8] X [, 8] — R es una solucién fundamental para la ecuacion (1.1)
si se cumple que

Egp(t’s) =a(t)p(t,s) y o(s,s) =1
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La siguiente propiedad sobre soluciones fundamentales, que podemos encontrar en [15],
nos indica como se relaciona una solucién fundamental con cualquier solucién de la ecua-
cién diferencial (1.1)).

Proposicion 1.1.1. Toda solucién y : [o, 5] — R de la ecuacién diferencial (1.1)
cumple lo siguiente para toda ¢t € [, (]

y(t) = ¢(t,s)yo, t>s.

La segunda propiedad de interés nos proporciona una forma alternativa de escribir la so-
lucién fundamental ¢ de la ecuacién diferencial ordinaria (T.T).

Proposicion 1.1.2. La siguiente identidad es vdlida para todo ¢, s, T € [«, /],

90(57 t) = @(Zz 7—)90(7—7 S)'

La prueba de la propiedad anterior consiste en notar que para 7 y s fijos, tenemos que

& (ol )l ) = S (ol6,7) (7 9)
= a(t)p(t,7)p(7,5),

obteniendo asi que (¢, 7)p(T, s) es una solucion de la ecuacion (1.1). Luego, dado que
tenemos (7, 7) = 1, entonces

90(7_7 7_)90(7—7 5) = QO(T? 8)'

Por lo tanto (s, t) y ©(t, 7)(T, s) son soluciones fundamentales de y ademads coin-
ciden en ¢t = 7. Usando el teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales
ordinarias, ver por ejemplo Teorema 10.1 en [1]], podemos concluir que ambas soluciones
fundamentales deben de ser la misma, dando por cierta esta proposicion.

Usando la propiedad anterior podemos ver que ¢(s,t)p(t,s) = 1, de donde, usando la
invertibilidad de ¢, se desprende la siguiente propiedad.

Proposicion 1.1.3. Se cumple que

(p(t, S) = 90(87 t)_l'

Finalmente, otra propiedad que nos sera ttil es la siguiente.
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Proposicion 1.1.4. La funcién ¢ : [« 8] X [, 5] — R, considerada como una funcién
de s € (a, ), satisface

dis@(s,t) — —a()plt.s), tels Al

La prueba de la proposicién anterior se sigue de notar que, de la Proposicién[I.1.3] obte-
nemos lo siguiente

ds
= o (s, )30l )
= _90_2(57 t)CI, 5)90(57 t)
= —a(s)p '(s,t)

Estas propiedades las usaremos para mostrar el Principio del Minimo de Pontryagin.

1.1.2. Deduccion del Principio del Minimo de Pontryagin

En esta seccidon daremos una revision al Principio del Minimo de Pontryagin vélido para
funciones continuas a trozos. Introducimos la notacién que serd de utilidad para este fin.

Una funcién v : [o, 8] — R es llamada continua a trozos, si existe una particion finita e
irreducible ¢y < t; < ... < t, del intervalo |« 3], con @ = toy f = t,, tal que para
cualquier entero j = 1,2, ..., n, existe una funcién u; continua en [c, 3] de tal forma que
la igualdad u(t) = u;(t) se cumpla para todo ¢ € (t;_1,%;); en este caso se dice que u;
es una extension continua de u en [«, 5]. Al conjunto de funciones continuas a trozos con
dominio [«, 5] y rango R lo denotamos por KC|a, 3.

La discusion siguiente toma como guia parte del Capitulo 2 de [15].

Sea el funcional J : Cla, 5] — R definido por J[z| = g(z(8)), con g : R — R una
funcién continuamente diferenciable dada. Consideraremos el problema de optimizacién
siguiente:

J[z] = g(z(B)) — sup, (1.2)

U,GZ/{V

sujeto a
= f(z,u), x(a)=1z,. (1.3)
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endonde U, := {u € KC|a, f] : |u(t)| < v}, conv > 0 una constante dada. Suponemos
que la funcién f : R x [—-v,v] — R es dada y continuamente diferenciable. El conjunto
de funciones U, es llamado conjunto de controles admisibles para el problema (1.2), la
solucién z de la ecuacién diferencial (I.3)) con u fija, se le llama trayectoria asociada al
control u. La notaciéon empleada en el problema (1.2)-(I.3)) significa que estamos buscan-
do controles u € U, tales que la solucion de asociada a este control maximice el
funcional J. Una funcién u € U, que da solucidn al problema de optimizacion y que
satisface la ecuacion diferencial ordinaria es llamado control éptimo.

Supongamos que u € U, es el control 6ptimo que resuelve el problema de optimizacién
(1.2) y sea x la solucién de la ecuacién diferencial ordinaria (1.3) asociada a .

Consideremos ahora un punto de continuidad s de u, para el cual podemos tomar £ > 0
suficientemente pequeio de tal forma que u siga siendo continua en el intervalo (s — ¢, s].
Con lo anterior definamos la variacién v* como sigue:

u(t), si té(s—e,sl,
u*(t) =
du, si te(s—e,sl,

donde du es una constante tal que u* sigue siendo un control admisible, esto es, que u*
esté en U,,.

Denotemos por z* la solucién de la ecuacion diferencial ordinaria (1.3) asociada a u*.
Notemos que z*(t) = z(t) parat € [, s — €], mientras que en el resto del intervalo dichas
funciones no tienen por qué coincidir. El comportamiento de @, z,u* y x* lo podemos
apreciar en la Figura[I.1]

Para analizar la diferencia de ambas soluciones definamos la variacién

dx(t) == 2" (t) — z(t), te€ o]

Al analizar a 0z en cada intervalo podemos ver que dx(t) = 0 para toda t € [, s — €,
pues como mencionamos arriba, Z coincide con z* en dicho intervalo. Para analizar dx en
el intervalo (s — ¢, s| podemos usar una expansién en series de Taylor, esto de la manera
siguiente. Aplicando un desarrollo en series de Taylor para Z(s) y para z*(s) podemos
observar que

(s —¢e)=a"(s) —ei*(s)+o(e) y Z(s—e)=1x(s)—cx(s)+ol(e),

donde o(e) representa una cantidad que depende de € que tiende a cero mas rapido que .
Esto se puede escribir con simbolos como sigue
, o(e
lim Q = 0.

e—=0 ¢
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w, u™* T, x

u 1 *
i

O e
,
» Q= —— —

(a) (b)

Figura 1.1: (a): control 6ptimo « y la variacién u*. (b): soluciones = y x* de la ecua-
cion diferencial ordinaria asociadas a u y u*, respectivamente. (Graficas elaboradas con

PSTricks)

Usando las ecuaciones anteriores, y ya que en s — ¢ ambas soluciones coinciden, podemos
establecer el siguiente hecho

r*(s) —ex*(s) +o(e) = z(s) —ex(s) +o(e),

de donde obtenemos

Tomando solo los extremos de la expresion anterior obtenemos la ecuacion siguiente, la
cual nos servird como condicion inicial para el siguiente intervalo,

dx(s) =e[f(z*(s),u"(s)) — f(Z(s),u(s))] + o(e). (1.4)

Para determinar dx(¢) en el intervalo (s, 5] procederemos como se muestra a continuacion.
Primero, notemos que dx es solucion de la siguiente ecuacion diferencial

ox = f(x*,u*) — f(&,0) = f(T+ dx,u*) — f(Z,0),

con condicion inicial (1.4]).

Al expandir el lado derecho de la ecuacidn diferencial anterior, podemos ver que se cumple
la ecuacion diferencial

of

ox

o (z,u)dx + o(0x),
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con condicidn inicial (1.4). La parte principal de esta ecuacién diferencial es

of

ox = ——(Z,u)dx, 1.5
o (2,1) (1)

con condicién inicial (I.4). La ecuacién (1.5) es una ecuacién diferencial ordinaria lineal

de primer orden de la forma y = ay cony = dxrya = %(f, ), por lo que podemos hacer

uso de las propiedades revisadas en el apartado anterior.

Usando en la Proposicion|1.1.1] tenemos lo siguiente
0x(t) = e [f(z"(s),u"(s)) — f(Z(s), uls))] ¢(t, ) + o),

con ¢ : [a, f] X [a, f] — R una solucién fundamental de la ecuacién (1.5)). Al evaluar en
el tiempo ¢t = 3 obtenemos

0x(8) = e [f(2"(s),u"(s)) = F(2(s), uls))] (B, 5) + ole). (1.6)

Ahora analizamos la diferencia J[Z + dz| — J[Z], para lo cual usaremos una expansion en
series de Taylor y la identidad (1.6). Tenemos que las siguientes igualdades son vilidas

J[7 + ox] — J[z] = g(2(B) + 0x(8)) — g((B))

= %g(m) 0x(B) + o(x(8)),
z=2(B)

por lo que, sustituyendo (1.6) en esta expresién, obtenemos que

J[z + ox] — J[z] = 5dixg(x)

[F (2" (s),u"(5)) = f(z(s), u(s))] (B, 5) + o(e).

¢(5> = ——g(l’) (p(ﬁa‘S)? (17)
dr™" " aa(s)
para la cual podemos notar que
_d d _Of
VO =—gpol@)| Y g = = e ae)ue

La primera igualdad se sigue del hecho (3, 3) = 1, este es valido pues ¢ es solucion
fundamental de la ecuacién diferencial ordinaria (I.5)). Para la segunda basta derivar la
expresion en (I.7)), usar la Proposicion [I.1.4] para la solucion fundamental ¢ y reescribir
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usando (1.7) una vez mds. Con esto tenemos que la expresion d.J[z] = J[z + ox] — J[Z]
se puede escribir como

0J (7] = eip(s) [f(2(s), u(s)) = f(z*(s),u"(s))] + ole).

Al término ¢ (s) [f(Z(s), u(s)) — f(z*(s),u*(s))] se le llama variacion de segunda es-
pecie de J y se denota por ¢, 4J[z]. Usando todo lo anterior enunciamos el resultado
siguiente, el cual se puede encontrar como Teorema 2.3.1 en [L13]].

Teorema 1.1.1. Si s es un punto de continuidad del control éptimo @ € U,, del problema
de optimizacién y Z una solucion de la ecuacion diferencial ordinaria asociada
a u, entonces la diferencia 0.J[Z| = J[T + dz| — J[Z| puede escribirse en términos de la
variacion de segunda especie de J:

esto es
0J[z] = eb. s J[T] + o(e),

en donde ¢ es llamada coordenada conjugada y satisface la ecuacién diferencial ordi-
naria en tiempo inverso

U =GO, w8 = )] 9

Una vez establecido el teorema anterior, procedemos a enunciar el Principio del Minimo
de Pontryagin. Para ello observemos que, siguiendo la discusion anterior, si definimos la
funcién H (¢, x,u) = 9 f(z,u), la cual se conoce como funcion de Pontryaginﬂ, se verifica
lo siguiente

%( ,m,ﬂ):f(x,u):j,
OH, . af
%(Q/Ja 7)_w8_x(7)_ 1/}

'Una nota que se puede encontrar en [13] es que Pontryagin, inicialmente, llamé a H funcién de Ha-
miltén, subsecuentemente recibid el nombre de funcién de Pontryagin.
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es un ejemplo de ecuaciones de Hamilton, las cuales son frecuentes en fisica, y su cumpli-
miento hace que H sea una forma Hamiltoniana, ver por ejemplo [11].

Si w es solucién del problema de optimizacion (1.2)) y z la solucién de la ecuacion diferen-
cial ordinaria asociada a @, entonces §.J[z] < 0, ademds, como ¢ es arbitrariamente
pequefio, lo podemos escoger de tal forma que el signo de §.J[Z] sea el mismo que el signo
de d. s.J[Z], es decir, una condicion necesaria para que « y Z satisfagan el problema de
optimizacién sujeto a la ecuacion diferencial ordinaria (1.3, es que 0. ,.J[z] < 0. La
definicién de H nos permite escribir a . ;.J[Z] como sigue

0z, [7] = H(Y(s), Z(s), uls)) — H((s), z7(s), u*(s)),

lo cual permite escribir la condicién o, s J[Z] < 0, discutida arriba, en términos de la
funcién de Pontryagin H, esto de la siguiente manera:

H(p(s), 2(s),uls)) < H((s), 2" (s), u"(s)),

es decir, u,r deben minimizar a H en todo punto de continuidad de #, esto ultimo es el
Principio del Minimo de Pontryagin, el cual formulamos a continuacion.

I
Teorema 1.1.2. [Principio del Minimo de Pontryagin.] Supongamos que % es un

control 6ptimo que resuelve el problema de optimizacién y que T es la solucién
de la ecuacion diferencial ordinaria asociada a u. Supongamos ademas que 1 es
una solucién del problema en tiempo inverso dado en (1.8). Entonces la funcién de
Pontryagin H (¢, z,u) = ¢ f(x,u) alcanza su minimo en 4 y 7.

El Teorema [[.1.2] nos dice, en palabras mds sencillas, que para resolver el problema de
optimizacion (1.2) sujeto a la ecuacién diferencial ordinaria (1.3]), es necesario minimizar
la funcién de Pontryagin H.

Seccién 1.2

Principio del Minimo de Pontryagin aplicado a una
ecuacion diferencial ordinaria de primer orden

En esta seccion resolvemos, aplicando el Principio del Minimo de Pontryagin, un proble-
ma de optimizacion sujeto a una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden. También
obtenemos algunas propiedades de la solucioén obtenida de dicho problema de optimiza-
cién. Este problema, asi como los resultados y propiedades obtenidas, serdn de utilidad en
el Capitulo 3]
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Consideraremos la ecuacion diferencial ordinaria de primer orden:
(t) + cAx(t) = u(t), z(0) =0, t e 0,7], (1.9)

donde u € U,,. Supondremos que 0 < v < cA.

1.2.1. Problema de optimizacion

En este apartado consideramos el problema de encontrar controles u € U, de tal forma que
la solucion z de la ecuacion diferencial ordinaria asociada a u en cuestion, cumpla
que |z(7)| tome el valor mds grande posible en un tiempo finito ¢ = 7 > 0. La finalidad de
considerar tal interrogante es que conociendo tales soluciones de la ecuacién diferencial
ordinaria (I.9), las demas soluciones de dicha ecuacién, considerando controles en 4, no
crecerdn tanto en el tiempo ¢ = 7, lo cual nos permitird conocer mejor el comportamiento
de las soluciones de la ecuacion diferencial ordinaria para todo t € [0, 7].

La cuestién anterior la podemos abordar mediante el siguiente problema de optimizacion

J[z] = 2(7)* — sup, (1.10)

ueuu

sujeto a la ecuacion diferencial ordinaria
&(t) + cAx(t) = u(t), z(0) =0, t e [0,7],

con controles en U,,.

Para obtener el control ptimo que resuelve el problema (I.10)-(1.9), usaremos, como
ya dijimos al inicio de esta seccidn, el Principio del Minimo de Pontryagin. Al despejar
el término & de la ecuacion diferencial ordinaria resulta que © = f(x,u), con la
funcién f dada por f(z,u) = —cAz + u, con lo cual, la funcién de Pontryagin H para
este problema de optimizacion es H(x,v,u) = ¥ f(x,u) = ¢ (—cA\x + u), en donde
es solucién del problema en tiempo inverso siguiente:

»(t) = cAp(t), (1) = —2x(7), t €[0,7]. (1.11)

Siguiendo el Principio del Minimo de Pontryagin, para encontrar un control éptimo que
resuelva el problema problema de optimizacién (I.10)-(I.9), debemos determinar cuando
la funcion de Pontryagin H alcanza un minimo respecto a v y su solucion asociada = de
la ecuacién diferencial ordinaria (I.9).

La solucién general de la ecuacion diferencial ordinaria de primer orden (I.1T)) es de la for-
ma v(s) = Cpe**, donde la constante C;y depende de la condicién final (1) = —2z(7).
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Se observa que esta solucion no cambia de signo y que su signo depende unicamente del
signo de la condicidn final x(7).

Supongamos que z(7) > 0, entonces tenemos que 1) es negativa, en este caso resulta
que —cAYx > 0y el valor minimo de H se alcanza cuando u es la funcién constante
idénticamente igual a v. Por otro lado, si suponemos que z(7) es negativa, entonces la
solucién v del sistema (1.11]) serd positivay —cA\yx > 0, con lo cual, el minimo de H se
alcanzara cuando u sea la funcidn constante idénticamente igual a —v.

De lo expuesto antes, tenemos dos casos posibles, cuando el control 6ptimo considerado
esu’(t) = v paratodo ¢ > 0y cuando el control éptimo considerado es ™ (t) = —v para
todo ¢t > 0. Para cada caso tenemos lo siguiente

Caso 1. Para el control 6ptimo u™(¢) = v para todo ¢ > 0, tenemos la ecuacién diferen-
cial ordinaria
T+ cAr =v, z(0) =0,
cuya solucion es
+ B —eXt
() =—|(1—c¢€ , t>0.
() =2 ). 1>

Caso 2. Cuando el control 6ptimo es u~ (t) = —v paratodo ¢ > 0, la ecuacién diferencial
ordinaria es

T+ c\r = —v, z(0) =0,
cuya solucién es

r(t) =~ (1=e), t>0.

A los controles 6ptimos u™ y w~ los llamaremos perturbaciones extremas o peores per-
turbaciones, y a las soluciones x+ y z~ de la ecuacién diferencial ordinaria las
llamaremos soluciones extremas de la ecuacién diferencial ordinaria (1.9). Lo anterior se
justifica en el siguiente apartado.

1.2.2. Solucioén x para u € U, arbitrario

En este apartado detallamos cémo se relacionan las soluciones extremas z* y z~ con las
soluciones de la ecuacion diferencial ordinaria (1.9) al considerar v € U, arbitrario.

La solucién x de la ecuacion diferencial (1.9) asociada a u € U, tiene la forma

t
x(t):/ e~ Myt — s) ds, t>0. (1.12)
0
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Dada la definicién de U, tenemos la restriccion |u(t)| < v, lo que nos permite notar lo
siguiente referente al valor absoluto de x(¢):
t
< / ve~ N ds,
0

t
/ e~ Mu(t — s)ds
0

con lo que obtenemos las siguientes desigualdades, las cuales nos permiten acotar la solu-
cién x de la ecuacion diferencial ordinaria (1.9) asociada a u,

()] =

v —C ! —CAS v —C
—J(l—e ’\t)g/oe ’\u(t—s)dsga(l—e A (1.13)

Los extremos izquierdo y derecho de la desigualdad son, respectivamente, las so-
luciones extremas =~ y z* de la ecuacién diferencial ordinaria (1.9). De esto podemos
concluir que toda solucién z de la ecuacion diferencial ordinaria estd acotada por las
soluciones extremas .~ y Jc+, esto es,

La desigualdad anterior nos permite definir el siguiente conjunto
D(r) = {(t,z(t)) € R* : z es solucién de ([9) asociada au € U,,t € [0,7]}, (1.14)

el cual se conoce como tubo de alcanzabilidad de (I.9), ver [3]]. Se puede observar que la
frontera del conjunto D(7) se describe por la funciones =~ y z .

[lustramos numéricamente lo anterior con un ejemplo.

Ejemplo 1.1
Consideremos las funciones siguientes:

u(t) = vsin(bt),
v(t) = v cos(bt)

para alguna b > (. Consideremos también la funcidn tipo dientes de sierra:

t t t t
t)=4vmin — — | —=|,|=| —= ¢ — 9> 0.
w(t) ”mm{zﬁ {wJ’ {ww 219} .
Las perturbaciones u y v son continuas a trozos, de hecho continuas, y estdn acotadas
por v, asi que u,v € U,.
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La perturbacion w se puede definir a trozos de la manera siguiente:

w(t) = (—-1)" <% —(2n+ 1)1/) : t € [nd, (n+1)v],

donde n € Ny := N U {0}. De la expresion anterior para w(t) podemos observar
que |w(t)| < v paratodo t € [nd, (n + 1)v] y toda n € Ny, por lo cual, w € U,. En
la Figura [I.2] mostramos cémo se ve la gréafica de w cuando v = ¢ = 1.

Denotemos por z,,, =, y x,, las soluciones de la ecuacién diferencial ordinaria (1.9)
asociadas a u, v y w, respectivamente. Para z,, podemos resolver la ecuacion (1.9)
en cada intervalo [nd, (n + 1)J] y luego “pegar” los extremos de la solucién en cada
intervalo, como se describe en [8, p. 12].

Las soluciones obtenidas son las siguientes:

b [e=M — cos(bt)] — cAsin(bt)

Ty (t) = v 221 ,
o —cA [e7 + cos(bt)] + bsin(bt)
{L‘U()—V Cz)\2—|—b2 )

mientras que z,, estd definida para nY <t < (n + 1)9, n € Ny, como sigue:

14

Ty(t) = m{(—l)”“[?(l — cAt)+(2n + 1)cAd)

+ (c/\19 —2+4 Z(—Uiejﬂw) e—ckt}.

J=0

En la Figura [[.3] fijamos los pardmetros v = ¢cA = b = ¢ = 1, 7 = 5, en dicha
figura podemos observar el comportamiento de las soluciones z~, £, zy, T, ¥ Ty.
También podemos observar que las soluciones obtenidas no se salen del tubo de
alcanzabilidad D(5).

1.2.3. Algunas propiedades de D(7)

En este apartado mostramos algunas propiedades del tubo de alcanzabilidad D(7) de la
ecuacion diferencial ordinaria (1.9).
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LA/
ARVARVA)

Figura 1.2: Gréfica de una perturbacion tipo dientes de sierra w, en el intervalo [0, 5].
(Gréfica elaborada con PSTricks)

5 x

e 27 (1)

1 oo zy(t)

L == )

' T Tw (t)

—e 1 (1)

1 D(r)
2

1 0 1 2 3 4 5

Figura 1.3: Comportamiento de algunas soluciones de la ecuacion diferencial ordinaria
(1.9) dentro del tubo de alcanzabilidad D(7) con 7 = 5. (Gréfica elaborada con PSTricks)
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Comenzamos analizando que todo punto (s,z) con 0 < s < 7y (s) < z < z7(s)
estd en D(7). Para esto, primero encontramos u € U, tal que la solucién = de la ecuacién
diferencial ordinaria asociada a u satisfaga z(s) = z, después de esto, bastara mostrar
que cualquier valor z € [x7(s), 27 (s)] se puede ver como combinacién lineal convexa de
los valores 27 (s) y 7 (s).

Para la primera parte supondremos que u(t) = ¢ parat > 0y ¢ una constante por
determinar, con esto, la solucion de la ecuacion diferencial ordinaria ((1.9) asociada a u
se escribe como z(t) = ¥ (1 —e~*) /(c)) para todo tiempo ¢ > 0y, por tanto, para
cualquier instante s € [0,7] fijo, se tiene la igualdad z(s) = ¥ (1 — ™) /(cA), de
donde obtenemos que si z(s) = z para algin valor z € [z~ (s), 27 (s)], entonces el valor

de la constante 9 es
CcA

V= ———2.
(1 _ e—c/\s) z

Como |z| < v (1 —e ) /(cA), se verifica que ¥ < vy por lo tanto la funcién u, dada
por u(t) = e-owy 2 paratoda t > 0, pertenece al conjunto U, .

Ya tenemos la parte de que existe v con || < v tal que si u(t) = o) para todo t > 0,
entonces la solucién x de la ecuacion diferencial ordinaria (1.9) asociada a dicha funcién
contante u = v, cumple que x(s) = z. Resta probar que todo z € [z~ (s),z7(s)] se puede
ver como una combinacién lineal convexa de x~(s) y z(s).

Supongamos que z = oz~ (s) + (1 — a)xT(s), esto equivale a

_ i __ _—CAs o i ___—cCAs
2= (1—e™)+(1 a)c)\ (1—e)
= (1-20)= (1—e),

cA

de donde, al despejar o obtenemos que

1 CcA
2 v (1l — e

Usando que [z] < v (1 —e**) /(c)) se verifica que

o] < < (1 A <1
a<-(l-——-=2
—2 v(l+e )" ) =7

cA
_ 2
v(l+ e

por lo que o > 0. Con lo anterior, tenemos que o € (0, 1). Se sigue el siguiente resultado.

ademas
<1,
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Proposicion 1.2.1. Paratodo s € [0, 7] y todo z € [z (s),z7T(s)] existe ¥ € [—v, V] tal
que si u(t) = ¥ para toda t > 0, la solucién x de la ecuacién diferencial ordinaria (1.9)
asociada a u satisface z(s) = z.

Lo anterior significa que el conjunto D(7) no tiene agujeros, es decir, el tubo de alcanza-
bilidad D(7) es conexo.

A continuacién mostramos que el tubo de alcanzabilidad D(7) es un conjunto acotado,
cerrado y simétrico respecto al eje ¢.

Para probar que el tubo de alcanzabilidad D(7) es cerrado y acotado usamos el hecho de
que U, es compacto bajo la norma ||u|| = max;>o |u(t)| y luego definimos un funcional
continuo de tal forma que el conjunto D(7) sea la imagen de U, bajo dicho funcional, asi
tendremos asegurada la compacidad de D(r).

Definamos el funcional J : ¢/, — R de la siguiente manera
t
Jul(t) := / e~ Mu(t — 5) ds.
0
Para u, w funciones en i/, tenemos lo siguiente

| J[u](t) — J[w] ()] = /O ™ (u(t — s) —w(t — s)) ds

t
< / e~ |u(t — s) —w(t — s)| ds
0
t
< [ u-wlds
0

-
S et L Pt
S (1—e)
_ =]

e
De las desigualdades anteriores podemos notar que si ||u — w|| < cAe entonces
| J[u)(t) = J[w](t)] < e,

lo cual nos indica que J es continuo en 4,,.

Ademads, para este funcional podemos notar lo siguiente para todo 0 < ¢ < 7:

T = | Jul(t) = [z~ (), 2™ (#)]

ueU,
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es compacto, y que

Para t; < ty es claro que [z (t1), 27 (t1)] C [z (t2), 27 (t2)], por lo que J[U,]([0, 7]) es la
unién acotada de intervalos compactos, crecientes y anidados, por lo tanto es compacta.

Asi, al definir el siguiente funcional:

Hul(t) = (&, J{ul(1)),

tenemos que este es continuo pues sus entradas son continuas y que, ademas I [U4,]([0, 7])
es compacto pues tanto U4, como [0, 7] son conjuntos compactos. Luego, como

)0, 7)) - = | Iid)t)
tel0,7]
= |J (&} x [z (1), 2% (1),

t€[0,7]

entonces [, ]([0,7]) = D(7), por lo tanto el tubo de alcanzabilidad D(7) es un conjunto
compacto.

Probamos ahora que D(7) es simétrico respecto al eje ¢ en el sentido de que al considerar
una funcién u € U,,, al obtener las soluciones de la ecuacién diferencial ordinaria (1.9)
asociadas a v y —u, una solucioén es el inverso aditivo de la otra.

Lo anterior puede deducirse si consideramos lo siguiente.

Por un lado, para v € U, la solucién z de la ecuacién diferencial ordinaria ((1.9) asociada
a u tiene la forma siguiente:

Por otro lado, al considerar ahora a u* = —u, tenemos que la solucién z* de la ecuacién
diferencial (I.9)) asociada a u* satisface

2 (t) = /0 Dot — s)ds = — /0 "t — s)ds = —a(t).
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De lo cual se obtiene que x*(t) = —x(t) para toda ¢t > 0, en particular para t € [0, 7]. Esto
muestra que el tubo de alcanzabilidad D(7) es un conjunto simétrico respecto al eje ¢.

Lo discutido en esta seccion, en particular el concepto del tubo de alcanzabilidad D(7) de
la ecuacién diferencial (1.9) y las propiedades expuestas sobre las funciones = y z ™, se
empleardn en el Capitulo
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CAPITULOIL 1l PRELIMINARES



Ecuacion de calor

En este capitulo detallamos el proceso deductivo para obtener la ecuacién de calor desde
el punto de vista fisico. Ademds, analizamos con detalle el caso particular de la ecuacion
de calor en coordenadas polares y esféricas, luego aplicamos el método de separacion de
variables de Fourier-Bessel para obtener soluciones via series de Fourier-Bessel.

Seccién 2.1

Deduccion en n dimensiones

Abordamos primero el caso general y luego hablamos sobre los casos de interés, n = 2, 3.
Partiremos del hecho fisico de la ley de calor de Fourier.

Sea I" una regién en R"™ en donde el calor esta fluyendo. Sea y = y(x,t) la temperatura
en el punto x = (x1,2,...,x,) en " al tiempo ¢ > 0. También asumimos que I" es una
region homogéne con densidad de masa constante p y valor de calor especifico c, ver
(16, 10].

Para este modelo hacemos dos suposiciones: (1) que el flujo de calor se lleva a cabo de zo-
nas de alta concentracién de calor a zonas de baja concentracién de calor (ver Figura[2.1));
(i1) que entre mds pronunciado sea el gradiente (o derivada) mayor serd el flujo de calor.

Consideremos una bola arbitraria B := {x el : Vx-x< /4;}, donde (-) denota el pro-
ducto punto, con x > 0 arbitrario pero fijo tal que B esté contenida en I'. Al considerar un
elemento pequeio de volumen, el cual denotamos por dV = dz,dzs . ..dx,, la cantidad

'Es decir, para cualesquier dos puntos X1, Xs € I, la densidad de masa en dichos puntos es la misma.

19
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Flujo de calor Flujo de calor

— —

a
>

Figura 2.1: El movimiento difusivo va de grandes concentraciones a bajas concentraciones.
(Grafica elaborada con PSTricks)

de calor en dV es el producto del calor especifico, la cantidad de masa y la temperatura,
esto es cpudV . Con esto, la cantidad total de calor en B estd dada por la integral

Cantidad total de calor en B = / cpudV.
B

Asumiremos que las fuentes externa de calor estan dadas por una funcién f = f(x,t)
parax € I'y ¢t > 0, la cual se mide en energia por unidad de volumen por unidad de
tiempo, y fdV es la tasa con la cual se genera calor en dV'. Asi, la cantidad de calor que
se genera en B es

Cantidad de calor generado en B = / fdv.
B

El vector de flujo de calor lo denotamos por ¢ = ¢(x,t) y estd definido para x € I' y para
tiempo ¢ > 0. Este vector apunta en la direccion hacia donde fluye el calor en el punto x
al tiempo ¢. La cantidad

¢ -ndA,

ZPor fuentes externas nos referimos a perturbaciones causadas por agentes externos que provocan varia-
ciones de calor y que, en muchos casos, no podemos controlar, por ejemplo la temperatura en una regién
geografica predeterminada.
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nos indica el flujo de calor a través de un elemento de superficie dA, la cual es orientada
por un vector exterior normal unitario n. Con esto, el flujo de calor a través de la frontera
de B, a la cual denotaremos por 0B, esta dado por

¢-ndA.

La ley de conservacion de energia, en este caso, nos indica que la tasa de cambio de la
cantidad de calor total en B coincide con la cantidad de calor que fluye hacia B a través
de su frontera mds la cantidad de calor que se genera en 5B debido a las fuentes externas.
Esto lo podemos expresar como sigue

d
— [ cpudV = — gb-ndA—{—/de.
dt Jp OB B

Para que la integral en medio de la expresion anterior se pueda expresar como una integral
de volumen (en n dimensiones), en lugar de una integral de flujo, usaremos el teorema de la
divergencia, el cual nos indica que si el campo vectorial ¢ es continuamente diferenciable
en By continuo en B U dB, entonces

/V-gde: ¢ -ndA,
B 0B

con lo cual, la tasa de cambio de la cantidad de calor total en B se puede expresar como

d
— cpudV:—/V~¢dV+/de.
dt Jp B B

La expresion anterior la podemos reescribir de la siguiente manera

0
/B<cp§u+V~¢—f) av.

Debido a que la ley de conservacion de energia se debe cumplir para cualquier bola B
dentro de I', obtenemos la siguiente ecuacion en derivadas parciales

ou

cpa%—v-(b:f, x € I', paratodot > 0. (2.1)

La ecuacion (2.1) es la forma local de la ley de conservacion de calor en n dimensiones.
Usando que el flujo ¢ se puede relacionar con y mediante la Ley de calor de Fourier, la
cual dice que el flujo es proporcional al gradiente de la temperatura, esto es

¢ =—KVy,
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donde K es la constante de proporcionalidad y representa la conductividad de calor, la
cual estd determinada por el medio. Reemplazando esta expresion en la ecuacién (2.1)),
obtenemos

0
Cpa—i - KAy =1/,

en donde ,

Py Py 0%y
w2, %Y, 9y 9y
Ay=Vy=oetoat T

indica el Laplaciano de y respecto las variables espaciales.

Al introducir la notacién k£ = K/(cp) y h(x,t) = f(x,t)/(cp) parax € 'y t > 0,
donde la constante k es llamada la difusividad térmica del medio, obtenemos la ecuacion
de calor clasica en n dimensiones

dy(x,t)
ot

— KAy(x,t) = h(x,t), xel, t>0. (2.2)

Seccion 2.2

Ecuacion de calor en dos dimensiones

2.2.1. Ecuacion de calor en coordenadas polares

Como primer caso de interés, suponemos n = 2. En este caso tenemos coordenadas car-
tesianas x = (z1,77) y una regién plana I' C R?. El Laplaciano de la solucién y de la
ecuacion de calor (2.2)), en el punto x al tiempo ¢ > 0, adopta la forma

Pylat) | Py(xt)
0?3 or3

Ay(x,t) =

Usando al expresion anterior para el Laplaciano de la solucién y tenemos que la ecuacién
de calor en dos dimensiones adopta la forma siguiente:

dy(x,t) . (d%y(x,t) *y(x,t)
o —k< 57 + o2 + h(x, ). 2.3)

Para escribir la ecuacién (2.3)) en coordenadas polares, basta expresar el Laplaciano de y
en coordenadas polares. Esto puede hacerse usando el cambio x; = rcosf y x5 = rsinf
donde 0 € [0,27] y r € [0,a] con a > 0, ver Figura[2.2]
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ﬁ
(p)us.s = fi

’ []

x = rcos(h)

Figura 2.2: Cambio de coordenadas cartesianas a polares. (Grafica elaborada con PS-
Tricks)

Primero, observemos que las primeras derivadas de y respecto de r y de 6 son

dy oy . 0y
5 = cos Haxl + sm¢98x2,
% = —rsin@aa—xyl —H“cosé’aa—i,

con lo cual tenemos que

0%y Py 0%y . 9%y 0y
—cos@(cos@—+sm9 )—i—sm@(cos@a 5 +Sm08x28y1)

or? o3 0x10 2207,
0%y , 0%y L, 0%y
= cos? Ha—I% + 2sin 0 cos 681’18@ + sin? 9(‘9_1:%’
y
0%y dy dy %y 02y
— = 0—— —rsinf—— —rsinf [ —rsinf—= 0
902 I cos O 7 S D2y 7 sin ( rsin 922 + 1 cos (92:1(91:2)
2 2
+ rcosf <—7’ sin eﬁaiﬁyxl + 7 cos 9%)
2 2
= —rcos Gg—xyl — rsin 9;—52 + r? sin? Hg—;é — 2r? cosfsin anlaxz
2
+ 72 cos? 0 oy
1716172

0 02 0 0
:_r—y+rzsin2c9—z—QTQCOSHSiDQ J +r2cos’ 0 Z
or oxs 1029 Oxs
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: . 2%y 2%y
Usando las dos expresiones anteriores para 53 y para 5,7 tenemos que

Py 10% , 0%y 0%y 02y
Yy Y9 Y9 L9 Y
or?  r2002? cos 0x? sinf cos 981’101’2 Slne@x%

1oy . ,,0% . 0y 2, 0%y

2 w2 02Y —9cos0sing +cos? 92

ror St 03 cosv s 02105 o 3

Loy O Oy
ror  0x?  Ord

De los extremos de las igualdades anteriores obtenemos que la expresion del Laplaciano
en coordenadas polares es

0%y 182y+1@_13(8y)+182y

8= " mee i ~ror "or) T oee

Por lo tanto, la ecuacion de calor en coordenadas polares es

dy(rit) _ [10 ( dy(rt)\ | 1 8%(rt)
U lror 20 Q, (24
ot b |:7" or (T or - r2  9h2 + U(T, 07 t)a (7", t) € ), ( )

donde u(r,0,t) = h(rcos(#),rsin(f),t) y Q2 := [0, a] x [0, 00).

Cuando se tiene simetria radial, es decir, que la distribucion del calor respecto a la coor-
denada angular es constante para cada tiempo ¢ > 0, en la ecuacién (2.4) no aparecen
los términos correspondientes a la derivada parcial de la solucién y respecto a la variable
angular, pues su derivada es nula. En este caso obtenemos la ecuacién

dy(r,t) k0 ( Oy(rt)
— =T (r—ar ) + u(r,t), (r,t) € Q. (2.5)

2.2.2. Soluciones de la ecuacion de calor con simetria radial

Consideramos la ecuacidn de calor en dos dimensiones con soluciones radialmente simétri-
cas sin fuentes de calor externas en una placa circular aislada de radio a € [0, 1],

yrt) kO [ dylrt)
82’: = ;5 (7"—> s (T, t) S Q, (26)

or

con condicién inicial y(r,0) = f(r) paratodar € [0, a] y con condicién de contorno nula,
esto es y(a,t) = 0 para toda ¢t > 0. Buscamos soluciones acotadas cuando » — 07.



2.2. ECUACION DE CALOR EN DOS DIMENSIONES 25

Aplicamos el método de separacion de variables de Fourier el cual, como indica [6], consta
en suponer que la solucién y de la ecuacién de calor es el producto de dos funciones,
una que solo depende de r y otra que depende tnicamente de ¢, esto es, y(r,t) = o(r)T(t)
para toda (r, t) € €. Suponiendo esta forma para y, la sustituimos en la ecuacién de calor

(2.6) y obtenemos
et = 24 (507 )

de donde, al separar las variables resulta

T@) 1 d [ dp
KT(t)  ro(r) dr (d_) ‘

De esto ultimo, podemos observar que tenemos dos funciones, de variables distintas, que
tienen siempre el mismo valor. Se sigue que ambas funciones son constantes, digamos que
el valor de la constante es — ), asi, esto lo podemos expresar como

) 1 (dey
ET(t)  ro(r)dr ( dr) = A

De la expresion anterior obtenemos el siguiente par de ecuaciones, la primera para 7'y la
segunda para ¢:

T()+ AT(t) =0,  ¢>0,

d ( do(r)
dr " dr

)‘F)\T’Q&(T):O, 0<r<a.

De lo anterior tenemos el siguiente problema para ¢

d ( dp(r)
dr dr

>+)\rgo(7“):O, 0<r<a,

p(a) =0,
lp(0)] < C,

donde C' es alguna constante positiva.

Para satisfacer la condicién y(a,t) = 0 para toda ¢ > 0, basta pedir que ¢(a) = 0.
También pediremos que |¢(0)| < C, lo cual equivale a que |y(r, 0)| esté acotado.

Al multiplicar por r la ecuacion diferencial ordinaria anterior para ¢, obtenemos la ecua-
cién diferencial ordinaria siguiente

d ( do(r)
r—|r

ae\r) 2 _
o o ) + Arfp(r) =0,
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de donde, al desarrollar, obtenemos la ecuacion diferencial ordinaria de Bessel de orden

cero: 2oo(r) do(r)
2@ P\T e\r
" dr? tr dr

De acuerdo al Apéndice |Al la ecuacion diferencial ordinaria anterior tiene como solucién
la funcién ¢ dada por ¢ (1) = Jy(v/Ar) donde J, es conocida como la funcién de Bessel
(cilindrica) de primera especie de orden cero, la cual se define en (A.2) y cumple que es
acotada cuando r = 0.

+ Ar¥p(r) = 0.

Para que se cumpla que ¢(a) = 0, se debe se debe satisfacer la condicién Jy(v/Aa) = 0,
lo que nos lleva a pedir que
A = 2y,

donde {z,}, n € N, son los ceros positivos de .J; los cuales se definen en el apartado
en el Apéndice

Por otro lado, con \,, como antes, para n € N, tenemos la ecuacion diferencial ordinaria
siguiente:

To(t) + A\KTo(t) =0,  t>0, T,(0) =1,

cuya solucién es T}, (t) = ek,

Con lo anterior, y suponiendo que f es cuadrado integrable, consultar por ejemplo [6]],
tenemos que la solucién y se puede representar mediante la siguiente serie de Fourier, la
cual denominaremos serie de Fourier-Bessel debido a que involucra funciones de Bessel:

y(r,t) = chJo <\/)\_nr> e Ankt, (r,t) € Q,

n>1

donde {c,},n € N, son los coeficientes de Fourier-Bessel de f respecto Jy y v/ \,, y estdn

dados por
Cp =2 [JO <\/)\_nr>]1/0 rf(r)Jo <\/)\_nr> dr.

Seccion 2.3

Ecuacion de calor en tres dimensiones

Similarmente a lo hecho en la seccién anterior, detallamos la forma analitica de la ecuacién
de calor en tres dimensiones, tanto en coordenadas rectangulares como en coordenadas
esféricas, y aplicamos el método de separacion de variables de Fourier para obtener una
solucién de la ecuacion de calor en tres dimensiones radialmente simétrica expresada via
una serie de Fourier-Bessel.
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2.3.1. Ecuacion de calor en coordenadas esféricas

Nuestro segundo caso de interés es cuando en la ecuacion de calor la dimension del espacio
esn = 3y ' C R3 Con esto tenemos que X = (x1, o, x3) Y, por lo tanto, el Laplaciano
de la solucién y de la ecuacion de calor (2.6) en el punto x al tiempo ¢ toma la forma

Py(x,t) | Pylx,t) | Py(x,1)
Aylx,t) = ox? * 013 N ox3

Por lo tanto, la ecuacion de calor en tres dimensiones tiene la siguiente apariencia

dy(x,t) Py(x,t)  Py(xt)  Py(x,t)
REASAZAENY + +
ot Oz? 3 Oz

) + h(x, ). 2.7)

Anélogamente al caso n = 2, podemos expresar la ecuacién (2.7) en coordenadas esféri-
cas, esto como sigue.

El Laplaciano en tres dimensiones se puede escribir en coordenadas esféricas consideran-
do el cambio 21 = rsinfcos ¢, o = rsinfsing y x3 = rcosf, donde r € [0, a] para
algin a > 0, ¢ € [0, 27) es el dngulo azimutal y § € [0, 7] es el dngulo de colatitud, cuya
interpretacion se muestra en la Figura[2.3]

Figura 2.3: Cambio de coordenadas cartesianas a esféricas. (Gréfica elaborada con PS-
Tricks)

Considerando este cambio tenemos que % tiene la siguiente expresion

% :sinecosgbaa—xyl + sinQSinqﬁg—i + COSQ%'
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Continuando con la variable r, para 4 tenemos lo siguiente

2
ZT‘Z =sin 6 cos qbaa—xl + sin # sin ¢§—I2 + cos 6553

2 2 2
+ sin # cos ¢ (Sin 0 cos qb% + sin fsin gbaflay@ + cos 0&25:63)
1

2 O? 2
+ sinfsin ¢ (sinﬁcosgbafg$ +sm951ngb—y + Cos@afayx )
2011 253

0? 0? 0?
+ cos 6 (sin 0 cos ¢8x3(;/x1 + sin # sin qﬁaxggxz + cos 98_:5%) ,

con lo cual tenemos que

2 0? 02y
2 Y _gin2 g cos? gb y—i—sm 6 sin” gb——i—cos 8—

or? 03 03
2 2

0 0
+ 2sin? @ sin ¢ cos ¢ + 2sin 6 cos 6 cos ¢ i
0x101 11073
0%y

$28$3 .

+ 2sinf cos @ sin ¢

De manera analoga a lo anterior, para  tenemos que

0 0
7 —rcosécosqb Y —i—rcos@smgb— —rsm@—y

00 8@ (‘9x3
mientras que para 802 tenemos que

2
%:—rsm(‘)cosgbgy TSinQSiHQS@—TCOS@%
Z

8272 8373

2 2 2
+ rcos 6 cos ¢ (rcos&cosqﬁ% +rcos€sin¢azgx2 —rsin@azgx3>
1

2 2 2
+ 7 cosfsin ¢ <rcos€cos¢aigxl —i—rcosGsin(b% —rsin@azayxg)
2

2 2 2
—rsin@(rcosecosgb ag + rcos @ sin ¢ oY —rsm9%>

0r30x 130T Ox?

0 0
:—rsm@cosqﬁ—y—TSanquﬁ—y—rcos@ i
ZEl ZEQ 8[E3
0? 0? 0?
+ 12 cos? 0 cos® ¢ y—i—r cos 981n2¢—y—r sin Q—y
O3 3 3
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2 2
+ 212 cos? f'sin ¢ cos ¢ — 2r?sin 0 cos B cos ¢
10T 1’1833'3
2
— 2r?sin @ cos A sin ¢ .
8x38x2

Similarmente, para ¢ tenemos

0 0
a—z =—r sin@sin¢a—i + rsin# cos gba—i,
también
0? 0 0
8755 =— rsin@cos¢a—jl — rsin@sin¢a—j2
0? 0?
+ 72 sin? @ sin? qﬁ—aw‘% + 72 sin? § cos? gzﬁ—a;g
62
— 2r?sin% fsin ¢ cos ¢ J_
xl&vg

Usando la expresiones anteriores para las derivadas parciales de la solucién y de la ecua-
cion de calor (2.7)) tenemos que

>y 1 0% 1 Py ) 2 Py 2 2 Py 2 Py
52 + 2002 T 25?992 = sin” 6 cos (b—@x% + sin” 0 sin ¢_8x§ + cos 9_8x§
2 8%y
+ 2sin? @ sin ¢ cos ¢ + 2sin 6 cos 6 cos ¢
6371 ) (‘9x18x3
82
+ 2sin 6 cos 6 sin ¢ i
.7728.%’3
1 0
— sin 6 cos ¢_8xyl — sin 0 sin ¢_8myg — CoS 0_853
0? 0? 0?
+ cos?  cos? (ba—é + cos? f sin? d)a—xg — sin? 98_1'%
2 %y 2y
2 0 si — 2sinf cos 6
+ 2 cos” fsin ¢ cos ¢ 0200 sin 6 cos # cos ¢ 02,0
. . 9%y
— 2sin 6 cos @ sin ¢
ZEga(L'Q

0 0

— rsin 6 cos ¢—y — rsin @ sin ¢—y

(91:1 (91:2
0%y 0%y

2 2. 2 2 92 2
sin“0's — sin“ 0 cos® o —=
+ r7sin” 0 sin ¢8x% + r7sin ¢8x§
%y

01’18$2 '

— 2r?sin% fsin ¢ cos ¢
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Después de simplificar obtenemos

@+i@+ 1 oy 829+829+629_1@_ cos¢ dy  sing Oy
or2 2002 r2sin20 002 027  Ox3 Ox: rdr rsinfOr; rsinf o,

Py 0%y Oy B 1@ B sin®f cos ¢ Jy B cos? 6 cos ¢ Oy

B x? T dzi  0x3 ror rsinf Ory rsinf  Oxy
sin®fsing dy  cos?fsing Oy
"~ rsinf 0s "~ rsind 0o
0%y 0% 0% 10y sinfcos¢p Oy sinfsing Oy
:&U% + O3 * 012 ror r ory r Oxg
cos’fcosp Oy  cos?BOsing Oy
~ rsind 0xy ~ rsinf 0xo
Py 0% 0y 20y cosf dy  cos’Ocos¢ Oy
:3x%+ax%+ax§ _;E—i_ r Ors  rsinf O

_ cos®fsing Oy

rsinf  Oxy
Py Py Py 20 cos
xy  Ox5 Oxry rOr risind

X —rsin@ﬁ —i—rcos&coscﬁsineﬁ +rcos€sin¢@ )
0x3 0xy 0z

Por lo tanto, el Laplaciano en coordenadas esféricas tiene la forma

Py 1 0% 1 0% 20y 1cosh0y
Ay=—+— o T2 o0
Y Or? + r2 002 ™ r2sin? f O¢? + rdr  r2sinf 90’

lo cual se puede reescribir como

10 [ ,0y 1 0 (. 0y 1 0%y
A= ag, ( E) T Tsn000 (Sm%) T 067

La ecuacion de calor en coordenadas esféricas se escribe como

Ay(r,t) [1 0 [ ,0y(rt) 1 0 (.  0Oy(rt)
ot =k {EE (T or +7‘281H9% sin 00

1 &y(rt)
r2sin?6  0¢?

] + u(r,0,0,t), (r,t) € Q:=10,a] x [0,00), (2.8)

donde u(r, 0, ¢,t) = h(rsinf cos ¢, rsin @ sin ¢, r cos b, ).
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Cuando en la ecuacion (2.8) hay simetria radial, es decir, que el calor se distribuye de
forma constante respecto ambas coordenadas angulares, en la expresion del Laplaciano
las derivadas parciales respecto a estas variables son cero. En este caso obtenemos la

ecuacion By(r. 1) Lo o)
y T,t _ = 2 y T,
% 129 (r o ) +u(r,t), (rt) €. (2.9)

2.3.2. Soluciones de la ecuacion de calor con simetria radial

Consideramos la ecuacion de calor en tres dimensiones radialmente simétrica sin fuentes
de calor externas en una esfera aislada de radio a € [0, 1]:

89(7"7 t) _ Eg 28y(r, t)
% 125, (r — ) (r,t) € Q, (2.10)

con condicién de contorno y(a,t) = 0 para todo ¢t > 0, condicion inicial y(r,0) = f(r)
para toda r € [0,a| y f cuadrado integrable. Al igual que en el caso de la placa circular,
queremos encontrar soluciones acotadas cuando r — 0.

Procedemos de manera andloga al caso de dos dimensiones y aplicamos el método de
separacion de variables de Fourier. Al suponer que la solucion de la ecuacion de calor
(2.10) es de la forma y = ¢T, con ¢ = ¢(r) y T = T(t), entonces al sustituir esta
expresion para y en la ecuacion obtenemos

o0 = 54 () 1),

r2dr dr

de donde resulta

De esto ultimo se sigue que

T@) 1 d (Td_g0>

ET(t)  ro(r)dr
para alguna constante /..

De la expresion anterior obtenemos las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias

T(t) + pkT(t) =0,  t>0,

d (Tz dsjl(r)

)+ur2go(r):0, 0<r<a.
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Asi, ¢ debe satisfacer el siguiente problema

i 2 d(r)
dr dr

)+w“290(7“):0, 0<r<a,

p(a) =0,
lp(0)] < C,

para alguna constante positiva C'.

Para satisfacer la condicién de contorno y(a,t) = 0, para toda ¢ > 0, basta pedir que ¢
cumpla que ¢(a) = 0.

La ecuacion diferencial ordinaria que satisface  es la siguiente:

d [ ode(r) 2 _
o (r ) Thr o(r) =0,

la cual se conoce como ecuacion diferencial esférica de Bessel de primera especie y de
orden cero. Tal y como se discute en la Seccién [A.2] del Apéndice [A] la solucién de la
ecuacion diferencial ordinaria anterior es la funcién ¢ dada por ¢(r) = jo(y/fir), donde
la funcidn jj es conocida como funcién de Bessel (esférica) de primera especie de orden
cero y se define como en y la cual es acotada cuando r = 0.

Para que se cumpla que ¢(a) = 0 se debe satisfacer la condicion jo(,/za) = 0, lo que nos
lleva a pedir que

nG = Cp,

donde {(,}, n € N, son los ceros positivos de la funcién jy, los cuales se discuten en el
apartado [A.2.2]

Suponiendo a p,, como antes para cada n € N, obtenemos que la ecuacién diferencial
ordinaria que satisface 7’ tiene la forma

To(t) + ik Ta(t) =0, >0, T,(0)=1,

cuya solucién es T}, (t) = e #nkt,

Con lo discutido hasta ahora, y suponiendo que la funcién f de la condicién inicial de
la ecuacién de calor es cuadrado integrable, tal como indica [6], tenemos que la
solucién y de la ecuacion de calor con condicidn inicial f y condicién de contorno
nula, se puede representar via una serie de Fourier usando la funcién esférica de Bessel jj
y sus ceros de la manera siguiente:

y(rt) = cajo (\/inr) e

n>1
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De manera andloga al caso en dos dimensiones, a la serie anterior la llamaremos serie de
Fourier-Bessel.

Los coeficientes {c,}, n € N que aparecen en la serie de Fourier-Bessel de arriba estian
dados por

e = 2 [jo (/)] / 2 F(r)jo (/r) dr-
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Estabilidad robusta para la ecuacion de calor
radialmente simétrica con fuentes de calor
externas

En este capitulo proponemos una definicion de estabilidad robusta para la ecuacion de
calor radialmente simétrica en dos y tres dimensiones, dicha definicién es una extension
de la definicién de estabilidad bajo perturbaciones de accién permanente establecida pa-
ra sistemas de ecuaciones ordinarias por Duboshin y Malkin dada en [13]. Empleamos
el método de separacion de variables de Fourier-Bessel y verificamos su validez para la
ecuacion de calor en cuestion. Aplicamos resultados obtenidos en la Seccion (1.2 a los
coeficientes de Fourier-Bessel de las soluciones consideradas con la finalidad de estable-
cer condiciones suficientes para garantizar la estabilidad robusta de la ecuacién de calor
radialmente simétrica en dos y tres dimensiones.

Seccion 3.1

Analisis en una placa circular en el plano

3.1.1. Planteamiento del problema

Consideramos la ecuacion de calor con fuentes de calor externas en una placa circular
plana de radio a € [0, 1] con simetria radial:

dy(r,t) k0 ( Oy(rt) _
% 1o (T—ar ) + u(r,t), (r,t) € Q=10,a] x [0,00), (3.1)

35
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sujeto a las condiciones inicial y de contorno siguientes

y(r,00=0, rel0,a,  ylat)=0, t=0. (3.2)

Suponemos que las soluciones de la ecuacién de calor sujeto a las condiciones
admiten una representacion via series de Fourier-Bessel respecto de la funcién cilindrica
de Bessel de orden cero .Jy y sus respectivos ceros positivos z,, paran € N, esto es que las
soluciones y del problema (3.1)-(3.2)) admiten la siguiente representacion:

y(r ) =3 an(t)Jo <\/)\_nr> . (n)eq (3.3)

n>1

donde \/\,a = z,. La funciones cilindricas de Bessel de primera especie se definen en la
expresion (A.2) y los ceros positivos de estas funciones se discuten en el apartado [A.1.2]
Las funciones a,, en las series de Fourier-Bessel (3.3)) son llamados coeficientes de Fourier-
Bessel asociados a la solucién y en cuestion. Como caso particular consideramos que k
satisface la desigualdad a?/(2z%) < ff]

Para usar el método de separacion de variables de Fourier-Bessel suponemos que las fuen-
tes externas v admiten una representacion via series de Fourier-Bessel como la siguiente:

ulr,t) = () Jy <\/)\_nr> . () eq, (3.4)

n>1

donde u,,, con n € N, son los coeficientes de Fourier-Bessel para u. Mds precisamente, el
conjunto de perturbaciones que usaremos es el siguiente:

Ug == u = u(rt) = Zun(t)Jo <\/)\_nr> , (1) € Q un(t) €Us,y {0} € D(0) ¢,

n>1
(3.5)
donde D(0) denota el conjunto de sucesiones de nimeros reales no negativos tales que su
suma ) . ., 0, converjaa d y el conjunto Uy, se define como sigue:

Us, = {u, € KC[0,00) : |un(t)] < 0,}.

Notese que la notacidn para Uy, y para Us, , aunque similar, significan cosas completamente
distintas.

"La restriccién a?/(227) es més grande cuando a = 1, en tal caso a?/(22?) ~ 0.0864. Segin [9} 18],
algunas placas circulares de materiales cuyo coeficiente de difusividad térmica es mayor que 0.0864 son:
plata, oro, cobre, aluminio y acero comun; y algunas placas circulares que no lo cumplen son: acero inoxi-
dable 304A, PVC, cuarzo y parafina alrededor de los 25°C'. Para estos ultimos materiales no se garantiza
que la discusion en este trabajo aplique.
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De la representacion 1i para la fuente externa v y usando que ’JO (\/)\nr) ’ < 1 para
todan € Nytodar € [0, al, podemos notar lo siguiente:

u(r ] < D fua ()] [Jo (VAar),

n>1

<3 Jualt)

n>1
<20
n>1

=J.

De lo anterior podemos concluir que |u(r, t)| esta acotado por 0 para todo (r,t) € €.

Si en la ecuacion de calor consideramos la fuente externa u tal que u(r,t) = 0 para
todo (r,t) € , la solucién obtenida, al tomar en cuenta las condiciones (3.2), resulta
ser la funcion idénticamente cero; sin embargo, si se considerara una condicion inicial
distinta de cero, entonces la solucién y de la ecuacién de calor (3.1)) sin fuentes externas
no necesariamente es cero en todo 2. Considerando lo anterior formulamos la siguiente
definicion.

Definicion 3.1.1. Decimos que la solucién de la ecuacion de calor (3.1]) en ausencia
de fuentes externas y con condiciones inicial y de contorno como en (3.2)), es llamada
solucién no perturbada y la denotamos por .

Con las condiciones inicial y de contorno (3.2)), la solucién no perturbada resulta ser la
solucion trivial, es decir, la solucién idénticamente cero en ).

Para la solucién y de la ecuacion de calor (3.1) definimos la siguiente norma en R?:

Ay(r,t)| |9y(r.t)
Q.
at 9 ‘ 67’ 9 (T, t) e

Extendemos a la ecuacién de calor (3.1) la definicién de estabilidad bajo perturbaciones de
accion permanente dada por Duboshin y Malkin dada en [[13]], para sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias.

I
Definicion 3.1.2. [Estabilidad robusta.] Decimos que la solucién no perturbada 7 del

problema (3.1)-(3.2) es robustamente estable, si para ¢ > 0 dado existe n = n(e) > 0 tal
que si |u(r,t)] < § < n(e) para todo punto (r,t) € €, cualquier solucion de la ecuacion
(3.1)) satisface ||y(r, )|l < € paratodo (r,t) € €.

ly(r, 1) = méx {w, 0.
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En contraste con la Definicion 0.0.1} en la definicion anterior 7 juega el papel de 7, en la
Definicion [0.0.1} sin embargo, al tener condicion inicial nula en no requerimos de
acotar la condicion inicial, pero si la condicion inicial fuera distinta de cero, entonces en
la Definicion tendrl’amos que considerar un valor 7, = 72() para acotar la condicién
inicial, en tal caso el valor 7, jugaria el papel de 7, en la Definicién 0.0. 1]

Estudiamos la estabilidad robusta del problema (3.I)-(3.2) en el sentido de la Defini-
cién [3.1.2] considerando fuentes externas en U,.

3.1.2. Justificacion del método de separacion de variables de Fourier-
Bessel

En este apartado proponemos condiciones suficientes para la existencia de soluciones del
problema (3.1)-(3.2)) que se puedan expresar via una serie de Fourier-Bessel como en (3.3)).

Al tomar las expresiones para y en (3.3)) y para la fuente externa (3.4), y al sustituirlas en
la ecuacién de calor (3.1)) obtenemos lo siguiente

Zdn(t)Jo <\//\—n7“> = Z éan(t)% (T‘J(/) (\//\_,ﬂ“>> + Zun(t)Jo <\/)\_nr> ,

n>1 n>1 n>1

donde el ap6strofo (') denota la derivada respecto de 7 y el punto (') denota la derivada
respecto de ¢. Usando la expresion para la derivada de las funciones de Bessel dada en

li tenemos que .J|) (\/)\nr) = —V\ 1 (\/)\nr), por lo que la serie anterior puede

escribirse como

S (Vi) = -5 b L (v (Viur)) + S0 (Vi)
= = S Va0 | 5 (VAr) + 1 (Vaar) |+ 00 (Vaur)

n>1

Usando nuevamente la expresion tenemos

5 anlt)s (Var) = = 32 VAakan(0| 52 (o (Viur) = 22 (Vur))
+ %Jl <\//\_nr>}+2un(t)(]0 <\/)\_nr> :

n>1
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Al agrupar términos semejantes obtenemos
>t (Vi) == 3 E (0 (Vi) — s (V) + 122 %7)]
+ Zun(t)Jo (\/ET> ,

n>1

donde al usar la expresion (A.7)) para el término 2.J; (\/ /\nr) /v A1y simplificando tene-
mos que

Zan(t)Jo (@T) - _ Z)\nkan(t) B (Jo (x/A_nT> — (\/A_"T»

n>1 n>1

#5 (9 (Vi) +- 0 (Vair) |
+ 3 un(t)Jo <\//\_n7">

_— i Mok (o (VA ) + 3 ua(®) o (Voar)

Reacomodando los términos en la expresion anterior llegamos a la siguiente expresion

3" (ant) + Aukan()) Jo (\/Er) = ua(t) o (\/)\_nr> .

n>1

Al igualar coeficientes en las series anteriores obtenemos que, para cada n € N, el co-
eficiente de Fourier-Bessel a,, de la serie (3.3) satisface la siguiente ecuacién diferencial
ordinaria

an(t) + Ankan(t) = un(t), t>0, n>1

De la condicién inicial y(r, 0) = 0 obtenemos que a,,(0) = 0, para todo n € N.

Al considerar la condicidn inicial anterior obtenemos que, para toda n € N, el coeficiente
de Fourier-Bessel a,, satisface el siguiente problema de valores iniciales:

an(t) + Ankan(t) = un(t), a,(0) =0, t>0. (3.6)

La ecuacion diferencial ordinaria la encontramos como caso particular de la ecuacion
diferencial ordinaria en la Seccion [I.2] con las igualdades ¢ = k, A = A\, y v = 0.
Bajo el supuesto 0 < §,, < A,k el problema hereda las siguientes propiedades del
problema de valores iniciales (I.9):
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1. Para u,, € U;, obtenemos que el coeficiente de Fourier-Bessel asociado a u,,, es decir,
la solucion de la ecuacion diferencial ordinaria (3.6) asociada a u,,, tiene la expresion
siguiente:

t
an(t) = / e RS, (t — s) ds, t>0. (3.7)
0
2. Las peores perturbaciones, las cuales causan que a,, esté lo més alejado del origen en
cualquier tiempo finito t = 7 son u; (t) = 0, y u,, (t) = —0,, paratodat > 0,y las
soluciones extremas de la ecuacion diferencial ordinaria son
0
al(t) = 2 (1 — e Mkt , t>0
0= ) 1>
y
On

a, (t) = W (L—e ), t>0,

respectivamente. A estds soluciones también las llamamos coeficientes de Fourier-
Bessel extremos.

3. Para cualquier u,, € U;, se cumple que

Mk

t
(1 — e*’\”kt) < / e RS, (t — s) ds < )\5nk (1 — e*)‘”kt) , (3.8)
0

n

donde los extremos de las desigualdades anteriores son los coeficientes de Fourier-
Bessel extremos a., y a,!, respectivamente.

Recordemos que a,, y ;" describen la frontera del tubo de alcanzabilidad D(7) definido
en (I.T4), esto nos permite controlar el comportamiento de la serie de Fourier-Bessel (3.3)
ajustando los valores de 9,,.

Usando la expresion (3.7) para los coeficientes de Fourier-Bessel a,, obtenemos que la
serie de Fourier-Bessel expresada en (3.3]) adopta la siguiente forma:

t
y(r,t) = Z Jo <\/)\_nr> / e R, (t — s)ds,  (r,t) € Q, (3.9
n>1 0

la cual converge uniformemente en {2 si anl 0, converge, pues podemos obtener la si-
guiente estimacion

y(r, ) <>

n>1

<2

n>1

Jo (@r) /Ot ey, (t — 5) ds

t
/ e RSy, (t — s) ds
0
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< Z X k fAnkt

n>1

25,
SZEJ

n>1

2
:Z_k Z 5717

n>1

donde en la segunda desigualdad usamos que |J0 (\/)\_nr)| < 1 parar € [0,al], en la
tercera desigualdad aplicamos la desigualdad y en la dltima desigualdad usamos que
para toda n en N se tiene la desigualdad )\, > 4/a?, esto dltimo pues el primer cero de
la funcién J, es mayor que 2, y dado que v/\, > v/A; = z1/a > 2/a, obteniendo asf la
validez de la desigualdad \,, > 4/a”.

Ahora, para que el método de separacion de variables de Fourier-Bessel sea valido, las
series obtenidas al sustituir la expresion (3.9) en la ecuacion de calor (3.1]) deben converger
uniformemente en 2. Para esto notemos lo siguiente:

Koy (00 _, (@, 10y
ror \' or or2 ' ror
Verificaremos la convergencia uniforme en €2 de las series obtenidas al diferenciar término

a término la serie (3.9) como sigue: una vez respecto de ¢, una vez respecto de r y dividir
por r y dos veces respecto de 7.

Para esto, notemos que las series en cuestion son las siguientes:

= X0 (V) [t e [y
71~ y(r,t) _ Z\/_ ( \/—T> / e ks, (t — s) ds, (3.10)
PN 5 () = (V3] [

n>1

Las identidades anteriores se obtienen al diferenciar término a término la serie (3.9)), usan-
do la regla de la cadena, la identidad (A.4)) con v = 0 y la identidad (A.6) con v = 1.

Podemos notar lo siguiente:

Pl

n>1

o <\/_r> ( un(t) — A k/o Aak(t=5)y, () ds)
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<

n>1

<> 0t

n>1

< 25n+)\nk

n>1

<2) o,

t
U (t) — )\nk/ e Ak=s)y, (5) ds
0

t
)\nk/ e Mk=9)y (5) ds
0

On
Ank

‘1 _ e—Ankt’

donde en la segunda desigualdad usamos que |J0(\/)\_nt)| < 1 paratoda r € [0,al, en la
tercera desigualdad usamos la desigualdad del tridngulo y que el valor absoluto de u,(t)
estd acotado por ¢,, para toda ¢t > 0, en la cuarta desigualdad usamos la desigualdad
y en la ultima desigualdad usamos que }e_)‘"’“t‘ <1

Similarmente, observamos lo siguiente:

'@g;t)’ <3S WVowh (\/A_nr) /0 t e ks, (t — s)ds

n>1

< VA

n>1

en donde se usé que las funciones de Bessel de primera especie estdn acotadas por 1 para
todo r € [0, a, la desigualdad |i para los coeficientes de Fourier-Bessel, ademads se uso
que las raices positivas de la funcién de Bessel de orden cero son mayores que 2/a.

Por otro lado, tenemos

lay(r, t) ' < Z v Ji <\//\_nr> /t e_)‘"ksun(t —s)ds

r Or r
n>1

Z Ji (V>‘n7") Lok
= n—— nis n t—
e A VAt /0 e un(t — s)ds
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Jl (\/)\_nr)

= )\ AL | ey s
n>1 n
Z Ji \/_r)

B n>1

<\/_r> +.Jy <\/_r>

en donde usamos la desigualdad @]), la identidad (A.7)) con v = 1, la desigualdad del
tridngulo y que las funciones Jy y J, estdn acotadas por uno.

Ahora, para la serie obtenida al diferenciar la expresion (3.9) término a término dos veces
respecto a la variable r, obtenemos que

‘828(:’20’ < ﬁ [Jo (\/)\Tﬂ") —Jy <\/)\_nr>] /Ot e_)mksun(t —§)ds
- )\ k 7)\nkt|
<> ?"
n>1
1
= E Z (5n.

n>1

De lo expuesto anteriormente, podemos ver que la convergencia uniforme de las series
obtenidas al diferenciar la serie término a término una vez respecto de ¢, una vez
respecto de r y dividir por r, y dos veces respecto de r, dependen inicamente de la con-
vergencia de la serie ) | -, J,

Ahora verificaremos que la serie (3.9) satisface la ecuacion de calor (3.1)). Para esto usa-
remos las expresiones en (3.10) y la serie de Fourier-Bessel para la fuente externa w.

Al sustituir las expresiones anteriores en la ecuacion de calor (3.1)) obtenemos lo siguiente

kO oy (r,t) B
ror (7’ or ) +u(nt) =
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=k (82y(r, J + 19y, t)) + u(r,t)

or? r Ot

- _ k; % [JO (\/)\_nr) —Jy <\/)\_nr>} /Ot e RS, (t — s) ds

—k Z \/:\_" Ji <\//\_nr) /t e My, (t — s) ds + u(r, t)

n>1

=325 [0 (VAr) = (VAr) + S (Vi)
/Ot e RS, (t — s) ds + u(r, t)

— 1%[JO<\/)\_H7«>_J2<\/)\_nr>+Jo<\//\_nr>+J2<\/>\_nr>]><

n>

t
/ e RS, (t — s) ds + u(r, t)

0
t
=—k>» Mo (\/ /\nr> / e M, (t — s) ds + u(r, t)
0

— kY Ao (Vr) / st ) ds+ Y un(®)a (Vo)
— Z Jo <\/)\_nr> [un(t) — Ak /Ot e RS, (t — 5) ds] .

Por lo tanto,

é% G%) +ulr.t) =Y o (\/A_nr) [un(t) — Aok /0 ey (1 ) ds|

n>1

Después de notar que [ e *¥su,, (t—s) ds = [, e ")y, (s) ds, tenemos que la expre-
sion anterior es igual a la expresion de Jy(r, t)/0t dada en (3.10), por lo que concluimos
que la serie de Fourier-Bessel propuesta en (3.9) satisface el problema (3.1)-(3.2) con U,

como en (3.3).

De lo discutido anteriormente, deducimos el siguiente resultado.

Proposicion 3.1.1.  Es condicion suficiente que ), 6, < oo, para que la serie (3.9)
sea una solucién del problema (3.1)-(3.2) con fuentes externas en (3.5)).
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3.1.3. Ciriterio de estabilidad robusta

En esta apartado damos condiciones suficientes para la estabilidad robusta del problema
(3.1)-(3.2) en el sentido de la Definicion [3.1.2| considerando fuentes externas en Uo,.

Dada la representacion de y descrita en (3.3, obtenemos, para cada (r, t) € €, las siguien-
tes estimaciones:

01 < 3 Jan®o (V)| < 3 lanlt)]
‘ayg; t>‘ < ; Jo (V) ()] < ; ()]
‘%‘ < Z Vi (\/)\_nr) a,(t)] < Z \/A_n!an(t)l :

n<1 n<l

Asi que para estimar la norma de y(r,t) para (r,t) € €, que aparece en la definicién de
estabilidad robusta, hay que dar estimaciones para los valores absolutos que aparecen a la
izquierda de las desigualdades anteriores, sin embargo, de estas mismas desigualdades se
sigue que para estimar dichos valores absolutos, y por ende, la norma de y(r, t), basta con
estimar los valores absolutos de |a,,(t)| y |a,(t)|. De la desigualdad y de la ecuacién
obtenemos las desigualdades siguientes:

On

<

y o an(t)] < 26,.

De forma similar a la Definicién [3.1.1] llamamos solucién no perturbada a la solucién a,
de la ecuacién diferencial ordinaria (3.6) en ausencia de fuentes externas, en este caso,
al tener condicidn inicial nula, dicha solucidn resulta ser la solucién trivial. También, de
forma similar a la definicién de la norma

Oy(r,t)
ot

[0 woen

definimos la norma en el plano para a,(t) de la siguiente manera:

mvﬁmmznmXQanu

lan(®)lloo = max {an(®)], [an(®)[}, ¢ =0.
La norma anterior se define de esa manera pues para acotar la norma de y(r, t) para todo
punto (r,t) € Q requerimos de acotar tanto a |a,(t)| como a |a,(t)|.

Noétese que no hacemos distincion en la notacion de las normas de ||y(7, ) || oo ¥ de ||@n (£) ] oo
esto pues basta notar la diferencia entre el punto y(r,t) y el punto a, ().
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De forma andloga a la Definici6n [3.1.2] para a,,, consideraremos fuentes externas en U, .
Asi, podemos dar la siguiente definicién de estabilidad robusta pata la ecuacion diferencial

ordinaria ((3.6).

Definicién 3.1.3. La solucién no perturbada a,, de la ecuacién (sin fuentes exter-
nas) es llamada robustamente estable si se cumple que para todo €,, > 0 dado, existe un
ndmero positivo 7, = 1,(e,) tal que si |u,(t)| < 6, < n, paratodat > 0, entonces la
solucion de (3.6) asociada a u,, cumple que ||a,(t)||- < ¢ para toda ¢ > 0.

La definicién anterior es andloga a la definicién de estabilidad robusta que se da en [17]
con la diferencia de que en la ecuacion diferencial ordinaria (3.6) tiene condicién inicial
nula, por lo que no requerimos acotarla.

Ahora, damos una estimacion para la norma de y(r, t) para la solucién y de la ecuacién de
calor (3.1)) usando estimaciones de la norma de a,(t). Notemos que para una solucion a,,
de la ecuacién diferencial ordinaria (3.6) asociada a u,, € Us,, se cumple lo siguiente

lan(®)lloo = méx {[an(t)] ; |an(t)[}

4}
< mé _”25n
i {20}
1
—5, méx 4 — 2.
{1 o)

Bajo el supuesto (2A\;)~! < k tenemos que méx {(2)\nk)71 , 2} = 2. Asi ||a,(t)]| < 26,
paratodo t > 0.

De las expresiones anteriores deducimos que, para que se cumpla que ||a,(t)|| < &, pa-
ra toda t > 0, basta pedir que d,, < £,/2, con lo cual la cantidad 7, = 7,(&,) de la

Definicion es Nn(en) == €n/2.

Por lo tanto, tenemos que el siguiente resultado es vélido.

I
Proposicion 3.1.2. La solucién no perturbada a,, de la ecuacion ecuacion diferencial

ordinaria (3.6) es robustamente estable de acuerdo a la Definicién [3.1.3]

Para dar criterios para la estabilidad robusta para la solucién no perturbada 4 de la ecuacién
de calor (3.T) respecto a las fuentes externas en U, usamos la estabilidad robusta para la
solucién no perturbada de la ecuacién (3.6) mostrada en la proposicion anterior. Para esto,
procedemos como sigue.

Para ¢ > ( dado, consideramos la familia {,,} tal que €, = (1 — a)a™ ! con o € (0, 1).
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Para dicha sucesion se cumple lo siguiente:

Zen—z (1—a)a” e(l—a) Za 1—04)1ia:5,

n>1 n>1 n>1

pues Y -, o™ ! es una serie geométrica con argumento « € (0, 1).

Considerando lo anterior, tenemos las estimaciones siguientes:

ly(r Ol < D lan)] < D en=ce,

n>1 n>1
! 0
' y(r t)' < Zldn@)! < Zgn =e.
n>1 n>1

También tenemos la siguiente estimacion

‘3y r, t ‘ :E:IV/__’an

n>1

Z\/_)\k

n>1

IN

IN

1 En
<;m(7)'

Usando que v/\,, > 2/a para todo n € N tenemos

Ay(r,t) ae
‘ or ‘<E

Al considerar las estimaciones anteriores para |y(r, t)| asi como para sus primeras deriva-
das, notamos que la norma de y(r, t) tiene la siguiente estimacion

1
ly(r,6) o < emax{l, E} (r.t) € Q.

Si ahora consideramos §,, < 2ke,,/a, entonces

‘ayrt‘ Z€n_5

n>1
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con lo cual
ly(r,t)|lee <&, (r,t) € Q.

Recordemos que de la estabilidad robusta para a,,, vimos que d,, < 7,, = €,,/2, con lo cual

522(5n < Zen/2:6/2.

n>1 n>1

Visto lo anterior, para garantizar la estabilidad robusta de la solucién no perturbada i basta
pedir que

1 2k
5 < n(e) :zaml’n{— }

2 a

Lo anterior se resume en el siguiente resultado, el cual es el resultado principal de esta
seccion.

Teorema 3.1.1. Si se cumple la condicién a®/(22?) < k con z; el primer cero positivo
de Jy, entonces la solucién no perturbada 4 de la ecuacién de calor (3.1) con fuentes
externas en U, es robustamente estable.

Notemos una propiedad importante sobre el comportamiento de ¢,,.

Definamos, para cada n € N, la funcién

fula) = (1 —a)a™ !, ac(01).

Para cada n € N resulta claro que f,,(a) > f,,41(«) paratodo a € (0, 1), esto lo podemos
observar en la Figura[3.1] donde se muestran las graficas de f,, para algunos n. Notamos
que para valores de « cercanos a cero, en comparacion con valores de « cercanos a uno,
los primeros términos de la serie pueden ser més significativos.

3.1.4. Ejemplos numéricos

Para ilustrar los resultados obtenidos en la seccion anterior consideraremos dos ejemplos.

Fijamos los siguientes valores para los pardmetros:
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1.0

0.8
- &(a)
06 - &(Q)
&(a)
0.4
= &(Q)
0.2 == £10(Q)
0 ‘ /

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.1: Griéficas de (1 — a)a”! con @ € (0,1) para distintos valores de n. (Grafica
elaborada en Wolfram Mathematica)

De esta manera, fijamos ¢§,, como sigue

Y&,
" 1027
donde
9
En—W.

Con los pardmetros dados, consideramos la perturbacién extrema v’ (t) = 4,, para todo
tiempo ¢ > 0. El coeficiente de Fourier-Bessel extremo a; asociado a la perturbacién
extrema u; es

106,

Tt
al(t) =

(L—e ™10 ¢ >0

Recordemos que dicho coeficiente describe la parte superior de la frontera del tubo de
alcanzabilidad D(7) de la ecuacion diferencial ordinaria (3.6)), el cual se defini6 en (1.14]).

En la Figura [3.2] se muestran las grifica de y y sus primeras derivadas parciales respecto
a las variables r y ¢, esto para r € [0,1] y ¢ € [0,90] usando a a; como coeficiente
de Fourier-Bessel para todo n € N. Numéricamente obtenemos la Tabla [3.1] donde se
muestran los valores extremos de y y sus primeras derivadas parciales. Podemos observar
tanto en la Figura [3.2| como en la Tabla 3.1 que tanto y(r, ¢) como las primeras derivadas
parciales de y evaluadas en el punto (r,t) estdn acotadas por ¢ = 1, esto es ||y(r, )| < e.

Por otro lado, si consideramos la perturbacion u,(t) = 0, sin(¢/10) para todo ¢ > 0, el
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Minimo | Maximo
y(r,t) 0.00000 | 0.714169
dy(r,t)/0t | 0.000000 | 0.450000
Ay(r,t)/0r | -0.969196 | 0.000000

Tabla 3.1: Valores extremos de y y sus primeras derivadas parciales en §2 considerando los
coeficientes de Fourier-Bessel v’

dy(r,n)/dt
P =
—_—th O Lh =

=

o
<

Distribucion de caloren T =90

1
—
o
= 05
s
> 0
(g~]
0.5

Figura 3.2: Gréfica de y y sus primeras derivadas parciales para ¢ € [0, 90] considerando a
u,. Temperatura de la placa de radio 1 al tiempo ¢t = 90. (Gréficas elaboradas con Octave)
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coeficiente de Fourier-Bessel a;: asociado a esta fuente externa es

10 [e‘A"t/w — oS (%) — Apsin (1%)]

ut —

t>0.

Para la solucién y(r,t) y sus primeras derivadas parciales, obtenidas con los coeficientes
de Fourier-Bessel a,,, mostramos sus graficas en la Figura [3.3| y sus valores minimo y
méximo en la Tabla[3.2] Podemos ver que ¢ = 1 es una cota para y y sus primeras derivadas
parciales, con lo cual ||y(r, )| < e.

Minimo | Maximo

y(r,t) -0.703661 | 0.703754
dy(r,t)/ot | -0.070375 | 0.070379
dy(r,t)/0r | -0.955916 | 0.955823

Tabla 3.2: Valores extremos de y(r, t) y sus primeras derivadas parciales en [0, 1] x [0, 90]
considerando u,,(t) = 0, sin(t/10) para t > 0.
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Figura 3.3: Gréfica de y y sus primeras derivadas parciales para ¢ € [0, 90] considerando

un(t) = 6,sin(t/10) para t > 0. Temperatura de la placa de radio 1 al tiempo ¢ = 90.
(Graficas elaboradas con Octave)
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Seccion 3.2

Analisis en una esfera en el espacio

En esta seccion consideramos la ecuacion de calor en tres dimensiones, sin embargo, aun-
que tenemos una dimension extra, el procedimiento y los resultados obtenidos en esta
seccion son similares a los obtenidos en el caso de dos dimensiones.

3.2.1. Planteamiento del problema

Consideramos la ecuacién de calor radialmente simétrica en una esfera de radio a € [0, 1]
con fuentes de calor externas:

8y(7", t) k a 2 3y(r, t)
T:T_QE r 7 +U(T,t), (T,t) V= [O,CL] X [0,00), (311)
sujeto a las condiciones inicial y de contorno siguientes

y(r,0)=0, ref0,a],  ylat)=0,t>0. (3.12)

Suponemos que las fuentes externas se pueden extender via series de Fourier-Bessel usan-
do funciones esféricas de Bessel. El conjunto de fuentes externas que consideramos es el
siguiente:

Ug =S u: u(r,t) =Y un(t)jo (Vitr), un(t) €Us,y {0,y € D) p,  (3.13)

n>1

donde la notacién para Us, y D(5) es la misma que se usé en la seccién anterior y i,
satisface la identidad /it,,a = (,, donde (, es el n—ésimo cero positivo de j, la funcién
esférica de Bessel de primera especie y orden cero. Las funciones esféricas de Bessel de
primer especie y algunas de sus propiedades se discuten en la Seccién y los ceros de
la funcidn j, en el apartado Como caso particular suponemos que se satisface la
desigualdad?|1 < 2,k = 27%k/a®.

Suponemos que las soluciones de la ecuacién de calor (3.11)) se pueden extender via series
de Fourier-Bessel como sigue:

y(rt) = ba()jo(Vimr), (r,t) €Q, (3.14)

n>1

2Cuando a = 1 la desigualdad es a?/27% ~ 0.0506 < k. Segin [9} [I8], algunos materiales cuyo
coeficiente de difusividad sea menor que 0.0506 son, por ejemplo, el cuarzo y el acero inoxidable 304A;
materiales como el acero, oro, plata y cobre cumplen con la desigualdad dada. En contraste al caso de dos
dimensiones, lo discutido en esta seccidn es vélido para la parafina a temperaturas cercanas a los 25°C..
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con b, los coeficientes de Fourier-Bessel a determinar para y.

De la expresion de la funcién u via series de Fourier-Bessel como en (3.13)), notamos que
para todo (r,t) € 2 se cumple |u(r,t)| < 4, esto pues jo(1/1,7) estd acotado por uno y

[u(r, )] < Y fun(®)] o (v/iar)|

n>1

<3 )]

De manera similar a lo trabajado para la ecuacién de calor (3.1)) en la seccién anterior,
consideramos la solucién de la ecuacién (3.11)) en ausencia de fuentes externas y con
condiciones inicial y de contorno (3.12), la cual en este caso, nuevamente es la solucion
trivial.

Definicion 3.2.1. Decimos que la solucién del problema (3.11)-(3.12)) en ausencia de
fuentes externas es llamada solucidn no perturbada y la denotamos por .

Similarmente a lo discutido en la seccién anterior, usamos la siguiente norma en R? para
el punto y(r, t):

y(r,t) ‘ | lé)y(r, t)

Iyt e = i {1 [ 252 | 2Dy e

Damos el equivalente a la Definicion [3.1.2] como sigue.

Definicion 3.2.2. La solucion no perturbada ¢ del problema (3.11)-(3.12) es llamada
robustamente estable si se cumple que para cualquier £ > 0 existe un ndmero positivo
n = n(e) tal que si |u(r,t)| < 0 < n(e) para todo (r,t) € 2, entonces ||y(r,t)|| < en
Q.

Al igual que en el caso del plano, en esta secciéon proponemos condiciones suficientes
para garantizar la estabilidad robusta en el sentido de la Definicién [3.2.2] para el sistema

@.11D-@.12).
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3.2.2. Justificacion del método de separacion de variables de Fourier-
Bessel

En este apartado damos condiciones suficientes para que la serie (3.14) sea una solucién
en el sentido cldsico de la ecuacion de calor (3.11) sujeta a las condiciones inicial y de
contorno (3.12)).

Procedemos de manera andloga al caso del plano, sustituimos en la ecuacion de calor
las expresiones para y y para las fuentes externas v como series de Fourier-Bessel
para obtener informacién del comportamiento de los coeficientes de Fourier-Bessel b,, de
la solucién y. Sustituyendo las expresiones antes mencionadas en la ecuacién de calor

(3.11)) obtenemos lo siguiente

S b @ioiar) = X b0 (1 a0 ) + (),

n>1 n>1

usando la tercera identidad de Ib obtenemos que % Jo(\/HnT) = —/Hnj1(\/enT), cON
lo que la expresion anterior toma la forma

S o)) = = 3 L5, 05 (R (Vi) + u(rt)

dr
n>1 n>1
\/ nk d .
=) u (27171( [inT) +7‘25J1( W‘)) + u(r,t).
n>1

Usando la segunda identidad que aparece en (A.14)) observamos que

dir]l( ) = /i (Jo(V/EnT) = 251 (N 1a7) /(T3 1h0))

de esto, notamos lo siguiente:

Z b ( L)

n>1
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_Z@bn(t) :277'1( i) + unTQ(jo( “n”_jb—nrjl( 3 ”T))]

n>1
+ u(r,t)
Vnk Ny , ,

=— Z 2 bn(t) 2?“]1( L) 4 /Enr 50 (\/imr) — 2771 ( /LHT):| + u(r,t)
n>1

=— Z Lk () Jo(\/ ) + u(r, t)
n>1

== Z :unkb ]O ,unT + Z Un ]0(\//,1/71)
n>1 n>1

De lo anterior, obtenemos la siguiente expresion:

D (Balt) + pakbu(t)) do(v/hur) = D wn (Do)

n>1 n>1

Al igualar los coeficientes de las series en la expresion anterior, tenemos que los coefi-
cientes de Fourier-Bessel b,, de la serie (3.14) satisfacen la siguiente ecuacion diferencial
ordinaria:

b(t) + pnkby(t) = un(t),  by(0)=0,  t>0. (3.15)

Observamos que los coeficientes b,, satisfacen un caso particular de la ecuacién diferencial
ordinaria (1.9) vista en la Seccion|[1.2] esto para ¢ = k, A = y, y v = d,,. Considerando lo
anterior y bajo el supuesto 0 < d,, < u,k, podemos garantizar las siguientes propiedades:

1. Para cualquier u,, € U;_ arbitraria, se tiene el siguiente coeficiente de Fourier-Bessel
n On
para y dado como solucién de la ecuacién diferencial ordinaria (3.15) asociada a u,,:

t
by(t) = / e nksy, (t — s) ds, t>0. (3.16)

0
2. Las perturbaciones extremas que causan que b,, esté lo mds alejado del origen en cual-
quier tiempo finito ¢ = 7 son u, y u,, tales que u (t) = 4§, y u,, (t) = —4, para todo

tiempo ¢ > 0, y las soluciones extremas de (3.15), correspondientes son
On
bi(t) = (L—e ™), t>0,

pnk

0
- —___n _ —knkt
b, (t) = unkz(l ettt >0,

respectivamente.



3.2. ANALISIS EN UNA ESFERA EN EL ESPACIO 57

3. Ademads, para cualquier u,, € Us, se cumple la desigualdad

On
fink

5"k (L—e ™), t>0, (3.17)

t
(1—e ) < / e RS, (t — s) ds <
0 Hn

donde los extremos de las desigualdades anteriores son las soluciones b, y b, respec-
tivamente. A estos coeficientes también los llamamos coeficientes de Fourier-Bessel
extremos.

De lo anterior tenemos que y, propuesta en (3.14), al considerar los coeficientes dados en
(3.16), tiene la forma siguiente:

Z]o ,unr/e prksy (t —s)ds, (r,t) € Q. (3.18)

n>1

Para la serie (3.18) notamos que para todo (r,t) € {2

rt|<z

n>1

Jo(\/Hnr / e RSy, (t — 5) ds

donde en la segunda desigualdad usamos que |jo| no excede a 1, en la tercera desigualdad
usamos la desigualdad (3.17) y en la dltima desigualdad usamos que ji,, > p; = 72/a”.

De forma similar a lo expuesto en la seccion anterior, debemos garantizar la convergencia
uniforme de las series de las derivadas parciales que aparecen en la ecuacion de calor
(3.T1). Para esto, tenemos la siguiente igualdad:

ko [ ,0y(r,t)\ _, [0%(r,t) 20y(rt)
o () =4 [T 0] wen

de donde podemos observar que, las series cuya convergencia uniforme debemos de garan-
tizar, son las que se obtienen al diferenciar término a término la serie (3.14) como sigue:
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una vez respecto de ¢, una vez respecto de r y dividir por 7, y dos veces respecto de r. Las
series en cuestion son las siguientes para todo (r,t) € €:

t
8y r,t) 2-70 T {Un( ) — ,unk?/ e—unk(t—s)un(s) ds} 7
0

n>1
10y(r,t) VIin '
y " Z s ,unr)/ e RSy, (t — 5) ds, (3.19)
" n>1 0
0%y( 2 ! X
n n ‘ n THn e n t— ds.
87’2 ;M [JO finT) \//Tnle( p T)} /0 e up(t —s)ds

Para obtener las expresiones en (3.19) procedemos de forma similar a lo hecho para obte-
ner la ecuacién diferencial ordinaria (3.15)) al inicio de esta seccidn.

Para la serie de 0y/0r tenemos que para todo (r,t) € € se cumplen las siguientes de-
sigualdades:

Rab:

n>1

<y

n>1

<Z§+

n>1

<2) 4,

n>1

o) i) =k [ €5 ]

¢
un(t) — ,unk:/ e Hnkt=9)y (s) ds
0

L, /e k(=) () ds

donde usamos que |jo| no es mayor que uno, la desigualdad del tridngulo, la desigualdad
(3.17) y que ‘1 - e‘“”kt| < 1 paratodat > 0.

Para la serie de la funcién dy/0r obtenemos que las siguientes desigualdades son validas
para todo (r,t) € €

Rab:
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= %Zéna

n>1

donde usamos que |j;| no excede a uno, la desigualdad || que }1 — e‘“”kt‘ < 1 para
todo tiempo ¢ > 0, y que para toda n € N se tiene /1, > /11 = 7/a.

Similarmente, para la serie de (0y/0r)/r notamos que para todo (r,t) € (2 se tiene

t
lay(r’ t)’ < Z \/'u_njl( ,unr)/ e_“”ksun(t — s)ds
0

r  Or r

3J n t
= %—‘h( fiut) / e b, (t — s) ds
HnT 0

= |5 i) + ] [ e e ) ds

2
- 3_]{3257“

n>1

donde usamos la identidad (A.13) para ji (/f,7), la desigualdad del tridngulo, la desigual-
dad |l y que para todo tiempo ¢ > 0 se cumple que ‘1 —e~Hnkt] < 1.

Finalmente, para la serie obtenida de derivar (3.18) término a término dos veces respecto
de r observamos lo siguiente para cada (r,t) €

5| < Xl [t - )] [[ et oa
= S [t = § | [y
= [t = Gt/ + )] [t sy s

n>1

7 Op _
= Zﬂngunk |1 — ettt

n>1
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7
S 3_]{:25”’

n>1

donde usamos las identidades que empleamos en la serie de (Jy/0r)/r.

De lo expuesto hasta ahora, observamos que basta con la convergencia de la suma 2@1 On
para que las series de dy(r,t)/0t, Oy(r,t)/Or, (Oy(r,t)/Or)/ry O*y(r,t)/Or? convergen
uniformemente en todo 2.

Para que la serie (3.18)) sea solucién de la ecuacion de calor (3.11)), resta ver que satisface
dicha ecuacion.

Sustituyendo la serie para y propuesta en (3.18) en el lado derecho de la ecuacién de calor
(3.11) obtenemos lo siguiente para cada (r,t) € (2

k0 (T28y(r, t)) ru(rt) = b <32y(r, £, 2 0y(r,t)) 1)

r2or or or? r Or
2
= - k {/vbn |:70< Mnr> - ]1( MnT):| X

t
></ e ks, (t — s)ds
0
2 t
o VHn i unr)/ e, (t — S)} + u(r, 1)
0

== 3k it ) - V) £ ()|

n>1

2
Vi
t
X / e ks, (t — 5) ds} + u(r,t)
0
t
- Z k/unj()( :unr) / @_“nksun(t - 3) ds + U(T’ t)?
0

n>1

expresando a u como una serie de Fourier-Bessel para cada (r,t) € €2 obtenemos que

kO [ 20u0n) o, C o
o <r o +u(r,t) = Zkunjo( ,unfr’)/o e un(t — s)ds

n>1

+ Z U (t) o (v/1nT)

n>1

=5 [t = i [t = )] )

n>1



3.2. ANALISIS EN UNA ESFERA EN EL ESPACIO 61

Notamos que esta ultima expresion es la primer expresion dada en (3.19)), es decir, que la
expresion anterior es la serie de Jy(r,t)/0t para cada (r,t) € €, con lo cual, concluimos
que la serie es solucion en el sentido cldsico del problema (3.11) con condiciones
(3.12). Esto lo resumimos en el siguiente resultado.

I
Proposicién 3.2.1. Es condicion suficiente que la suma ) -, 6, sea finita para que

la funcién y dada por la serie (3.18)) sea una solucién del problema (3.11)-(3.12) con
fuentes externas en (3.13).

3.2.3. Criterio de estabilidad robusta

En este apartado damos condiciones suficientes para garantizar la estabilidad robusta de
la ecuacion (3.11) sujeta a las condiciones inicial y de contorno dadas en (3.12), para esto
procedemos de forma similar a lo realizado en la seccion anterior.

Usando la expresion de la solucién de la ecuacion de calor (3.11]) dada en (3.14) obtenemos
las siguientes desigualdades:

]yrt\<Z]b )jo( unr]<2\b

n>1 n>1
Ay(r,t) :
‘ ‘ Z‘Jo i) ‘ <> bn(t)‘,
n>1

'6ygt‘ W_”ﬁ (VAur) bu )g;mwn(t)

De manera andloga a lo trabajado en la secci6n anterior, para estimar ||y(r, t)||. para todo
punto (r,t) € €, basta con estimar el valor absoluto de b,,(¢) y de su derivada para todo
tiempo ¢t > 0. Para b,,(t) podemos usar la desigualdad y usar que e #»*t < 1 para
todo tiempo ¢ > 0 para obtener que |b,(t)| < 6, /u,k para todo t > 0, mientras que

para b, (t) es suficiente notar que ’bn(t)) = |un(t) — pnkT,(t)| para todo t > 0y aplicar
la desigualdad del tridngulo, con lo cual ‘bn(t)‘ < Nun(t)| + |pnkbn(t)] < 20,, donde

en la dltima desigualdad usamos la cota para |b,(t)| que acabamos de obtener. Asi, las
estimaciones que obtenemos son las siguientes

On
fink’

|bn ()] <

y Bn(t)’ <25, t>0.

Para la ecuacion diferencial ordinaria (3.15]) damos la definicin de estabilidad robusta de
igual forma que para la ecuacién diferencial ordinaria (3.6).
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Definicién 3.2.3. Decimos que la solucién no perturbada b,, de la ecuacién diferencial
ordinaria (solucion en ausencia de fuentes externas) es robustamente estable, si
se cumple que para todo €, > 0 dado, existe un nimero positivo 7, = 7,(s,) tal que
si garantizamos que |u,(t)] < 6, < 7, para todo ¢t > 0, entonces la solucién b,, de la
ecuacion diferencial ordinaria asociada a w,, satisface ||b,(t)||«c < € para todo
tiempo t > 0.

En la definicién anterior usamos la norma siguiente en el plano:

[0(8) 0 = méix { o (1)

En(t)‘}, t>0.

De manera similar a lo discutido en la seccién anterior, la Definicién [3.2.3|es una adapta-
cién de la definicion de estabilidad robusta dada en [[17]).

Usando las estimaciones para |b,(t)| y

bn(t)‘ para t > 0 dadas antes, observamos que

[0 (®) oo =miix { ()] [bn(6)| }
§méx{ljjk,25n}
1
=0, max {,Unk’2} )

ﬁ,Z} = 2, con lo cual ||b,,(t)]|oo < 20,
para todo ¢ > 0. Se sigue que para ¢,, > 0 basta pedir que ¢,, < ¢,,/2 para garantizar que
para todo tiempo ¢ > 0 se satisface ||b,(t)]|- < &,. Con esto, el valor 1, que aparece en
la Definicion es 1, = £,/2. Lo anterior se resume en el siguiente resultado.

Bajo el supuesto 1 < 241k, tenemos que max {

I -
Proposicion 3.2.2. La solucién no perturbada b, de la ecuacién ecuacion diferencial
ordinaria (3.13)) es robustamente estable de acuerdo a la Definicién [3.2.3]

De manera andloga al caso en dos dimensiones, para mostrar la estabilidad robusta de la
solucién no perturbada 7 de la ecuacién de calor (3.11), hacemos uso de la estabilidad
robusta para la solucién no perturbada b,, de la ecuacién diferencial ordinaria . Para
todo ¢ > 0 dado consideraremos {¢,} tal que ¢, = (1 — a)a™ ! para a € (0,1).
Recordamos que tenemos lo siguiente:

g Ep = €.

n>1
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Ast, al aplicar el criterio de estabilidad robusta a la solucién no perturbada b,, de la ecua-
cién diferencial ordinaria (3.15]) con €,, como antes, obtenemos las estimaciones siguientes

para todo (r,t) € €2
|y(r, t)| < Z |bn(t)| < ZETL =g,

n>1 n>1

'ayg;,t)‘ <y bn(t)‘ <N e=e

n>1 n>1

y al considerar ¢,, < mke,,/a obtenemos la estimacion

dy(r.1)
ARV I
o ‘_;\/—mwn
On
< E \/unu 2
n>1 n

N
3
v
5l
B
w
™ N
=)
Qﬁ)
3
N————

Il

v

3
w| S
VR
=
S o
3
N——

con lo cual tenemos que

or

Con las estimaciones anteriores obtenemos que la norma de y(r, t) tiene la siguiente esti-
macién para todo (r,t) € Q:
ly(r, )l <&

Al considerar la estabilidad robusta para b,,, tenemos que 6, < 1, = €,/2, con lo cual
S <Y e2=c/2,
n>1 n>1

de esto se sigue que para garantizar la estabilidad robusta de la solucién no perturbada y
de la ecuacion ecuacién de calor (3.11) basta pedir que

(1 7k
d<nle):= emm{é,?}.
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Lo anterior da lugar al siguiente resultado, el cual es el resultado principal de esta seccion.

Teorema 3.2.1. EI cumplimiento de la desigualdad a? < 272k es una condicién su-
ficiente para garantizar que la solucién no perturbada y de la ecuacién de calor (3.11)
sujeta a las condiciones @) sea robustamente estable, esto considerando fuentes ex-
ternas en U, definido en (3.3).

Al igual que en el caso de dos dimensiones, para o mds cercano a 0 en la definicién de
los &, los primeros términos de la serie contribuirdn méds que para valores de «
cercanos a 1.



Conclusiones

Al aplicar teoria de control 6ptimo a los coeficientes de Fourier-Bessel de la solucién de la
ecuacion de calor radialmente simétrica, encontramos los coeficientes de Fourier-Bessel
extremos correspondientes a dicha solucién que nos permiten conocer el comportamiento
de la solucién de la ecuacion de calor asociada a la peor fuente de calor externa posible,
de tal manera que podemos ajustar nuestro conjunto de fuentes de calor externas para
evitar soluciones cuyo comportamiento no sea deseado, por ejemplo, que las soluciones
no muestren una temperatura mayor a una temperatura maxima permitida.

Al considerar la norma |||/, para los valores de la solucién de la ecuacién de calor, nos
aseguramos que, una vez acotada, la temperatura no exceda la cota dada, no haya cambios
bruscos en la temperatura en la placa circular o en la esfera, en el sentido de que un punto
sobre nuestra superficie no se va a calentar (o enfriar) al médximo de un momento a otro,
y que tampoco tendremos dos puntos “cercanos’” de tal forma que uno esté frio y el otro
demasiado caliente. Esto puede ser util en alguna aplicacion. Por ejemplo, si el modelo
estudiado se pudiera aplicar a una bateria circular de algiun dispositivo (por ejemplo una
bateria para computadora), podriamos garantizar, manteniendo la variacion de voltaje en
cierto rango, que la bateria no exceda cierta temperatura dada, que la bateria no se caliente
mucho de un momento a otro causando algin desperfecto en el dispositivo, y que la bateria
no se caliente mucho mas en una parte que en el resto de la bateria.

Los resultados principales de esta tesis son la propuesta de la definicion de estabilidad
robusta para la ecuacion de calor radialmente simétrica, es decir, la propuesta de la Defi-
nicién y la Definicién asi como criterios suficientes para que la ecuacién de
calor en cuestion sea robustamente estable, estos criterios se dan en el Teorema @ y el
Teorema[3.2.11

65
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De este trabajo se desprenden algunos problemas de interés. En la discusion del Capitulo[3]
se supone que el coeficiente de difusividad térmica k, satisface cierta desigualdad, en el
caso de dos variables: a/(2z7) < k; y en el caso de tres variables: 1 < 272k /a?. El cum-
plimiento de dicha desigualdad causa que los resultados obtenidos no sean necesariamente
validos para algunos materiales tales como el acero inoxidable 304 A, cuarzo y cloruro de
polivinilo (PVC). No obstante, se conjetura que al invertir el sentido de la desigualdad en
cada caso, la ecuacion de calor en cuestion sigue siendo robustamente estable, pero pa-
ra abordar tal cuestién se requiere un trabajo mds fino con los ceros de las funciones de
Bessel.

Queda abierta la cuestion de dar condiciones suficientes para la estabilidad robusta cuan-
do, por ejemplo, la condicion inicial de la ecuacion de calor no es idénticamente cero,
cuando no tenemos simetria radial o cuando consideramos espacios de dimension mayor a
tres, en cuyo caso habria que trabajar con funciones hiperesféricas. También queda abierta
la cuestion de extender la definicion de estabilidad robusta a otro tipo de ecuaciones di-
ferenciales parciales, por ejemplo la ecuacion de onda o la ecuacion de Laplace. En esta
tesis consideramos fuentes de calor externas expresadas via series e Fourier-Bessel, pero
aun queda ver qué pasa para otro tipo de fuentes externas.



Funciones de Bessel de primera especie

En la discusion siguiente, la cual toma como guia algunos capitulos de [4), 6], detallamos
la definicién de las funciones de Bessel de primera especie, primero para las funciones
cilindricas y después para las funciones esféricas. Discutimos también algunas identidades
que se cumplen para estas funciones y mencionamos algunas propiedades de los ceros de
las funciones de Bessel de primer orden. Al final mencionamos algunas propiedades de
las series de Fourier-Bessel.

Secciéon A.1

Funciones cilindricas

Consideremos la ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden

d? d
7,2_(’0_’_7»_@4_(7*2_”2)@:07 (Al)

la cual es llamada ecuacion diferencial de Bessel de orden v, donde el pardmetro v es un
ndmero real. La ecuacion (A.1) se puede encontrar al realizar separacion de variables al
resolver algunas ecuaciones en derivadas parciales.

A cada numero v le corresponde una ecuacién diferencial (A.1]), sin embargo, las ecuacio-
nes para v y para —v son las mismas.

Tal y como se menciona en [4], el punto » = 0 es un punto singular de la ecuacién
(A.T)), por lo que no se puede expandir la solucién via una serie de potencias, asi que el
método que se utiliza es el método de Frobenius, el cual consiste en construir una solucion
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en términos de potencias reales, no necesariamente enteras, de r, el cambio ¢ = "y
transforma la ecuacion diferencial de Bessel en una nueva ecuacion diferencial la
cual es satisfecha por una serie de potencias de la formay = Y, ., a,r®". Esta serie estd
udnicamente determinada, salvo un factor constante. -

Después de aplicar el método de Frobenius obtenemos que la solucién de la ecuacién
(A.T), para v un nimero real distinto de —1, —2, —3, ..., se puede escribir como (Lema
6.2.2 de [6]])

[TV (=)™ 7\ 2n
Jy(r)—<§> nzmnll“(n—l—u—l—l) (5) . >0, veR, —véN, (A2

la cual es llamada funcion de Bessel de primera especie de orden v, aunque también recibe
el nombre de funcion de Bessel cilindrica de orden v.

Se puede mostrar, ver por ejemplo [4], que la serie (A.2) converge en todo R. Es claro que
si v > 0 la potencia r” esta bien definida para todo 7 positivo, asi que la funcién de Bessel
dada en (A.2) estd bien definida en (0, 00).

También se puede notar que si v > 0 entonces J,(r) — 0 cuando r — 0" y que si v = 0
entonces J,(r) — 1 cuando r — 0T, asi que la funcién J, se puede extender por una
funcién continua en [0, 0o, esto definiendo J,(0) = lim,_,,+ J,(r), para v > 0.

Si o1 = @1(r) y p2 = @a(r) son soluciones linealmente independientes de la ecuacion
diferencial (A.1]) en el intervalo (0, 00), entonces la solucién general de la ecuacién (A.1)
estd dada por

/y(T) = 01901(7”> + C2<p2(r)7 re (07 OO)?

con cy, co constantes. Un ejemplo sencillo en donde este fendmeno ocurre es la ecuaciéon

diferencial

r’o" +ro’ —p=0, r>0.

La solucién general de la ecuacion anterior esta dada por

C
o(r) :clr+?2, r >0,

la cual no estd definida para » = 0, porque esta variable se encuentra en el denominador
de un cociente.

Podemos notar, dado que la ecuacién (A.T) es invariante bajo el signo de v, que

T (r) = (g)f S n!r(<_1)n <g>2n r>0, veR, v¢N.  (A3)

= n—v-+1)
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también es solucidn de la ecuacién (A.1)), sin embargo, el valor absoluto de la funcién
(A.3)) diverge a oo cuando r — 0, esto pues el término (r/2)~"/T'(1 — v), el cual es el
primer término de la serie, domina al resto y este tiende a +oco cuando r» — 07,

Se puede mostrar (ver el Teorema 5.1 de [4]) que una condicién necesaria y suficiente para
que J, y J_, sean linealmente independientes, es que v no sea entero. De esto se puede
deducir que la solucién general de (A.1)), cuando v ¢ Z y solo cuando r € (0, 00), esta se
puede expresar como una combinacion lineal de y (A.3), esto es

ory=cd,(r)+cd_,(r), r>0, veR, v¢Z.

A.1.1. Formulas recursivas

En esta parte se presentan algunas propiedades sobre las derivadas de las funciones (A.2)
y (A.3) las cuales se pueden expresar de forma recursiva.

Para evitar poner restricciones innecesarias, definiremos y denotaremos, para v € N, la
funcién de Bessel de primera especie de orden —v como

J_,(r)=(=1)"J,(r), r>0, vel.

Parar > 0y v > 0 tenemos que las siguientes identidades son validas:

d
o L] = (), (Ad)
g d
o [ J,(r)] =r"J,—1(r). (A.5)

Para probar la identidad (A.4) hay que derivar término a término la serie " .J, (1), esto es

d . _ d (=" 2
el IIJV - - n
dr [r (r)] dr Z 22tvpll(n+ v + 1)T

n>0

_ Z 2n(—1) F2n—1
22ntvpll(n 4+ v + 1)

n>0

== n!F(7(1——|—1 ):+ %) <g>2n+u+l

n>0

= —r"J,(r).
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Similarmente, para probar la identidad (A.5]) tenemos que

d v o d (_1)n 2n+2v
dr [, (r)] = dr ; 22ntvpIl(n + v + 1)7"

_ Z 2(n+v)(=1)" J2n42v=1
22t (n 4+ v+ 1)

n>0
o (_1)” r 2ntv—1
- ; n!l'(n +v) (2)
=r"J,_1(r).

Asi que podemos dar por verdaderas las identidades (A.4) y (A.5)), las cuales se pueden
escribir de manera equivalente como

;JI/<T) + JZI,(T) = ,],,,1(7“), y TVJV(T> + JIL<T) = _Jl/+1(r>7
y estas, al sumarlas resultan en

S (r) = 5 Mvalr) = Ju(r)], (A.6)

DN | —

y al restarlas obtenemos

2
%JV(T) = Jy1(r) + Jusa(r). (A7)

En [[6] se muestra la validez de las identidades (A.4), (A.3), (A.6) y (A.7) para cualquier
velR.

A.1.2. Ceros de las funciones de Bessel

Cuando consideramos v € Ny con Ny = NU {0}, tenemos que .J,, es una funcién analitica
en (0,00) y que tiene una extension analitica en R como una funcién par o impar depen-
diendo de la paridad de v. En particular, para v = 0 se puede ver (Ejemplo 2.13 de [4]) que
la funcion J, tiene infinitos ceros aislados en (0, c0) los cuales se acumulan en infinito.
Los ceros de Jy los denotaremos por z; y estos se pueden acomodar como

21 <2< ... .<zp<...,
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y cumplen que z; — oo cuando j — oo. Se puede mostrar (ver por ejempo [6]) que en
general, para v € R la ecuacién J,(r) = 0 tiene una infinidad de raices positivas las cuales
forman una sucesion creciente

21 < Zpo <o <2y <l

los cuales cumplen que z,; — oo cuando j tiende a oo.

A.1.3. Funciones de Bessel de orden entero

Cuando consideramos que ¥ = m € N, y consideramos la ecuacién de Bessel de orden m

o dyp
TQW—FT%—F(TQ—TH,Q)QD:O,

la solucién (A.2) toma la forma

Jm(r):(gyn;ﬁ(g)%, r>0, meN.

nz

Las primeras funciones de Bessel de primera especie de orden entero tienen la forma

Jo(r) = ; ((;;1)): (g)zn

., 7,2 N 704 7,6 N 7,8 N
CT22(1)2 T 24(21)2 26(31)2  28(41)2
(—1)" 7\ 2n+1
PACTED e iy
%;n!(n—i-l)! 2
_7“ T3 + T5 7“7 1 7‘9 1
C20 231121 0 252131 273141 © 29415 T
(—1)" 7\ 2n+2
nr) = 3 -0 ()
nZZOn!(n—i-2)! 2
7“2 704 7A6 748
_|_

= 550121 241130 260141 osaigl

Como ejemplo ilustrativo, en la Figura[A.T| podemos observar el comportamiento de estas
tres funciones para r € [0, 20]. Una propiedad que se puede observar en la Figura
pero que se cumple para toda J,,, con m € Ny es que |.J,,,(r)| < 1 para toda r > 0.
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1.00
0.75

0.50

— S
0.25 — Ji(D)
N VAG

0 > 4 6 8

10

o

Figura A.1: Funciones J,,, para distintos valores de m. (Graficas elaboradas con Wolfram
Mathematica)

A.1.4. Series de Fourier-Bessel

Supongamos que v > 0, entonces las funciones ./, son acotadas (ver [6]), més ain, son
integrables (en el sentido de Riemann) en cualquier subintervalo finito de (0, c0). En esta
discusion nos restringiremos al intervalo (0, 1).

Teorema A.1.1. Supongamos que v > 0y que z,,, con n € N son los ceros positivos
de J,. Entonces el sistema J, (z,,,r) parar € (0, 1) es un sistema ortogonal con funcién
de peso w(r) =r.

PRUEBA:

Para simplificar un poco la notacién, supongamos que « y 3 son ceros positivos distintos
de J,, denotemos u(r) = J,(ar), v(r) = J,(Br) y y = ar. Con esta notacion tenemos
las siguientes identidades, las cuales surgen de la ecuacién (A.T)

v I (y) +yJ () + (y* = v*) L (y) =0,
o*r2 ]! (ar) 4+ arJ (ar) + (a*r? — v J,(ar) = 0,

r?u" +ru' + (o’ — v)u = 0. (A-8)

Y de manera andloga podemos obtener

r?" v+ (677 = 1) = 0. (A9)

Al restar (A.9) de (A.8) podemos eliminar el pardmetro v e identificar una derivada total,
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con lo cual obtenemos

d / / o
o [r(u'v —w')] + (a* — B%)ruv = 0.

Al integrar la expresion anterior obtenemos

0=(a®— 52)/0 rJ,(ar)J,(pBr) dr

lo cual muestra el teorema.
[ |

Retomando la notacion y algunas expresiones de la prueba del resultado anterior, tenemos
al multiplicar por u’ la expresion (A.8) obtenemos

2r2u'u” + 2r(u')? + 2(ar® — vH)un’ =0,

lo cual se puede expresar como

d
. [r2(u')? + (o®r® — v*)u?] — 20%ru® = 0,
r
lo cual, al integrar sobre (0, 1) resulta en
1
(u')?(1) — 2a2/ ru?(r)dr = 0,

0

0, escrito de otra forma

(J))*(a) — 2/0 rJ2(ar)dr = 0,

por lo que, al considerar la norma de una funcién con peso w(
tenemos que

fo dr,

1
||Jl,(,2'yn7“)||2:/O rJf(zmr)dr.

Ahora, supongamos que f es una funcion real (o compleja) tal que rf(r) es integrable
n (0,1). Entonces definimos el n—ésimo coeficiente de Fourier-Bessel C), respecto al
sistema considerado en el Teorema[A.T.T)) como

e = 2 [Jyr ()] / r £ (1) Ty (2o ),
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y definimos la serie de Fourier-Bessel de f respecto del sistema considerado en el Teore-

malA.1.1) como
Fr) = cndu(znr). (A.10)

n>1

Resulta que el sistema .J,(z,,7) con r € (0,1) cumple la identidad de Parseval y, por
lo tanto, es un sistema completo y, si la funcién f es integrable, entonces la serie (A.10)
converge a f(r).

Seccién A.2

Funciones esféricas

Consideremos la ecuacion diferencial ordinaria
d 2 dy 2
- (r %) +(r*=n(n+1))y=0, (A.11)

donde n es un entero no negativo. Consideramos unicamente el caso n entero no negativo
pues con 7 de esa forma, las funciones de las que hablaremos son acotadas en r = 0.

Las funciones esféricas de Bessel de primera especie de orden n son soluciones de la
ecuacién (A.11) y se pueden expresar en términos de las funciones cilindricas de Bessel
de primer especie de orden n (ver la seccidn anterior). Definimos las funciones esféricas
de Bessel de primera especie de orden n, mediante esta relacion, como sigue

™

Jn(r) = anH/Q(r). (A.12)

Al tomar limite a estas funciones cuando » — 0" resulta que

rn

% )
1-3:5----(2n+1)

n(r)

con lo cual se puede notar que las funciones 7, se pueden extender como una funcién
continua en [0, co].

Aunque estas funciones parezcan un poco mas complicadas que las funciones de Bessel
cilindricas, resultan mas sencillas debido al hecho que se pueden expresar con un nimero
finito de términos. Las primeras funciones esféricas de Bessel de primera especie, para
n=20,1,2,3, son
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sin(r)/r — cos(r)

Ji(r) = , ,
ialr) = (3/r*—1) sin(:) — 3cos(r)/r
Ja(r) = (1 —45/r% +105/r*) sin(r) + (10/r — 105/73) cos(r).

r

En la Figura[A.2] podemos observar el comportamiento de estas funciones en el intervalo
[0, 10].

1.00

0.75
0.50 = fo(n
= Jji(n
0.25 )
J2(1)
0 N = J3(n
-0.25
0 2 s 6 8 0

Figura A.2: Funciones esféricas de Bessel de primera especie de orden n = 0,1, 2, 3.
(Graficas elaboradas con Wolfram Mathematica)

Para estas funciones se cumple que |j,(r)| < 1 para toda r > 1y toda n entero no
negativo.

A.2.1. Relaciones de recurrencia

Utilizando algunas férmulas de recurrencia obtenidas en la seccidn anterior para las fun-
ciones de Bessel cilindricas podemos deducir algunas identidades para las funciones esféri-
cas de Bessel.

Utilizando la formula (A.7) para la funcion J,, /2 tenemos que

2(n+1/2
%Jnﬂ/z(r) = Jns1/2)-1(r) + J(n+1/2)+1(7“)

2n +1

Jns1/2(1) = Jnz1y2(1) + Jngssa(r),
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al multiplicar por /- de ambos lados de la tltima expresion anterior obtenemos la si-
guiente identidad para j,

(2n + 1)j,(r)

= Jn—1(7) + Jng1(r). (A.13)

Por otro lado, usando las identidades (A.6) y (A.7) se pueden mostrar las siguiente suce-
si6n de identidades

i) = 2n1+ (W2 (r) = (1 1) (1)
= o) = ) (A14)
= _]n( ) — ]n+1( ).

A.2.2. Ceros de las funciones esféricas de Bessel

Los resultados del apartado sobre los ceros de las funciones de Bessel cilindricas se pueden
extender a las funciones esféricas de manera bastante directa usando la relacion (A.12]).
Comenzamos con n = 0, para lo cual, los ceros positivos (;, j € N se pueden acomodar
de la siguiente manera

C1<C2<...<Cj<...,

y cumplen que (; — oo cuando j — oo.

De manera andloga, para n € N se tiene que los ceros positivos ¢, ;, 7 € N, de j,(r)
satisfacen

Cn,l < C’n72 <...< Cn:] <

De manera analoga al apartado anterior, los resultados sobre series de Fourier-Bessel para
funciones cilindricas de primera especie se pueden extender para funciones esféricas, solo
que en este caso la funcién de peso serd w(r) = r2. La norma de j,((, ;r) se puede ob-
tener de manera parecida al caso de J,(z, ;) y la series de Fourier-Bessel para funciones
esféricas se definen similarmente a la series para funciones cilindricas dadas en (A.10).
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