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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es extender a ecuaciones en derivadas parciales una
definición ya establecida de estabilidad para ecuaciones diferenciales ordinarias, en par-
ticular, extender esta definición para la ecuación de calor radialmente simétrica en dos
y tres dimensiones. Para dicha ecuación, consideramos fuentes de calor externas que se
representan vı́a series de Fourier-Bessel y cuyos coeficientes de Fourier-Bessel son dife-
renciables a trozos y acotados en valor absoluto. Aplicamos el método se separación de
variables a la ecuación de calor para obtener soluciones e identificamos los coeficientes
de Fourier-Bessel que hacen que la solución obtenida, ası́ como sus primeras derivadas
parciales, alcancen los valores absolutos mayores posibles. En base a esto, establecemos
condiciones suficientes para asegurar la estabilidad robusta en la ecuación de calor en
cuestión.

En la primera parte de la tesis aplicamos el Principio del Mı́nimo de Pontryagin, uno de los
resultados más importantes de la teorı́a de control óptimo, a un problema de optimización
sujeto a una ecuación diferencial ordinaria que satisfacen los coeficientes de las series de
Fourier-Bessel de las soluciones de la ecuación de calor radialmente simétrica. Además,
describimos algunas propiedades del tubo de alcanzabilidad asociado a dicha ecuación
diferencial.

En la segunda parte de la tesis detallamos el proceso deductivo para obtener la ecuación de
calor en n dimensiones. También, examinamos a detalle el caso particular de la ecuación
de calor radialmente simétrica en dos y tres dimensiones y aplicamos el método de sepa-
ración de variables de Fourier-Bessel para obtener soluciones de la ecuación en cuestión
sin fuentes de calor externas.

En la tercera parte del trabajo proponemos la definición de estabilidad robusta para la ecua-
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ción de calor radialmente simétrica en dos y tres dimensiones. Además, verificamos que el
método de separación de variables de Fourier-Bessel sea válido, es decir, que se obtengan
soluciones de la ecuación de calor que se puedan representar vı́a series de Fourier-Bessel.
Después, como principales resultados de esta tesis, establecemos condiciones suficientes,
sobre el coeficiente de difusividad térmica para garantizar la estabilidad robusta en la ecua-
ción de calor radialmente simétrica en dos y tres dimensiones. Ilustramos numéricamente
los resultados obtenidos.

Adicionalmente, en el Apéndice A se detallan propiedades importantes sobre las funciones
cilı́ndricas y esféricas de Bessel de primera especie que son de utilidad en este trabajo.
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Introducción

Para ecuaciones diferenciales hay varios tipos de estabilidad en la literatura, por ejemplo,
para ecuaciones diferenciales ordinarias, en [5] encontramos la estabilidad de Lyapunov y
la estabilidad asintótica. La estabilidad de Lyapunov de un punto de equilibrio significa
que las soluciones cuyas condiciones iniciales tiendan al punto de equilibrio en cuestión,
convergen uniformemente a una solución constante para todo t ≥ 0. Más formalmente,
considerando la norma euclidiana, si x̄ = x̄0 es un punto de equilibrio estable de la ecua-
ción diferencial ordinaria ẋ = v(x), entonces para todo ε > 0 existe η > 0 tal que si se
cumple que ‖x̄0 − x0‖ < η entonces la solución ϕ, de la ecuación diferencial en cuestión,
asociada a la condición inicial x0 satisface ‖ϕ(t)− x̄(t)‖ < ε para t ≥ 0. En la estabilidad
asintótica se pide estabilidad de Lyapunov y que ϕ(t)→ x̄0 cuando t→∞.

Para la estabilidad de Lyapunov, cuando hay ciertas condiciones de suavidad sobre la
función v en la ecuación diferencial ordinaria en cuestión, para cada condición inicial
dada, hay una y solo una solución asociada a cada condición inicial.

Para ecuaciones diferenciales ordinarias hay otro tipo de estabilidad: estabilidad bajo per-
turbaciones de acción permanente. Este tipo de estabilidad es de particular interés en este
trabajo de tesis. La definición de este tipo de estabilidad fue propuesta inicialmente por
Duboshin y Malkin, ver por ejemplo [13]. En esta definición se considera el sistema

dxi
dt

= fi(t, x1, x2, . . . , xn), xi(t0) = xi0, (1)

el cual se somete a perturbaciones pequeñas de acción permanente1 Ri(t, x1, x2, . . . , xn),

1Es decir, que las perturbaciones afectan el sistema para todo el tiempo de estudio.
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ası́ el sistema (1) se sustituye, para toda t ≥ t0, por el sistema perturbado

dxi
dt

= fi(t, x1, x2, . . . , xn) +Ri(t, x1, x2, . . . , xn), xi(t0) = xi0, (2)

para i = 1, 2, . . . , n, ver la Figura 1. En [13] se da la definición siguiente.

Definición 0.0.1. Se dice que la solución del sistema (1) es estable con respecto a las
perturbaciones de acción permanente si se cumple que para todo ε > 0 dado, existen
constantes positivas η1 = η1(ε) y η2 = η2(ε) tales que si

n∑
i=1

R2
i < η2

1, t ≥ t0, y
n∑
i=1

x2
i0 < η2

2,

entonces
n∑
i=1

x2
i (t) < ε2, t ≥ t0,

donde xi(t), i = 1, 2, . . . , n, es solución del sistema perturbado (2).

t

x

x̄

x̃

Figura 1: Solución x̄ del sistema (1) y solución x̃ del sistema perturbado (2). (Gráficas
elaboradas con PSTricks)

Este tipo de estabilidad ha sido usada e incluso se han dado variantes antes, por ejemplo,
en [2] se usa la misma definición en un sistema de segundo orden y en [17] se da una
variación de esta definición usando una norma distinta a la euclidiana, también para un
sistema de segundo orden. En [17], el tipo de estabilidad recibe el nombre de estabilidad
robusta. En este tipo de estabilidad, para cada condición inicial se puede trabajar con
muchas perturbaciones, siempre y cuando cumplan que su norma sea menor que η1, ası́,
con la misma condición inicial, tenemos una solución asociada a cada perturbación, y cada
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una de esas soluciones permanece suficientemente cerca del origen. Esto último es lo que
hace que se le llame “robusta” y, en cierto sentido, este tipo de estabilidad es más fuerte
que la estabilidad de Lyapunov.

Por otro lado, para ecuaciones en derivadas parciales, en particular para la ecuación de
calor, se han estudiado varios tipos de estabilidad, por ejemplo, en [14] se aborda la esta-
bilidad estructural de soluciones que están definidas hasta cierto tiempo finito y que para
algún tiempo t̃ <∞, estas soluciones tienden a infinito. Otro tipo de estabilidad que se ha
estudiado para la ecuación de calor es la estabilidad de Hyers-Ulam. En [12], se estudia
este tipo de estabilidad en la ecuación de calor para funciones radialmente simétricas. Un
tipo más de estabilidad que se estudia para la ecuación de calor es la estabilidad en medi-
da, para este tipo de estabilidad, en [19] se consideran fuentes externas con interferencia
descrita por procesos de Wiener.

En este trabajo de tesis estudiamos, para la ecuación de calor radialmente simétrica, la
estabilidad robusta para una clase particular de fuentes de calor externas (o perturbaciones
externas), como una extensión de la estabilidad bajo perturbaciones de acción permanen-
te. Para la clase de fuentes externas que utilizamos, aplicamos el método de separación
de variables de Fourier-Bessel y obtenemos, mediante manipulación de los coeficientes de
Fourier-Bessel, las peores fuentes externas a las que la ecuación de calor se puede some-
ter de tal forma que las soluciones obtenidas, ası́ como sus primeras derivadas parciales,
alcancen los valores absolutos mayores posibles. Al acotar apropiadamente estas fuentes
de calor extremas damos un criterio para garantizar la estabilidad robusta en la ecuación
de calor en cuestión.

Para poder realizar lo anterior consideramos un problema de optimización para los coefi-
cientes de Fourier-Bessel de las soluciones de la ecuación de calor. Lo obtenido al resolver
dicho problema de optimización nos permite definir un tubo de alcanzabilidad el cual nos
da información sobre el comportamiento de cada coeficiente de Fourier-Bessel.

Esta tesis consta de tres capı́tulos, en el primero abordamos todo lo relacionado con las
ecuaciones diferenciales ordinarias que son de utilidad para este trabajo, y en los siguientes
dos capı́tulos nos concentramos en las ecuaciones diferenciales parciales de interés y su
estabilidad robusta.
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3. Estabilidad robusta para la ecuación de calor radialmente simétrica con fuen-
tes de calor externas 35
3.1. Análisis en una placa circular en el plano . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.1.1. Planteamiento del problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.1.2. Justificación del método de separación de variables de Fourier-

Bessel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.1.3. Criterio de estabilidad robusta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.1.4. Ejemplos numéricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.2. Análisis en una esfera en el espacio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.2.1. Planteamiento del problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.2.2. Justificación del método de separación de variables de Fourier-

Bessel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.2.3. Criterio de estabilidad robusta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

Conclusiones 65

A. Funciones de Bessel de primera especie 67
A.1. Funciones cilı́ndricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
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1
Preliminares

Sección 1.1

Principio del Mı́nimo de Pontryagin

En esta sección presentamos el Principio del Mı́nimo de Pontryagin, el cual usaremos
para maximizar cierto funcional mediante la minimización de una función de Pontryagin,
siguiendo el desarrollo de [15]. Esta es una versión equivalente a la que enuncia Pontryagin
y colaboradores en [7, 8].

Comenzamos analizando algunas propiedades de soluciones fundamentales para una ecua-
ción diferencial ordinaria de la forma ẏ(t) = a(t)y(t), dichas propiedades nos serán de
utilidad para mostrar el Principio del Mı́nimo de Pontryagin.

1.1.1. Propiedades de soluciones fundamentales para una ecuación
diferencial ordinaria lineal

Consideremos el problema de valores iniciales siguiente

ẏ(t) = a(t)y(t), y(s) = y0, (1.1)

en donde a es una función continua en [α, β], el punto (˙) denota la derivada respecto del
tiempo, s ∈ (α, β) y y0 es la condición inicial.

Decimos que ϕ : [α, β] × [α, β] → R es una solución fundamental para la ecuación (1.1)
si se cumple que

d

dt
ϕ(t, s) = a(t)ϕ(t, s) y ϕ(s, s) = 1.

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

La siguiente propiedad sobre soluciones fundamentales, que podemos encontrar en [15],
nos indica cómo se relaciona una solución fundamental con cualquier solución de la ecua-
ción diferencial (1.1).

Proposición 1.1.1. Toda solución y : [α, β] → R de la ecuación diferencial (1.1)
cumple lo siguiente para toda t ∈ [α, β]:

y(t) = ϕ(t, s)y0, t ≥ s.

La segunda propiedad de interés nos proporciona una forma alternativa de escribir la so-
lución fundamental ϕ de la ecuación diferencial ordinaria (1.1).

Proposición 1.1.2. La siguiente identidad es válida para todo t, s, τ ∈ [α, β],

ϕ(s, t) = ϕ(t, τ)ϕ(τ, s).

La prueba de la propiedad anterior consiste en notar que para τ y s fijos, tenemos que

d

dt
(ϕ(t, τ)ϕ(τ, s)) =

d

dt
(ϕ(t, τ))ϕ(τ, s)

= a(t)ϕ(t, τ)ϕ(τ, s),

obteniendo ası́ que ϕ(t, τ)ϕ(τ, s) es una solución de la ecuación (1.1). Luego, dado que
tenemos ϕ(τ, τ) = 1, entonces

ϕ(τ, τ)ϕ(τ, s) = ϕ(τ, s).

Por lo tanto ϕ(s, t) y ϕ(t, τ)ϕ(τ, s) son soluciones fundamentales de (1.1) y además coin-
ciden en t = τ . Usando el teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales
ordinarias, ver por ejemplo Teorema 10.1 en [1], podemos concluir que ambas soluciones
fundamentales deben de ser la misma, dando por cierta esta proposición.

Usando la propiedad anterior podemos ver que ϕ(s, t)ϕ(t, s) = 1, de donde, usando la
invertibilidad de ϕ, se desprende la siguiente propiedad.

Proposición 1.1.3. Se cumple que

ϕ(t, s) = ϕ(s, t)−1.

Finalmente, otra propiedad que nos será útil es la siguiente.
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Proposición 1.1.4. La función ϕ : [α, β]× [α, β]→ R, considerada como una función
de s ∈ (α, β), satisface

d

ds
ϕ(s, t) = −a(t)ϕ(t, s), t ∈ [s, β] .

La prueba de la proposición anterior se sigue de notar que, de la Proposición 1.1.3, obte-
nemos lo siguiente

d

ds
ϕ(t, s) =

d

ds
ϕ−1(s, t)

= −ϕ−2(s, t)
d

ds
ϕ(s, t)

= −ϕ−2(s, t)a(s)ϕ(s, t)

= −a(s)ϕ−1(s, t)

= −a(s)ϕ(s, t).

Estas propiedades las usaremos para mostrar el Principio del Mı́nimo de Pontryagin.

1.1.2. Deducción del Principio del Mı́nimo de Pontryagin

En esta sección daremos una revisión al Principio del Mı́nimo de Pontryagin válido para
funciones continuas a trozos. Introducimos la notación que será de utilidad para este fin.

Una función u : [α, β] → R es llamada continua a trozos, si existe una partición finita e
irreducible t0 < t1 < . . . < tn del intervalo [α, β], con α = t0 y β = tn, tal que para
cualquier entero j = 1, 2, . . . , n, existe una función uj continua en [α, β] de tal forma que
la igualdad u(t) = uj(t) se cumpla para todo t ∈ (tj−1, tj); en este caso se dice que uj
es una extensión continua de u en [α, β]. Al conjunto de funciones continuas a trozos con
dominio [α, β] y rango R lo denotamos por KC[α, β].

La discusión siguiente toma como guı́a parte del Capı́tulo 2 de [15].

Sea el funcional J : C[α, β] → R definido por J [x] = g(x(β)), con g : R → R una
función continuamente diferenciable dada. Consideraremos el problema de optimización
siguiente:

J [x] = g(x(β))→ sup
u∈Uν

, (1.2)

sujeto a
ẋ = f(x, u), x(α) = xα. (1.3)
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en donde Uν := {u ∈ KC[α, β] : |u(t)| ≤ ν}, con ν > 0 una constante dada. Suponemos
que la función f : R × [−ν, ν] → R es dada y continuamente diferenciable. El conjunto
de funciones Uν es llamado conjunto de controles admisibles para el problema (1.2), la
solución x de la ecuación diferencial (1.3) con u fija, se le llama trayectoria asociada al
control u. La notación empleada en el problema (1.2)-(1.3) significa que estamos buscan-
do controles u ∈ Uν tales que la solución de (1.3) asociada a este control maximice el
funcional J . Una función u ∈ Uν que da solución al problema de optimización (1.2) y que
satisface la ecuación diferencial ordinaria (1.3) es llamado control óptimo.

Supongamos que ū ∈ Uν es el control óptimo que resuelve el problema de optimización
(1.2) y sea x̄ la solución de la ecuación diferencial ordinaria (1.3) asociada a ū.

Consideremos ahora un punto de continuidad s de ū, para el cual podemos tomar ε > 0
suficientemente pequeño de tal forma que ū siga siendo continua en el intervalo (s− ε, s].
Con lo anterior definamos la variación u∗ como sigue:

u∗(t) =


ū(t), si t /∈ (s− ε, s],

δu, si t ∈ (s− ε, s],
donde δu es una constante tal que u∗ sigue siendo un control admisible, esto es, que u∗

esté en Uν .
Denotemos por x∗ la solución de la ecuación diferencial ordinaria (1.3) asociada a u∗.
Notemos que x∗(t) = x̄(t) para t ∈ [α, s− ε], mientras que en el resto del intervalo dichas
funciones no tienen por qué coincidir. El comportamiento de ū, x̄, u∗ y x∗ lo podemos
apreciar en la Figura 1.1.

Para analizar la diferencia de ambas soluciones definamos la variación

δx(t) := x∗(t)− x̄(t), t ∈ [α, β].

Al analizar a δx en cada intervalo podemos ver que δx(t) = 0 para toda t ∈ [α, s − ε],
pues como mencionamos arriba, x̄ coincide con x∗ en dicho intervalo. Para analizar δx en
el intervalo (s − ε, s] podemos usar una expansión en series de Taylor, esto de la manera
siguiente. Aplicando un desarrollo en series de Taylor para x̄(s) y para x∗(s) podemos
observar que

x∗(s− ε) = x∗(s)− εẋ∗(s) + o (ε) y x̄(s− ε) = x̄(s)− ε ˙̄x(s) + o (ε) ,

donde o(ε) representa una cantidad que depende de ε que tiende a cero más rápido que ε.
Esto se puede escribir con sı́mbolos como sigue

ĺım
ε→0

o(ε)

ε
= 0.
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ū, u∗

t

δu

α βss− ε

(a)

x̄, x∗

tα βss− ε

x
x∗

(b)

1
Figura 1.1: (a): control óptimo ū y la variación u∗. (b): soluciones x̄ y x∗ de la ecua-
ción diferencial ordinaria asociadas a ū y u∗, respectivamente. (Gráficas elaboradas con
PSTricks)

Usando las ecuaciones anteriores, y ya que en s−ε ambas soluciones coinciden, podemos
establecer el siguiente hecho

x∗(s)− εẋ∗(s) + o (ε) = x̄(s)− ε ˙̄x(s) + o (ε) ,

de donde obtenemos

δx(s) + o (ε) = x∗(s)− x̄(s) + o(ε) = ε
[
ẋ∗(s)− ˙̄x(s)

]
+ o(ε)

= ε [f(x∗(s), u∗(s))− f(x̄(s), ū(s))] + o(ε).

Tomando solo los extremos de la expresión anterior obtenemos la ecuación siguiente, la
cual nos servirá como condición inicial para el siguiente intervalo,

δx(s) = ε [f(x∗(s), u∗(s))− f(x̄(s), ū(s))] + o(ε). (1.4)

Para determinar δx(t) en el intervalo (s, β] procederemos como se muestra a continuación.
Primero, notemos que δx es solución de la siguiente ecuación diferencial

˙δx = f(x∗, u∗)− f(x̄, ū) = f(x̄+ δx, u∗)− f(x̄, ū),

con condición inicial (1.4).

Al expandir el lado derecho de la ecuación diferencial anterior, podemos ver que se cumple
la ecuación diferencial

˙δx =
∂f

∂x
(x̄, ū)δx+ o(δx),
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con condición inicial (1.4). La parte principal de esta ecuación diferencial es

˙δx =
∂f

∂x
(x̄, ū)δx, (1.5)

con condición inicial (1.4). La ecuación (1.5) es una ecuación diferencial ordinaria lineal
de primer orden de la forma ẏ = ay con y = δx y a = ∂f

∂x
(x̄, ū), por lo que podemos hacer

uso de las propiedades revisadas en el apartado anterior.

Usando en (1.5) la Proposición 1.1.1, tenemos lo siguiente

δx(t) = ε [f(x∗(s), u∗(s))− f(x̄(s), ū(s))]ϕ(t, s) + o(ε),

con ϕ : [α, β]× [α, β]→ R una solución fundamental de la ecuación (1.5). Al evaluar en
el tiempo t = β obtenemos

δx(β) = ε [f(x∗(s), u∗(s))− f(x̄(s), ū(s))]ϕ(β, s) + o(ε). (1.6)

Ahora analizamos la diferencia J [x̄+ δx]− J [x̄], para lo cual usaremos una expansión en
series de Taylor y la identidad (1.6). Tenemos que las siguientes igualdades son válidas

J [x̄+ δx]− J [x̄] = g(x̄(β) + δx(β))− g(x̄(β))

=
d

dx
g(x)

∣∣∣∣
x=x̄(β)

δx(β) + o(δx(β)),

por lo que, sustituyendo (1.6) en esta expresión, obtenemos que

J [x̄+ δx]− J [x̄] = ε
d

dx
g(x)

∣∣∣∣
x=x̄(β)

[f(x∗(s), u∗(s))− f(x̄(s), ū(s))]ϕ(β, s) + o(ε).

Para finalizar esta parte, definamos

ψ(s) = − d

dx
g(x)

∣∣∣∣
x=x̄(β)

ϕ(β, s), (1.7)

para la cual podemos notar que

ψ(β) = − d

dx
g(x)

∣∣∣∣
x=x̄(β)

y
d

ds
ψ(s) = −∂f

∂x
(x̄(s), ū(s))ψ(s).

La primera igualdad se sigue del hecho ϕ(β, β) = 1, este es válido pues ϕ es solución
fundamental de la ecuación diferencial ordinaria (1.5). Para la segunda basta derivar la
expresión en (1.7), usar la Proposición 1.1.4 para la solución fundamental ϕ y reescribir
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usando (1.7) una vez más. Con esto tenemos que la expresión δJ [x̄] = J [x̄ + δx] − J [x̄]
se puede escribir como

δJ [x̄] = εψ(s) [f(x̄(s), ū(s))− f(x∗(s), u∗(s))] + o(ε).

Al término ψ(s) [f(x̄(s), ū(s))− f(x∗(s), u∗(s))] se le llama variación de segunda es-
pecie de J y se denota por δε,sJ [x̄]. Usando todo lo anterior enunciamos el resultado
siguiente, el cual se puede encontrar como Teorema 2.3.1 en [15].

Teorema 1.1.1. Si s es un punto de continuidad del control óptimo ū ∈ Uν del problema
de optimización (1.2) y x̄ una solución de la ecuación diferencial ordinaria (1.3) asociada
a ū, entonces la diferencia δJ [x̄] = J [x̄+ δx]− J [x̄] puede escribirse en términos de la
variación de segunda especie de J :

δε,sJ [x̄] = ψ(s) [f(x̄(s), ū(s))− f(x∗(s), u∗(s))] ,

esto es
δJ [x̄] = εδε,sJ [x̄] + o(ε),

en donde ψ es llamada coordenada conjugada y satisface la ecuación diferencial ordi-
naria en tiempo inverso

d

ds
ψ(s) = −∂f

∂x
(x̄(s), ū(s))ψ(s), ψ(β) = − d

dx
g(x)

∣∣∣∣
x=x̄(β)

. (1.8)

Una vez establecido el teorema anterior, procedemos a enunciar el Principio del Mı́nimo
de Pontryagin. Para ello observemos que, siguiendo la discusión anterior, si definimos la
funciónH(ψ, x, u) = ψf(x, u), la cual se conoce como función de Pontryagin1, se verifica
lo siguiente

∂H

∂ψ
(ψ, x̄, ū) = f(x̄, ū) = ˙̄x,

∂H

∂x
(ψ, x̄, ū) = ψ

∂f

∂x
(x̄, ū) = −ψ̇.

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

˙̄x =
∂H

∂ψ
(ψ, x̄, ū), ψ̇ = −∂H

∂x
(ψ, x̄, ū).

1Una nota que se puede encontrar en [15] es que Pontryagin, inicialmente, llamó a H función de Ha-
miltón, subsecuentemente recibió el nombre de función de Pontryagin.
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es un ejemplo de ecuaciones de Hamilton, las cuales son frecuentes en fı́sica, y su cumpli-
miento hace que H sea una forma Hamiltoniana, ver por ejemplo [11].

Si ū es solución del problema de optimización (1.2) y x̄ la solución de la ecuación diferen-
cial ordinaria (1.3) asociada a ū, entonces δJ [x̄] ≤ 0, además, como ε es arbitrariamente
pequeño, lo podemos escoger de tal forma que el signo de δJ [x̄] sea el mismo que el signo
de δε,sJ [x̄], es decir, una condición necesaria para que ū y x̄ satisfagan el problema de
optimización (1.2) sujeto a la ecuación diferencial ordinaria (1.3), es que δε,sJ [x̄] ≤ 0. La
definición de H nos permite escribir a δε,sJ [x̄] como sigue

δε,sJ [x̄] = H(ψ(s), x̄(s), ū(s))−H(ψ(s), x∗(s), u∗(s)),

lo cual permite escribir la condición δε,sJ [x̄] ≤ 0, discutida arriba, en términos de la
función de Pontryagin H , esto de la siguiente manera:

H(ψ(s), x̄(s), ū(s)) ≤ H(ψ(s), x∗(s), u∗(s)),

es decir, ū, x̄ deben minimizar a H en todo punto de continuidad de ū, esto último es el
Principio del Mı́nimo de Pontryagin, el cual formulamos a continuación.

Teorema 1.1.2. [Principio del Mı́nimo de Pontryagin.] Supongamos que ū es un
control óptimo que resuelve el problema de optimización (1.2) y que x̄ es la solución
de la ecuación diferencial ordinaria (1.3) asociada a ū. Supongamos además que ψ es
una solución del problema en tiempo inverso dado en (1.8). Entonces la función de
Pontryagin H(ψ, x, u) = ψf(x, u) alcanza su mı́nimo en ū y x̄.

El Teorema 1.1.2 nos dice, en palabras más sencillas, que para resolver el problema de
optimización (1.2) sujeto a la ecuación diferencial ordinaria (1.3), es necesario minimizar
la función de Pontryagin H .

Sección 1.2

Principio del Mı́nimo de Pontryagin aplicado a una
ecuación diferencial ordinaria de primer orden

En esta sección resolvemos, aplicando el Principio del Mı́nimo de Pontryagin, un proble-
ma de optimización sujeto a una ecuación diferencial ordinaria de primer orden. También
obtenemos algunas propiedades de la solución obtenida de dicho problema de optimiza-
ción. Este problema, ası́ como los resultados y propiedades obtenidas, serán de utilidad en
el Capı́tulo 3.
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Consideraremos la ecuación diferencial ordinaria de primer orden:

ẋ(t) + cλx(t) = u(t), x(0) = 0, t ∈ [0, τ ], (1.9)

donde u ∈ Uν . Supondremos que 0 < ν < cλ.

1.2.1. Problema de optimización

En este apartado consideramos el problema de encontrar controles u ∈ Uν de tal forma que
la solución x de la ecuación diferencial ordinaria (1.9) asociada a u en cuestión, cumpla
que |x(τ)| tome el valor más grande posible en un tiempo finito t = τ > 0. La finalidad de
considerar tal interrogante es que conociendo tales soluciones de la ecuación diferencial
ordinaria (1.9), las demás soluciones de dicha ecuación, considerando controles en Uν , no
crecerán tanto en el tiempo t = τ , lo cual nos permitirá conocer mejor el comportamiento
de las soluciones de la ecuación diferencial ordinaria (1.9) para todo t ∈ [0, τ ].

La cuestión anterior la podemos abordar mediante el siguiente problema de optimización

J [x] = x(τ)2 → sup
u∈Uν

, (1.10)

sujeto a la ecuación diferencial ordinaria

ẋ(t) + cλx(t) = u(t), x(0) = 0, t ∈ [0, τ ],

con controles en Uν .

Para obtener el control óptimo que resuelve el problema (1.10)-(1.9), usaremos, como
ya dijimos al inicio de esta sección, el Principio del Mı́nimo de Pontryagin. Al despejar
el término ẋ de la ecuación diferencial ordinaria (1.9) resulta que ẋ = f(x, u), con la
función f dada por f(x, u) = −cλx + u, con lo cual, la función de Pontryagin H para
este problema de optimización es H(x, ψ, u) = ψf(x, u) = ψ (−cλx+ u), en donde ψ
es solución del problema en tiempo inverso siguiente:

ψ̇(t) = cλψ(t), ψ(τ) = −2x(τ), t ∈ [0, τ ]. (1.11)

Siguiendo el Principio del Mı́nimo de Pontryagin, para encontrar un control óptimo que
resuelva el problema problema de optimización (1.10)-(1.9), debemos determinar cuando
la función de Pontryagin H alcanza un mı́nimo respecto a u y su solución asociada x de
la ecuación diferencial ordinaria (1.9).

La solución general de la ecuación diferencial ordinaria de primer orden (1.11) es de la for-
ma ψ(s) = C0e

cλs, donde la constante C0 depende de la condición final ψ(τ) = −2x(τ).
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Se observa que esta solución no cambia de signo y que su signo depende únicamente del
signo de la condición final x(τ).

Supongamos que x(τ) > 0, entonces tenemos que ψ es negativa, en este caso resulta
que −cλψx ≥ 0 y el valor mı́nimo de H se alcanza cuando u es la función constante
idénticamente igual a ν. Por otro lado, si suponemos que x(τ) es negativa, entonces la
solución ψ del sistema (1.11) será positiva y −cλψx ≥ 0, con lo cual, el mı́nimo de H se
alcanzará cuando u sea la función constante idénticamente igual a −ν.

De lo expuesto antes, tenemos dos casos posibles, cuando el control óptimo considerado
es u+(t) = ν para todo t ≥ 0 y cuando el control óptimo considerado es u−(t) = −ν para
todo t ≥ 0. Para cada caso tenemos lo siguiente

Caso 1. Para el control óptimo u+(t) = ν para todo t ≥ 0, tenemos la ecuación diferen-
cial ordinaria

ẋ+ cλx = ν, x(0) = 0,

cuya solución es
x+(t) =

ν

cλ

(
1− e−cλt

)
, t ≥ 0.

Caso 2. Cuando el control óptimo es u−(t) = −ν para todo t ≥ 0, la ecuación diferencial
ordinaria es

ẋ+ cλx = −ν, x(0) = 0,

cuya solución es
x−(t) = − ν

cλ

(
1− e−cλt

)
, t ≥ 0.

A los controles óptimos u+ y u− los llamaremos perturbaciones extremas o peores per-
turbaciones, y a las soluciones x+ y x− de la ecuación diferencial ordinaria (1.9) las
llamaremos soluciones extremas de la ecuación diferencial ordinaria (1.9). Lo anterior se
justifica en el siguiente apartado.

1.2.2. Solución x para u ∈ Uν arbitrario

En este apartado detallamos cómo se relacionan las soluciones extremas x+ y x− con las
soluciones de la ecuación diferencial ordinaria (1.9) al considerar u ∈ Uν arbitrario.

La solución x de la ecuación diferencial (1.9) asociada a u ∈ Uν tiene la forma

x(t) =

∫ t

0

e−cλsu(t− s) ds, t ≥ 0. (1.12)
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Dada la definición de Uν , tenemos la restricción |u(t)| ≤ ν, lo que nos permite notar lo
siguiente referente al valor absoluto de x(t):

|x(t)| =
∣∣∣∣∫ t

0

e−cλsu(t− s) ds
∣∣∣∣ ≤ ∫ t

0

νe−cλs ds,

con lo que obtenemos las siguientes desigualdades, las cuales nos permiten acotar la solu-
ción x de la ecuación diferencial ordinaria (1.9) asociada a u,

− ν

cλ

(
1− e−cλt

)
≤
∫ t

0

e−cλsu(t− s) ds ≤ ν

cλ

(
1− e−cλt

)
. (1.13)

Los extremos izquierdo y derecho de la desigualdad (1.13) son, respectivamente, las so-
luciones extremas x− y x+ de la ecuación diferencial ordinaria (1.9). De esto podemos
concluir que toda solución x de la ecuación diferencial ordinaria (1.9) está acotada por las
soluciones extremas x− y x+, esto es,

x−(t) = − ν

cλ

(
1− e−cλt

)
≤ x(t) ≤ ν

cλ

(
1− e−cλt

)
= x+(t), t ≥ 0.

La desigualdad anterior nos permite definir el siguiente conjunto

D(τ) :=
{

(t, x(t)) ∈ R2 : x es solución de (1.9) asociada au ∈ Uν , t ∈ [0, τ ]
}
, (1.14)

el cual se conoce como tubo de alcanzabilidad de (1.9), ver [3]. Se puede observar que la
frontera del conjunto D(τ) se describe por la funciones x− y x+.

Ilustramos numéricamente lo anterior con un ejemplo.

Ejemplo 1.1
Consideremos las funciones siguientes:

u(t) = ν sin(bt),

v(t) = ν cos(bt)

para alguna b > 0. Consideremos también la función tipo dientes de sierra:

w(t) = 4ν mı́n

{
t

2ϑ
−
⌊
t

2ϑ

⌋
,

⌈
t

2ϑ

⌉
− t

2ϑ

}
− ν, ϑ > 0.

Las perturbaciones u y v son continuas a trozos, de hecho continuas, y están acotadas
por ν, ası́ que u, v ∈ Uν .
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La perturbación w se puede definir a trozos de la manera siguiente:

w(t) = (−1)n
(

2νt

ϑ
− (2n+ 1)ν

)
, t ∈ [nϑ, (n+ 1)ϑ] ,

donde n ∈ N0 := N ∪ {0}. De la expresión anterior para w(t) podemos observar
que |w(t)| ≤ ν para todo t ∈ [nϑ, (n+ 1)ϑ] y toda n ∈ N0, por lo cual, w ∈ Uν . En
la Figura 1.2 mostramos cómo se ve la gráfica de w cuando ν = ϑ = 1.

Denotemos por xu, xv y xw las soluciones de la ecuación diferencial ordinaria (1.9)
asociadas a u, v y w, respectivamente. Para xw podemos resolver la ecuación (1.9)
en cada intervalo [nϑ, (n+ 1)ϑ] y luego “pegar” los extremos de la solución en cada
intervalo, como se describe en [8, p. 12].

Las soluciones obtenidas son las siguientes:

xu(t) = ν
b
[
e−cλt − cos(bt)

]
− cλ sin(bt)

c2λ2 + b2
,

xv(t) = ν
−cλ

[
e−cλt + cos(bt)

]
+ b sin(bt)

c2λ2 + b2
,

mientras que xw está definida para nϑ ≤ t ≤ (n+ 1)ϑ, n ∈ N0, como sigue:

xw(t) =
ν

c2λ2ϑ

{
(−1)n+1[2(1− cλt)+(2n+ 1)cλϑ]

+

(
cλϑ− 2 + 4

n∑
j=0

(−1)jejcλϑ

)
e−cλt

}
.

En la Figura 1.3 fijamos los parámetros ν = cλ = b = ϑ = 1, τ = 5, en dicha
figura podemos observar el comportamiento de las soluciones x−, x+, xu, xv y xw.
También podemos observar que las soluciones obtenidas no se salen del tubo de
alcanzabilidad D(5).

1.2.3. Algunas propiedades de D(τ)

En este apartado mostramos algunas propiedades del tubo de alcanzabilidad D(τ) de la
ecuación diferencial ordinaria (1.9).
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Figura 1.2: Gráfica de una perturbación tipo dientes de sierra w, en el intervalo [0, 5].
(Gráfica elaborada con PSTricks)
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x−(t)

D(τ)

1
Figura 1.3: Comportamiento de algunas soluciones de la ecuación diferencial ordinaria
(1.9) dentro del tubo de alcanzabilidad D(τ) con τ = 5. (Gráfica elaborada con PSTricks)
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Comenzamos analizando que todo punto (s, z) con 0 ≤ s ≤ τ y x−(s) ≤ z ≤ x+(s)
está en D(τ). Para esto, primero encontramos u ∈ Uν tal que la solución x de la ecuación
diferencial ordinaria (1.9) asociada a u satisfaga x(s) = z, después de esto, bastará mostrar
que cualquier valor z ∈ [x−(s), x+(s)] se puede ver como combinación lineal convexa de
los valores x−(s) y x+(s).

Para la primera parte supondremos que u(t) = ϑ para t ≥ 0 y ϑ una constante por
determinar, con esto, la solución de la ecuación diferencial ordinaria (1.9) asociada a u
se escribe como x(t) = ϑ

(
1− e−cλt

)
/(cλ) para todo tiempo t ≥ 0 y, por tanto, para

cualquier instante s ∈ [0, τ ] fijo, se tiene la igualdad x(s) = ϑ
(
1− e−cλs

)
/(cλ), de

donde obtenemos que si x(s) = z para algún valor z ∈ [x−(s), x+(s)], entonces el valor
de la constante ϑ es

ϑ =
cλ

(1− e−cλs)z.

Como |z| ≤ ν
(
1− e−cλs

)
/(cλ), se verifica que ϑ ≤ ν y por lo tanto la función u, dada

por u(t) = cλ
(1−e−cλs)z para toda t ≥ 0, pertenece al conjunto Uν .

Ya tenemos la parte de que existe ν con |ϑ| ≤ ν tal que si u(t) = ϑ para todo t ≥ 0,
entonces la solución x de la ecuación diferencial ordinaria (1.9) asociada a dicha función
contante u = ν, cumple que x(s) = z. Resta probar que todo z ∈ [x−(s), x+(s)] se puede
ver como una combinación lineal convexa de x−(s) y x+(s).

Supongamos que z = αx−(s) + (1− α)x+(s), esto equivale a

z = −α ν
cλ

(
1− e−cλs

)
+ (1− α)

ν

cλ

(
1− e−cλs

)
= (1− 2α)

ν

cλ

(
1− e−cλs

)
,

de donde, al despejar α obtenemos que

α =
1

2

(
1− cλ

ν (1− e−cλs)z
)
.

Usando que |z| ≤ ν
(
1− e−cλs

)
/(cλ) se verifica que

|α| ≤ 1

2

(
1− cλ

ν (1 + e−cλs)
z

)
≤ 1,

además ∣∣∣∣ cλ

ν (1 + e−cλs)
z

∣∣∣∣ ≤ 1,

por lo que α > 0. Con lo anterior, tenemos que α ∈ (0, 1). Se sigue el siguiente resultado.
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Proposición 1.2.1. Para todo s ∈ [0, τ ] y todo z ∈ [x−(s), x+(s)] existe ϑ ∈ [−ν, ν] tal
que si u(t) = ϑ para toda t ≥ 0, la solución x de la ecuación diferencial ordinaria (1.9)
asociada a u satisface x(s) = z.

Lo anterior significa que el conjunto D(τ) no tiene agujeros, es decir, el tubo de alcanza-
bilidad D(τ) es conexo.

A continuación mostramos que el tubo de alcanzabilidad D(τ) es un conjunto acotado,
cerrado y simétrico respecto al eje t.

Para probar que el tubo de alcanzabilidad D(τ) es cerrado y acotado usamos el hecho de
que Uν es compacto bajo la norma ‖u‖ = máxt≥0 |u(t)| y luego definimos un funcional
continuo de tal forma que el conjunto D(τ) sea la imagen de Uν bajo dicho funcional, ası́
tendremos asegurada la compacidad de D(τ).

Definamos el funcional J : Uν → R de la siguiente manera

J [u](t) :=

∫ t

0

e−cλsu(t− s) ds.

Para u,w funciones en Uν tenemos lo siguiente

|J [u](t)− J [w](t)| =
∣∣∣∣∫ t

0

e−cλs (u(t− s)− w(t− s)) ds
∣∣∣∣

≤
∫ t

0

e−cλs |u(t− s)− w(t− s)| ds

≤
∫ t

0

e−cλs‖u− w‖ ds

=
‖u− w‖
cλ

(
1− e−cλt

)
≤ ‖u− w‖

cλ
.

De las desigualdades anteriores podemos notar que si ‖u− w‖ < cλε entonces

|J [u](t)− J [w](t)| < ε,

lo cual nos indica que J es continuo en Uν .

Además, para este funcional podemos notar lo siguiente para todo 0 ≤ t ≤ τ :

J [Uν ](t) :=
⋃
u∈Uν

J [u](t) = [x−(t), x+(t)]
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es compacto, y que

J [Uν ]([0, τ ]) : =
⋃

t∈[0,τ ]

J [Uν ](t)

=
⋃

t∈[0,τ ]

[x−(t), x+(t)]

= [x−(τ), x+(τ)].

Para t1 < t2 es claro que [x−(t1), x+(t1)] ⊂ [x−(t2), x+(t2)], por lo que J [Uν ]([0, τ ]) es la
unión acotada de intervalos compactos, crecientes y anidados, por lo tanto es compacta.

Ası́, al definir el siguiente funcional:

I[u](t) := (t, J [u](t)) ,

tenemos que este es continuo pues sus entradas son continuas y que, además I[Uν ]([0, τ ])
es compacto pues tanto Uν como [0, τ ] son conjuntos compactos. Luego, como

I[Uν ]([0, τ ]) : =
⋃

t∈[0,τ ]

I[Uν ](t)

=
⋃

t∈[0,τ ]

{t} × [x−(t), x+(t)],

entonces I[Uν ]([0, τ ]) = D(τ), por lo tanto el tubo de alcanzabilidad D(τ) es un conjunto
compacto.

Probamos ahora que D(τ) es simétrico respecto al eje t en el sentido de que al considerar
una función u ∈ Uν , al obtener las soluciones de la ecuación diferencial ordinaria (1.9)
asociadas a u y −u, una solución es el inverso aditivo de la otra.

Lo anterior puede deducirse si consideramos lo siguiente.

Por un lado, para u ∈ Uν la solución x de la ecuación diferencial ordinaria (1.9) asociada
a u tiene la forma siguiente:

x(t) =

∫ t

0

e−cλsu(t− s)ds.

Por otro lado, al considerar ahora a u∗ = −u, tenemos que la solución x∗ de la ecuación
diferencial (1.9) asociada a u∗ satisface

x∗(t) =

∫ t

0

e−cλsu∗(t− s)ds = −
∫ t

0

e−cλsu(t− s)ds = −x(t).
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De lo cual se obtiene que x∗(t) = −x(t) para toda t ≥ 0, en particular para t ∈ [0, τ ]. Esto
muestra que el tubo de alcanzabilidad D(τ) es un conjunto simétrico respecto al eje t.

Lo discutido en esta sección, en particular el concepto del tubo de alcanzabilidad D(τ) de
la ecuación diferencial (1.9) y las propiedades expuestas sobre las funciones x− y x+, se
emplearán en el Capı́tulo 3.
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2
Ecuación de calor

En este capı́tulo detallamos el proceso deductivo para obtener la ecuación de calor desde
el punto de vista fı́sico. Además, analizamos con detalle el caso particular de la ecuación
de calor en coordenadas polares y esféricas, luego aplicamos el método de separación de
variables de Fourier-Bessel para obtener soluciones vı́a series de Fourier-Bessel.

Sección 2.1

Deducción en n dimensiones

Abordamos primero el caso general y luego hablamos sobre los casos de interés, n = 2, 3.
Partiremos del hecho fı́sico de la ley de calor de Fourier.

Sea Γ una región en Rn en donde el calor está fluyendo. Sea y = y(x, t) la temperatura
en el punto x = (x1, x2, . . . , xn) en Γ al tiempo t ≥ 0. También asumimos que Γ es una
región homogénea1 con densidad de masa constante ρ y valor de calor especı́fico c, ver
[16, 10].

Para este modelo hacemos dos suposiciones: (i) que el flujo de calor se lleva a cabo de zo-
nas de alta concentración de calor a zonas de baja concentración de calor (ver Figura 2.1);
(ii) que entre más pronunciado sea el gradiente (o derivada) mayor será el flujo de calor.

Consideremos una bola arbitraria B :=
{
x ∈ Γ :

√
x · x ≤ κ

}
, donde (·) denota el pro-

ducto punto, con κ > 0 arbitrario pero fijo tal que B esté contenida en Γ. Al considerar un
elemento pequeño de volumen, el cual denotamos por dV = dx1dx2 . . . dxn, la cantidad

1Es decir, para cualesquier dos puntos x1,x2 ∈ Γ, la densidad de masa en dichos puntos es la misma.

19
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Flujo de calorFlujo de calor

u(x, t)

t

u

Figura 2.1: El movimiento difusivo va de grandes concentraciones a bajas concentraciones.
(Gráfica elaborada con PSTricks)

de calor en dV es el producto del calor especı́fico, la cantidad de masa y la temperatura,
esto es cρudV . Con esto, la cantidad total de calor en B está dada por la integral

Cantidad total de calor en B =

∫
B

cρu dV.

Asumiremos que las fuentes externas2 de calor están dadas por una función f = f(x, t)
para x ∈ Γ y t ≥ 0, la cual se mide en energı́a por unidad de volumen por unidad de
tiempo, y fdV es la tasa con la cual se genera calor en dV . Ası́, la cantidad de calor que
se genera en B es

Cantidad de calor generado en B =

∫
B

f dV.

El vector de flujo de calor lo denotamos por φ = φ(x, t) y está definido para x ∈ Γ y para
tiempo t ≥ 0. Este vector apunta en la dirección hacia donde fluye el calor en el punto x
al tiempo t. La cantidad

φ · n dA,
2Por fuentes externas nos referimos a perturbaciones causadas por agentes externos que provocan varia-

ciones de calor y que, en muchos casos, no podemos controlar, por ejemplo la temperatura en una región
geográfica predeterminada.
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nos indica el flujo de calor a través de un elemento de superficie dA, la cual es orientada
por un vector exterior normal unitario n. Con esto, el flujo de calor a través de la frontera
de B, a la cual denotaremos por ∂B, está dado por∫

∂B

φ · n dA.

La ley de conservación de energı́a, en este caso, nos indica que la tasa de cambio de la
cantidad de calor total en B coincide con la cantidad de calor que fluye hacia B a través
de su frontera más la cantidad de calor que se genera en B debido a las fuentes externas.
Esto lo podemos expresar como sigue

d

dt

∫
B

cρu dV = −
∫
∂B

φ · n dA+

∫
B

f dV.

Para que la integral en medio de la expresión anterior se pueda expresar como una integral
de volumen (en n dimensiones), en lugar de una integral de flujo, usaremos el teorema de la
divergencia, el cual nos indica que si el campo vectorial φ es continuamente diferenciable
en B y continuo en B ∪ ∂B, entonces∫

B

∇ · φ dV =

∫
∂B

φ · n dA,

con lo cual, la tasa de cambio de la cantidad de calor total en B se puede expresar como

d

dt

∫
B

cρu dV = −
∫
B

∇ · φ dV +

∫
B

f dV.

La expresión anterior la podemos reescribir de la siguiente manera∫
B

(
cρ
∂

∂t
u+∇ · φ− f

)
dV.

Debido a que la ley de conservación de energı́a se debe cumplir para cualquier bola B
dentro de Γ, obtenemos la siguiente ecuación en derivadas parciales

cρ
∂u

∂t
+∇ · φ = f, x ∈ Γ, para todo t ≥ 0. (2.1)

La ecuación (2.1) es la forma local de la ley de conservación de calor en n dimensiones.
Usando que el flujo φ se puede relacionar con y mediante la Ley de calor de Fourier, la
cual dice que el flujo es proporcional al gradiente de la temperatura, esto es

φ = −K∇y,
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donde K es la constante de proporcionalidad y representa la conductividad de calor, la
cual está determinada por el medio. Reemplazando esta expresión en la ecuación (2.1),
obtenemos

cρ
∂y

∂t
−K∆y = f,

en donde

∆y = ∇2y =
∂2y

∂x2
1

+
∂2y

∂x2
2

+ · · ·+ ∂2y

∂x2
n

indica el Laplaciano de y respecto las variables espaciales.

Al introducir la notación k = K/(cρ) y h(x, t) = f(x, t)/(cρ) para x ∈ Γ y t ≥ 0,
donde la constante k es llamada la difusividad térmica del medio, obtenemos la ecuación
de calor clásica en n dimensiones

∂y(x, t)

∂t
−K∆y(x, t) = h(x, t), x ∈ Γ, t ≥ 0. (2.2)

Sección 2.2

Ecuación de calor en dos dimensiones

2.2.1. Ecuación de calor en coordenadas polares

Como primer caso de interés, suponemos n = 2. En este caso tenemos coordenadas car-
tesianas x = (x1, x2) y una región plana Γ ⊂ R2. El Laplaciano de la solución y de la
ecuación de calor (2.2), en el punto x al tiempo t ≥ 0, adopta la forma

∆y(x, t) =
∂2y(x, t)

∂x2
1

+
∂2y(x, t)

∂x2
2

.

Usando al expresión anterior para el Laplaciano de la solución y tenemos que la ecuación
de calor en dos dimensiones adopta la forma siguiente:

∂y(x, t)

∂t
= k

(
∂2y(x, t)

∂x2
1

+
∂2y(x, t)

∂x2
2

)
+ h(x, t). (2.3)

Para escribir la ecuación (2.3) en coordenadas polares, basta expresar el Laplaciano de y
en coordenadas polares. Esto puede hacerse usando el cambio x1 = r cos θ y x2 = r sin θ
donde θ ∈ [0, 2π] y r ∈ [0, a] con a > 0, ver Figura 2.2.
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θ

r

x = r cos(θ)

y
=

r
sin

(θ)

Figura 2.2: Cambio de coordenadas cartesianas a polares. (Gráfica elaborada con PS-
Tricks)

Primero, observemos que las primeras derivadas de y respecto de r y de θ son

∂y

∂r
= cos θ

∂y

∂x1

+ sin θ
∂y

∂x2

,

∂y

∂θ
= −r sin θ

∂y

∂x1

+ r cos θ
∂y

∂x2

,

con lo cual tenemos que

∂2y

∂r2
= cos θ

(
cos θ

∂2y

∂x2
1

+ sin θ
∂2y

∂x1∂x2

)
+ sin θ

(
cos θ

∂2y

∂x2∂x1

+ sin θ
∂2y

∂x2∂y1

)
= cos2 θ

∂2y

∂x2
1

+ 2 sin θ cos θ
∂2y

∂x1∂x2

+ sin2 θ
∂2y

∂x2
2

,

y

∂2y

∂θ2
=− r cos θ

∂y

∂x1

− r sin θ
∂y

∂x2

− r sin θ

(
−r sin θ

∂2y

∂x2
1

+ r cos θ
∂2y

∂x1∂x2

)
+ r cos θ

(
−r sin θ

∂2y

∂x2∂x1

+ r cos θ
∂2y

∂x2
2

)
=− r cos θ

∂y

∂x1

− r sin θ
∂y

∂x2

+ r2 sin2 θ
∂2y

∂x2
1

− 2r2 cos θ sin θ
∂2y

∂x1∂x2

+ r2 cos2 θ
∂2y

∂x1∂x2

=− r∂y
∂r

+ r2 sin2 θ
∂2y

∂x2
1

− 2r2 cos θ sin θ
∂2y

∂x1∂x2

+ r2 cos2 θ
∂2y

∂x2
2

.
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Usando las dos expresiones anteriores para ∂2y
∂r2

y para ∂2y
∂θ2

tenemos que

∂2y

∂r2
+

1

r2

∂2y

∂θ2
= cos θ2 ∂

2y

∂x2
1

+ 2 sin θ cos θ
∂2y

∂x1∂x2

+ sin θ
∂2y

∂x2
2

− 1

r

∂y

∂r
+ sin2 θ

∂2y

∂x2
1

− 2 cos θ sin θ
∂2y

∂x1∂x2

+ cos2 θ
∂2y

∂x2
2

=− 1

r

∂y

∂r
+
∂2y

∂x2
1

+
∂2y

∂x2
2

.

De los extremos de las igualdades anteriores obtenemos que la expresión del Laplaciano
en coordenadas polares es

∆y =
∂2y

∂r2
+

1

r2

∂2y

∂θ2
+

1

r

∂y

∂r
=

1

r

∂

∂r

(
r
∂y

∂r

)
+

1

r2

∂2y

∂θ2
.

Por lo tanto, la ecuación de calor en coordenadas polares es

∂y(r, t)

∂t
= k

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂y(r, t)

∂r

)
+

1

r2

∂2y(r, t)

∂θ2

]
+ u(r, θ, t), (r, t) ∈ Ω, (2.4)

donde u(r, θ, t) = h(r cos(θ), r sin(θ), t) y Ω := [0, a]× [0,∞).

Cuando se tiene simetrı́a radial, es decir, que la distribución del calor respecto a la coor-
denada angular es constante para cada tiempo t ≥ 0, en la ecuación (2.4) no aparecen
los términos correspondientes a la derivada parcial de la solución y respecto a la variable
angular, pues su derivada es nula. En este caso obtenemos la ecuación

∂y(r, t)

∂t
=
k

r

∂

∂r

(
r
∂y(r, t)

∂r

)
+ u(r, t), (r, t) ∈ Ω. (2.5)

2.2.2. Soluciones de la ecuación de calor con simetrı́a radial

Consideramos la ecuación de calor en dos dimensiones con soluciones radialmente simétri-
cas sin fuentes de calor externas en una placa circular aislada de radio a ∈ [0, 1],

∂y(r, t)

∂t
=
k

r

∂

∂r

(
r
∂y(r, t)

∂r

)
, (r, t) ∈ Ω, (2.6)

con condición inicial y(r, 0) = f(r) para toda r ∈ [0, a] y con condición de contorno nula,
esto es y(a, t) = 0 para toda t ≥ 0. Buscamos soluciones acotadas cuando r → 0+.
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Aplicamos el método de separación de variables de Fourier el cual, como indica [6], consta
en suponer que la solución y de la ecuación de calor (2.6) es el producto de dos funciones,
una que solo depende de r y otra que depende únicamente de t, esto es, y(r, t) = ϕ(r)T (t)
para toda (r, t) ∈ Ω. Suponiendo esta forma para y, la sustituimos en la ecuación de calor
(2.6) y obtenemos

ϕ(r)Ṫ (t) =
k

r

d

dr

(
r
dϕ(r)

dr
T (t)

)
,

de donde, al separar las variables resulta

Ṫ (t)

kT (t)
=

1

rϕ(r)

d

dr

(
r
dϕ

dr

)
.

De esto último, podemos observar que tenemos dos funciones, de variables distintas, que
tienen siempre el mismo valor. Se sigue que ambas funciones son constantes, digamos que
el valor de la constante es −λ, ası́, esto lo podemos expresar como

Ṫ (t)

kT (t)
=

1

rϕ(r)

d

dr

(
r
dϕ

dr

)
= −λ.

De la expresión anterior obtenemos el siguiente par de ecuaciones, la primera para T y la
segunda para ϕ:

Ṫ (t) + λkT (t) = 0, t ≥ 0,

d

dr

(
r
dϕ(r)

dr

)
+ λrϕ(r) = 0, 0 ≤ r ≤ a.

De lo anterior tenemos el siguiente problema para ϕ

d

dr

(
r
dϕ(r)

dr

)
+ λrϕ(r) = 0, 0 ≤ r ≤ a,

ϕ(a) = 0,

|ϕ(0)| ≤ C,

donde C es alguna constante positiva.

Para satisfacer la condición y(a, t) = 0 para toda t ≥ 0, basta pedir que ϕ(a) = 0.
También pediremos que |ϕ(0)| < C, lo cual equivale a que |y(r, 0)| esté acotado.

Al multiplicar por r la ecuación diferencial ordinaria anterior para ϕ, obtenemos la ecua-
ción diferencial ordinaria siguiente

r
d

dr

(
r
dϕ(r)

dr

)
+ λr2ϕ(r) = 0,
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de donde, al desarrollar, obtenemos la ecuación diferencial ordinaria de Bessel de orden
cero:

r2d
2ϕ(r)

dr2
+ r

dϕ(r)

dr
+ λr2ϕ(r) = 0.

De acuerdo al Apéndice A, la ecuación diferencial ordinaria anterior tiene como solución
la función ϕ dada por ϕ(r) = J0(

√
λr) donde J0 es conocida como la función de Bessel

(cilı́ndrica) de primera especie de orden cero, la cual se define en (A.2) y cumple que es
acotada cuando r = 0.

Para que se cumpla que ϕ(a) = 0, se debe se debe satisfacer la condición J0(
√
λa) = 0,

lo que nos lleva a pedir que √
λna = zn,

donde {zn}, n ∈ N, son los ceros positivos de J0 los cuales se definen en el apartado A.1.2
en el Apéndice A

Por otro lado, con λn como antes, para n ∈ N, tenemos la ecuación diferencial ordinaria
siguiente:

Ṫn(t) + λnkTn(t) = 0, t ≥ 0, Tn(0) = 1,

cuya solución es Tn(t) = e−λnkt.

Con lo anterior, y suponiendo que f es cuadrado integrable, consultar por ejemplo [6],
tenemos que la solución y se puede representar mediante la siguiente serie de Fourier, la
cual denominaremos serie de Fourier-Bessel debido a que involucra funciones de Bessel:

y(r, t) =
∑
n≥1

cnJ0

(√
λnr
)
e−λnkt, (r, t) ∈ Ω,

donde {cn}, n ∈ N, son los coeficientes de Fourier-Bessel de f respecto J0 y
√
λn, y están

dados por

cn = 2
[
J0

(√
λnr
)]−1

∫ 1

0

rf(r)J0

(√
λnr
)
dr.

Sección 2.3

Ecuación de calor en tres dimensiones

Similarmente a lo hecho en la sección anterior, detallamos la forma analı́tica de la ecuación
de calor en tres dimensiones, tanto en coordenadas rectangulares como en coordenadas
esféricas, y aplicamos el método de separación de variables de Fourier para obtener una
solución de la ecuación de calor en tres dimensiones radialmente simétrica expresada vı́a
una serie de Fourier-Bessel.
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2.3.1. Ecuación de calor en coordenadas esféricas

Nuestro segundo caso de interés es cuando en la ecuación de calor la dimensión del espacio
es n = 3 y Γ ⊂ R3. Con esto tenemos que x = (x1, x2, x3) y, por lo tanto, el Laplaciano
de la solución y de la ecuación de calor (2.6) en el punto x al tiempo t toma la forma

∆y(x, t) =
∂2y(x, t)

∂x2
1

+
∂2y(x, t)

∂x2
2

+
∂2y(x, t)

∂x2
3

.

Por lo tanto, la ecuación de calor en tres dimensiones tiene la siguiente apariencia

∂y(x, t)

∂t
= k

(
∂2y(x, t)

∂x2
1

+
∂2y(x, t)

∂x2
2

+
∂2y(x, t)

∂x2
3

)
+ h(x, t). (2.7)

Análogamente al caso n = 2, podemos expresar la ecuación (2.7) en coordenadas esféri-
cas, esto como sigue.

El Laplaciano en tres dimensiones se puede escribir en coordenadas esféricas consideran-
do el cambio x1 = r sin θ cosφ, x2 = r sin θ sinφ y x3 = r cos θ, donde r ∈ [0, a] para
algún a > 0, φ ∈ [0, 2π) es el ángulo azimutal y θ ∈ [0, π] es el ángulo de colatitud, cuya
interpretación se muestra en la Figura 2.3.

θ

φx
y

z

r

Figura 2.3: Cambio de coordenadas cartesianas a esféricas. (Gráfica elaborada con PS-
Tricks)

Considerando este cambio tenemos que ∂y
∂r

tiene la siguiente expresión

∂y

∂r
= sin θ cosφ

∂y

∂x1

+ sin θ sinφ
∂y

∂x2

+ cos θ
∂y

∂x3

.
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Continuando con la variable r, para ∂2y
∂r2

tenemos lo siguiente

∂2y

∂r2
= sin θ cosφ

∂y

∂x1

+ sin θ sinφ
∂y

∂x2

+ cos θ
∂y

∂x3

+ sin θ cosφ

(
sin θ cosφ

∂2y

∂x2
1

+ sin θ sinφ
∂2y

∂x1∂x2

+ cos θ
∂2y

∂x1∂x3

)
+ sin θ sinφ

(
sin θ cosφ

∂2y

∂x2∂x1

+ sin θ sinφ
∂2y

∂x2
2

+ cos θ
∂2y

∂x2∂x3

)
+ cos θ

(
sin θ cosφ

∂2y

∂x3∂x1

+ sin θ sinφ
∂2y

∂x3∂x2

+ cos θ
∂2y

∂x2
3

)
,

con lo cual tenemos que

∂2y

∂r2
= sin2 θ cos2 φ

∂2y

∂x2
1

+ sin2 θ sin2 φ
∂2y

∂x2
2

+ cos2 θ
∂2y

∂x2
3

+ 2 sin2 θ sinφ cosφ
∂2y

∂x1∂x2

+ 2 sin θ cos θ cosφ
∂2y

∂x1∂x3

+ 2 sin θ cos θ sinφ
∂2y

∂x2∂x3

.

De manera análoga a lo anterior, para θ tenemos que

∂y

∂θ
= r cos θ cosφ

∂y

∂x1

+ r cos θ sinφ
∂y

∂x2

− r sin θ
∂y

∂x3

,

mientras que para ∂2y
∂θ2

tenemos que

∂2y

∂θ2
=− r sin θ cosφ

∂y

∂x1

− r sin θ sinφ
∂y

∂x2

− r cos θ
∂y

∂x3

+ r cos θ cosφ

(
r cos θ cosφ

∂2y

∂x2
1

+ r cos θ sinφ
∂2y

∂x1∂x2

− r sin θ
∂2y

∂x1∂x3

)
+ r cos θ sinφ

(
r cos θ cosφ

∂2y

∂x2∂x1

+ r cos θ sinφ
∂2y

∂x2
2

− r sin θ
∂2y

∂x2∂x3

)
− r sin θ

(
r cos θ cosφ

∂2y

∂x3∂x1

+ r cos θ sinφ
∂2y

∂x3∂x2

− r sin θ
∂2y

∂x2
3

)
=− r sin θ cosφ

∂y

∂x1

− r sin θ sinφ
∂y

∂x2

− r cos θ
∂y

∂x3

+ r2 cos2 θ cos2 φ
∂2y

∂x2
1

+ r2 cos2 θ sin2 φ
∂2y

∂x2
2

− r2 sin2 θ
∂2y

∂x2
3
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+ 2r2 cos2 θ sinφ cosφ
∂2y

∂x1∂x2

− 2r2 sin θ cos θ cosφ
∂2y

∂x1∂x3

− 2r2 sin θ cos θ sinφ
∂2y

∂x3∂x2

.

Similarmente, para φ tenemos
∂y

∂φ
= −r sin θ sinφ

∂y

∂x1

+ r sin θ cosφ
∂y

∂x2

,

también
∂2y

∂φ2
=− r sin θ cosφ

∂y

∂x1

− r sin θ sinφ
∂y

∂x2

+ r2 sin2 θ sin2 φ
∂2y

∂x2
1

+ r2 sin2 θ cos2 φ
∂2y

∂x2
2

− 2r2 sin2 θ sinφ cosφ
∂2y

∂x1∂x2

.

Usando la expresiones anteriores para las derivadas parciales de la solución y de la ecua-
ción de calor (2.7) tenemos que

∂2y

∂r2
+

1

r2

∂2y

∂θ2
+

1

r2 sin2 θ

∂2y

∂φ2
= sin2 θ cos2 φ

∂2y

∂x2
1

+ sin2 θ sin2 φ
∂2y

∂x2
2

+ cos2 θ
∂2y

∂x2
3

+ 2 sin2 θ sinφ cosφ
∂2y

∂x1∂x2

+ 2 sin θ cos θ cosφ
∂2y

∂x1∂x3

+ 2 sin θ cos θ sinφ
∂2y

∂x2∂x3

− 1

r
sin θ cosφ

∂y

∂x1

− 1

r
sin θ sinφ

∂y

∂x2

− 1

r
cos θ

∂y

∂x3

+ cos2 θ cos2 φ
∂2y

∂x2
1

+ cos2 θ sin2 φ
∂2y

∂x2
2

− sin2 θ
∂2y

∂x2
3

+ 2 cos2 θ sinφ cosφ
∂2y

∂x1∂x2

− 2 sin θ cos θ cosφ
∂2y

∂x1∂x3

− 2 sin θ cos θ sinφ
∂2y

∂x3∂x2

− r sin θ cosφ
∂y

∂x1

− r sin θ sinφ
∂y

∂x2

+ r2 sin2 θ sin2 φ
∂2y

∂x2
1

+ r2 sin2 θ cos2 φ
∂2y

∂x2
2

− 2r2 sin2 θ sinφ cosφ
∂2y

∂x1∂x2

.
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Después de simplificar obtenemos

∂2y

∂r2
+

1

r2

∂2y

∂θ2
+

1

r2 sin2 θ

∂2y

∂φ2
=
∂2y

∂x2
1

+
∂2y

∂x2
2

+
∂2y

∂x2
3

− 1

r

∂y

∂r
− cosφ

r sin θ

∂y

∂x1

− sinφ

r sin θ

∂y

∂x2

=
∂2y

∂x2
1

+
∂2y

∂x2
2

+
∂2y

∂x2
3

− 1

r

∂y

∂r
− sin2 θ cosφ

r sin θ

∂y

∂x1

− cos2 θ cosφ

r sin θ

∂y

∂x1

− sin2 θ sinφ

r sin θ

∂y

∂x2

− cos2 θ sinφ

r sin θ

∂y

∂x2

=
∂2y

∂x2
1

+
∂2y

∂x2
2

+
∂2y

∂x2
3

− 1

r

∂y

∂r
− sin θ cosφ

r

∂y

∂x1

− sin θ sinφ

r

∂y

∂x2

− cos2 θ cosφ

r sin θ

∂y

∂x1

− cos2 θ sinφ

r sin θ

∂y

∂x2

=
∂2y

∂x2
1

+
∂2y

∂x2
2

+
∂2y

∂x2
3

− 2

r

∂y

∂r
+

cos θ

r

∂y

∂x3

− cos2 θ cosφ

r sin θ

∂y

∂x1

− cos2 θ sinφ

r sin θ

∂y

∂x2

=
∂2y

∂x2
1

+
∂2y

∂x2
2

+
∂2y

∂x2
3

− 2

r

∂y

∂r
− cos θ

r2 sin θ
×

×
(
−r sin θ

∂y

∂x3

+ r cos θ cosφ sin θ
∂y

∂x1

+ r cos θ sinφ
∂y

∂x2

)
.

Por lo tanto, el Laplaciano en coordenadas esféricas tiene la forma

∆y =
∂2y

∂r2
+

1

r2

∂2y

∂θ2
+

1

r2 sin2 θ

∂2y

∂φ2
+

2

r

∂y

∂r
+

1

r2

cos θ

sin θ

∂y

∂θ
,

lo cual se puede reescribir como

∆y =
1

r2

∂

∂r

(
r2∂y

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂y

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2y

∂φ2
.

La ecuación de calor en coordenadas esféricas se escribe como

∂y(r, t)

∂t
=k

[
1

r2

∂

∂r

(
r2∂y(r, t)

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂y(r, t)

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2y(r, t)

∂φ2

]
+ u(r, θ, φ, t), (r, t) ∈ Ω := [0, a]× [0,∞), (2.8)

donde u(r, θ, φ, t) = h(r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ, t).
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Cuando en la ecuación (2.8) hay simetrı́a radial, es decir, que el calor se distribuye de
forma constante respecto ambas coordenadas angulares, en la expresión del Laplaciano
las derivadas parciales respecto a estas variables son cero. En este caso obtenemos la
ecuación

∂y(r, t)

∂t
=

k

r2

∂

∂r

(
r2∂y(r, t)

∂r

)
+ u(r, t), (r, t) ∈ Ω. (2.9)

2.3.2. Soluciones de la ecuación de calor con simetrı́a radial

Consideramos la ecuación de calor en tres dimensiones radialmente simétrica sin fuentes
de calor externas en una esfera aislada de radio a ∈ [0, 1]:

∂y(r, t)

∂t
=

k

r2

∂

∂r

(
r2∂y(r, t)

∂r

)
, (r, t) ∈ Ω, (2.10)

con condición de contorno y(a, t) = 0 para todo t ≥ 0, condición inicial y(r, 0) = f(r)
para toda r ∈ [0, a] y f cuadrado integrable. Al igual que en el caso de la placa circular,
queremos encontrar soluciones acotadas cuando r → 0+.

Procedemos de manera análoga al caso de dos dimensiones y aplicamos el método de
separación de variables de Fourier. Al suponer que la solución de la ecuación de calor
(2.10) es de la forma y = ϕT , con ϕ = ϕ(r) y T = T (t), entonces al sustituir esta
expresión para y en la ecuación (2.10) obtenemos

ϕ(r)Ṫ (t) =
k

r2

d

dr

(
r2dϕ(r)

dr

)
T (t),

de donde resulta
Ṫ (t)

kT (t)
=

1

r2ϕ(r)

d

dr

(
r2dϕ

dr

)
.

De esto último se sigue que

Ṫ (t)

kT (t)
=

1

rϕ(r)

d

dr

(
r
dϕ

dr

)
= −µ,

para alguna constante µ.

De la expresión anterior obtenemos las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias

Ṫ (t) + µkT (t) = 0, t ≥ 0,

d

dr

(
r2dϕ(r)

dr

)
+ µr2ϕ(r) = 0, 0 ≤ r ≤ a.
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Ası́, ϕ debe satisfacer el siguiente problema

d

dr

(
r2dϕ(r)

dr

)
+ µr2ϕ(r) = 0, 0 ≤ r ≤ a,

ϕ(a) = 0,

|ϕ(0)| ≤ C,

para alguna constante positiva C.

Para satisfacer la condición de contorno y(a, t) = 0, para toda t ≥ 0, basta pedir que ϕ
cumpla que ϕ(a) = 0.

La ecuación diferencial ordinaria que satisface ϕ es la siguiente:

d

dr

(
r2dϕ(r)

dr

)
+ µr2ϕ(r) = 0,

la cual se conoce como ecuación diferencial esférica de Bessel de primera especie y de
orden cero. Tal y como se discute en la Sección A.2 del Apéndice A, la solución de la
ecuación diferencial ordinaria anterior es la función ϕ dada por ϕ(r) = j0(

√
µr), donde

la función j0 es conocida como función de Bessel (esférica) de primera especie de orden
cero y se define como en (A.12) y la cual es acotada cuando r = 0.

Para que se cumpla que ϕ(a) = 0 se debe satisfacer la condición j0(
√
µa) = 0, lo que nos

lleva a pedir que √
µna = ζn,

donde {ζn}, n ∈ N, son los ceros positivos de la función j0, los cuales se discuten en el
apartado A.2.2.

Suponiendo a µn como antes para cada n ∈ N, obtenemos que la ecuación diferencial
ordinaria que satisface T tiene la forma

Ṫn(t) + µnkTn(t) = 0, t ≥ 0, Tn(0) = 1,

cuya solución es Tn(t) = e−µnkt.

Con lo discutido hasta ahora, y suponiendo que la función f de la condición inicial de
la ecuación de calor (2.10) es cuadrado integrable, tal como indica [6], tenemos que la
solución y de la ecuación de calor (2.10) con condición inicial f y condición de contorno
nula, se puede representar vı́a una serie de Fourier usando la función esférica de Bessel j0

y sus ceros de la manera siguiente:

y(r, t) =
∑
n≥1

cnj0 (
√
µnr) e

−µnkt.
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De manera análoga al caso en dos dimensiones, a la serie anterior la llamaremos serie de
Fourier-Bessel.

Los coeficientes {cn}, n ∈ N que aparecen en la serie de Fourier-Bessel de arriba están
dados por

cn = 2 [j0 (
√
µnr)]

−1

∫ 1

0

r2f(r)j0 (
√
µnr) dr.
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3
Estabilidad robusta para la ecuación de calor

radialmente simétrica con fuentes de calor
externas

En este capı́tulo proponemos una definición de estabilidad robusta para la ecuación de
calor radialmente simétrica en dos y tres dimensiones, dicha definición es una extensión
de la definición de estabilidad bajo perturbaciones de acción permanente establecida pa-
ra sistemas de ecuaciones ordinarias por Duboshin y Malkin dada en [13]. Empleamos
el método de separación de variables de Fourier-Bessel y verificamos su validez para la
ecuación de calor en cuestión. Aplicamos resultados obtenidos en la Sección 1.2 a los
coeficientes de Fourier-Bessel de las soluciones consideradas con la finalidad de estable-
cer condiciones suficientes para garantizar la estabilidad robusta de la ecuación de calor
radialmente simétrica en dos y tres dimensiones.

Sección 3.1

Análisis en una placa circular en el plano

3.1.1. Planteamiento del problema

Consideramos la ecuación de calor con fuentes de calor externas en una placa circular
plana de radio a ∈ [0, 1] con simetrı́a radial:

∂y(r, t)

∂t
=
k

r

∂

∂r

(
r
∂y(r, t)

∂r

)
+ u(r, t), (r, t) ∈ Ω = [0, a]× [0,∞), (3.1)

35
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sujeto a las condiciones inicial y de contorno siguientes

y(r, 0) = 0, r ∈ [0, a], y(a, t) = 0, t ≥ 0. (3.2)

Suponemos que las soluciones de la ecuación de calor (3.1) sujeto a las condiciones (3.2)
admiten una representación vı́a series de Fourier-Bessel respecto de la función cilı́ndrica
de Bessel de orden cero J0 y sus respectivos ceros positivos zn para n ∈ N, esto es que las
soluciones y del problema (3.1)-(3.2) admiten la siguiente representación:

y(r, t) =
∑
n≥1

an(t)J0

(√
λnr
)
, (r, t) ∈ Ω, (3.3)

donde
√
λna = zn. La funciones cilı́ndricas de Bessel de primera especie se definen en la

expresión (A.2) y los ceros positivos de estas funciones se discuten en el apartado A.1.2.
Las funciones an en las series de Fourier-Bessel (3.3) son llamados coeficientes de Fourier-
Bessel asociados a la solución y en cuestión. Como caso particular consideramos que k
satisface la desigualdad a2/(2z2

1) < k1.

Para usar el método de separación de variables de Fourier-Bessel suponemos que las fuen-
tes externas u admiten una representación vı́a series de Fourier-Bessel como la siguiente:

u(r, t) =
∑
n≥1

un(t)J0

(√
λnr
)
, (r, t) ∈ Ω, (3.4)

donde un, con n ∈ N, son los coeficientes de Fourier-Bessel para u. Más precisamente, el
conjunto de perturbaciones que usaremos es el siguiente:

UΩ :=

{
u : u(r, t) =

∑
n≥1

un(t)J0

(√
λnr
)
, (r, t) ∈ Ω, un(t) ∈ Uδn y {δn} ∈ D(δ)

}
,

(3.5)
donde D(δ) denota el conjunto de sucesiones de números reales no negativos tales que su
suma

∑
n≥1 δn converja a δ y el conjunto Uδn se define como sigue:

Uδn := {un ∈ KC[0,∞) : |un(t)| ≤ δn} .

Nótese que la notación para UΩ y para Uδn , aunque similar, significan cosas completamente
distintas.

1La restricción a2/(2z21) es más grande cuando a = 1, en tal caso a2/(2z21) ≈ 0.0864. Según [9, 18],
algunas placas circulares de materiales cuyo coeficiente de difusividad térmica es mayor que 0.0864 son:
plata, oro, cobre, aluminio y acero común; y algunas placas circulares que no lo cumplen son: acero inoxi-
dable 304A, PVC, cuarzo y parafina alrededor de los 25◦C. Para estos últimos materiales no se garantiza
que la discusión en este trabajo aplique.
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De la representación (3.4) para la fuente externa u y usando que
∣∣J0

(√
λnr
)∣∣ ≤ 1 para

toda n ∈ N y toda r ∈ [0, a], podemos notar lo siguiente:

|u(r, t)| ≤
∑
n≥1

|un(t)|
∣∣∣J0

(√
λnr
)∣∣∣

≤
∑
n≥1

|un(t)|

≤
∑
n≥1

δn

= δ.

De lo anterior podemos concluir que |u(r, t)| está acotado por δ para todo (r, t) ∈ Ω.

Si en la ecuación de calor (3.1) consideramos la fuente externa u tal que u(r, t) = 0 para
todo (r, t) ∈ Ω, la solución obtenida, al tomar en cuenta las condiciones (3.2), resulta
ser la función idénticamente cero; sin embargo, si se considerara una condición inicial
distinta de cero, entonces la solución y de la ecuación de calor (3.1) sin fuentes externas
no necesariamente es cero en todo Ω. Considerando lo anterior formulamos la siguiente
definición.

Definición 3.1.1. Decimos que la solución de la ecuación de calor (3.1) en ausencia
de fuentes externas y con condiciones inicial y de contorno como en (3.2), es llamada
solución no perturbada y la denotamos por ȳ.

Con las condiciones inicial y de contorno (3.2), la solución no perturbada resulta ser la
solución trivial, es decir, la solución idénticamente cero en Ω.

Para la solución y de la ecuación de calor (3.1) definimos la siguiente norma en R3:

‖y(r, t)‖∞ = máx

{
|y(r, t)| ,

∣∣∣∣∂y(r, t)

∂t

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣∂y(r, t)

∂r

∣∣∣∣} , (r, t) ∈ Ω.

Extendemos a la ecuación de calor (3.1) la definición de estabilidad bajo perturbaciones de
acción permanente dada por Duboshin y Malkin dada en [13], para sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias.

Definición 3.1.2. [Estabilidad robusta.] Decimos que la solución no perturbada ȳ del
problema (3.1)-(3.2) es robustamente estable, si para ε > 0 dado existe η = η(ε) > 0 tal
que si |u(r, t)| ≤ δ < η(ε) para todo punto (r, t) ∈ Ω, cualquier solución de la ecuación
(3.1) satisface ‖y(r, t)‖∞ < ε para todo (r, t) ∈ Ω.
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En contraste con la Definición 0.0.1, en la definición anterior η juega el papel de η1 en la
Definición 0.0.1, sin embargo, al tener condición inicial nula en (3.2) no requerimos de
acotar la condición inicial, pero si la condición inicial fuera distinta de cero, entonces en
la Definición 3.1.2 tendrı́amos que considerar un valor η2 = η2(ε) para acotar la condición
inicial, en tal caso el valor η2 jugarı́a el papel de η2 en la Definición 0.0.1.

Estudiamos la estabilidad robusta del problema (3.1)-(3.2) en el sentido de la Defini-
ción 3.1.2 considerando fuentes externas en UΩ.

3.1.2. Justificación del método de separación de variables de Fourier-
Bessel

En este apartado proponemos condiciones suficientes para la existencia de soluciones del
problema (3.1)-(3.2) que se puedan expresar vı́a una serie de Fourier-Bessel como en (3.3).

Al tomar las expresiones para y en (3.3) y para la fuente externa (3.4), y al sustituirlas en
la ecuación de calor (3.1) obtenemos lo siguiente∑

n≥1

ȧn(t)J0

(√
λnr
)

=
∑
n≥1

k

r
an(t)

d

dr

(
rJ ′0

(√
λnr
))

+
∑
n≥1

un(t)J0

(√
λnr
)
,

donde el apóstrofo ( ′ ) denota la derivada respecto de r y el punto (˙) denota la derivada
respecto de t. Usando la expresión para la derivada de las funciones de Bessel dada en
(A.6) tenemos que J ′0

(√
λnr
)

= −
√
λnJ1

(√
λnr
)
, por lo que la serie anterior puede

escribirse como

∑
n≥1

ȧn(t)J0

(√
λnr
)

= −
∑
n≥1

√
λnk

r
an(t)

d

dr

(
rJ1

(√
λnr
))

+
∑
n≥1

un(t)J0

(√
λnr
)

= −
∑
n≥1

√
λnkan(t)

[
J ′1

(√
λnr
)

+
1

r
J1

(√
λnr
)]

+
∑
n≥1

un(t)J0

(√
λnr
)
.

Usando nuevamente la expresión (A.6) tenemos

∑
n≥1

ȧn(t)J0

(√
λnr
)

= −
∑
n≥1

√
λnkan(t)

[√
λn
2

(
J0

(√
λnr
)
− J2

(√
λnr
))

+
1

r
J1

(√
λnr
)]

+
∑
n≥1

un(t)J0

(√
λnr
)
.
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Al agrupar términos semejantes obtenemos

∑
n≥1

ȧn(t)J0

(√
λnr
)

=−
∑
n≥1

λnkan(t)

[
1

2

(
J0

(√
λnr
)
− J2

(√
λnr
))

+
1

2

2J1

(√
λnr
)

√
λnr

]
+
∑
n≥1

un(t)J0

(√
λnr
)
,

donde al usar la expresión (A.7) para el término 2J1

(√
λnr
)
/
√
λnr y simplificando tene-

mos que∑
n≥1

ȧn(t)J0

(√
λnr
)

=−
∑
n≥1

λnkan(t)

[
1

2

(
J0

(√
λnr
)
− J2

(√
λnr
))

+
1

2

(
J0

(√
λnr
)

+ J2

(√
λnr
))]

+
∑
n≥1

un(t)J0

(√
λnr
)

=−
∑
n≥1

λnkan(t)J0

(√
λnr
)

+
∑
n≥1

un(t)J0

(√
λnr
)
.

Reacomodando los términos en la expresión anterior llegamos a la siguiente expresión∑
n≥1

(ȧn(t) + λnkan(t)) J0

(√
λnr
)

=
∑
n≥1

un(t)J0

(√
λnr
)
.

Al igualar coeficientes en las series anteriores obtenemos que, para cada n ∈ N, el co-
eficiente de Fourier-Bessel an de la serie (3.3) satisface la siguiente ecuación diferencial
ordinaria

ȧn(t) + λnkan(t) = un(t), t ≥ 0, n ≥ 1.

De la condición inicial y(r, 0) = 0 obtenemos que an(0) = 0, para todo n ∈ N.

Al considerar la condición inicial anterior obtenemos que, para toda n ∈ N, el coeficiente
de Fourier-Bessel an satisface el siguiente problema de valores iniciales:

ȧn(t) + λnkan(t) = un(t), an(0) = 0, t ≥ 0. (3.6)

La ecuación diferencial ordinaria (3.6) la encontramos como caso particular de la ecuación
diferencial ordinaria (1.9) en la Sección 1.2, con las igualdades c = k, λ = λn y ν = δn.
Bajo el supuesto 0 < δn < λnk el problema (3.6) hereda las siguientes propiedades del
problema de valores iniciales (1.9):
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1. Para un ∈ Uδn obtenemos que el coeficiente de Fourier-Bessel asociado a un, es decir,
la solución de la ecuación diferencial ordinaria (3.6) asociada a un, tiene la expresión
siguiente:

an(t) =

∫ t

0

e−λnksun(t− s) ds, t ≥ 0. (3.7)

2. Las peores perturbaciones, las cuales causan que an esté lo más alejado del origen en
cualquier tiempo finito t = τ son u+

n (t) = δn y u−n (t) = −δn para toda t ≥ 0, y las
soluciones extremas de la ecuación diferencial ordinaria (3.6) son

a+
n (t) =

δn
λnk

(
1− e−λnkt

)
, t ≥ 0

y

a−n (t) = − δn
λnk

(
1− e−λnkt

)
, t ≥ 0,

respectivamente. A estás soluciones también las llamamos coeficientes de Fourier-
Bessel extremos.

3. Para cualquier un ∈ Uδn se cumple que

− δn
λnk

(
1− e−λnkt

)
≤
∫ t

0

e−λnksun(t− s) ds ≤ δn
λnk

(
1− e−λnkt

)
, (3.8)

donde los extremos de las desigualdades anteriores son los coeficientes de Fourier-
Bessel extremos a−n y a+

n , respectivamente.

Recordemos que a−n y a+
n describen la frontera del tubo de alcanzabilidad D(τ) definido

en (1.14), esto nos permite controlar el comportamiento de la serie de Fourier-Bessel (3.3)
ajustando los valores de δn.

Usando la expresión (3.7) para los coeficientes de Fourier-Bessel an obtenemos que la
serie de Fourier-Bessel expresada en (3.3) adopta la siguiente forma:

y(r, t) =
∑
n≥1

J0

(√
λnr
)∫ t

0

e−λnksun(t− s) ds, (r, t) ∈ Ω, (3.9)

la cual converge uniformemente en Ω si
∑

n≥1 δn converge, pues podemos obtener la si-
guiente estimación

|y(r, t)| ≤
∑
n≥1

∣∣∣∣J0

(√
λnr
)∫ t

0

e−λnksun(t− s) ds
∣∣∣∣

≤
∑
n≥1

∣∣∣∣∫ t

0

e−λnksun(t− s) ds
∣∣∣∣
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≤
∑
n≥1

δn
λnk

∣∣1− e−λnkt∣∣
≤
∑
n≥1

a2δn
4k

,

=
a2

4k

∑
n≥1

δn,

donde en la segunda desigualdad usamos que
∣∣J0

(√
λnr
)∣∣ ≤ 1 para r ∈ [0, a], en la

tercera desigualdad aplicamos la desigualdad (3.6) y en la última desigualdad usamos que
para toda n en N se tiene la desigualdad λn > 4/a2, esto último pues el primer cero de
la función J0 es mayor que 2, y dado que

√
λn >

√
λ1 = z1/a > 2/a, obteniendo ası́ la

validez de la desigualdad λn > 4/a2.

Ahora, para que el método de separación de variables de Fourier-Bessel sea válido, las
series obtenidas al sustituir la expresión (3.9) en la ecuación de calor (3.1) deben converger
uniformemente en Ω. Para esto notemos lo siguiente:

k

r

∂y

∂r

(
r
∂y

∂r

)
= k

(
∂2y

∂r2
+

1

r

∂y

∂r

)
.

Verificaremos la convergencia uniforme en Ω de las series obtenidas al diferenciar término
a término la serie (3.9) como sigue: una vez respecto de t, una vez respecto de r y dividir
por r y dos veces respecto de r.

Para esto, notemos que las series en cuestión son las siguientes:

∂y(r, t)

∂t
=
∑
n≥1

J0

(√
λnr
)[

un(t)− λnk
∫ t

0

e−λnk(t−s)un(s) ds

]
,

1

r

∂y(r, t)

∂r
= −

∑
n≥1

√
λn
r

J1

(√
λnr
)∫ t

0

e−λnksun(t− s) ds, (3.10)

∂2y(r, t)

∂r2
= −

∑
n≥1

λn
2

[
J0

(√
λnr
)
− J2

(√
λnr
)] ∫ t

0

e−λnksun(t− s) ds.

Las identidades anteriores se obtienen al diferenciar término a término la serie (3.9), usan-
do la regla de la cadena, la identidad (A.4) con ν = 0 y la identidad (A.6) con ν = 1.

Podemos notar lo siguiente:∣∣∣∣∂y(r, t)

∂t

∣∣∣∣ ≤∑
n≥1

∣∣∣∣J0

(√
λnr
)(

un(t)− λnk
∫ t

0

e−λnk(t−s)un(s) ds

)∣∣∣∣
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≤
∑
n≥1

∣∣∣∣un(t)− λnk
∫ t

0

e−λnk(t−s)un(s) ds

∣∣∣∣
≤
∑
n≥1

δn +

∣∣∣∣λnk ∫ t

0

e−λnk(t−s)un(s) ds

∣∣∣∣
≤
∑
n≥1

δn + λnk
δn
λnk

∣∣1− e−λnkt∣∣
≤ 2

∑
n≥1

δn

donde en la segunda desigualdad usamos que
∣∣J0(
√
λnt)

∣∣ ≤ 1 para toda r ∈ [0, a], en la
tercera desigualdad usamos la desigualdad del triángulo y que el valor absoluto de un(t)
está acotado por δn para toda t ≥ 0, en la cuarta desigualdad usamos la desigualdad (3.6)
y en la última desigualdad usamos que

∣∣e−λnkt∣∣ ≤ 1.

Similarmente, observamos lo siguiente:∣∣∣∣∂y(r, t)

∂r

∣∣∣∣ ≤∑
n≥1

∣∣∣∣√λn J1

(√
λnr
)∫ t

0

e−λnksun(t− s) ds
∣∣∣∣

≤
∑
n≥1

√
λn

δn
λnk

∣∣1− e−λnkt∣∣
≤
∑
n≥1

δn√
λnk

≤
∑
n≥1

aδn
2k

=
a

2k

∑
n≥1

δn.

en donde se usó que las funciones de Bessel de primera especie están acotadas por 1 para
todo r ∈ [0, a], la desigualdad (3.8) para los coeficientes de Fourier-Bessel, además se uso
que las raı́ces positivas de la función de Bessel de orden cero son mayores que 2/a.

Por otro lado, tenemos∣∣∣∣1r ∂y(r, t)

∂r

∣∣∣∣ ≤∑
n≥1

∣∣∣∣√λnr J1

(√
λnr
)∫ t

0

e−λnksun(t− s) ds
∣∣∣∣

=
∑
n≥1

∣∣∣∣∣λnJ1

(√
λnr
)

√
λnr

∫ t

0

e−λnksun(t− s) ds
∣∣∣∣∣
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≤
∑
n≥1

λn
δn
λnk

∣∣1− e−λnkt∣∣ ∣∣∣∣∣J1

(√
λnr
)

√
λnr

∣∣∣∣∣
≤
∑
n≥1

δn
k

∣∣∣∣∣J1

(√
λnr
)

√
λnr

∣∣∣∣∣
=
∑
n≥1

δn
2k

∣∣∣J0

(√
λnr
)

+ J2

(√
λnr
)∣∣∣

≤
∑
n≥1

δn
k

=
1

k

∑
n≥1

δn,

en donde usamos la desigualdad (3.6), la identidad (A.7) con ν = 1, la desigualdad del
triángulo y que las funciones J0 y J2 están acotadas por uno.

Ahora, para la serie obtenida al diferenciar la expresión (3.9) término a término dos veces
respecto a la variable r, obtenemos que∣∣∣∣∂2(r, t)

∂r2

∣∣∣∣ ≤∑
n≥1

∣∣∣∣λn2 [J0

(√
λnr
)
− J2

(√
λnr
)] ∫ t

0

e−λnksun(t− s) ds
∣∣∣∣

≤
∑
n≥1

λn
δn
λnk

∣∣1− e−λnkt∣∣
≤
∑
n≥1

δn
k

=
1

k

∑
n≥1

δn.

De lo expuesto anteriormente, podemos ver que la convergencia uniforme de las series
obtenidas al diferenciar la serie (3.9) término a término una vez respecto de t, una vez
respecto de r y dividir por r, y dos veces respecto de r, dependen únicamente de la con-
vergencia de la serie

∑
n≥1 δn.

Ahora verificaremos que la serie (3.9) satisface la ecuación de calor (3.1). Para esto usa-
remos las expresiones en (3.10) y la serie de Fourier-Bessel para la fuente externa u.

Al sustituir las expresiones anteriores en la ecuación de calor (3.1) obtenemos lo siguiente

k

r

∂

∂r

(
r
∂y(r, t)

∂r

)
+ u(r, t) =
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=k

(
∂2y(r, t)

∂r2
+

1

r

∂y(r, t)

∂t

)
+ u(r, t)

=− k
∑
n≥1

λn
2

[
J0

(√
λnr
)
− J2

(√
λnr
)] ∫ t

0

e−λnksun(t− s) ds

− k
∑
n≥1

√
λn
r

J1

(√
λnr
)∫ t

0

e−λnksun(t− s) ds+ u(r, t)

=− k
∑
n≥1

λn
2

[
J0

(√
λnr
)
− J2

(√
λnr
)

+
2√
λnr

J1

(√
λnr
)]
×∫ t

0

e−λnksun(t− s) ds+ u(r, t)

=− k
∑
n≥1

λn
2

[
J0

(√
λnr
)
− J2

(√
λnr
)

+ J0

(√
λnr
)

+ J2

(√
λnr
)]
×∫ t

0

e−λnksun(t− s) ds+ u(r, t)

=− k
∑
n≥1

λnJ0

(√
λnr
)∫ t

0

e−λnksun(t− s) ds+ u(r, t)

=− k
∑
n≥1

λnJ0

(√
λnr
)∫ t

0

e−λnksun(t− s) ds+
∑
n≥1

un(t)J0

(√
λnr
)

=
∑
n≥1

J0

(√
λnr
)[

un(t)− λnk
∫ t

0

e−λnksun(t− s) ds
]
.

Por lo tanto,

k

r

∂

∂r

(
r
∂y(r, t)

∂r

)
+ u(r, t) =

∑
n≥1

J0

(√
λnr
)[

un(t)− λnk
∫ t

0

e−λnksun(t− s) ds
]
.

Después de notar que
∫ t

0
e−λnksun(t−s) ds =

∫ t
0
e−λnk(t−s)un(s) ds, tenemos que la expre-

sión anterior es igual a la expresión de ∂y(r, t)/∂t dada en (3.10), por lo que concluimos
que la serie de Fourier-Bessel propuesta en (3.9) satisface el problema (3.1)-(3.2) con UΩ

como en (3.5).

De lo discutido anteriormente, deducimos el siguiente resultado.

Proposición 3.1.1. Es condición suficiente que
∑

n≥1 δn < ∞, para que la serie (3.9)
sea una solución del problema (3.1)-(3.2) con fuentes externas en (3.5).
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3.1.3. Criterio de estabilidad robusta

En esta apartado damos condiciones suficientes para la estabilidad robusta del problema
(3.1)-(3.2) en el sentido de la Definición 3.1.2 considerando fuentes externas en UΩ.

Dada la representación de y descrita en (3.3), obtenemos, para cada (r, t) ∈ Ω, las siguien-
tes estimaciones:

|y(r, t)| ≤
∑
n≥1

∣∣∣an(t)J0

(√
λnr
)∣∣∣ ≤∑

n≥1

|an(t)| ;∣∣∣∣∂y(r, t)

∂t

∣∣∣∣ ≤∑
n≥1

∣∣∣J0

(√
λnr
)
ȧn(t)

∣∣∣ ≤∑
n≥1

|ȧn(t)| ;∣∣∣∣∂y(r, t)

∂r

∣∣∣∣ ≤∑
n≤1

∣∣∣√λn J1

(√
λnr
)
an(t)

∣∣∣ ≤∑
n≤1

√
λn |an(t)| .

Ası́ que para estimar la norma de y(r, t) para (r, t) ∈ Ω, que aparece en la definición de
estabilidad robusta, hay que dar estimaciones para los valores absolutos que aparecen a la
izquierda de las desigualdades anteriores, sin embargo, de estas mismas desigualdades se
sigue que para estimar dichos valores absolutos, y por ende, la norma de y(r, t), basta con
estimar los valores absolutos de |an(t)| y |ȧn(t)|. De la desigualdad (3.8) y de la ecuación
(3.6) obtenemos las desigualdades siguientes:

|an(t)| ≤ δn
λnk

y |ȧn(t)| ≤ 2δn.

De forma similar a la Definición 3.1.1, llamamos solución no perturbada a la solución ān
de la ecuación diferencial ordinaria (3.6) en ausencia de fuentes externas, en este caso,
al tener condición inicial nula, dicha solución resulta ser la solución trivial. También, de
forma similar a la definición de la norma

‖y(r, t)‖∞ = máx

{
|y(r, t)| ,

∣∣∣∣∂y(r, t)

∂t

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣∂y(r, t)

∂r

∣∣∣∣} , (r, t) ∈ Ω,

definimos la norma en el plano para an(t) de la siguiente manera:

‖an(t)‖∞ = máx {|an(t)| , |ȧn(t)|} , t ≥ 0.

La norma anterior se define de esa manera pues para acotar la norma de y(r, t) para todo
punto (r, t) ∈ Ω requerimos de acotar tanto a |an(t)| como a |ȧn(t)|.
Nótese que no hacemos distinción en la notación de las normas de ‖y(r, t)‖∞ y de ‖an(t)‖∞,
esto pues basta notar la diferencia entre el punto y(r, t) y el punto an(t).
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De forma análoga a la Definición 3.1.2, para an, consideraremos fuentes externas en Uδn .
Ası́, podemos dar la siguiente definición de estabilidad robusta pata la ecuación diferencial
ordinaria (3.6).

Definición 3.1.3. La solución no perturbada ān de la ecuación (3.6) (sin fuentes exter-
nas) es llamada robustamente estable si se cumple que para todo εn > 0 dado, existe un
número positivo ηn = ηn(εn) tal que si |un(t)| ≤ δn < ηn para toda t ≥ 0, entonces la
solución de (3.6) asociada a un cumple que ‖an(t)‖∞ < ε para toda t ≥ 0.

La definición anterior es análoga a la definición de estabilidad robusta que se da en [17]
con la diferencia de que en la ecuación diferencial ordinaria (3.6) tiene condición inicial
nula, por lo que no requerimos acotarla.

Ahora, damos una estimación para la norma de y(r, t) para la solución y de la ecuación de
calor (3.1) usando estimaciones de la norma de an(t). Notemos que para una solución an
de la ecuación diferencial ordinaria (3.6) asociada a un ∈ Uδn , se cumple lo siguiente

‖an(t)‖∞ = máx {|an(t)| , |ȧn(t)|}

≤máx

{
δn
λnk

, 2δn

}
=δn máx

{
1

λnk
, 2

}
.

Bajo el supuesto (2λ1)−1 < k tenemos que máx
{

(2λnk)−1 , 2
}

= 2. Ası́ ‖an(t)‖ ≤ 2δn
para todo t ≥ 0.

De las expresiones anteriores deducimos que, para que se cumpla que ‖an(t)‖ < εn pa-
ra toda t ≥ 0, basta pedir que δn < εn/2, con lo cual la cantidad ηn = ηn(εn) de la
Definición 3.1.3 es ηn(εn) := εn/2.

Por lo tanto, tenemos que el siguiente resultado es válido.

Proposición 3.1.2. La solución no perturbada ān de la ecuación ecuación diferencial
ordinaria (3.6) es robustamente estable de acuerdo a la Definición 3.1.3.

Para dar criterios para la estabilidad robusta para la solución no perturbada ȳ de la ecuación
de calor (3.1) respecto a las fuentes externas en UΩ, usamos la estabilidad robusta para la
solución no perturbada de la ecuación (3.6) mostrada en la proposición anterior. Para esto,
procedemos como sigue.

Para ε > 0 dado, consideramos la familia {εn} tal que εn = ε(1− α)αn−1 con α ∈ (0, 1).
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Para dicha sucesión se cumple lo siguiente:∑
n≥1

εn =
∑
n≥1

ε(1− α)αn−1 = ε(1− α)
∑
n≥1

αn−1 = ε(1− α)
1

1− α = ε,

pues
∑

n≥1 α
n−1 es una serie geométrica con argumento α ∈ (0, 1).

Considerando lo anterior, tenemos las estimaciones siguientes:

|y(r, t)| ≤
∑
n≥1

|an(t)| <
∑
n≥1

εn = ε,

y ∣∣∣∣∂y(r, t)

∂t

∣∣∣∣ ≤∑
n≥1

|ȧn(t)| <
∑
n≥1

εn = ε.

También tenemos la siguiente estimación∣∣∣∣∂y(r, t)

∂r

∣∣∣∣ ≤∑
n≥1

√
λn |an(t)|

≤
∑
n≥1

√
λn

δn
λnk

≤
∑
n≥1

δn√
λnk

<
∑
n≥1

1√
λnk

(εn
2

)
.

Usando que
√
λn > 2/a para todo n ∈ N tenemos∣∣∣∣∂y(r, t)

∂r

∣∣∣∣ < aε

4k
.

Al considerar las estimaciones anteriores para |y(r, t)| ası́ como para sus primeras deriva-
das, notamos que la norma de y(r, t) tiene la siguiente estimación

‖y(r, t)‖∞ < εmáx

{
1,

1

4k

}
, (r, t) ∈ Ω.

Si ahora consideramos δn < 2kεn/a, entonces∣∣∣∣∂y(r, t)

∂r

∣∣∣∣ <∑
n≥1

εn = ε,
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con lo cual
‖y(r, t)‖∞ < ε, (r, t) ∈ Ω.

Recordemos que de la estabilidad robusta para ān, vimos que δn < ηn = εn/2, con lo cual

δ =
∑
n≥1

δn <
∑
n≥1

εn/2 = ε/2.

Visto lo anterior, para garantizar la estabilidad robusta de la solución no perturbada ȳ basta
pedir que

δ < η(ε) := εmı́n

{
1

2
,
2k

a

}
.

Lo anterior se resume en el siguiente resultado, el cual es el resultado principal de esta
sección.

Teorema 3.1.1. Si se cumple la condición a2/(2z2
1) < k con z1 el primer cero positivo

de J0, entonces la solución no perturbada ȳ de la ecuación de calor (3.1) con fuentes
externas en UΩ, es robustamente estable.

Notemos una propiedad importante sobre el comportamiento de εn.

Definamos, para cada n ∈ N, la función

fn(α) = (1− α)αn−1, α ∈ (0, 1).

Para cada n ∈ N resulta claro que fn(α) > fn+1(α) para todo α ∈ (0, 1), esto lo podemos
observar en la Figura 3.1, donde se muestran las gráficas de fn para algunos n. Notamos
que para valores de α cercanos a cero, en comparación con valores de α cercanos a uno,
los primeros términos de la serie (3.3) pueden ser más significativos.

3.1.4. Ejemplos numéricos

Para ilustrar los resultados obtenidos en la sección anterior consideraremos dos ejemplos.

Fijamos los siguientes valores para los parámetros:

ε = 1, a = 1, k =
1

10
, b =

1

10
, α =

1

10
.
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Figura 3.1: Gráficas de (1 − α)αn−1 con α ∈ (0, 1) para distintos valores de n. (Gráfica
elaborada en Wolfram Mathematica)

De esta manera, fijamos δn como sigue

δn =
9

10

εn
2
,

donde
εn =

9

10n+1
.

Con los parámetros dados, consideramos la perturbación extrema u+
n (t) = δn para todo

tiempo t ≥ 0. El coeficiente de Fourier-Bessel extremo a+
n asociado a la perturbación

extrema u+
n es

a+
n (t) =

10δn
λn

(
1− e−λnt/10

)
, t ≥ 0.

Recordemos que dicho coeficiente describe la parte superior de la frontera del tubo de
alcanzabilidad D(τ) de la ecuación diferencial ordinaria (3.6), el cual se definió en (1.14).

En la Figura 3.2 se muestran las gráfica de y y sus primeras derivadas parciales respecto
a las variables r y t, esto para r ∈ [0, 1] y t ∈ [0, 90] usando a a+

n como coeficiente
de Fourier-Bessel para todo n ∈ N. Numéricamente obtenemos la Tabla 3.1, donde se
muestran los valores extremos de y y sus primeras derivadas parciales. Podemos observar
tanto en la Figura 3.2 como en la Tabla 3.1 que tanto y(r, t) como las primeras derivadas
parciales de y evaluadas en el punto (r, t) están acotadas por ε = 1, esto es ‖y(r, t)‖ < ε.

Por otro lado, si consideramos la perturbación un(t) = δn sin(t/10) para todo t ≥ 0, el
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Mı́nimo Máximo
y(r, t) 0.00000 0.714169

∂y(r, t)/∂t 0.000000 0.450000
∂y(r, t)/∂r -0.969196 0.000000

Tabla 3.1: Valores extremos de y y sus primeras derivadas parciales en Ω considerando los
coeficientes de Fourier-Bessel u+

n .

Figura 3.2: Gráfica de y y sus primeras derivadas parciales para t ∈ [0, 90] considerando a
u+
n . Temperatura de la placa de radio 1 al tiempo t = 90. (Gráficas elaboradas con Octave)
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coeficiente de Fourier-Bessel aun asociado a esta fuente externa es

aun(t) = δn
10
[
e−λnt/10 − cos

(
t

10

)
− λn sin

(
t

10

)]
λ2
n + 1

, t ≥ 0.

Para la solución y(r, t) y sus primeras derivadas parciales, obtenidas con los coeficientes
de Fourier-Bessel aun, mostramos sus gráficas en la Figura 3.3 y sus valores mı́nimo y
máximo en la Tabla 3.2. Podemos ver que ε = 1 es una cota para y y sus primeras derivadas
parciales, con lo cual ‖y(r, t)‖ < ε.

Mı́nimo Máximo
y(r, t) -0.703661 0.703754

∂y(r, t)/∂t -0.070375 0.070379
∂y(r, t)/∂r -0.955916 0.955823

Tabla 3.2: Valores extremos de y(r, t) y sus primeras derivadas parciales en [0, 1]× [0, 90]
considerando un(t) = δn sin(t/10) para t ≥ 0.
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Figura 3.3: Gráfica de y y sus primeras derivadas parciales para t ∈ [0, 90] considerando
un(t) = δn sin(t/10) para t ≥ 0. Temperatura de la placa de radio 1 al tiempo t = 90.
(Gráficas elaboradas con Octave)
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Sección 3.2

Análisis en una esfera en el espacio

En esta sección consideramos la ecuación de calor en tres dimensiones, sin embargo, aun-
que tenemos una dimensión extra, el procedimiento y los resultados obtenidos en esta
sección son similares a los obtenidos en el caso de dos dimensiones.

3.2.1. Planteamiento del problema

Consideramos la ecuación de calor radialmente simétrica en una esfera de radio a ∈ [0, 1]
con fuentes de calor externas:

∂y(r, t)

∂t
=

k

r2

∂

∂r

(
r2∂y(r, t)

∂r

)
+ u(r, t), (r, t) ∈ Ω = [0, a]× [0,∞), (3.11)

sujeto a las condiciones inicial y de contorno siguientes

y(r, 0) = 0, r ∈ [0, a], y(a, t) = 0, t ≥ 0. (3.12)

Suponemos que las fuentes externas se pueden extender vı́a series de Fourier-Bessel usan-
do funciones esféricas de Bessel. El conjunto de fuentes externas que consideramos es el
siguiente:

UΩ :=

{
u : u(r, t) =

∑
n≥1

un(t)j0 (
√
µnr) , un(t) ∈ Uδn y {δn} ∈ D(δ)

}
, (3.13)

donde la notación para Uδn y D(δ) es la misma que se usó en la sección anterior y µn
satisface la identidad

√
µna = ζn donde ζn es el n−ésimo cero positivo de j0, la función

esférica de Bessel de primera especie y orden cero. Las funciones esféricas de Bessel de
primer especie y algunas de sus propiedades se discuten en la Sección A.2 y los ceros de
la función j0 en el apartado A.2.2. Como caso particular suponemos que se satisface la
desigualdad2 1 < 2µ1k = 2π2k/a2.

Suponemos que las soluciones de la ecuación de calor (3.11) se pueden extender vı́a series
de Fourier-Bessel como sigue:

y(r, t) =
∑
n≥1

bn(t)j0(
√
µnr), (r, t) ∈ Ω, (3.14)

2Cuando a = 1 la desigualdad es a2/2π2 ≈ 0.0506 < k. Según [9, 18], algunos materiales cuyo
coeficiente de difusividad sea menor que 0.0506 son, por ejemplo, el cuarzo y el acero inoxidable 304A;
materiales como el acero, oro, plata y cobre cumplen con la desigualdad dada. En contraste al caso de dos
dimensiones, lo discutido en esta sección es válido para la parafina a temperaturas cercanas a los 25◦C.
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con bn los coeficientes de Fourier-Bessel a determinar para y.

De la expresión de la función u vı́a series de Fourier-Bessel como en (3.13), notamos que
para todo (r, t) ∈ Ω se cumple |u(r, t)| ≤ δ, esto pues j0(

√
µnr) está acotado por uno y

|u(r, t)| ≤
∑
n≥1

|un(t)| |j0 (
√
µnr)|

≤
∑
n≥1

|un(t)|

≤
∑
n≥1

δn

= δ.

De manera similar a lo trabajado para la ecuación de calor (3.1) en la sección anterior,
consideramos la solución de la ecuación (3.11) en ausencia de fuentes externas y con
condiciones inicial y de contorno (3.12), la cual en este caso, nuevamente es la solución
trivial.

Definición 3.2.1. Decimos que la solución del problema (3.11)-(3.12) en ausencia de
fuentes externas es llamada solución no perturbada y la denotamos por ȳ.

Similarmente a lo discutido en la sección anterior, usamos la siguiente norma en R3 para
el punto y(r, t):

‖y(r, t)‖∞ = máx

{
|y(r, t)| ,

∣∣∣∣∂y(r, t)

∂t

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣∂y(r, t)

∂r

∣∣∣∣} , (r, t) ∈ Ω.

Damos el equivalente a la Definición 3.1.2 como sigue.

Definición 3.2.2. La solución no perturbada ȳ del problema (3.11)-(3.12) es llamada
robustamente estable si se cumple que para cualquier ε > 0 existe un número positivo
η = η(ε) tal que si |u(r, t)| ≤ δ < η(ε) para todo (r, t) ∈ Ω, entonces ‖y(r, t)‖ < ε en
Ω.

Al igual que en el caso del plano, en esta sección proponemos condiciones suficientes
para garantizar la estabilidad robusta en el sentido de la Definición 3.2.2 para el sistema
(3.11)-(3.12).
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3.2.2. Justificación del método de separación de variables de Fourier-
Bessel

En este apartado damos condiciones suficientes para que la serie (3.14) sea una solución
en el sentido clásico de la ecuación de calor (3.11) sujeta a las condiciones inicial y de
contorno (3.12).

Procedemos de manera análoga al caso del plano, sustituimos en la ecuación de calor
(3.11) las expresiones para y y para las fuentes externas u como series de Fourier-Bessel
para obtener información del comportamiento de los coeficientes de Fourier-Bessel bn de
la solución y. Sustituyendo las expresiones antes mencionadas en la ecuación de calor
(3.11) obtenemos lo siguiente

∑
n≥1

ḃn(t)j0(
√
µnr) =

∑
n≥1

k

r2
bn(t)

d

dr

(
r2 d

dr
j0(
√
µnr)

)
+ u(r, t),

usando la tercera identidad de (A.14) obtenemos que d
dr
j0(
√
µnr) = −√µnj1(

√
µnr), con

lo que la expresión anterior toma la forma

∑
n≥1

ḃ(t)j0(
√
µnr) = −

∑
n≥1

√
µnk

r2
bn(t)

d

dr

(
r2j1(

√
µnr)

)
+ u(r, t)

= −
∑
n≥1

√
µnk

r2
bn(t)

(
2rj1(

√
µnr) + r2 d

dr
j1(
√
µnr)

)
+ u(r, t).

Usando la segunda identidad que aparece en (A.14) observamos que

d

dr
j1(
√
µnr) =

√
µn (j0(

√
µnr)− 2j1(

√
µnr)/(r

√
µn)) ,

de esto, notamos lo siguiente:

∑
n≥1

ḃn(t)j0(
√
µnr) =
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=−
∑
n≥1

√
µnk

r2
bn(t)

[
2rj1(

√
µnr) +

√
µnr

2

(
j0(
√
µnr)−

2√
µnr

j1(
√
µnr)

)]
+ u(r, t)

=−
∑
n≥1

√
µnk

r2
bn(t)

[
2rj1(

√
µnr) +

√
µnr

2j0(
√
µnr)− 2rj1(

√
µnr)

]
+ u(r, t)

=−
∑
n≥1

µnkbn(t)j0(
√
µnr) + u(r, t)

=−
∑
n≥1

µnkbn(t)j0(
√
µnr) +

∑
n≥1

un(t)j0(
√
µn).

De lo anterior, obtenemos la siguiente expresión:∑
n≥1

(
ḃn(t) + µnkbn(t)

)
j0(
√
µnr) =

∑
n≥1

un(t)j0(
√
µn).

Al igualar los coeficientes de las series en la expresión anterior, tenemos que los coefi-
cientes de Fourier-Bessel bn de la serie (3.14) satisfacen la siguiente ecuación diferencial
ordinaria:

ḃn(t) + µnkbn(t) = un(t), bn(0) = 0, t ≥ 0. (3.15)

Observamos que los coeficientes bn satisfacen un caso particular de la ecuación diferencial
ordinaria (1.9) vista en la Sección 1.2, esto para c = k, λ = µn y ν = δn. Considerando lo
anterior y bajo el supuesto 0 < δn < µnk, podemos garantizar las siguientes propiedades:

1. Para cualquier un ∈ Uδn arbitraria, se tiene el siguiente coeficiente de Fourier-Bessel
para y dado como solución de la ecuación diferencial ordinaria (3.15) asociada a un:

bn(t) =

∫ t

0

e−µnksun(t− s) ds, t ≥ 0. (3.16)

2. Las perturbaciones extremas que causan que bn esté lo más alejado del origen en cual-
quier tiempo finito t = τ son u+

n y u−n tales que u+
n (t) = δn y u−n (t) = −δn para todo

tiempo t ≥ 0, y las soluciones extremas de (3.15), correspondientes son

b+
n (t) =

δn
µnk

(
1− e−µnkt

)
, t ≥ 0,

y

b−n (t) = − δn
µnk

(
1− e−µnkt

)
, t ≥ 0,

respectivamente.
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3. Además, para cualquier un ∈ Uδn se cumple la desigualdad

− δn
µnk

(
1− e−µnkt

)
≤
∫ t

0

e−µnksun(t− s) ds ≤ δn
µnk

(
1− e−µnkt

)
, t ≥ 0, (3.17)

donde los extremos de las desigualdades anteriores son las soluciones b−n y b+
n , respec-

tivamente. A estos coeficientes también los llamamos coeficientes de Fourier-Bessel
extremos.

De lo anterior tenemos que y, propuesta en (3.14), al considerar los coeficientes dados en
(3.16), tiene la forma siguiente:

y(r, t) =
∑
n≥1

j0(
√
µnr)

∫ t

0

e−µnksun(t− s) ds, (r, t) ∈ Ω. (3.18)

Para la serie (3.18) notamos que para todo (r, t) ∈ Ω:

|y(r, t)| ≤
∑
n≥1

∣∣∣∣j0(
√
µnr)

∫ t

0

e−µnksun(t− s) ds
∣∣∣∣

≤
∑
n≥1

∣∣∣∣∫ t

0

e−µnksun(t− s) ds
∣∣∣∣

≤
∑
n≥1

δn
µnk

∣∣1− e−µnkt∣∣
≤
∑
n≥1

a2δn
π2k

=
a2

π2k

∑
n≥1

δn,

donde en la segunda desigualdad usamos que |j0| no excede a 1, en la tercera desigualdad
usamos la desigualdad (3.17) y en la última desigualdad usamos que µn > µ1 = π2/a2.

De forma similar a lo expuesto en la sección anterior, debemos garantizar la convergencia
uniforme de las series de las derivadas parciales que aparecen en la ecuación de calor
(3.11). Para esto, tenemos la siguiente igualdad:

k

r2

∂

∂r

(
r2∂y(r, t)

∂r

)
= k

[
∂2y(r, t)

∂r2
+

2

r

∂y(r, t)

∂r

]
, (r, t) ∈ Ω,

de donde podemos observar que, las series cuya convergencia uniforme debemos de garan-
tizar, son las que se obtienen al diferenciar término a término la serie (3.14) como sigue:
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una vez respecto de t, una vez respecto de r y dividir por r, y dos veces respecto de r. Las
series en cuestión son las siguientes para todo (r, t) ∈ Ω:

∂y(r, t)

∂t
=
∑
n≥1

j0(
√
µnr)

[
un(t)− µnk

∫ t

0

e−µnk(t−s)un(s) ds

]
,

1

r

∂y(r, t)

∂r
= −

∑
n≥1

√
µn

r
j1(
√
µnr)

∫ t

0

e−µnksun(t− s) ds, (3.19)

∂2y(r, t)

∂r2
= −

∑
n≥1

µn

[
j0(
√
µnr)−

2√
µnr

j1(
√
µnr)

] ∫ t

0

e−µnksun(t− s) ds.

Para obtener las expresiones en (3.19) procedemos de forma similar a lo hecho para obte-
ner la ecuación diferencial ordinaria (3.15) al inicio de esta sección.

Para la serie de ∂y/∂r tenemos que para todo (r, t) ∈ Ω se cumplen las siguientes de-
sigualdades:∣∣∣∣∂y(r, t)

∂t

∣∣∣∣ ≤∑
n≥1

∣∣∣∣j0(
√
µnr)

[
un(t)− µnk

∫ t

0

e−µnk(t−s)un(s) ds

]∣∣∣∣
≤
∑
n≥1

∣∣∣∣un(t)− µnk
∫ t

0

e−µnk(t−s)un(s) ds

∣∣∣∣
≤
∑
n≥1

δn +

∣∣∣∣µnk ∫ t

0

e−µnk(t−s)un(s) ds

∣∣∣∣
≤ 2

∑
n≥1

δn,

donde usamos que |j0| no es mayor que uno, la desigualdad del triángulo, la desigualdad
(3.17) y que

∣∣1− e−µnkt∣∣ ≤ 1 para toda t ≥ 0.

Para la serie de la función ∂y/∂r obtenemos que las siguientes desigualdades son válidas
para todo (r, t) ∈ Ω:∣∣∣∣∂y(r, t)

∂r

∣∣∣∣ ≤∑
n≥1

∣∣∣∣√µn j1(
√
µnr)

∫ t

0

e−µnksun(t− s) ds
∣∣∣∣

≤
∑
n≥1

√
µn

δn
µnk

∣∣1− e−µnkt∣∣
≤
∑
n≥1

δn√
µnk
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≤
∑
n≥1

aδn
πk

=
a

πk

∑
n≥1

δn,

donde usamos que |j1| no excede a uno, la desigualdad (3.17), que
∣∣1− e−µnkt∣∣ ≤ 1 para

todo tiempo t ≥ 0, y que para toda n ∈ N se tiene
√
µn >

√
µ1 = π/a.

Similarmente, para la serie de (∂y/∂r)/r notamos que para todo (r, t) ∈ Ω se tiene∣∣∣∣1r ∂y(r, t)

∂r

∣∣∣∣ ≤∑
n≥1

∣∣∣∣√µnr j1(
√
µnr)

∫ t

0

e−µnksun(t− s) ds
∣∣∣∣

=
∑
n≥1

∣∣∣∣µn3 3j1(
√
µnr)√

µnr

∫ t

0

e−µnksun(t− s) ds
∣∣∣∣

=
∑
n≥1

∣∣∣∣µn3 [j0(
√
µnr) + j2(

√
µnr)]

∫ t

0

e−µnksun(t− s) ds
∣∣∣∣

≤
∑
n≥1

2µn
3

δn
µnk

∣∣1− e−µnkt∣∣
≤
∑
n≥1

2δn
3k

=
2

3k

∑
n≥1

δn,

donde usamos la identidad (A.13) para j1(
√
µnr), la desigualdad del triángulo, la desigual-

dad (3.17) y que para todo tiempo t ≥ 0 se cumple que
∣∣1− e−µnkt∣∣ ≤ 1.

Finalmente, para la serie obtenida de derivar (3.18) término a término dos veces respecto
de r observamos lo siguiente para cada (r, t) ∈ Ω:∣∣∣∣∂2y(r, t)

∂r2

∣∣∣∣ ≤∑
n≥1

∣∣∣∣µn [j0(
√
µnr)−

2√
µnr

j1(
√
µnr)

] ∫ t

0

e−µnksun(t− s) ds
∣∣∣∣

=
∑
n≥1

∣∣∣∣µn [j0(
√
µnr)−

2

3

3√
µnr

j1(
√
µnr)

] ∫ t

0

e−µnksun(t− s) ds
∣∣∣∣

=
∑
n≥1

∣∣∣∣µn [j0(
√
µnr)−

2

3
(j0(
√
µnr) + j2(

√
µnr))

] ∫ t

0

e−µnksun(t− s) ds
∣∣∣∣

≤
∑
n≥1

µn
7

3

δn
µnk

∣∣1− e−µnkt∣∣
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≤ 7

3k

∑
n≥1

δn,

donde usamos las identidades que empleamos en la serie de (∂y/∂r)/r.

De lo expuesto hasta ahora, observamos que basta con la convergencia de la suma
∑

n≥1 δn
para que las series de ∂y(r, t)/∂t, ∂y(r, t)/∂r, (∂y(r, t)/∂r)/r y ∂2y(r, t)/∂r2 convergen
uniformemente en todo Ω.

Para que la serie (3.18) sea solución de la ecuación de calor (3.11), resta ver que satisface
dicha ecuación.

Sustituyendo la serie para y propuesta en (3.18) en el lado derecho de la ecuación de calor
(3.11) obtenemos lo siguiente para cada (r, t) ∈ Ω:

k

r2

∂

∂r

(
r2∂y(r, t)

∂r

)
+u(r, t) = k

(
∂2y(r, t)

∂r2
+

2

r

∂y(r, t)

∂r

)
+ u(r, t)

=−
∑
n≥1

k

{
µn

[
j0(
√
µnr)−

2√
µnr

j1(
√
µnr)

]
×

×
∫ t

0

e−µnksun(t− s) ds

+
2

r

√
µn j1(

√
µnr)

∫ t

0

e−µnksun(t− s)
}

+ u(r, t)

=−
∑
n≥1

k

{
µn

[
j0(
√
µnr)−

2√
µnr

j1(
√
µnr) +

2√
µnr

j1(
√
µnr)

]
×

×
∫ t

0

e−µnksun(t− s) ds
}

+ u(r, t)

=−
∑
n≥1

kµnj0(
√
µnr)

∫ t

0

e−µnksun(t− s) ds+ u(r, t),

expresando a u como una serie de Fourier-Bessel para cada (r, t) ∈ Ω obtenemos que

k

r2

∂

∂r

(
r2∂y(r, t)

∂r

)
+ u(r, t) =−

∑
n≥1

kµnj0(
√
µnr)

∫ t

0

e−µnksun(t− s) ds

+
∑
n≥1

un(t)j0(
√
µnr)

=
∑
n≥1

[
un(t)− kµn

∫ t

0

e−µnksun(t− s) ds
]
j0(
√
µnr).
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Notamos que esta última expresión es la primer expresión dada en (3.19), es decir, que la
expresión anterior es la serie de ∂y(r, t)/∂t para cada (r, t) ∈ Ω, con lo cual, concluimos
que la serie (3.18) es solución en el sentido clásico del problema (3.11) con condiciones
(3.12). Esto lo resumimos en el siguiente resultado.

Proposición 3.2.1. Es condición suficiente que la suma
∑

n≥1 δn sea finita para que
la función y dada por la serie (3.18) sea una solución del problema (3.11)-(3.12) con
fuentes externas en (3.13).

3.2.3. Criterio de estabilidad robusta

En este apartado damos condiciones suficientes para garantizar la estabilidad robusta de
la ecuación (3.11) sujeta a las condiciones inicial y de contorno dadas en (3.12), para esto
procedemos de forma similar a lo realizado en la sección anterior.

Usando la expresión de la solución de la ecuación de calor (3.11) dada en (3.14) obtenemos
las siguientes desigualdades:

|y(r, t)| ≤
∑
n≥1

|bn(t)j0(
√
µnr)| ≤

∑
n≥1

|bn(t)| ,∣∣∣∣∂y(r, t)

∂t

∣∣∣∣ ≤∑
n≥1

∣∣∣j0(
√
µnr)ḃn(t)

∣∣∣ ≤∑
n≥1

∣∣∣ḃn(t)
∣∣∣ ,∣∣∣∣∂y(r, t)

∂r

∣∣∣∣ ≤∑
n≤1

∣∣∣√µn j1

(√
λnr
)
bn(t)

∣∣∣ ≤∑
n≤1

√
µn |bn(t)| .

De manera análoga a lo trabajado en la sección anterior, para estimar ‖y(r, t)‖∞ para todo
punto (r, t) ∈ Ω, basta con estimar el valor absoluto de bn(t) y de su derivada para todo
tiempo t ≥ 0. Para bn(t) podemos usar la desigualdad (3.17) y usar que e−µnkt ≤ 1 para
todo tiempo t ≥ 0 para obtener que |bn(t)| ≤ δn/µnk para todo t ≥ 0, mientras que
para ḃn(t) es suficiente notar que

∣∣∣ḃn(t)
∣∣∣ = |un(t)− µnkTn(t)| para todo t ≥ 0 y aplicar

la desigualdad del triángulo, con lo cual
∣∣∣ḃn(t)

∣∣∣ ≤ |un(t)| + |µnkbn(t)| ≤ 2δn, donde
en la última desigualdad usamos la cota para |bn(t)| que acabamos de obtener. Ası́, las
estimaciones que obtenemos son las siguientes

|bn(t)| ≤ δn
µnk

, y
∣∣∣ḃn(t)

∣∣∣ ≤ 2δn t ≥ 0.

Para la ecuación diferencial ordinaria (3.15) damos la definición de estabilidad robusta de
igual forma que para la ecuación diferencial ordinaria (3.6).
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Definición 3.2.3. Decimos que la solución no perturbada b̄n de la ecuación diferencial
ordinaria (3.15) (solución en ausencia de fuentes externas) es robustamente estable, si
se cumple que para todo εn > 0 dado, existe un número positivo ηn = ηn(εn) tal que
si garantizamos que |un(t)| ≤ δn < ηn para todo t ≥ 0, entonces la solución bn de la
ecuación diferencial ordinaria (3.15) asociada a un satisface ‖bn(t)‖∞ < ε para todo
tiempo t ≥ 0.

En la definición anterior usamos la norma siguiente en el plano:

‖bn(t)‖∞ = máx
{
|bn(t)| ,

∣∣∣ḃn(t)
∣∣∣} , t ≥ 0.

De manera similar a lo discutido en la sección anterior, la Definición 3.2.3 es una adapta-
ción de la definición de estabilidad robusta dada en [17].

Usando las estimaciones para |bn(t)| y
∣∣∣ḃn(t)

∣∣∣ para t ≥ 0 dadas antes, observamos que

‖bn(t)‖∞ = máx
{
|bn(t)| ,

∣∣∣ḃn(t)
∣∣∣}

≤máx

{
δn
µnk

, 2δn

}
=δn máx

{
1

µnk
, 2

}
.

Bajo el supuesto 1 < 2µ1k, tenemos que máx
{

1
µnk

, 2
}

= 2, con lo cual ‖bn(t)‖∞ ≤ 2δn

para todo t ≥ 0. Se sigue que para εn > 0 basta pedir que δn < εn/2 para garantizar que
para todo tiempo t ≥ 0 se satisface ‖bn(t)‖∞ < εn. Con esto, el valor ηn que aparece en
la Definición 3.2.3 es ηn = εn/2. Lo anterior se resume en el siguiente resultado.

Proposición 3.2.2. La solución no perturbada b̄n de la ecuación ecuación diferencial
ordinaria (3.15) es robustamente estable de acuerdo a la Definición 3.2.3.

De manera análoga al caso en dos dimensiones, para mostrar la estabilidad robusta de la
solución no perturbada ȳ de la ecuación de calor (3.11), hacemos uso de la estabilidad
robusta para la solución no perturbada b̄n de la ecuación diferencial ordinaria (3.15). Para
todo ε > 0 dado consideraremos {εn} tal que εn = ε(1 − α)αn−1 para α ∈ (0, 1).
Recordamos que tenemos lo siguiente:∑

n≥1

εn = ε.
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Ası́, al aplicar el criterio de estabilidad robusta a la solución no perturbada b̄n de la ecua-
ción diferencial ordinaria (3.15) con εn como antes, obtenemos las estimaciones siguientes
para todo (r, t) ∈ Ω:

|y(r, t)| ≤
∑
n≥1

|bn(t)| <
∑
n≥1

εn = ε,∣∣∣∣∂y(r, t)

∂t

∣∣∣∣ ≤∑
n≥1

∣∣∣ḃn(t)
∣∣∣ <∑

n≥1

εn = ε.

y al considerar δn < πkεn/a obtenemos la estimación∣∣∣∣∂y(r, t)

∂r

∣∣∣∣ ≤∑
n≥1

√
µn |bn(t)|

≤
∑
n≥1

√
µn

δn
µnk

<
∑
n≥1

1√
µnk

(
πkεn
a

)
<
∑
n≥1

1√
µ1k

(
πkεn
a

)
=
∑
n≥1

a

πk

(
πkεn
a

)
= ε,

con lo cual tenemos que ∣∣∣∣∂y(r, t)

∂r

∣∣∣∣ < ε.

Con las estimaciones anteriores obtenemos que la norma de y(r, t) tiene la siguiente esti-
mación para todo (r, t) ∈ Ω:

‖y(r, t)‖∞ < ε.

Al considerar la estabilidad robusta para b̄n, tenemos que δn < ηn = εn/2, con lo cual∑
n≥1

δn <
∑
n≥1

εn/2 = ε/2,

de esto se sigue que para garantizar la estabilidad robusta de la solución no perturbada ȳ
de la ecuación ecuación de calor (3.11) basta pedir que

δ < η(ε) := εmı́n

{
1

2
,
πk

a

}
.
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Lo anterior da lugar al siguiente resultado, el cual es el resultado principal de esta sección.

Teorema 3.2.1. El cumplimiento de la desigualdad a2 < 2π2k es una condición su-
ficiente para garantizar que la solución no perturbada ȳ de la ecuación de calor (3.11)
sujeta a las condiciones (3.12) sea robustamente estable, esto considerando fuentes ex-
ternas en UΩ definido en (3.5).

Al igual que en el caso de dos dimensiones, para α más cercano a 0 en la definición de
los εn, los primeros términos de la serie (3.14) contribuirán más que para valores de α
cercanos a 1.



Conclusiones

Al aplicar teorı́a de control óptimo a los coeficientes de Fourier-Bessel de la solución de la
ecuación de calor radialmente simétrica, encontramos los coeficientes de Fourier-Bessel
extremos correspondientes a dicha solución que nos permiten conocer el comportamiento
de la solución de la ecuación de calor asociada a la peor fuente de calor externa posible,
de tal manera que podemos ajustar nuestro conjunto de fuentes de calor externas para
evitar soluciones cuyo comportamiento no sea deseado, por ejemplo, que las soluciones
no muestren una temperatura mayor a una temperatura máxima permitida.

Al considerar la norma ‖·‖∞ para los valores de la solución de la ecuación de calor, nos
aseguramos que, una vez acotada, la temperatura no exceda la cota dada, no haya cambios
bruscos en la temperatura en la placa circular o en la esfera, en el sentido de que un punto
sobre nuestra superficie no se va a calentar (o enfriar) al máximo de un momento a otro,
y que tampoco tendremos dos puntos “cercanos” de tal forma que uno esté frio y el otro
demasiado caliente. Esto puede ser útil en alguna aplicación. Por ejemplo, si el modelo
estudiado se pudiera aplicar a una baterı́a circular de algún dispositivo (por ejemplo una
baterı́a para computadora), podrı́amos garantizar, manteniendo la variación de voltaje en
cierto rango, que la baterı́a no exceda cierta temperatura dada, que la baterı́a no se caliente
mucho de un momento a otro causando algún desperfecto en el dispositivo, y que la baterı́a
no se caliente mucho más en una parte que en el resto de la baterı́a.

Los resultados principales de esta tesis son la propuesta de la definición de estabilidad
robusta para la ecuación de calor radialmente simétrica, es decir, la propuesta de la Defi-
nición 3.1.2 y la Definición 3.2.2; ası́ como criterios suficientes para que la ecuación de
calor en cuestión sea robustamente estable, estos criterios se dan en el Teorema 3.1.1 y el
Teorema 3.2.1.
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66 CONCLUSIONES

De este trabajo se desprenden algunos problemas de interés. En la discusión del Capı́tulo 3
se supone que el coeficiente de difusividad térmica k, satisface cierta desigualdad, en el
caso de dos variables: a2/(2z2

1) < k; y en el caso de tres variables: 1 < 2π2k/a2. El cum-
plimiento de dicha desigualdad causa que los resultados obtenidos no sean necesariamente
válidos para algunos materiales tales como el acero inoxidable 304A, cuarzo y cloruro de
polivinilo (PVC). No obstante, se conjetura que al invertir el sentido de la desigualdad en
cada caso, la ecuación de calor en cuestión sigue siendo robustamente estable, pero pa-
ra abordar tal cuestión se requiere un trabajo más fino con los ceros de las funciones de
Bessel.

Queda abierta la cuestión de dar condiciones suficientes para la estabilidad robusta cuan-
do, por ejemplo, la condición inicial de la ecuación de calor no es idénticamente cero,
cuando no tenemos simetrı́a radial o cuando consideramos espacios de dimensión mayor a
tres, en cuyo caso habrı́a que trabajar con funciones hiperesféricas. También queda abierta
la cuestión de extender la definición de estabilidad robusta a otro tipo de ecuaciones di-
ferenciales parciales, por ejemplo la ecuación de onda o la ecuación de Laplace. En esta
tesis consideramos fuentes de calor externas expresadas vı́a series e Fourier-Bessel, pero
aún queda ver qué pasa para otro tipo de fuentes externas.



A
Funciones de Bessel de primera especie

En la discusión siguiente, la cual toma como guı́a algunos capı́tulos de [4, 6], detallamos
la definición de las funciones de Bessel de primera especie, primero para las funciones
cilı́ndricas y después para las funciones esféricas. Discutimos también algunas identidades
que se cumplen para estas funciones y mencionamos algunas propiedades de los ceros de
las funciones de Bessel de primer orden. Al final mencionamos algunas propiedades de
las series de Fourier-Bessel.

Sección A.1

Funciones cilı́ndricas

Consideremos la ecuación diferencial ordinaria de segundo orden

r2d
2ϕ

dr2
+ r

dϕ

dr
+ (r2 − ν2)ϕ = 0, (A.1)

la cual es llamada ecuación diferencial de Bessel de orden ν, donde el parámetro ν es un
número real. La ecuación (A.1) se puede encontrar al realizar separación de variables al
resolver algunas ecuaciones en derivadas parciales.

A cada número ν le corresponde una ecuación diferencial (A.1), sin embargo, las ecuacio-
nes para ν y para −ν son las mismas.

Tal y como se menciona en [4], el punto r = 0 es un punto singular de la ecuación
(A.1), por lo que no se puede expandir la solución vı́a una serie de potencias, ası́ que el
método que se utiliza es el método de Frobenius, el cual consiste en construir una solución
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en términos de potencias reales, no necesariamente enteras, de r, el cambio ϕ = rνy
transforma la ecuación diferencial de Bessel (A.1) en una nueva ecuación diferencial la
cual es satisfecha por una serie de potencias de la forma y =

∑
n≥0 akr

2n. Esta serie está
únicamente determinada, salvo un factor constante.

Después de aplicar el método de Frobenius obtenemos que la solución de la ecuación
(A.1), para ν un número real distinto de −1,−2,−3, . . . , se puede escribir como (Lema
6.2.2 de [6])

Jν(r) =
(r

2

)ν∑
n≥0

(−1)n

n!Γ(n+ ν + 1)

(r
2

)2n

, r > 0, ν ∈ R, −ν /∈ N, (A.2)

la cual es llamada función de Bessel de primera especie de orden ν, aunque también recibe
el nombre de función de Bessel cilı́ndrica de orden ν.

Se puede mostrar, ver por ejemplo [4], que la serie (A.2) converge en todo R. Es claro que
si ν ≥ 0 la potencia rν está bien definida para todo r positivo, ası́ que la función de Bessel
dada en (A.2) está bien definida en (0,∞).

También se puede notar que si ν > 0 entonces Jν(r) → 0 cuando r → 0+ y que si ν = 0
entonces Jν(r) → 1 cuando r → 0+, ası́ que la función Jv se puede extender por una
función continua en [0,∞], esto definiendo Jν(0) = ĺımr→o+ Jν(r), para ν ≥ 0.

Si ϕ1 = ϕ1(r) y ϕ2 = ϕ2(r) son soluciones linealmente independientes de la ecuación
diferencial (A.1) en el intervalo (0,∞), entonces la solución general de la ecuación (A.1)
está dada por

y(r) = c1ϕ1(r) + c2ϕ2(r), r ∈ (0,∞),

con c1, c2 constantes. Un ejemplo sencillo en donde este fenómeno ocurre es la ecuación
diferencial

r2ϕ′′ + rϕ′ − ϕ = 0, r > 0.

La solución general de la ecuación anterior está dada por

ϕ(r) = c1r +
c2

r
, r > 0,

la cual no está definida para r = 0, porque esta variable se encuentra en el denominador
de un cociente.

Podemos notar, dado que la ecuación (A.1) es invariante bajo el signo de ν, que

J−ν(r) =
(r

2

)−ν∑
n≥0

(−1)n

n!Γ(n− ν + 1)

(r
2

)2n

, r > 0, ν ∈ R, ν /∈ N. (A.3)
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también es solución de la ecuación (A.1), sin embargo, el valor absoluto de la función
(A.3) diverge a∞ cuando r → 0+, esto pues el término (r/2)−ν/Γ(1 − ν), el cual es el
primer término de la serie, domina al resto y este tiende a ±∞ cuando r → 0+.

Se puede mostrar (ver el Teorema 5.1 de [4]) que una condición necesaria y suficiente para
que Jν y J−ν sean linealmente independientes, es que ν no sea entero. De esto se puede
deducir que la solución general de (A.1), cuando ν /∈ Z y solo cuando r ∈ (0,∞), esta se
puede expresar como una combinación lineal de (A.2) y (A.3), esto es

ϕ(r) = c1Jν(r) + c2J−ν(r), r > 0, ν ∈ R, ν /∈ Z.

A.1.1. Fórmulas recursivas

En esta parte se presentan algunas propiedades sobre las derivadas de las funciones (A.2)
y (A.3) las cuales se pueden expresar de forma recursiva.

Para evitar poner restricciones innecesarias, definiremos y denotaremos, para ν ∈ N, la
función de Bessel de primera especie de orden −ν como

J−ν(r) = (−1)νJν(r), r > 0, ν ∈ N.

Para r > 0 y ν ≥ 0 tenemos que las siguientes identidades son válidas:

d

dr

[
r−νJν(r)

]
= −r−νJν+1(r), (A.4)

y
d

dr
[rνJν(r)] = rνJν−1(r). (A.5)

Para probar la identidad (A.4) hay que derivar término a término la serie r−νJν(r), esto es

d

dr

[
r−νJν(r)

]
=

d

dr

∑
n≥0

(−1)n

22n+νn!Γ(n+ ν + 1)
r2n

=
∑
n≥0

2n(−1)n

22n+νn!Γ(n+ ν + 1)
r2n−1

= −r−ν
∑
n≥0

(−1)n

n!Γ(n+ ν + 2)

(r
2

)2n+ν+1

= −r−νJν+1(r).
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Similarmente, para probar la identidad (A.5) tenemos que

d

dr
[rνJν(r)] =

d

dr

∑
n≥0

(−1)n

22n+νn!Γ(n+ ν + 1)
r2n+2ν

=
∑
n≥0

2(n+ ν)(−1)n

22n+νn!Γ(n+ ν + 1)
r2n+2ν−1

= rν
∑
n≥0

(−1)n

n!Γ(n+ ν)

(r
2

)2n+ν−1

= rνJν−1(r).

Ası́ que podemos dar por verdaderas las identidades (A.4) y (A.5), las cuales se pueden
escribir de manera equivalente como

ν

r
Jν(r) + J ′ν(r) = Jν−1(r), y

−ν
r
Jν(r) + J ′ν(r) = −Jν+1(r),

y estas, al sumarlas resultan en

J ′ν(r) =
1

2
[Jν−1(r)− Jν+1(r)] , (A.6)

y al restarlas obtenemos

2ν

r
Jν(r) = Jν−1(r) + Jν+1(r). (A.7)

En [6] se muestra la validez de las identidades (A.4), (A.5), (A.6) y (A.7) para cualquier
ν ∈ R.

A.1.2. Ceros de las funciones de Bessel

Cuando consideramos ν ∈ N0 con N0 = N∪{0}, tenemos que Jν es una función analı́tica
en (0,∞) y que tiene una extensión analı́tica en R como una función par o impar depen-
diendo de la paridad de ν. En particular, para ν = 0 se puede ver (Ejemplo 2.13 de [4]) que
la función J0 tiene infinitos ceros aislados en (0,∞) los cuales se acumulan en infinito.
Los ceros de J0 los denotaremos por zj y estos se pueden acomodar como

z1 < z2 < . . . < zj < . . . ,
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y cumplen que zj → ∞ cuando j → ∞. Se puede mostrar (ver por ejempo [6]) que en
general, para ν ∈ R la ecuación Jν(r) = 0 tiene una infinidad de raı́ces positivas las cuales
forman una sucesión creciente

zν1 < zν2 < . . . < zνj < . . . ,

los cuales cumplen que zνj →∞ cuando j tiende a∞.

A.1.3. Funciones de Bessel de orden entero

Cuando consideramos que ν = m ∈ N, y consideramos la ecuación de Bessel de orden m

r2d
2ϕ

dr2
+ r

dϕ

dr
+ (r2 −m2)ϕ = 0,

la solución (A.2) toma la forma

Jm(r) =
(r

2

)m∑
n≥0

(−1)n

n!(n+m)!

(r
2

)2n

, r > 0, m ∈ N.

Las primeras funciones de Bessel de primera especie de orden entero tienen la forma

J0(r) =
∑
n≥0

(−1)n

(n!)2

(r
2

)2n

= 1− r2

22(1!)2
+

r4

24(2!)2
− r6

26(3!)2
+

r8

28(4!)2
+ . . .

J1(r) =
∑
n≥0

(−1)n

n!(n+ 1)!

(r
2

)2n+1

=
r

2
− r3

231!2!
+

r5

252!3!
− r7

273!4!
+

r9

294!5!
+ . . . ,

J2(r) =
∑
n≥0

(−1)n

n!(n+ 2)!

(r
2

)2n+2

=
r2

220!2!
− r4

241!3!
+

r6

262!4!
− r8

284!6!
+ . . . .

Como ejemplo ilustrativo, en la Figura A.1 podemos observar el comportamiento de estas
tres funciones para r ∈ [0, 20]. Una propiedad que se puede observar en la Figura A.1,
pero que se cumple para toda Jm con m ∈ N0 es que |Jm(r)| ≤ 1 para toda r ≥ 0.



72 APÉNDICE A. FUNCIONES DE BESSEL DE PRIMERA ESPECIE

0 2 4 6 8 10

-0.25

0

0.25

0.50

0.75

1.00

J0(r)

J1(r)

J2(r)

Figura A.1: Funciones Jm para distintos valores de m. (Gráficas elaboradas con Wolfram
Mathematica)

A.1.4. Series de Fourier-Bessel

Supongamos que ν ≥ 0, entonces las funciones Jν son acotadas (ver [6]), más aún, son
integrables (en el sentido de Riemann) en cualquier subintervalo finito de (0,∞). En esta
discusión nos restringiremos al intervalo (0, 1).

Teorema A.1.1. Supongamos que ν ≥ 0 y que zνn con n ∈ N son los ceros positivos
de Jν . Entonces el sistema Jν(zνnr) para r ∈ (0, 1) es un sistema ortogonal con función
de peso w(r) = r.

PRUEBA:
Para simplificar un poco la notación, supongamos que α y β son ceros positivos distintos
de Jν , denotemos u(r) = Jν(αr), v(r) = Jν(βr) y y = αr. Con esta notación tenemos
las siguientes identidades, las cuales surgen de la ecuación (A.1)

y2J ′′ν (y) + yJ ′ν(y) + (y2 − ν2)Jν(y) = 0,

α2r2J ′′ν (αr) + αrJ ′ν(αr) + (α2r2 − ν2)Jν(αr) = 0,

r2u′′ + ru′ + (α2r2 − ν2)u = 0. (A.8)

Y de manera análoga podemos obtener

r2v′′ + rv′ + (β2r2 − ν2)v = 0. (A.9)

Al restar (A.9) de (A.8) podemos eliminar el parámetro ν e identificar una derivada total,
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con lo cual obtenemos

d

dr
[r(u′v − uv′)] + (α2 − β2)ruv = 0.

Al integrar la expresión anterior obtenemos

0 = (α2 − β2)

∫ 1

0

rJν(αr)Jν(βr) dr,

lo cual muestra el teorema.

�

Retomando la notación y algunas expresiones de la prueba del resultado anterior, tenemos
al multiplicar por u′ la expresión (A.8) obtenemos

2r2u′u′′ + 2r(u′)2 + 2(α2r2 − ν2)uu′ = 0,

lo cual se puede expresar como

d

dr

[
r2(u′)2 + (α2r2 − ν2)u2

]
− 2α2ru2 = 0,

lo cual, al integrar sobre (0, 1) resulta en

(u′)2(1)− 2α2

∫ 1

0

ru2(r)dr = 0,

o, escrito de otra forma

(J ′ν)
2(α)− 2

∫ 1

0

rJ2
ν (αr)dr = 0,

por lo que, al considerar la norma de una función con peso w(r), ‖f‖2 =
∫ 1

0
f(r)2w(r)dr,

tenemos que

‖Jν(zνnr)‖2 =

∫ 1

0

rJ2
ν (zνnr)dr.

Ahora, supongamos que f es una función real (o compleja) tal que rf(r) es integrable
en (0, 1). Entonces definimos el n−ésimo coeficiente de Fourier-Bessel Cn respecto al
sistema considerado en el Teorema A.1.1) como

cn := 2 [Jν+1(νn)]−1

∫ 1

0

rf(r)Jν(zνnr)dr,



74 APÉNDICE A. FUNCIONES DE BESSEL DE PRIMERA ESPECIE

y definimos la serie de Fourier-Bessel de f respecto del sistema considerado en el Teore-
ma A.1.1) como

f(r) ≈
∑
n≥1

cnJν(zνnr). (A.10)

Resulta que el sistema Jν(zνnr) con r ∈ (0, 1) cumple la identidad de Parseval y, por
lo tanto, es un sistema completo y, si la función f es integrable, entonces la serie (A.10)
converge a f(r).

Sección A.2

Funciones esféricas

Consideremos la ecuación diferencial ordinaria

d

dr

(
r2dy

dr

)
+
(
r2 − n(n+ 1)

)
y = 0, (A.11)

donde n es un entero no negativo. Consideramos unicamente el caso n entero no negativo
pues con n de esa forma, las funciones de las que hablaremos son acotadas en r = 0.

Las funciones esféricas de Bessel de primera especie de orden n son soluciones de la
ecuación (A.11) y se pueden expresar en términos de las funciones cilı́ndricas de Bessel
de primer especie de orden n (ver la sección anterior). Definimos las funciones esféricas
de Bessel de primera especie de orden n, mediante esta relación, como sigue

jn(r) =

√
π

2r
Jn+1/2(r). (A.12)

Al tomar lı́mite a estas funciones cuando r → 0+ resulta que

jn(r)→ rn

1 · 3 · 5 · · · · · (2n+ 1)
,

con lo cual se puede notar que las funciones jn se pueden extender como una función
continua en [0,∞].

Aunque estas funciones parezcan un poco más complicadas que las funciones de Bessel
cilı́ndricas, resultan más sencillas debido al hecho que se pueden expresar con un número
finito de términos. Las primeras funciones esféricas de Bessel de primera especie, para
n = 0, 1, 2, 3, son

j0(r) =
sin(r)

r
,
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j1(r) =
sin(r)/r − cos(r)

r
,

j2(r) =
(3/r2 − 1) sin(r)− 3 cos(r)/r

r

j3(r) =
(1− 45/r2 + 105/r4) sin(r) + (10/r − 105/r3) cos(r)

r
.

En la Figura A.2 podemos observar el comportamiento de estas funciones en el intervalo
[0, 10].

0 2 4 6 8 10

-0.25

0

0.25

0.50

0.75

1.00

j0(r)

j1(r)

j2(r)

j3(r)

Figura A.2: Funciones esféricas de Bessel de primera especie de orden n = 0, 1, 2, 3.
(Gráficas elaboradas con Wolfram Mathematica)

Para estas funciones se cumple que |jn(r)| ≤ 1 para toda r ≥ 1 y toda n entero no
negativo.

A.2.1. Relaciones de recurrencia

Utilizando algunas fórmulas de recurrencia obtenidas en la sección anterior para las fun-
ciones de Bessel cilı́ndricas podemos deducir algunas identidades para las funciones esféri-
cas de Bessel.

Utilizando la fórmula (A.7) para la función Jn+1/2 tenemos que

2(n+ 1/2)

r
Jn+1/2(r) = J(n+1/2)−1(r) + J(n+1/2)+1(r)

2n+ 1

r
Jn+1/2(r) = Jn−1/2(r) + Jn+3/2(r),
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al multiplicar por
√

π
2r

de ambos lados de la última expresión anterior obtenemos la si-
guiente identidad para jn

(2n+ 1)jn(r)

r
= jn−1(r) + jn+1(r). (A.13)

Por otro lado, usando las identidades (A.6) y (A.7) se pueden mostrar las siguiente suce-
sión de identidades

j′n(r) =
1

2n+ 1
(njn−1(r)− (n+ 1)jn+1(r))

= jn−1(r)− n+ 1

r
jn(r) (A.14)

=
n

r
jn(r)− jn+1(r).

A.2.2. Ceros de las funciones esféricas de Bessel

Los resultados del apartado sobre los ceros de las funciones de Bessel cilı́ndricas se pueden
extender a las funciones esféricas de manera bastante directa usando la relación (A.12).
Comenzamos con n = 0, para lo cual, los ceros positivos ζj , j ∈ N se pueden acomodar
de la siguiente manera

ζ1 < ζ2 < . . . < ζj < . . . ,

y cumplen que ζj →∞ cuando j →∞.

De manera análoga, para n ∈ N se tiene que los ceros positivos ζn,j , j ∈ N, de jn(r)
satisfacen

ζn,1 < ζn,2 < . . . < ζn,j < . . . .

De manera análoga al apartado anterior, los resultados sobre series de Fourier-Bessel para
funciones cilı́ndricas de primera especie se pueden extender para funciones esféricas, solo
que en este caso la función de peso será w(r) = r2. La norma de jn(ζn,jr) se puede ob-
tener de manera parecida al caso de Jν(zn,jr) y la series de Fourier-Bessel para funciones
esféricas se definen similarmente a la series para funciones cilı́ndricas dadas en (A.10).
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