UNIVERSIDAD AUTONOMA DEL ESTADO DE HIDALGO
INSTITUTO DE CIENCIAS BASICAS E INGENIERIA

MAESTRIA EN CIENCIAS EN AUTOMATIZACION Y CONTROL

PROYECTO TERMINAL

OBSERVADOR DE ESTADO PARA MODELOS SIR CON RETARDOS

Para obtener el grado de
Maestro en Ciencias en Automatizacion y Control

PRESENTA

Ing. Jorge Antonio Hernandez Avila

Director:
Dr. Raul Villafuerte Segura

Codirector:
Dr. Juan Eduardo Velazquez Velazquez

Pachuca Hgo., México 27 de noviembre de 2022






Ing. Jorge Antonio Hernandez Avila

Observador de estado para

modelos SIR con retardos




UNIVERSIDAD AUTONOMA DEL ESTADO DE HIDALGO
lnst tuto de Cnenc:[as Basm:as e Ingenieria

Mineral de la Reforma Hidalgo, a 25 de noviembre de 2022

Numero de control: ICBI-AACyE/1510/2022
Asunto: Autorizacién de impresion de tema de tesis

MTRA. OJUKY DEL ROCIO ISLAS MALDONADO
DIRECTORA DE ADMINISTRACION ESCOLAR DE LA UAEH

El Comité Tutorial del nombre del producto que indique el documento curricular del programa
educativo de posgrado titulado “Observador de estado para modelos SIR con retardos”,
realizado por el sustentante Jorge Antonio Hernandez Avila con numero de cuenta 250186,
perteneciente al programa de la Maestria en Ciencias en Automatizacién y Control, una vez que se
ha revisado, analizado y evaluado el documento recepcional de acuerdo a lo estipulado en el articulo
110 del Reglamento de Estudios de Posgrado, tiene a bien extender la presente.

AUTORIZACION DE IMPRESION

Por lo que el sustentante debera cumplir con los requisitos del Reglamento de Estudios de Posgrado
y con lo establecido en el proceso de grado vigente.

Atentamente
“Amor, Orden y Progreso”

Dr. Raul Viltafuerte Segura Dr. Juan Eduardo Velézquez Velazquez
Director de Tesis Codirector de Tesis
Comité Tutorial ‘

Dr. Omar Jacobo Santos Sanchez Presidente UAEH /ﬁ‘
Dr. Eduardo Cornejo Velazquez Secretario UAEH - i’l
Dr. Raul Villafuerte Segura Vocal 1 UAEH
Dr. Juan Eduardo Velazquez Velazquez Vocal 2 UPIIH-IPN
Dr. Roberto Avila Pozos Vocal 3 UAEH f\i\'“\(;\

Ciudad del Conocimiento
Carretera Pachuca-Tulancinge km 4.5 Colonia
Carboneras, Mineral de la Reforma, Hidalgo,
Mexico. C.P. 42184

Teléfono: +52 (771) 71720 00 ext. 2250, 2251
Fax 2108
aacye_ichi@uaeh.edu.mx

www.uaeh.edu.mx

WORLD
UNIVERSITY
RANKINGS




El presente trabajo, fruto del esfuerzo de dos anos,
estd dedicado a mis padres y hermanos,

quienes me han educado y ensenado,

me han brindado su carino y comprension,

han estado conmigo en los buenos y malos momentos,
y me han dado los medios para concluir

de manera exitosa todos mis proyectos.

Por todo eso y mucho mads, gracias.



Gracias a

CONACYT por la beca de Maestria
otorgada durante el periodo

Agosto 2020 - Julio 2022.

CITIS-UAEH, por la formacién académica
brindada durante el posgrado y el
apoyo para la realizacion de la presente

memoria de tesis.



Agradecimientos

Agradezco primeramente a Dios por brindarme la oportunidad de estudiar un posgrado en
una de las mejores instituciones del pais, ademas de darme la oportunidad de superar y

afrontar los retos que esto conlleva, asi como guiar mi camino hacia la investigacion.

Agradezco a mis padres por su apoyo incondicional a lo largo de mi desarrollo profesional
y personal, por darme animos en los malos y buenos momentos, por apapacharme cuando
lo necesite, por acompanarme en todas las noches de desvelo y siempre procurar darme
lo mejor de ellos para superarme y ser una mejor persona dia con dia. Pero sobre todo
por brindarme y ensenarme los valores y virtudes que poseen. También, agradezco a mis
hermanos por ser siempre ser un ejemplo a seguir, por enseniarme que la vida no es facil
y que cuando algo se quiere, siempre se puede alcanzar, siempre y cuando se luche por
obtenerlo, y también por siempre ponerme los pies en la tierra y guiar mi camino cuando
fue necesario. En especial agradezco a mi hermano, por brindarme la oportunidad de poder
ser tio por primera vez, por darme la oportunidad de saber lo que es cuidar a alguien
desde su nacimiento y verlo crecer todos los dias, por darme a alguien a quien amar, guiar
y ensenar, pero sobre todo por darme un motivo por quien luchar todos los dias.

Agradezco a CONACYT por el apoyo otorgado para sustentar mis estudios a lo largo
de dos anos y por la confianza brindada para la realizacion de un posgrado. Asi como a
la Universidad autonoma del Estado de Hidalgo por permitirme continuar ser parte de
su institucién, donde fue posible conocer a excelentes personas del cuerpo académico y
estudiantil.

Agradezco a mi director de tesis el Dr. Ratl Villafuerte Segura y codirector el Dr. Juan
Eduardo Veldzquez Veldzquez quienes creyeron en mi para la realizacion de esta tesis y
por ser mis guias durante su realizacion, ademas de brindarme las bases necesarias para

un correcto desarrollo profesional.

Agradezco a mis sinodales quienes siempre apoyaron este tema de tesis, proporcionando

comentarios que ayudaron a fortalecer el presente trabajo.

Por tultimo, agradezco a mis companeros Giovanni, Francisco y David, por siempre
confiar en mi y darme dnimos cuando los necesite, por hacer el posgrado mas ameno, por

el apoyo para el desarrollo de esta tesis y por convertirse en mis amigos.






Resumen

En este trabajo se propone un modelo matemético no lineal con retardos tipo SIR para
describir la dindmica compartimental de enfermedades infecciosas, ademés se presenta
el diseno y la convergencia de observadores de estado no lineales con retardos para la
reconstruccion de compartimentos poblacionales no reportados por la Organizacion Mundial
de la Salud (OMS) durante la pandemia de la COVID-19. Para este fin, se realiza una
recopilacion de los modelos mateméaticos epidemioldgicos mas empleados en la historia
de la humanidad, centrando la atencién en los modelos tipo SIR. Los modelos tipo SIR
son modelos epidemioldgicos que agrupan al total de la poblaciéon en compartimentos
poblacionales de Susceptibles, Infecciosos y Removidos.

En el modelo con retardos propuesto se contemplan los tiempos muertos de incubacién,
recuperacion y pérdida de inmunidad por haber adquirido la enfermedad. Mientras que
para la reconstruccién/estimacién de los compartimentos no reportados, se presenta el
diseno de tres observadores empleando técnicas como el algebra de Lie y cambios de
variables para la obtenciéon de una parte nominal lineal. La convergencia del error de
observacion se asegura mediante un analisis empleando funciones de Lyapunov y funcionales
de Lyapunov-Krasovskii.

Finalmente, el modelo y los observadores propuestos son validados mediante simulacio-
nes (Simulink-Matlab) empleando los datos compartimentales poblacionales de Infecciosos,
reportados por la OMS para la actual pandemia de la COVID-19 en México. La estimacion
de los datos poblaciones compartimentales no reportadas son el nimero de Susceptibles y
Removidos.






Abstract

In this thesis, a nonlinear mathematical SIR-type model with delays is proposed to
describe the compartmental dynamics of infectious diseases. The design and convergence
of nonlinear state observers with delays are presented for reconstructing population
compartments unreported by the World Health Organization (WHO) during the COVID-
19 pandemic. To this end, a compilation of the most used mathematical epidemiological
models in the history of humanity is made, focusing on SIR-type models. The SIR-
type models are epidemiological models that group the total population into population
compartments of Susceptible, Infectious, and Removed.

In the proposed model with delays, the dead times of incubation, recovery, and loss of
immunity due to acquiring the disease are contemplated. While for the reconstruction/
estimation of the unreported compartments, the design of three observers is presented
using techniques such as the Lie algebra and variables changes to obtain a nominal linear
part. The convergence of the observation error is ensured by an analysis using Lyapunov
functions and Lyapunov-Krasovskii functionals.

Finally, the model and the proposed observers are validated through simulations(Simulink-
Matlab) using the compartmental population data of Infectious reported by the WHO
for the current COVID-19 pandemic in Mexico. The unreported data compartmental

populations are estimated as the number of Susceptible and Removed.
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Glosario

Brote Epidémico. Ocurrencia de dos o més casos asociados epidemiolégicamente
entre si. La existencia de un caso tnico bajo vigilancia en un area donde no existia

el padecimiento se considera también un brote [1].

Cuarentena. Consiste en restringir el movimiento de las personas sanas que pueden

haber estado expuestas al virus, pero no estén enfermas [1].

Enfermedad Infecciosa. Enfermedad provocada por un agente infeccioso reciente-
mente identificado y anteriormente desconocido, capaz de causar problemas de salud

ptblica a nivel local, regional o mundial [2].

Epidemiologia. Estudio de la frecuencia y distribucién de los eventos de salud y de
sus determinantes en las poblaciones humanas, y la aplicacion de este estudio en la
prevencion y control de los problemas de salud. [1].

Epidemia. Aumento inusual del nimero de casos de una determinada enfermedad en

una poblacién especifica, en un periodo de tiempo determinado [2].

Endemia. Presencia constante o la prevalencia habitual de casos de una enfermedad o
agente infeccioso en poblaciones humanas dentro de un area geogréfica determinada
[2].

Pandemia. Propagacién mundial de una nueva enfermedad |[2].

Individuo Susceptible. Es aquella persona propensa a adquirir una enfermedad al

tener contacto con una persona infecciosa [3].

Individuo Infeccioso. Es aquella persona capaz de transmitir la enfermedad a una

persona susceptible al tener contacto con ella [3].

Individuo Removido. Es aquella persona que tuvo la infeccién pero ya no es capaz

de transmitir la enfermedad, y en ocasiones adquiere inmunidad [3].

Modelo Matematico. Es una representacién simplificada, a través de ecuaciones,
funciones o formulas matematicas, de un fenémeno o de la relacién entre dos o mas

variables [4].

Modelo SIR. Es un modelo matematico de compartimentos donde la poblacién
bajo estudio se divide en tres clases epidemiolégicas (Susceptibles, Infecciosos y
Removidos) y se describe la interaccién entre ellas [5].
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= Niumero Reproductivo Basico. Es el niimero esperado de casos secundarios que
un individuo infeccioso producira en una poblacién completamente susceptible y
caracteriza el riesgo de propagacién de una enfermedad infecciosa [6].

= Periodo de Latencia. Tiempo que transcurre desde la exposicion al agente hasta el

momento en que la persona puede transmitir la enfermedad [1].
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Notacion

S(t): Poblacién de individuos susceptibles.
I(t): Poblacién de individuos infectados.

R(t): Poblacién de individuos removidos.

E(t): Poblacién de individuos expuestos.

N: Total de la poblacién.

[: Tasa media de transmision de la enfermedad.

~: Reciproco del tiempo promedio de recuperacién de la enfermedad.
w: Tasa media de mortalidad natural.

11: Tasa media de mortalidad por infeccion.

a: Reciproco del tiempo promedio de pérdida de inmunidad de la enfermedad.
Ro: Numero reproductivo basico.

R.: Numero efectivo de reproduccion.

T, T1, To, T3, T4, T, Te: Efecto de retardo en el tiempo.

Aw: Valores propios de la matriz WW.

So: Condicién inicial de la poblacién de susceptibles.

Iy: Condicién inicial de la poblacién de infectados.

Ry: Condicion inicial de la poblacién de recuperados.

Sy: Condicién inicial del observador para la poblacién de susceptibles.
Iy: Condicién inicial del observador para la poblacion de infectados.
]%0: Condicién inicial del observador para la poblacién de recuperados.
K1, Ko, b: Constantes positivas.

l|6||n: Norma h.

u, z, w: Funciones continuas no decrecientes.

R™: Espacio vectorial.

C: Conjunto de funciones continuas.

||.||c: Norma continua.



Capitulo 1

Introduccion

A lo largo de su historia, la humanidad ha enfrentado diversas afectaciones a su salud,
una de las mas temibles son aquellas que tienen que ver con enfermedades infecciosas.
Estas, segin su propagacién, se suelen clasificar en brote, epidemia o pandemia. Se cataloga
como brote epidémico a aquella aparicion repentina de una enfermedad debida a una
infeccién en una localidad especifica y en un momento determinado. Es epidemia cuando
una enfermedad se propaga activamente debido a que el brote se descontrola y se mantiene
durante algtin tiempo en un pais o en una area geografica concreta. Mientras que, para que
se pueda denominar pandemia, segin la Organizaciéon Mundial de la Salud (OMS), se deben
cumplir como minimo dos criterios: 1) el brote epidémico afecte a mas de un continente y 2)
los casos de cada pais ya no sean importados sino provocados por trasmisién comunitaria
[7]. Sin duda, ademés del impacto sanitario, provocado por las enfermedades infecciosas,
también se presentan afectaciones en los ambitos econdémicos, sociales y emocionales, por
mencionar algunos [8, 9, 10, 11]. De manera que, el conocer y el prevenir este tipo de
afectaciones es de vital importancia, porque se pueden desarrollar medidas o estrategias
de accién preventiva que mitiguen el dano de dichos impactos. Caso particular de una
enfermedad infecciosa, es la COVID-19, la cual se toma como caso de estudio para la
aplicacion de los productos obtenidos en esta tesis.

Una de las herramientas mas comunmente utilizadas para reducir estos impactos
y describir la dindmica de propagacién de una enfermedad infecciosa para determinar
estrategias/decisiones, es conocida como modelo matematico. Con un modelo mateméatico
se puede mejorar la comprensién de la enfermedad y con base al comportamiento obtenido
del modelo, se pueden implementar intervenciones para tratar de reducir la tasa de
transmisién de dicha enfermedad o se pueden tomar decisiones a corto o largo plazo, las
cuales favorezcan en el control o erradicacién de la enfermedad [12]. Al hablar de modelos
matematicos, existe variedad de ellos, los cuales se diferencian de acuerdo al nimero de
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compartimentos incluidos en su andlisis, entre los mas conocidos se encuentran los tipo S,

SIS, SIR, SIRS, SEIR, SEIRS, por mencionar algunos [5, 13, 14, 15].

En general, en ingenieria de control se busca resolver los problemas de regulacion
y seguimiento de trayectoria; y comunmente se asume que las mediciones del vector
de estado estan disponibles. Sin embargo, esta suposicion es bastante restrictiva puesto
que solo algunas variables de estado estan disponibles. Por ejemplo, al emplear modelos
epidemiologicos compartimentales, existen algunas dindmicas de las cuales dependiendo el
modelo, no se cuenta con informacién reportada por las organizaciones de salud. Por lo
que, el diseno de observadores para estimar las variables de estado no medidas es una tarea
recurrente, ya que el observador proporciona una estimacion del estado, la cual converge
asintoticamente al estado real del sistema [16].

Es por ello, que en este trabajo se analiza la convergencia del error del observador
en comparaciéon con el modelo original, es decir, de los modelos epidemiolégicos SIR
(Susceptibles, Infecciosos y Recuperados), los cuales son modelos no lineales, utilizados
para describir el comportamiento de la dinamica de propagaciéon de una enfermedad
infecciosa. El modelo tipo SIR entre los modelos mateméticos epidemioldgicos previamente
mencionados, ha tenido un papel crucial [12]. Al hablar de modelos no lineales, es bien
sabido que se presentan algunos fenémenos, tales como: multiples puntos de equilibrio,
bifurcaciones, ciclos limite, caos, escape en tiempo finito, entre otros, los cuales se deben
tomar en consideracién cuando se emplean estos modelos [17]. La importancia de los
sistemas con retardos esta en una amplia gama de problemas fisicos que pueden ser
representados a través de estos sistemas: procesos quimicos, aplicaciones automotrices,
teleoperacién, sistemas bioldgicos. Dado que las enfermedades infecciosas por su naturaleza
presentan retardos, es por ello que estos deben ser considerados en el disenio de los modelos
matematicos epidemioldgicos.

A lo largo de la historia, han surgido numerosas pandemias, las cuales difieren en su
comportamiento. Por lo que han surgido cambios en algunos modelos matematicos epide-
mioldgicos para tratar de describir su comportamiento dindmico. Pero existe un problema,
estos modelos por si solos no son capaces de describir correctamente el comportamiento di-
namico de una enfermedad, debido al desconocimiento de algunas dindmicas poblacionales
consideradas en los modelos. Sin embargo, para cubrir la falta de informacién en estos
modelos, se pueden emplear herramientas del area de control tales como los observadores
de estado, ya que es bien sabido que el objetivo principal de la sintesis de un observador es
la reconstruccién completa del estado del sistema. El diseno de observadores para modelos
tipo SIR con retardos puede coadyuvar a describir de mejor manera el comportamiento
dinamico de una enfermedad y con ello desarrollar acciones que permitan su erradicacién.
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1.1. Planteamiento del problema

En la actualidad el erradicar o controlar una pandemia se ha convertido en una
necesidad para la comunidad cientifica y organizaciones de la salud. Dado que estas
provocan importantes afectaciones en distintos ambitos, tales como econémicos, sociales,
emocionales, por mencionar algunos. Para poder mitigar dichos impactos y en el mejor de
los casos apoyar a erradicar la propagacion de una enfermedad infecciosa, es necesario el
empleo de herramientas que ayuden a tener un mejor entendimiento de su propagacion,
tales como los modelos matemaéticos epidemiolégicos tipo SIR con y sin retardos. Pero
existe un problema, estos modelos por si solos no son capaces de describir correctamente
el comportamiento dindmico de una enfermedad, debido al desconocimiento de algunas
dinamicas poblacionales consideradas en los modelos. Algunas organizaciones, como la
Organizacion Mundial de la Salud, proporciona tnicamente informaciéon de los casos
confirmados, por lo que al emplear este tipo de modelos se desconocen las poblaciones
de Susceptibles y Recuperados. Sin embargo, para cubrir la falta de informacion en estos
modelos, se pueden emplear herramientas del area de control tales como los observadores
de estado, ya que es bien sabido que el objetivo principal de la sintesis de un observador es
la reconstruccion completa del estado del sistema. El diseno de observadores para modelos
tipo SIR con retardos puede coadyuvar a describir de mejor manera el comportamiento
dinamico de una enfermedad y con ello desarrollar acciones que permitan su erradicacién, al
reconstruir aquellos compartimentos poblacionales de los que no se cuente con informacion.

1.2. Justificacion

El estudio del comportamiento dinamico de las enfermedades infecciosas, se ha con-
vertido en una tarea recurrente entre los investigadores y las organizaciones de la salud,
debido a que es dificil poder modelar el comportamiento de una enfermedad de forma
matematica. Para lo cual, ha nacido un interés sobresaliente por el empleo de modelos
matematicos epidemioldgicos del tipo SIR, los cuales tienen un papel crucial entre las
investigaciones [12, 18, 19]. Mas atin, en el modelado dindmico del comportamiento de
una enfermedad infecciosa, es comin considerar retardos, debido a los tiempos no triviales
asociados a los periodos de incubacién y/o los tiempos muertos en el monitoreo de la
poblacién, por mencionar algunos [20]. Debido a que es indispensable contar con informa-
cién de la dindmica real de una enfermedad infecciosa para poder obtener una correcta
descripcion de su comportamiento por medio de la utilizaciéon de modelos matematicos y
en ocasiones dicha informacién no es reportada por las organizaciones de la salud. Surge la
necesidad de disenar un observador de estado para reconstruir las dinamicas no reportadas,
es decir las dinamicas de Susceptibles y Removidos, utilizando la informacién disponible
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correspondiente a la poblacion de Infecciosos, esta ultima reportada por la OMS. El diseno
de un observador tiene la finalidad de poder en el mejor de los casos coadyuvar a la
prevencion de brotes epidemioldgicos o a la concepcion de sistemas de alerta sanitaria
temprana, gracias a que son una herramienta clave para la toma de decisiones [21].

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Disenar observadores para sistema SIR con y sin retardos, empleando funcionales
de Lyapunov-Krasovskii de tipo reducido y/o funciones de Lyapunov para analizar la
convergencia de la dinamica del error de observacion.

1.3.2. Objetivos especificos

1. Realizar una busqueda en literatura especializada sobre modelos SIR sin y con retar-
dos para entender la interaccion entre cada compartimento y conocer su aplicacién
en la epidemiologia matematica.

2. Realizar simulaciones numéricas empleando modelos tipo SIR sin y con retardos,
para comprender la relacion existente entre los pardmetros incluidos en los modelos
y como afectan en la dindmica compartimental.

3. Disenar un modelo matematico tipo SIR con tres retardos que incorpore la pérdida
de inmunidad de la poblacién recuperada y que satisfaga las caracteristicas necesarias
del diseno de modelos SIR.

4. Redactar articulos en donde se apliquen modelos SIR sin y con retardos a la pandemia
de la COVID-19, con la finalidad de comparar estos modelos contra datos reales.

5. Estudiar los criterios béasicos sobre el disenio de observadores para sistemas no
lineales mediante un estudio en literatura especializada, con la finalidad de disenar
observadores para modelos tipo SIR sin o con retardos, y validar los conocimientos
adquiridos por medio de la escritura de un manuscrito.

6. Entudiar los resultados bésicos sobre sistemas con retardos empleando el enfoque de
Lyapunov-Krasovskii, para analizar la convergencia del error de observacion obtenida
entre los modelos y observadores disenados.



1.5 Organizacion 5

7. Redactar un articulo en donde se apliquen observadores de estado para modelos SIR
sin y con retardos a la pandemia de la COVID-19, con la finalidad de reconstruir los
compartimentos poblacionales no reportados por las organizaciones de la salud.

1.4. Productos obtenidos

Participacién en el Primer Encuentro Garza de Jévenes Investigadores “Unidos contra
el COVID-19, el nuevo cisne verde”, con el manuscrito titulado “Cémo coadyuvan los
modelos matematicos a entender y combatir a la COVID-19", el cual fue seleccionado
para ser publicado en Padi Boletin Cientifico de Ciencias Bésicas e Ingenierias del
ICBI.

Publicacion en el marco del “IX Congreso Internacional de Robética y Computacion
2022 (CIRC 2022)”, organizado por el El Instituto Tecnolégico de La Paz, México.
Con el manuscrito titulado “Estudio de la pandemia COVID-19 en México usando
un modelo compartimental con retardos”.

Publicaciéon del manuscrito titulado “Modelos matematicos compartimentales para
describir la dindamica de la transmision de la COVID-19”, en Nova Scientia Revista
de Investigacion de la Universidad De La Salle Bajio.

Escritura de un articulo para revista indexada al JCR.

1.5. Organizacion

La organizacion de esta tesis es como sigue. En el Capitulo 2, se presentan los resultados
preliminares, donde se incluyen los modelos matematicos epidemioldgicos tipo SIR, con y
sin retardos, mas empleados para modelar las dinamicas poblacionales de enfermedades
infecciosas, asi como algunos conceptos importantes que se deben considerar para el
diseno de observadores, ademas de incluir la teoria necesaria para realizar el andlisis de
estabilidad de sistemas con y sin retardos. Mientras que en el Capitulo 3, como aportacién
sustancial, se propone un modelo matematico tipo SIR que contempla los tiempos muertos
de incubacion, recuperacion y pérdida de inmunidad por haber adquirido la enfermedad.
Asi como el diseno de observadores y analisis de convergencia del error de observacién para
algunos modelos tipo SIR con y sin retardos. En el Capitulo 4 se presentan simulaciones
de algunos modelos matematicos epidemioldgicos tipo SIR, incluido el propuesto con tres
retardos para aproximar las curvas poblacionales de la COVID-19 en México, asi como
simulaciones de los observadores disenados alimentados con datos reales. Finalmente, en el
Capitulo 5 se dan las conclusiones obtenidas del presente trabajo de investigacion.






Capitulo 2

Resultados preliminares

En este capitulo se presenta teoria asociada a sistemas lineales sin y con retardos, asi
como los teoremas de Lyapunov y Lyapunov-Krasovskii para analizar la estabilidad de
estos sistemas. Ademads, se incluye teoria del diseno de observadores de estado, asi como
algunos modelos matematicos epidemiolégicos del tipo SIR, con retardos y sin retardos,
en donde se presentan sus principales caracteristicas y los pardametros que cada unos de
ellos toman en consideracion para su analisis.

2.1. Sistemas libres de retardos

Considere un sistema compuesto por un nimero finito de ecuaciones diferenciales
ordinarias acopladas no lineales controladas como sigue:

21(t) =f1(@1(t), -y 2n (1), wa(t), .., up(t)),
a(t) =fo(@1(t), ooy Tnt), us (), ..., uy (1)),

| (2.1)
T (1) =fo(21(1), s 2a(l), wa (1), .., up(1)),

donde #;(t) es la derivada de z;(t) con respecto al tiempo, y u; (%), ..., u,(t) son las variables
de entrada [17]. Las variables 1, ..., x,, se conocen como variables de estado. Reescribiendo
al sistema de ecuaciones (2.1), se obtiene la siguiente representacién

2(t) =f(x(t), ult)), (2.2)

donde (2.2) es la ecuacién de estado, refiriendo a z(t) como el estado y u(t) la entrada del
sistema. Algunas veces, se considera otra ecuacion, dada por

y(t) =h(x(t), u(t)), (2.3)
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la cual es asociada con la ecuacién (2.2), definiendo asi un vector de salida que comprende
variables de particular interés en el andlisis del sistema dindmico (por ejemplo, variables
que pueden medirse fisicamente o que deben comportarse de una manera especifica). El
sistema conformado por las ecuaciones (2.2) y (2.3), se conoce como una representaciéon de
espacio estado de un sistema no lineal, donde (2.3) es la ecuacién de salida con respecto a
la ecuacién (2.2). Sin embargo, en la literatura existen sistemas no lineales sin entrada de
control u, por lo que para este caso su representacion en espacio estado es

2(t) = f(x(t)). (2.4)

Un concepto importante al tratar con la ecuacion de estado es el concepto de punto de
equilibrio.

Definicién 2.1 (Punto de equilibrio). [22] Se dice que un punto x = x* en el espacio de
estados es un punto de equilibrio de un sistema de la forma (2.4) si tiene la propiedad de
que siempre que el estado del sistema comience en x*, este permanecerd en x* para todo el
tiempo futuro.

En sistemas lineales, el equivalente a las ecuaciones (2.2) y (2.3) es de la forma siguiente:

1(t) =Ax(t) + Bu(t),
y(t) =Cxz(t) + Du(t),

donde A, B, C'y D son matrices no variantes en el tiempo de dimensiones n x n, n X p,
g X ny qx p, respectivamente [23, 24]. Como es bien sabido, un sistema se dice que
es no lineal si no cumple con la propiedad de superposicién y homogeneidad [23]. Para
poder analizar la convergencia de sistemas libres de retardo a un punto de equilibrio, en el
siguiente apartado se presenta el teorema de estabilidad en el sentido de Lyapunov.

2.2. [Estabilidad en el sentido de Lyapunov

En este apartado se presenta el teorema de estabilidad en el sentido de Lyapunov para
sistemas libres de retardos, ya que es indispensable para el estudio de estabilidad. Para
ello, considere un sistema lineal auténomo de la forma

i(t) = Ax(t), (2.5)

donde A € R™" es la matriz de estado, xz(t) € R™ es el estado del sistema [17].
En 1892, Lyapunov mostré que existen funciones basadas en la energia que podian
ser utilizadas para determinar la estabilidad de un punto de equilibrio. Sea v : D — R
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una funcién continuamente diferenciable definida en el dominio D C R™ que contiene al
origen. La derivada de v a lo largo de las trayectorias del sistema, denotada por v, es
dependiente del sistema (2.5). Por lo que, © es diferente para sistemas diferentes. Si ¢(¢, x)
es la solucién del sistema (2.5) que comienza en el estado x en el tiempo ¢t = 0, entonces

i(x)

= 2 v(0(t 7))o -

Si © es negativa, 0 serd decreciente a lo largo de la solucién de (2.5). Razén por la cual
surge el siguiente teorema de estabilidad de Lyapunov.

Teorema 2.1 (Estabilidad de Lyapunov). [17] Sea x = 0 un punto de equilibrio para el
sistema (2.5) y D C R™ sea un dominio que contiene a x = 0. Sea v : D — R una funcidn
continuamente diferenciable tal que

v(0)=0 y wv(x) >0,
v(x) <O0.
Entonces, x = 0 es estable. Es mas, st
0(x) <0,
entonces x = 0 es asintéticamente estable.

Sin embargo, el Teorema 2.1 sirve para analizar la estabilidad de sistemas libres de
retardo, pero cuando se desea trabajar con sistemas retardados es necesario utilizar otro
enfoque. Para lo cual, en el siguiente apartado se parte de describir a los sistemas con
retardos.

2.3. Sistemas con retardos

En este apartado se presentan conceptos fundamentales referentes a sistemas con
retardos. Considere un sistema retardado de la forma siguiente

i(t) = Z Aix(t — 1), (2.6)

donde A; representa las matrices del sistema, y 7; > 0 es el tiempo de retardo (es un nimero
real), el cual siempre debe ser positivo. La forma general de un sistema de ecuaciones
diferenciales retardadas es

2(t) = f(t,21), (2.7)
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donde z(t) e R"y f : R x C — R" con C = C([—7,0],R"). Aqui, C es el conjunto de
funciones continuas mapeando el intervalo [—7,0] a R". De este tipo de sistemas, si se
desea saber que ocurre en t = 0, es necesario conocer lo que paso en todo el intervalo
contenido entre los puntos z(0) y xz(—7). Similarmente para calcular x en el instante de
tiempo t = @, es decir conocer la solucion en el intervalo 0 < 6 < 7, es necesario conocer
todo lo que paso desde —7 < # — 7 < 0, caso contrario la solucién no puede ser generada.
En otras palabras se necesita especificar el valor de () para todo el intervalo —7 < 6 < 0,
que se conoce como condicion inicial

z(0) = ¢(0), 0¢€[-7,0],

con una funcién continua dada ¢ : [—7,0] — R. Una vez que la condicién inicial es dada,
la solucion esta definida. Para poder analizar la convergencia a un punto de equilibrio de
sistemas con retardos, en el siguiente apartado se presenta el teorema de estabilidad en el
sentido de Lyapunov-Krasovskii, el cual sirve para este fin.

2.4. Estabilidad en el sentido de Lyapunov-Krasovskii

De la misma manera que en los sistemas libres de retardo, el método de Lyapunov es
un enfoque efectivo para determinar la estabilidad de un sistema. Para un sistema sin
retardo, este método consiste en la construccién de una funcién de Lyapunov v(t, z(t)),
la cual es de alguna manera, una medida que cuantifica la desviacién del estado x(t) de
la solucién trivial 0. Para los sistemas libres de retardo, el estado x(t) es necesario para
especificar la evolucién futura del sistema en el tiempo ¢, debido a que en un sistema con
retardo el estado en el tiempo t es requerido con el mismo propdsito, este estado esta
representado por z(6) en el intervalo 6 € [t — 7, ], es natural esperar que para un sistema
con retardos la funcién de Lyapunov es en realidad una funcional v(t, z;) dependiente de
x4, la cual también es una medida de desviacién de z; de la solucién trivial 0. Tal funcional
es conocida como la funcional de Lyapunov-Krasovskii.

Especificamente, sea v(t, ¢) diferenciable, y siendo (7, ¢) una solucién de (2.6) en el
tiempo t con condiciones iniciales x; = ¢. Es posible calcular la derivada de la funcional
v(t,z(t)) con respecto a t y evaluarla en el instante ¢t = 7. Esto da lugar a

d
(T, 0) = %U@’ xy)

=7, x=¢

, 1
:AlirgosupE[U(T + At 2y pi(T, 0)) — (7, 9)].

Intuitivamente, una © no positiva indica que x; no crece conforme crece t, lo cual
significa que el sistema es estable [25]. Una declaracién més precisa de esta observacién es
enunciada en el siguiente teorema.
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Teorema 2.2 (Estabilidad de Lyapunov-Krasovskii). [26, 27] Suponga que f : R X
C[—7,0] — R"™ dada en (2.7) mapea R x C[—7,0] hacia el conjunto acotado de R™,
y que u, z y w : Ry — Ry son funciones continuas no decrecientes, u(s) y z(s) son

positivas para toda s > 0, y u(0) = 2(0) = 0. Si existe una funcional diferenciable continua
v:R x C[—7,0] = R tal que

u([¢(0)]]) < v(t, ¢) < z(l[¢lle), @ =9,

ot ¢) < —w(||o(0)]]),
entonces la solucion trivial de (2.6) es uniformemente estable. Si w(s) > 0 para s > 0,

entonces es uniforme asintéticamente estable. Si, ademds, el limu(s) = 0o, entonces la
S$—00

solucion es global uniforme asintoticamente estable.

Definicién 2.2 (Norma continua). [25] Para una funcion ¢ € C([t — 7,t],R"), se define la
norma continua ||.||. por

9]l = max [|o(6)]].

oelt—,t]

Para analizar la estabilidad exponencial de sistemas con retardos, se enuncia el siguiente
teorema.

Teorema 2.3 (Estabilidad exponencial). [28] La solucion trivial del sistema (2.7) es
exponencialmente estable, si existe una funcional v(t,¢) positiva definida, tal que se
satisfacen las condiciones siguientes.

1. Existen dos constantes positivas k1 Yy ks, tales que
sl|@(0)|> < v(t, ¢) < koll@ll7, para t>0.

2. La funcional es diferenciable a lo largo de las trayectorias del sistema, y existe una
constante positiva b, tal que

0(t, xy) + 2bv(t, ) < 0.

Observacién 1. Es bien sabido que la estabilidad exponencial del sistema (2.6) es equivalente
a la estabilidad asintdtica del mismo, ver [28].

Observacion 2. Es importante mencionar, que para poder aplicar los Teoremas 2.1, 2.2 y
2.3 a los modelos tipo SIR que son de naturaleza no lineal, es necesario utilizar herramientas
como el dlgebra de Lie y/o transformaciones por cambio de variable, por mencionar algunas,
para llevar el sistema no lineal a uno con parte nominal lineal y poder aplicar la teoria de
sistema lineales a este tipo de modelos epidemiologicos.
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Una vez presentada la teoria necesaria para el andlisis de estabilidad de sistemas con y
sin retardos, en la siguiente seccién se presenta una recopilacion de observadores de estado
para sistemas lineales.

2.5. Observadores de estado lineales

En esta seccién se presentan algunos observadores comunmente utilizados para sistemas
lineales. Es bien sabido que el objetivo principal de la sintesis de un observador es la
reconstruccion completa del estado del sistema. En el caso de sistemas lineales, es facil ver
que el observador es una copia del sistema original con un término de correccion dado por
el error de salida. Por lo que, si las salidas coinciden, las trayectorias del sistema original y
del sistema de observacion son las mismas. Dependiendo del niimero de estados observados,
el observador es de orden completo o reducido [29]. Un observador de estado de orden
completo capta todas las variables de estado del sistema, sin importar si algunas estan
disponibles por medicion directa. Mientras que, si se estiman menos de n variables de
estado, donde n es la dimension del vector de estado, se denomina observador de estado
de orden reducido o, simplemente, un observador de orden reducido [30]. En la literatura
se ha estudiado un problema de estimacién distribuida para sistemas lineales utilizando
dos enfoques, los cuales se pueden clasificar en dos ramas principales conocidas como: 1)
técnicas basadas en filtros de Kalman y 2) técnicas basadas en observadores. Los primeros
han sido estudiados en [31, 32, 33, 34], donde el sistema observado se separa en varios
subsistemas interconectados. Aqui, cada estimador local es de orden reducido y solo estima
una parte del vector de estado.

Por otro lado, el enfoque de observadores se estudia en [35, 36, 37|, en donde se construye
un observador de estado aumentado para proyectar el problema de estimacion distribuida
como el problema de disenar un controlador estabilizador, usando la nocién de modos
fijos. Sobre la base de la descomposicién candnica observable de Kalman, los observadores
locales de Luenberger en cada nodo se construyen en [38, 39, 40]. El observador reconstruye
una determinada parte del estado tinicamente mediante el uso de sus propias medidas
y utiliza la dindmica de consenso para estimar las partes no observables del estado en
cada nodo. Especificamente, en [41] se disefian dos ganancias del observador para lograr la
estimacion del estado distribuido, una para mediciones locales y la otra para el intercambio
de informacién. Ademas, en la literatura existen trabajos que estudian el problema del
observador distribuido para sistemas lineales invariantes en el tiempo (SLIT) observados
por una red de observadores de Luenberger para estimar asintéticamente el estado completo
del sistema observado [42]. Es claro que en la literatura existe una amplia cantidad de
investigaciones enfocadas a observadores lineales, sin embargo también existen algunas
relacionadas al tipo no lineal. Es por ello que en el siguiente apartado, se da un pequeno
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resumen de los observadores mas comunmente utilizados para la clase de sistemas no
lineales.

2.6. Observadores de estado no lineales

En esta seccion se da un pequeno resumen de los observadores mas utilizados para
la clase de sistemas no lineales. Es bien sabido que el objetivo principal de la sintesis de
un observador es la reconstruccién completa del estado del sistema. A diferencia de los
sistemas lineales, jqué es lo que sucede para el caso de los sistemas no lineales? [43], algunos
autores conciben que existen observadores que funcionan para cualquier entrada, pero
unicamente para una clase particular de sistemas no lineales (sistemas de entrada-afines),
estos con ciertas restricciones en la clase de entradas [44].

Por ejemplo, autores como Hara y Furuta [45] consideran observadores de orden infinito
que no dependen de la entrada y las condiciones iniciales, pero no funcionan para ningin
sistema afin de entrada dado. En [46], el autor afirma que la clase de sistemas con un
observador es mayor que los dados por Hara y Furuta. El observador de Williamson [47]
trabaja para una cierta clase de sistemas afines de entrada con entradas no singulares.

Algunos tipos de observadores comunmente encontrados en la literatura, son los
observadores de tipo Luenberger variable en el tiempo, tipo Kalman y proporcional de
orden reducido, entre otros, por mencionar algunos [16]. El primero de ellos es un observador
con una matriz de ganancia con entradas en un campo diferencial K (u) en el que el error
de salida disminuye exponencialmente a cero con una constante positiva independiente
de la entrada; este observador es de tipo inicializado (independiente de las condiciones
iniciales). El sistema de observacién presentado es de construccién simple. Dada la forma
canénica de observabilidad generalizada (GOCF), la dinamica del observador es una copia
de ella, con un error de salida ponderado por una matriz de ganancia, donde las entradas
de esta matriz estan en un campo diferencial K (u) [16].

El segundo tipo es un observador de Kalman propuesto por algunos autores [2, 6] en el
caso de una sola variable (sistemas SISO) en general con una matriz de ganancia en un
grupo lineal de matrices simétricas definidas positivas de dimension n X n con entradas en
R. El observador se asemeja a un observador exponencial cuya matriz de ganancia viene
dada por la solucién de una ecuacién diferencial de Lyapunov. En general, la matriz de
ganancia estd en un grupo lineal de matrices simétricas definidas positivas de dimension
n X n, pero ahora con coeficientes en un campo diferencial K (u). La primera solucién
depende de un coeficiente constante que determina la aceleracion de la convergencia del
error de salida y, por tanto, de las trayectorias de estado. Este observador es de tipo
inicializado, es decir, es independiente de las condiciones iniciales.

Finalmente, el tercer tipo de observador es el observador proporcional de orden reducido
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(el llamado tipo libre de modelo). En este caso, no es necesario conocer de antemano el
sistema en si, es decir, se construye un observador de orden reducido utilizando la condicion
de observabilidad algebraica (AO) aplicada al problema de observacién. La metodologia
propuesta consiste en definir primero una funcién como un estado extra del sistema original.
Esta funcién se da en términos de estados y se desconoce la dinamica de este nuevo estado.
El sistema original luego se convierte en un sistema extendido (inmersién), donde la
dindmica del estado extra es desconocida y se supone que esta limitada. Dado que se
desconoce la dinamica de este nuevo estado, se propone un observador de orden reducido
para la parte desconocida de los sistemas [16].

Por otro lado, en la literatura es posible encontrar trabajos en los cuales, se aplica
la teoria del diseno de observadores, enfocados a modelos matematicos epidemiolégicos
tipo SIR, los cuales como ya se menciono son sistemas no lineales. En [48] se realiza el
diseno de un observador no lineal adaptable para un modelo epidemiolégico tipo SIR libre
de retardos, el cual parte por el diseno de un observador Luenberger del modelo original,
es decir una copia del mismo sistema en donde se suman ganancias, esto con el fin de
compensar la discrepancia entre el modelo original y el observador. Aqui, se analiza la
convergencia de la dindmica del error de estimacién del observador por medio de una
funcién de Lyapunov, ademas de estimar el valor de la tasa de infeccion.

En [21] se realiza un observador-predictor para un modelo SIR con retardos. En donde,
se parte de disenar el observador para el sistema libre de retardos (el cual es linealizado),
y posteriormente modificado para compensar a los retardos en la entrada y salida. Aqui,
se analiza la convergencia del error de observacion por medio de funcionales de Lyapunov-
Krasovskii. En este trabajo de tesis, lo que se busca es disenar un observador de estado
para modelos SIR con retardos, con la finalidad de poder estimar aquellos estados de
los cuales no se cuenta con informacién, ademas de utilizar funcionales de Lyapunov-
Krasovskii del tipo reducido para analizar la convergencia del error de observacién. Uno de
los observadores utilizados en el desarrollo de esta tesis, es dado en el siguiente apartado.

2.6.1. Observador de alta ganancia

En este apartado se presenta teoria relacionada a los observadores de alta ganancia,
para lo cual, considere un sistema no lineal de la forma

= (2.8)
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donde A > 0 es el retardo de medicion, z(t) € R”, u(t) € R, y(t) € R, el vector de
funciones f, g y h son C*°. Para el sistema (2.8), es ttil definir el mapeo z = ®(x) como

2(t) = : = ®(z(1)), (2.9)
Ly~ h(x(t))

donde el simbolo L;h(x(t)) denota la k-ésima derivada de Lie repetida de la funcién h(x)
a lo largo del campo vectorial f-

Definicién 2.3. [49, 50] El sistema (2.8) se dice que es globalmente observable, si la funcion
z = ®(x(t)) es un difeomorfismo en todo R™.

La suposiciéon principal necesaria para la derivacién del observador es la siguiente.

Proposicién 2.1. [49] El sistema (2.8) es globalmente observable, y el difeomorfismo
z(t) = ®(x) y su inversa x(t) = ®1(2(t)) son globalmente uniformemente Lipschitz en
R™, 1.e.,

[9(21()) = (2] < vallz1(t) = 22(O)]], V(1) 2o(t) € RY,

o™ (21(1)) — ¢ Nz € vorl|zi(t) — 22(B)]],  Vau(t), 22(t) € R™ (2.10)

Bajo la Proposicion 2.1, para verificar que es posible transformar al sistema a uno con
parte nominal, se obtiene el Jacobiano del mapeo ®(z(t)), denotado como Q(xz(t)), asi
como el Jacobiano de la inversa del mapeo, los cuales son no singulares en todo R™. Su
obtencién es como sigue:

Qla(t)) = %x(g))’ aqu(Z) ()= (2 (2)) = 60) 24y

De la definicién (2.9) de ®(z(t)), las siguientes propiedades son obtenidas:
Q) f(x(t)) = An®(x(t)) + By Lih(x(t),  h(z(t)) = Cr®(x(1)), (2.12)

donde, las matrices A,,, B, y C,, son de tipo Brunowski

O—nyx1 In—1 ] B _ |:0(n1)><1:|
0 O1x(n-1)] " ’

An
On = [1 le(nfl)] .

(2.13)
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Bajo la proposicién 2.1, el mapeo z(t) = ®(x(t)) define un cambio de coordenadas
global. Diferenciando z(t) = ®(x(t)) con respecto al tiempo y usando las propiedades
(2.12) el sistema de ecuaciones en las coordenadas de z es obtenido, ver [50]. Definido como

At =An2(t) + Hz(t),ut), t>-A,  z2(—A) = d(3)

y(t) =Crz(t — A), t>0, (2.14)

donde,
H(z(t),u(t)) = H(z(t),u(t))],0)=a-1(:(0) -
H(x(t), u(t)) =BnLyh(x(t)) + Q(x(t))g(x(t))u(t).

Proposicién 2.2. [50] El vector de funciones H(z(t),u(t)) definido en (2.15) es globalmente
uniformemente Lipschitz con respecto a z, y la constante de Lipschitz vg es una funcion
no decreciente de |ul, i.e.,

(2.15)

1H (z1(t), ut)) — H(zt), u@®)ll < valluhllzs(t) — @), Valt), z(t) € R™ (2.16)

El observador equivalente en las coordenadas de x bajo la proposicion 2.1, es de la
forma

2(t) = F(&() + g(&()ult) + Q7 (#(1) K (y(t) — h(&(1))), (2.17)
donde, K es el vector de ganancias del observador [43, 49, 50].

2.7. Modelos matematicos epidemioldgicos

Como se menciona en la introduccién, los modelos matematicos, son una de las herra-
mientas mas cominmente utilizadas para describir el comportamiento de una enfermedad
infecciosa, para con ello, determinar estrategias/decisiones que ayuden a erradicar, mitigar
y/o controlar dicha enfermedad. Actualmente, existen diferentes formas de determinar
un modelo matematico, las cuales solo quedan limitadas por la imaginacion y el sustento
cientifico. Tipicamente, los modelos se clasifican en dos tipos: los deterministicos y los esto-
césticos [51]. Aunque también se pueden clasificar en tres tipos [52]: 1) modelos basados en
métodos estadisticos para la vigilancia de epidemias como los son los métodos estadisticos
de control de procesos, modelos autorregresivos con técnicas de series de tiempo; técnicas
de regresion; de cadenas de Markov; 2) modelo mecanicista de espacio de estado como los
modelos complejos basados en red; sistemas basados en agentes; modelos SIR deterministas
discretos; y modelos estocasticos de cadenas de Markov, y 3) modelos de aprendizaje
empirico tales como los basados en mineria de datos. En este momento, se aprecia una



2.7 Modelos matemadaticos epidemiologicos 17

preferencia, por parte de la comunidad cientifica, por el empleo de modelos mecanicistas
de espacio de estado cuando se desean describir enfermedades respiratorias [52].

El conocimiento temprano de la dinamica de una enfermedad infecciosa puede coadyuvar
en el diseno de estrategias para controlar o erradicar una enfermedad infecciosa. Entre
dichas estrategias se pueden mencionar, campanas de vacunacion, planes de distanciamiento
entre personas, adquisiciéon de equipo de seguridad en hospitales, entre otras medidas.
Dichas estrategias tienen como objetivo, prevenir, estabilizar, contrarrestar o erradicar
rapidamente a las enfermedades infecciosas y no generar danos severos a la poblacién [53].

Observacion 3. Los modelos matemdticos mds comiunmente utilizados en la epidemiologia
matemdtica son los llamados modelos SIR, SEIR y SIS, los cuales se caracterizan de
acuerdo a las clases epidemioldgicas en las cuales se divide la poblacion [54].

Los modelos tipo SIR toman en cuenta tres poblaciones: individuos Susceptibles, Infec-
ct0s0s v Recuperados. Mientras que, los modelo tipo SEIR consideran cuatro poblaciones:
individuos Susceptibles, Expuestos, Infecciosos y Recuperados. Finalmente, los modelos
SIS consideran: Susceptibles e Infecciosos. Claramente, el empleo de estos modelos esta en
funcién del tipo de individuos/poblacién que se involucran en el andlisis/comportamiento
de la enfermedad que se estudia, asimismo el niimero reproductivo basico cambia, al estar
también en funcién de las poblaciones consideradas. Cabe senalar que este nimero es
uno de los pardmetros mas importantes en el estudio de la transmision de enfermedades
infecciosas [55, 56].

Observacion 4. El nimero reproductivo basico, denotado por Ry y pronunciado como R-
naught, es el numero esperado de casos secundarios que un individuo infeccioso producird en
una poblacion completamente susceptible durante su periodo de infecciosidad. Ry caracteriza
el riesgo de infeccion de una enfermedad infecciosa [55, 57].
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Figura 2.1: Representacion grafica de la propagacion de una enfermedad en la poblacién,
considerando como ejemplo Ry = 3.

Observacion 5. Fn la Figura 2.1, el color naranja, representa el primer individuo infeccioso
introducido en una poblacion completamente susceptible, mientras que los colores azul,
amarillo y gris representan a los casos secundarios generados paulatinamente a partir de
solo un caso confirmado con Ry = 3.

El nimero reproductivo bésico es considerado un indicador del contagio o transmision
de una enfermedad infecciosa, por lo que es muy comin encontrar este término en literatura
de epidemiologia y salud publica. El nimero Ro ha sido descrito por ser una métrica
fundamental para el estudio de la dindmica de enfermedades infecciosas. En [58], se hace
mencion que R, fue originalmente llamado como tasa de reproduccion de casos bdsicos,
cuando MacDonald introdujo el concepto en la literatura epidemiologica en el contexto
de la Malaria en 1952, ademas, de utilizar el término Z, para denotarlo. Este ntimero,
cuenta con dos interpretaciones que son: 1) Si Ry es menor que la unidad, la enfermedad
se va a extinguir a lo largo del tiempo, 2) Si Ry es mayor que la unidad, la enfermedad se
extenderd entre la poblacién. Tipicamente, este nimero esta en funcién de la duracién
del periodo infeccioso, la tasa/probabilidad de infectar a un individuo susceptible durante
el contacto con un individuo infeccioso, y el nimero de nuevos individuos susceptibles
contactados por unidad de tiempo (tasa de contacto) [58].

En la literatura también se encuentran propuestas que aseguran que R, se ve afectado
por numerosos factores bioldgicos, socioconductuales y ambientales que gobiernan la
transmisién de la enfermedad. Sin embargo, Ry no puede modificarse mediante campanas
de vacunacién, rara vez se mide directamente y su valor depende de las estructuras
y supuestos del modelo, por lo que algunos valores encontrados en la literatura son
inadecuados. Lo que queda claro es que Ry debe estimarse e informarse con mucha
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precaucién porque esta métrica basica estd lejos de ser simple [57].

Como ya se menciond, los modelos matematicos epidemioldgicos son fundamentales
para comprender la dinamica de una enfermedad, porque ayudan a pronosticar brotes
importantes, a detectar patrones y monitorear caracteristicas que pueden sugerir medidas
adecuadas para controlar la propagacion de enfermedades infecciosas y evitar sus meca-
nismos de propagacién. Los modelos tipo SIR que describen la transmisién de humano a
humano, han sido adaptados/modificados para tomar en cuenta diferentes caracteristicas
del comportamiento de la enfermedad. A continuacion, se presentan algunos modelos co-
munmente utilizados. Cabe mencionar que estos modelos son de gran utilidad al momento
de querer describir el comportamiento que una enfermedad tuvo en la poblacién, es decir
como ocurrié una epidemia, puesto que al contar con los datos registrados de lo que ya
ocurrid, es posible estimar los pardametros utilizados en estos modelos. Cuando ain no se
dispone de informacion, esto es muy complicado, por lo que, en general, el poder predictivo
de estos modelos es limitado. A pesar de la existencia de distintos modelos epidemiologicos
en la literatura, este trabajo tinicamente se centrara en el empleo de modelos SIR, por
medio de los cuales se busca disenar un observador de estado, para poder reconstruir
aquellos compartimentos poblacionales de los cuales no se cuente con informacion.

2.7.1. Modelos SIR

En esta seccién se presenta el modelo SIR clésico de Kermack y McKendrick, asi como
una adecuacion al modelo en donde se anaden dos retardos para el tiempo de incubacion
y de recuperacion de la enfermedad. Los modelos tipo SIR, consideran que la poblacién
total de individuos se divide en tres clases, las cuales se representan por los términos S(t),
I(t) y R(t), y son las siguientes:

» Las personas Susceptibles S(t) son todas aquellas que no tiene inmunidad contra el
agente infeccioso, por lo que se vuelven infecciosos al tener contacto con una persona
infecciosa, en funcion de la tasa media de transmisién de la enfermedad, usualmente
conocida como f3.

» Las personas Infecciosas I(t) son todas aquellas capaces de transmitir la enfermedad
a las personas susceptibles, por medio del contacto fisico.

» Las personas Recuperadas (removidas), R(t) son aquellos individuos que dejan de
ser infecciosos después de un tiempo promedio de recuperacién 1/+,y por lo tanto
adquieren inmunidad contra la enfermedad.

Los modelos epidemiologicos SIR pueden ser representados por medio de ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDO’s), ecuaciones diferenciales retardadas (EDR’s) o ecuaciones



20 2.7 Modelos matemadaticos epidemiologicos

en diferencias (EED’s), dependiendo de la estructura del modelo, es decir, si incluye retardos
o no. Dichas ecuaciones describen la dinamica del comportamiento de una enfermedad
infecciosa en cada una de las clases consideradas (Susceptibles, Infecciosos y Recuperados),
por lo que a su vez se cuenta con algunas consideraciones importantes ([3], [59]), las cuales
son:

» La poblacién se considera cerrada (no se toma en consideracion la inmigracion y
emigracién), es decir, permanece constante y su tamano generalmente se denota
como N. En caso de considerar algin pardmetro como la tasa de nacimiento, se
toma en cuenta que la mortalidad es igual a la natalidad. La poblacién total es
N=S(t)+1(t) + R(t).

= La poblacion se encuentra uniformemente mezclada, y la transmisién de la enfermedad
entre los compartimentos poblacionales, se rige por la ley de acciéon de masas.

= En los modelos libres de retardos, la transicion entre los compartimentos poblacionales
es inmediata. Es decir, no se consideran periodos de incubacion, recuperacion, entre
otros.

2.7.1.1. Modelo clasico de Kermack y McKendrick

Uno de los primeros modelos que emplean dindamicas tipo SIR, es el modelo clasico
dado por Kermack y McKendrick en 1927 [60, 5], el cual ha sido utilizado para determinar
el comportamiento de la pandemia generada por la influenza HIN1, ademas de otras
pandemias. En este modelo SIR, los términos S(t), I(t) y R(t) representan las pobla-
ciones normalizadas de los grupos de personas Susceptibles, Infecciosas y Recuperadas,
respectivamente. Cuyas ecuaciones son

S(t)=—pSWI), S(0) =S,
i(t) =BS@W)I(W) —41(t),  1(0) = I, (2.18)
R(t) =vI(t), R(0) = Ry,

donde 5 € [0,1] y v € [0,1] son parametros que representan la tasa de infeccién y el
reciproco del tiempo promedio de recuperacién de la enfermedad, respectivamente. Aqui,
los términos con signo positivo representan una contribucién a ese compartimento, y los
términos con signo negativo son aquellos que en algin momento van a salir de esa clase. El
producto 8S(t)I(t) es el nimero promedio de nuevos infecciosos en funcién de la tasa f.
El producto vI(t) representa al nimero de personas infecciosas que después de un tiempo
promedio de recuperacién 1/, van a dejar de serlo y por lo tanto dejan de pertenecer a la
poblacion de Infecciosos para integrarse a la poblacion de Recuperados. Para este modelo,
se presupone que las personas recuperadas de la enfermedad adquieren inmunidad.
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Cabe mencionar que este modelo ha sido empleado para describir la pandemia de la
COVID-19 en Corea del Sur [61], Ucrania [62] y Qatar [63], entre otros. Notemos que
S(t)+1(t)+ R(t) = 0, por lo que la poblacién total se considera constante y se asume que,

N(t)=S5(t)+ I1(t) + R(t). (2.19)

Mientras que el nimero reproductivo basico Rg, es obtenido de la solucion de la
ecuacién diferencial de infecciosos dada en (2.18), esto es,

i(t) = (8BS — ) I(t) = I(t) = [yeBo=t = [jer(Ra=1)t,

El ntimero reproductivo bésico se define de la siguiente manera

_BS
,}/ b

Ro

por lo que, si Ry < 1 la infeccién desaparece, en tanto que si Ry > 1 surge una epidemia.

En la Figura 2.2, como ejemplo ilustrativo se puede apreciar el comportamiento dindmico
del modelo SIR (2.18), bajo las siguientes condiciones iniciales: N = 83000, Sy = 82408/N,
Iy = 547/N y Ry = 45/N. Los valores de las tasas de infeccién y recuperacién de la
enfermedad se asume que son: 5 = 0.345 y v = 0.045, respectivamente.
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Figura 2.2: Simulacién del modelo SIR (2.18) realizada en Matlab, con N = 83000,
Sy = 82408/N, I, = 547/N, Ry = 45/N, asi como § = 0.345 y 7 = 0.045.

Observacion 6. Es importante mencionar que la eleccion del modelo epidemioldgico a
utilizar, depende mucho de las caracteristicas de la enfermedad que se desea analizar, por
ejemplo, si los individuos recuperados no desarrollan inmunidad y vuelven a la poblacion
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susceptible, se deberia de utilizar un modelo SIS, en el cual se supone que los individuos
susceptibles pasan a ser infecciosos y posteriormente vuelven a ser susceptibles, es decir
pueden volver a adquirir la enfermedad [3].

En la literatura, es posible encontrar adecuaciones hechas al modelo fundamental
propuesto por Kermack y McKendrick [5], las cuales son utilizadas para describir/analizar
escenarios especificos. Aqui, se mencionan algunos casos con el fin de ejemplificar las
adecuaciones que se pueden realizar al modelo. Tales adecuaciones no solo consideran la
tasa de infeccion 3 y el reciproco del tiempo promedio de recuperacion de la enfermedad
7, sino que también la tasa de mortalidad/natalidad natural, la tasa de pérdida de la
inmunidad y la tasa de mortalidad infecciosa, por mencionar algunas [48, 59]. Algunas
variaciones a este modelo, toman en consideracién intervenciones no farmacéuticas (cierre
de fronteras, aislamiento, distanciamiento social, restricciones de movilidad, entre otras),
con el fin de minimizar todos aquellos impactos sociales que son generados por el brote
de una enfermedad, y garantizar que el nimero de infecciones no exceda la capacidad
de los servicios de salud, evitando muertes innecesarias y la saturacion de los servicios
de salud [64]. Otras, son utilizadas para determinar las condiciones de propagacién de
una enfermedad infecciosa, cuando el nimero de infecciosos, recuperados y fallecimientos
es mucho menor que la cantidad de susceptibles en la poblacién [65]. Ademéds de que
existen modificaciones en donde se anaden compartimentos poblacionales no utilizados en
los modelos SIR clésicos. Por mencionar alguna, es en donde se considera una poblacién
adicional E(t), la cual considera a los individuos expuestos, quienes tienen una mayor
probabilidad de infectarse en comparacién con el resto de la poblacion, en esta clase se
incluye por ejemplo al personal de salud que se encuentra al cuidado de las personas
que se encuentren infectadas por la enfermedad en estudio [66]. Asi como variantes de
estos modelos en donde se consideran retardos para describir de una mejor manera el
proceso infeccioso en la poblacién [65]. En la siguiente subseccion, se presenta un modelo
que contempla un retardo en pérdida de inmunidad en las poblaciones de Susceptibles y
Recuperados.

2.7.1.2. Modelo SIR con un retardo

En esta apartado se presenta un modelo SIR con un retardo en donde se considera
que las personas recuperadas de la enfermedad, en algin periodo de tiempo pierden su
inmunidad, por lo que vuelven a ser susceptibles a la enfermedad, como lo ha demostrado
la actual pandemia de la COVID-19, donde las personas no adquieren inmunidad total ni
permanente. El modelo propuesto se conforma por el siguiente sistema de ecuaciones de la
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forma:
S(t) S(H)I(t)+aR(t—71),
I

-4
(1) =BS(B)1(H) = VI(), (2:20)
R(t) =yI(t) = aR (t = 7).

donde « es el reciproco del tiempo promedio que tarda en ocurrir la pérdida de inmunidad
de la enfermedad, el cual se supone constante, y 7 es el tiempo de pérdida de inmunidad.
En este modelo el producto aR (t — 7) representa a las personas que en un tiempo 7
pierden su inmunidad por lo que vuelven a ser susceptibles, mientras que el producto v/ (t)
representa la fraccion de los infecciosos que se recuperan de la enfermedad en funcién de
una tasa . Por otro lado, el producto 5S(t)I(t) representa toda aquella poblacién de
individuos que se infectaron y comienzan a ser infecciosos. En el siguiente apartado se
presenta un modelo SIR con dos retardos, considerados en las poblaciones de Infecciosos y
Recuperados.

2.7.1.3. Modelo SIR con dos retardos

En este apartado se presenta el siguiente modelo SIR, el cual es la representacion del
modelo (2.18) considerando retardos en las poblaciones correspondientes a Infecciosos y
Recuperados [67]. En este modelo se toman en cuenta las consideraciones siguientes:

= Las poblaciones de los individuos Susceptibles e Infecciosos, son muy grandes, por lo
que se pueden despreciar las diferencias aleatorias entre individuos.

= No se consideran nacimientos y muertes en este modelo.
= La enfermedad se transfiere de persona a persona por medio del contacto.
= Los individuos que se recuperan de la enfermedad tienen inmunidad.

= La poblacion se considera cerrada, por lo que no se toma en cuenta la migracién.

Los parametros 8 y v representan la tasa de transmision de la enfermedad debido
al contacto con infecciosos y el reciproco del tiempo promedio de recuperacion de los
infecciosos, respectivamente. Cuyas ecuaciones estan dadas por

S(t)=—BSHI(t—m),
I(t) =BSW)I (t — 1) =7 (t —7), (2.21)

R<t> :7[ (t - TZ) )

donde los parametros 7 y 7o, representan la transicion de los individuos susceptibles a
infecciosos y de infecciosos a recuperados, respectivamente. Estos retardos se asumen,
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debido a que se toma en cuenta la implicacion de que las personas susceptibles no se infectan
inmediatamente al tener contacto con una persona infecciosa, por lo que se consideran
los efectos del retardo en el tiempo para el periodo de incubacién de la enfermedad 7. El
efecto del retardo en el tiempo también se aplica a las personas recuperadas, dado que las
personas infecciosas no inmediatamente dejan de serlo, por lo que se considera un periodo
de recuperaciéon de la enfermedad 75. Mientras que el nimero efectivo de reproduccion R,
para el presente modelo, es de la forma

:@I(t—’ﬁ)

Re -,
v It — )

donde Sy es la condicion inicial de la poblacién susceptible, ver [20]. En el Capitulo 3,
se presenta una propuesta de un modelo matematico tipo SIR en donde a diferencia
del modelo (2.21), se contempla la pérdida de inmunidad «, asi como un retardo que
representa el tiempo que tarda un individuo susceptible en presentar sintomas y afectar a
la dindmica de propagacion de la enfermedad. Este modelo es propuesto debido a que la
actual pandemia de la COVID-19, ha mostrado que las personas no adquieren inmunidad
total ni permanente, es decir pueden volver a infectarse de alguna otra variante de la
enfermedad después de un tiempo posterior a haberse recuperado. Siendo asi que la

finalidad de proponer un modelo, es poder describir de una mejor manera las dinamicas
reportadas de la COVID-19.

2.8. Conclusiones

En esta tesis se trabaja con modelos tipo SIR, los cuales son de naturaleza no lineal y
pueden ser sin y con retardos. Los modelos SIR, son modelos matematicos epidemiolégicos
que describen el comportamiento de la dinamica de una enfermedad infecciosa por medio
de ecuaciones diferenciales ordinarias o retardadas, representadas mediante las clases
Susceptibles, Infecciosos y Recuperados (SIR). Ademéds, cabe mencionar que estos modelos
han sido modificados a lo largo de la historia, dependiendo de los distintos pardametros que
sean necesarios para el andlisis de una enfermedad, por lo que existe en la literatura gran
variedad de modelos SIR, con consideracién de diferentes parametros y libres de retardo o
con efectos de retardos en el tiempo, considerando los retardos generalmente para describir
el periodo de latencia y recuperacién de la enfermedad en cuestion, por mencionar algunos.
La extincion o prevalencia de una enfermedad infecciosa en la poblacion, se rige por medio
del nimero reproductivo basico, el cual se considera como un parametro de bifurcacién al
provocar un intercambio entre estabilidad e inestabilidad.

La importancia de un observador radica en que por medio de estos, es posible reconstruir
completamente el estado del sistema, y con ello lograr tener el conocimiento de como el
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sistema evoluciona, lo que requiere asegurar la convergencia del error de observacién, lo cual
es muy importante si es aplicado a modelos matematicos epidemioldgicos en donde existe
gran cantidad de informacion no disponible. Es por ello que utilizando la teoria plasmada
en este capitulo, en esta tesis se desarrollan observadores de estado disenados para modelos
matematicos tipo SIR con retardos con la finalidad de aplicar conocimientos del area de
control para la reconstruccién completa del estado de estos sistemas de naturaleza no
lineal. Ademas de utilizar los teoremas de Lyapunov y Lyapunov-Krasovskii para analizar
la convergencia del error de observacién obtenido por medio de los observadores que se
disenan en el siguiente capitulo.






Capitulo 3

Resultados principales

En el presente Capitulo se presentan los resultados obtenidos a lo largo del desarrollo de
la tesis, donde se presenta un modelo SIR propuesto con tres retardos. Ademas, de incluir
una serie de observadores disenados para el modelo clasico de Kermack y McKendrick, asi
como para el modelo con tres retardos.

3.1. Modelo tipo SIR con tres retardos

En esta seccion se presenta la propuesta de un modelo SIR con retardos en donde se
considera que una parte de las personas recuperadas vuelven a ser susceptibles después de
un periodo de tiempo posterior a su recuperacion. Este modelo es propuesto debido a que
la actual pandemia de la COVID-19, ha mostrado que las personas no adquieren inmunidad
total ni permanente, es decir pueden volver a infectarse de alguna otra variante de la
enfermedad después de un tiempo posterior a haberse recuperado. El modelo propuesto se
conforma de tres ecuaciones diferenciales retardadas, las cuales son de la forma

S(t) = — BS(H)I (t — 13) + aR(t — 1),
1(t) =BSM)I (t —3) =4I (t—71), (3.1)
R(t) =~7I (t — 1) — aR(t — ),

donde « es el reciproco del tiempo promedio que tarda en ocurrir la pérdida de inmunidad

de la enfermedad, el cual se supone constante. Aqui, se propone utilizar tres retardos, los
cuales son 7y, 75 v 73, y representan lo siguiente:

= 77 es el tiempo que tarda un individuo infeccioso en dejar de serlo, para asi recuperarse
de la enfermedad y adquirir inmunidad.

= 75 es el tiempo que tarda un individuo recuperado en volver a la clase susceptible.

27
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= 73 es el tiempo que transcurre entre estar infectado y volverse infeccioso.

En este modelo el producto aR (t — 73) representa a las personas que en un tiempo 7y
pierden su inmunidad por lo que vuelven a ser susceptibles, mientras que el producto
~I (t — 71) representa la fraccién de los infecciosos que en un tiempo 7 dejan de serlo y
por lo tanto se recuperan. El producto 8S(t)I (t — 73) representa toda aquella poblacién
de individuos que se infectaron y después de un tiempo 73 comienzan a ser infecciosos.
El ntimero efectivo de reproduccion R, define el comportamiento umbral de modelos
epidemiolégicos de la forma (3.1): si R, < 1 el evento epidémico tenderd a desaparecer
rapidamente, mientras que si R, > 1 se espera que la epidemia continte. Aqui, entre
més alto es el valor del R., més dificil serd controlar una epidemia [68]. Del modelo
(3.1), se puede observar que %£1(t) > 0 siy solo si BS(t)I (t —73) —yI(t—7) > 0, 0

BS(W) o I(t=m) . BS() I(t=r)

~ I(t—73)”’ v I(t—71)
continua si R, = @ %::‘3 > 1, para toda t € [ty, T], donde T' se define como la primera
vez que el numero de infecciosos se vuelve cero y Sy es la condicion inicial de la poblacién
susceptible, ver [20]. Observe que B% — R, es el ndmero reproductivo bésico del modelo

SIR clasico (2.18). !

equivalentemente si > 1, por lo que, una epidemia/pandemia

Observacion 7. Dos factores importantes utilizados en la epidemiologia para la prediccion
del impacto del curso epidémico, son el nimero reproductivo bdsico y el numero efectivo
de reproduccion [68]. La diferencia entre estos dos, radica en que Ry se define como el
numero promedio de individuos que pueden llegar a infectarse a partir del primer individuo
infectado en una poblacion completamente susceptible, por lo que, puede interpretarse como
la velocidad inicial de propagacion de la infeccion (contagiosidad) en una poblacion sin
inmunizacion alguna [69]. Mientras que R. viene definido como el nimero promedio de
individuos que pueden llegar a ser infectados por un indiwiduo cualquiera en un determinado
instante de tiempo después de haberse iniciado el brote, es decir ent > 0 [6].

3.2. Observadores de estado para modelos SIR

En esta seccién se realiza el diseno de observadores para modelos tipo SIR libres
de retardo y con retardos, ademés de realizar el andlisis de convergencia del error de
observacion para los observadores disenados.

3.2.1. Observador de estado para un modelo SIR libre de retardos

En esta seccién se realiza el disenio y analisis de convergencia del error de observacion
para un modelo SIR libre de retardos, empleando algebra de Lie para transformar al
sistema sin parte nominal a uno con parte nominal. Para el sistema transformado se
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disena un observador de estado y se analiza la convergencia del error de observacion, para
comprobar que el error converge a cero a largo del tiempo.

3.2.1.1. Obtencion del sistema con parte nominal para un modelo SIR libre de retardos

En este apartado se emplea algebra de Lie para transformar al sistema sin parte
nominal a uno con parte nominal. Para dicho andlisis, considere el modelo SIR libre de
retardos cldsico de Kermack y McKendrick (2.18), compuesto por el sistema de ecuaciones
diferenciales siguiente:

S(t) == BSHI(),
I(t) =pS()I(t) —~vI(b),
R(t) =71(t).

Por simplicidad se puede reducir el modelo (2.18) a dos compartimentos, debido a que
la poblacién es considerada normalizada, cumpliéndose que N = S(¢) + I(t) + R(t) =1 a
lo largo del tiempo. Es por ello, que la poblaciéon de los recuperados se puede inferir como
R(t) =1— S(t) — I(t). Las ecuaciones consideradas son las siguientes:

S(t) =~ BS(HI(2),
1(t) =BS@1(t) = ~I(1).
Tomando en cuenta las ecuaciones diferenciales del modelo reducido (3.2), se conforma

un sistema de la forma &(t) = f(x(t)) con salida y(t) = Cx(t). Para proceder a realizar el
algebra de Lie, es necesario definir a h(z), por lo que se toma a h(zx) = 8S(t)I(t), dado

(3.2)

que representa el producto de los nuevos infecciosos en el modelo. Se procede a realizar el
mapeo de la forma planteada en (2.9), obteniendo el difeomorfismo ®(¢) para el presente

modelo como sigue:
) o _ | M)
)= {L}h(m(t))} ’

1(t)
las operaciones dadas en (2.9), siendo estas las siguientes:

h(a(t) =BS(I0)
Lina(t) = [510) 550 |

donde z(t) = [S(t)] y las entradas que conforman al mapeo ®(t) se obtienen realizando

—BS(H)I(1)
pSWI(t) =1

Agrupando, el mapeo queda conformado de la siguiente forma

- BS(®)1(1)
0= [—525@5)12@) +FESOI) — BrSOI)]

(t)} = —B2S()I*(t) + B2S2 (1) I(t) — ByS(t)I(t).
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Para verificar que es posible transformar al sistema a uno con parte nominal, se procede
a obtener el jacobiano del mapeo ®(t) denominado como @)y, para verificar que tiene
inversa, como se muestra en la Subseccién 2.6.1. Aqui Qg es

0, = 200 _ [ BI(H) BS(1)
0T Tor B0 + 28 S(W)1() — ByI(t) —282S(8)I(t) + B253(1) — ByS(r)]

oP(t)
ox

Dado que Q" existe, es posible realizar el cambio de variable para obtener un sistema
con parte nominal. Para lo cual, se retoma a ®(¢) como ((t) para realizar el cambio de
coordenadas en términos de ((t)

-1
Aqui, existe < ) , debido a que el determinante es distinto de cero para todo ¢.

_ |G = BS(I(2)
0= [Cz} N [—BQS(t)IQ(t) +B2S2(OI(t) = BySOI()]

Se procede a realizar el cambio de coordenada, por lo que se obtiene a Cl( )y Gt).
Para obtener a (;(t) se deriva la primer entrada de ((t) y se sustituye a S(t) e I(t) dadas
por el modelo (3.2), obteniendo que

G(t) = BSMI(t) + BSWI(1) = B2S*(D)I(1) — BySI(1) — B2S()I(L) = Go.

Realizando el mismo procedimiento para obtener a Q:Q(t), se llega a que

Gt) == 2SI () — 262S (W) I()I(t) +262S(t)S()I(t) + B2S%(t)1 (1)
— ByS)I(t) — ByS(H)I (1),

donde se sustituye a S(t) e I(t), obteniendo lo siguiente:

G(t) = = BA(=BS(O)I(t))1*(t) — 2B2S()I(£)(BS()I(t) — I (1)) + 2825 (1) (=BS(4)I(¢))1(1)
+B2SH () (BS()I(t) — vI(t) — By(=BS ()] ()) () = BySB)(BS)I(E) — V(1))
=B°S(t)I*(t) — 287S*()*(t) + 28°yS () I*(t) — 2B°S* (1) I*(¢) + B*S* () 1(1)

— BSHO)I(t) + BPyS (O (t) — ByS*(OI(E) + By*S(E)I(1).

Factorizando términos, se obtiene

G(t) = = BI)(=F2S () I*(1) + B2S*(0)I(t) — ByS(1)I(1))
+BSE) (=B S I*(t) + B2S*(1)(t) — ByS(H)I(t))
—(=B2S(M)I*(t) + B*S*()I(t) — ByS(H)I(t))
= BSHOI(t) + By S(O)I(t) — B7S*(O)I(L).
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De la expresién anterior, es posible sustituir a (;(¢) v (2(t), obteniendo la expresién de
(2(t) siguiente

Ga(t) = = BI)Go(t) + BS()Ga(t) —1Ga(t) = 2B¢H (1) + B2yS (1) I*(1). (3.3)

Dado que no se conoce el valor de S(t) de la expresién (3.3), es posible obtenerlo por
medio de un despeje con (;(t) de la siguiente manera

Ci(t)
BI(t)

Una vez identificado el valor de S(t), se sustituye S(t) = g I((t) en la ecuacién (3.3), y

realizando algunas cancelaciones se obtiene la expresion siguiente:

Gi(t)¢a(t)
I(t)

Q@) =pSOIE) = S(t) =

(3.4)

((t) = — BI()G(t) + —G(t) — 28 (t) + ByG(t) (), (3.5)

donde es posible observar que la ecuacién (3.5) aun contiene términos con I(¢). Por lo que,
se procede a encontrar el valor de I(t) despejandose de

Galt) = —BING () + BI(0) (Q“) ) _a) = —810am + 29 ),

Gi(t)
pI(t) 1(t)
Ocupando la férmula general =tEvbi—dac V;f_‘l“c y tomando las variables como: a = (;(t)0,

b=—7G(t) = G(t) y c = (F(t), se tiene que

Y6 +Gt) £ VABGM) +2C ) +27G(1) &) +G(t)
2G:(t) B

Una vez obtenido el valor de I(t), se sustituye en la ecuacién (3.5), obteniendo que

AGo(t) _ 2B¢E (£) G (t) _ Ay
2¢1(t) Ay 2

I(t) = — (3.6)

Glt) =

donde Ay = (i (t) + CGa(t) + \/45 A1) +72C 2 () + 27 G (t) G(t) + G2 (t). Realizado el
cambio de coordenadas, entonces se tiene que (1(t) y Co(t) son:

(
Gi(t) =C2(1),
Ga(t) =F(¢(1)),

donde f({(t)) es una no linealidad, definida como

MG(t) _ 2B (t)G(t) _ Ay
2Gi(t) Ay 2

(3.7)

f(C(t) = —G(t) — 266,
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Las ecuaciones (3.7), se pueden escribir de la forma siguiente:

0=y o €0+ fecon] &

lo que es equivalente a tener un sistema con parte nominal de la forma siguiente:

¢(t) = AC(t) + F(C(1)), (3.9)

con salida § = C((t), donde A € R**? ((t) € R**! y F(((t)) € R**!. En el siguiente
apartado se disena el observador para el sistema (3.9) y se analiza la convergencia del
error de observacién para demostrar que converge a cero a lo largo del tiempo.

3.2.1.2. Diseno de observador y analisis de convergencia del error de observacién para
un modelo SIR libre de retardos

En este apartado, una vez realizado el cambio de coordenadas y obtenido un sistema
de la forma (3.9) con parte nominal, se disena el observador para el sistema transformado,
quedando como sigue

C(t) = AL(E) + F(S(1) + L(O¢(1) — CL(1)), (3.10)

donde (t) € R, F({(t)) € R¥! L € R¥! y C' € R™2. Aqui L es el vector de ganancias
del observador, por medio del cual se ajusta el error de observacion. Sea e(t) = ¢(t) — C(t),
el error de estimacién en las coordenadas de (). De la resta entre el modelo (3.9) y el
observador (3.10) se obtiene que la dindmica del error es

é(t) =C(t) — C(t) = (A — LO)e(t) + F(C) — F(0). (3.11)

Para comprobar que la dindmica del error de observacién (3.11) converge a cero,
considere la funcién candidata de Lyapunov de la forma siguiente:

v(e) = e (t)Pe(t), (3.12)

donde P = PT > 0, es una matriz positiva definida. Para analizar la convergencia de la
dinamica del error de observacién con base al Teorema 2.1, se procede a derivar la funcién
candidata de Lyapunov (3.12) a lo largo de las trayectorias del sistema (3.11) como sigue:

v(e) :%v(e) = %eT(t)Pe(t)

=¢T () Pe(t) + €' (t) Pé(t).
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~

Como sabemos que é(t) = (A — LC)e(t) + F(¢) — F((), se sustituye al sistema en la
derivada anterior, obteniendo que

i(6) = [(4 — LOYelt) + F(Q) — F(Q)] Pe(t) + 7 ()P [(A~ LOYe(t) + F(0) ~ F(O)]
(3.13)

donde es posible realizar una serie de factorizaciones para poder separar los términos
cruzados y facilitar las operaciones, por lo que (3.13) pasa a ser

(e) = eT(t) [(A - LC)TP + P(A — LC)] e(t) + FT (¢, () Pe(t) + " () PF(¢,C), (3.14)

con F(¢,¢) = F(¢) — F(C). Ahora, se realiza el supuesto que la funcién no lineal F/(C, ()
es Lipschitz, cumpliéndose que

1Ol < wlle(@)le,

donde w es una constante de Lipschitz. Lo que implica que maximizando a (3.14), se tiene
que

i(e) < eT'(t) [(A— LC)TP + P(A — LO)] e(t) + 2||e7 (£) P|awle(®)] .. (3.15)

Considerando la desigualdad 2ab < a* + b2, donde se toma a = w||e(t)||]2 y b = ||eT () P||2,
se tiene que

i(e) < eT'(t) [(A— LO)TP + P(A — LC)] e(t) + w26 (t)e(t) + e (t) PPe(t),

de tal forma que se pueden factorizar los términos cruzados, quedando una expresion de la
forma

v(e) <e'(t) [(A— LO)"P + P(A— LC) + w*I + PP] e(t),

donde I es la identidad y w es una constante de Lipschitz. Encontrando la expresion
siguiente:
A"P-C"L"P+ PA— PLC +w’l + PP <0,

la cual se cumple para P > 0 positiva definida. Para dejar la expresién anterior de la forma
de una ecuacién de Riccati, se realiza el cambio de variable R = PL = (RT = LTPT =
LT P), entonces:

AP+ PA—C"R" — RC + W+ PP <0. (3.16)

Utilizando el complemento de Schur, es posible acomodar la ecuacién (3.16) como una
Desigualdad Matricial Lineal (LMI, por sus siglas en ingles) de la forma siguiente:

T T pRT 2
A"P+ PA C’PR RC + w?I f] <0, P=0 (3.17)

Razon por la cual es posible escribir el siguiente teorema.
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Teorema 3.1. La dindmica del error de observacion obtenida entre un sistema de la forma
(3.9) y un observador de estado con estructura (3.10), es de la forma

é(t) = (A= LO)e(t) + F(¢, Q)

donde A € R™" [ € R™P C € RP*", e(t) € R™? y F((, é) € R™P, es estable en el
sentido de Lyapunov si existe una matriz P = PT > 0 tal que

ATP 4+ PA—CTRT — RC +w?I P
. S <o

donde w es una constante de Lipschitz.

Demostracion. La demostracion del Teorema 3.1 se observa en la Subseccién 3.2.1.2. O

3.2.1.3. Observador equivalente en coordenadas originales para un modelo SIR libre
de retardos

Una vez garantizado que el error de observacién (3.11), obtenido entre el sistema
transformado (3.9) y el observador del sistema transformado (3.10) converge a cero, en
este apartado se procede a obtener el observador equivalente para el sistema en las
coordenadas originales con base a la Proposiciéon 2.1. Ya que al garantizar la convergencia
del observador del sistema transformado, también se garantiza que el observador en las
coordenadas originales converge, ya que solo se trata de una transformacion.

Por lo que el observador equivalente en las coordenadas de x con base a la Proposicion
2.1, es de la forma

2(t) = f(2(t) + Qy () L(F — 9), (3.18)

con §=Cx(t), y=Ci(t)y Qy' = (g—‘i)_l. En el Capitulo 4 se realiza la programacion
de la LMI (3.17), utilizando la herramienta Sedumi dentro del Software Matlab® para
dar solucion a la LMI y comprobar que es negativa definida. Asi como la simulacién del
observador (3.18) alimentado con datos reales de la pandemia de la COVID-19.

3.2.2. 1ra propuesta de observador de estado para modelo SIR con tres
retardos

En este apartado como primer propuesta de observador para un modelo SIR con tres
retardos de la forma (3.1), se disefia un observador de tipo Luenberger. Para el diseno del
observador, se considera como salida del modelo y(t) = S(t)I (t — 73), correspondiente
a los nuevos infecciosos. Dado a que el observador del tipo Luenberger consiste en una
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copia del sistema con ganancias para ajustar el error de estimacion, se propone la siguiente
estructura para el observador:

S(1) =~ y(t) + aR(t = 72) + La(3 ).
1(t) =y(t) =71 (t = 7) + La(i) — v), (3.19)
R(t) =y (t —=71) — aR(t — ) + Ls(§ — v),

donde, §j(t) = BS(t)I (t — 73) se toma como la salida estimada del observador. Aqui S,
I v R representan las variables estimadas por medio del observador, correspondientes a
Susceptibles, Infecciosos y Recuperados, respectivamente.

CI Parametros Modelo SIR Propuesto

_ I %S(t)= —BS(E)I(t — 73) + aR(t — 73)
d
_ a0 PO
T anen e

CI Sistema 1
|

By, a1y, T3, T3

e e

v

Observador

Figura 3.1: Esquema de observacién del modelo SIR con retardos y datos reales reportados

En la Figura 3.1, se muestra a grandes rasgos el procedimiento que se realiza para
comparar las dindmicas obtenidas por medio del observador disenado para el modelo SIR
propuesto en comparacion con los datos reales de los casos confirmados, reportados por
la OMS. Donde, podemos observar que el modelo se alimenta de condiciones iniciales
del sistema (recuadro azul), las cuales son funciones definidas en un intervalo de tiempo,
ademas de alimentarse de condiciones iniciales para los parametros (recuadro gris). Las
condiciones iniciales de los parametros son ajustadas por medio de una rutina exhaustiva,
la cual consiste en variaciones paramétricas para obtener una mejor correspondencia
entre la soluciéon numérica del modelo matematico y los datos reales de la dinamica de la
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COVID-19 reportada por la OMS. Una vez que se logra que el modelo se apegue a los
datos reales, se alimenta al observador con los parametros identificados, esta transicion se
representa en el diagrama por medio de una linea punteada. Finalmente, se alimenta al
observador con los pardmetros previamente mencionados, asi como los datos reales y la
misma salida del observador, para ajustar el error y poder estimar de mejor manera la
dindmica de acuerdo a los datos reales. Ademads, el observador estima las dindmicas no
reportadas de Susceptibles y Recuperados.

Sin embargo, cabe senalar que al ser la primer propuesta de observador, aqui no se
realiza un andlisis de convergencia debido a que se hace la suposicion de que el observador
al ser una copia del modelo, éste convergera. En el Capitulo 4 se realiza la simulacion del
observador (3.19) para aproximar la curva de la dindmica de infecciosos y reconstruir las
dinamicas de susceptibles y recuperados. En el siguiente apartado se realiza la segunda
propuesta de observador para el modelo SIR con tres retardos, en donde se emplea algebra
de Lie para transformar al sistema sin parte nominal a uno con parte nominal y se analiza
el error de observacion por medio de una funciéon de Lyapunov.

3.2.3. 2da propuesta de observador de estado para modelo SIR con tres
retardos

En esta seccién se realiza el diseno y andlisis de convergencia del error de observacién
para el modelo SIR con tres retardos (3.1), empleando algebra de Lie para transformar
al sistema sin parte nominal a uno con parte nominal. Para el sistema transformado se
disena un observador de estado y se analiza la convergencia del error de observacion, para
comprobar que el error converge a cero a lo largo del tiempo.

3.2.3.1. Obtencion del sistema con parte nominal de la 2da propuesta

En este apartado se emplea algebra de Lie para transformar al sistema sin parte nominal
a uno con parte nominal. Para dicho anélisis, considere el siguiente modelo SIR con tres
retardos propuesto (3.1), compuesto por medio del sistema de ecuaciones diferenciales
retardadas siguiente:

S(t) = — BS(t)I (t — 73) + aR(t — 7),
I(t) =BS(t)I (t —73) =y (t —71),
R(t) =vI (t — 1) — aR(t — 7).

Por simplicidad se puede reducir el modelo (3.1) a dos compartimentos, debido a que
la poblacion es considerada normalizada, suponiendo que N = S(¢) + I(t) + R(t) =1 alo
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largo del tiempo. Es por ello, que la poblaciéon de los recuperados se puede inferir como
R(t) =1— S(t) — I(t). Las ecuaciones consideradas son las siguientes:

S(t) = — BS(t)I (t — 73) + aR(t — 7),
I(t) =BS)I (t —73) — v (t —71).

Observacion 8. Para poder aplicar el dalgebra de Lie a un sistema con retardos, es necesario
expandir el sistema dependiendo del numero de retardos considerados. Es decir, a cada

ecuacion del sistema retardado, se le debe de sumar cada retardo de forma independiente,
tal como se muestra en [70].

(3.20)

Con base al modelo (3.20), se realiza una expansién del mismo considerando cada uno
de los retardos, quedando de la forma
=—BSH) (t —73) + aR(t — 1),
=St (t —13) — I (t —71),

0

)
(t =)
(t—m)=BSC—m)I(t—73—71)—I(t—2m),
S(t—m)=— 0SSt —m)(t—13— 1)+ aR(t —27),
[(t—7) =St —n) (t—T3—T) =y (t =71 — T),
5 ( )
(t —73)

donde se puede considerar que 73+ 7 = Ty, To + 71 = T5 Y T3 + To = Tg para simplificar la
notacién. El modelo extendido queda como:

S(t) = —BSH)I (t — 73) + aR(t — 7),

i(t) =BT (t = 75) — 2T (= 7),
S(t—m)=—08S{t—n)I({t—74)+ aR(t —75)
prﬁ:ﬁ@—nﬂ@—myﬂﬂ@—%g, (3.21)
S(t—m1)=—08S({t—m)({t—1)+ aR(t — 27),

I(t — 1) =BS(t — ) (t —76) — I (t —T5),
S(t—m13)=— 8BSt — 1) (t—2713) + aR(t — 76),
I(t —73) =BS(t — ) (t — 215) — I (t — 14) .

Tomando en cuenta las ecuaciones diferenciales retardadas del modelo expandido (3.21),
se conforma un sistema de la forma @(t, 71,79, 73) = f(x(t), 2(t — 1), 2(t — 1), 2(t — 73))
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con salida y(t) = Cx(t). Para proceder a realizar el dlgebra de Lie, es necesario definir
a h(z(t)), por lo que se toma a h(z(t)) = I(t), dado que representa a los infecciosos en
el modelo. Se procede a realizar el mapeo de la forma planteada en (2.9), obteniendo el
difeomorfismo ®(t) para el presente modelo como sigue:

[ k)
20 = [L}h(x(t))] ’

donde las entradas que conforman al mapeo ®(t), se obtienen realizando las operaciones
dadas en (2.9), siendo estas las siguientes:

h(xz(t)) =I(t),
Lih(z(t)=[0 1 0 0 0 0 0 0] f(z(t),2(t —7),z(t — ), x(t — 73))
=BSt) (t —713) —~vI(t—11).
Agrupando las soluciones anteriores, el mapeo queda conformado de la siguiente forma
_ I(t)
BSH)I (t —73) — I (t —m)
Observacion 9. Observe que el mapeo ®(t) contiene retardos, dado que se parte de un

sistema con retardos en el estado. St se considera alguna salida con retardo y un modelo
sin retardos en el estado, de igual manera el mapeo contendria retardos.

()

Para verificar que es posible transformar al sistema a uno con parte nominal, se procede
a obtener el jacobiano con respecto a z(t) del mapeo ®(¢) denominado como @, para
verificar que tiene inversa. Aqui @)y es

Coe) [0 1
9= Datt) [ﬁf(t—m o} ’

con z(t) = E((;) 1 . Es claro que existe (g—i) 71, dado que no hay filas y columnas linealmente

dependientes en Qy. Una vez verificado que Q" existe, es posible realizar el cambio de
variable para obtener un sistema con parte nominal. Para lo cual, se retoma a ®(¢) como
((t) para realizar el cambio de coordenadas en términos de ((t)

0= 8]~ Lo 1
G BS) (t —713) — I (t — 1)
Se procede a realizar el cambio de coordenada, por lo que se obtiene a (1 )y o (2).

Para obtener a (;(t) se deriva la primer entrada de ((t) y se sustituye a S(t) e I(¢) dadas
por el modelo (3.21), obteniendo que

Q) =1(t) =BSWI (t =) =y (t —7) = Co.
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Realizando el mismo procedimiento para obtener a (5(t) y realizando una serie de
factorizaciones y sustituciones, se llega a que

Co(t) =BS()I(t — 73) + BI(t — 73)S(t) — vI(t — 1)
=B%S(t — 1) (t — 273) — YBS()I(t — 14) — B2S(t)[*(t — 73) + aBI(t — T3)R(t — T»)
—yBS(t —T)I(t —74) + V2 L(t —27,) = Lfch(x).

Realizado el cambio de coordenadas, entonces se tiene que ¢;(t) y (o(t) son:

Gu(t) =Ga(1),
(o(t) =L3h(z).

Observacién 10. Observe que el modelo expandido (3.21) sirve para tener que Q(t) =
L%h(:c), lo que corrobora que el cambio de coordenadas es posible, dado que si se trabajara
directamente con el modelo (3.20), no seria posible realizar el cambio de variable dado que
implicaria que C(t) # Lih(x). Si se cumple que Co(t) # Lih(z), no es posible realizar el
cambio de coordenadas.

(3.22)

Las ecuaciones (3.22), se pueden escribir de la forma siguiente:

{0 =10 of <o (329

donde no se considera a Lfch(:z:), debido a que esta ultima sirve unicamente para corroborar
que el cambio de coordenadas es posible, ver [70]. La ecuacién (3.23) es equivalente a tener
un sistema con parte nominal de la forma siguiente:

C(t) = A1), (3.24)
con salida i = C((t), donde A € R**? y ((t) € R**!. En el siguiente apartado se disefa
el observador para el sistema (3.24) y se analiza la convergencia del error de observacién
para demostrar que converge a cero a lo largo del tiempo.

Observacion 11. Observe que se parte de un sistema no lineal con retardos sin parte
nominal y al aplicar el dlgebra de Lie se llega a un sistema de la forma (3.24), el cual no
contempla retardos. Ademds que la matriz A no depende de los pardmetros del modelo, por
lo que no se describe adecuadamente al sistema original con retardos.

Observacion 12. Cabe mencionar que en la literatura se encuentran trabajos en donde se
aplica el dlgebra de Lie partiendo de modelos y/o salidas retardadas y se llega a un sistema
transformado con parte nominal de la forma (3.24), en donde desaparecen los retardos.
Por ejemplo, en [70] parten de un modelo con retardos y utilizan una salida no retardada,
mientras que hay trabajos en los que se parte de sistemas sin retardo y utilizan salidas
retardadas [49, 50], llegando siempre a un sistema de la forma ((t) = AC(t).
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3.2.3.2. Diseno de observador y analisis de convergencia del error de observacion para
la 2da propuesta

En este apartado, una vez realizado el cambio de coordenadas y obtenido un sistema de
la forma (3.24) con parte nominal, se disenia el observador para el sistema transformado,
quedando como sigue

C(t) = AL(D) + LICC(t) — CL(t)), (3.25)
donde {(t) € R2¥!, L e R¥! y C' € R™2. Aqui L es el vector de ganancias del observador,
por medio del cual se ajusta el error de observacién. Sea e(t) = ((t) — ((t), el error de

estimacion en las coordenadas de (). De la resta entre el modelo (3.24) y el observador
(3.25) se obtiene que la dindmica del error es

&(t) =(A — LO)e(t). (3.26)

Para comprobar que la dindmica del error de observacién (3.26) converge a cero,
considere la funcién candidata de Lyapunov de la forma siguiente:

v(e) = el (t)Pe(t), (3.27)
donde P = PT > 0, es una matriz positiva definida.

Observacién 13. Observe que la dindmica del error é(t) no contiene retardos, por lo que
no es posible utilizar una FLK.

Para analizar la estabilidad de la dindmica del error con base al Teorema 2.1 de
estabilidad en el sentido de Lyapunov, se procede a derivar la funciéon candidata de
Lyapunov (3.27) a lo largo de las trayectorias del sistema como sigue:

o(e) =e7 (t) Pe(t) + ¥ (t)Pé(t).

Como sabemos que é(t) = (A — LC)e(t), se sustituye al sistema en la derivada anterior,
obteniendo que

ie) = [(A — LO)e(t)]” Pe(t) + e ()P [(A — LO)e(t)] (3.28)

donde es posible realizar una serie de factorizaciones para poder separar los términos
cruzados y facilitar las operaciones, por lo que (3.28) pasa a ser

v(e) = e’ (t) [(A —LO)Y'P+ P(A - LC’)] e(t). (3.29)
Encontrando la expresion siguiente:

ATp—CTL*P+ PA— PLC < 0,
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la cual se cumple para P > 0 positiva definida. Para dejar la expresion anterior de la
forma de una LMI, se realiza el cambio de variable R = PL = (RT = LTPT = LTP),
entonces:

ATP4+ PA—-C"R" ~RC <0, P>0. (3.30)
Razoén por la cual es posible escribir el siguiente teorema.

Teorema 3.2. La dindmica del error de observacion obtenida entre un sistema de la forma
(3.24) y un observador de estado con estructura (3.25), es de la forma

é(t) = (A — LO)e(t),

donde A € R™" [ € R™P (C € RP*™ ye(t) € R"P, es estable en el sentido de Lyapunov
si emiste una matriz P = PT > 0 tal que

ATP+ PA—-CTR" — RC <.

Demostracion. La demostracién del Teorema 3.2 se observa en la Subseccion 3.2.3.2. O

3.2.3.3. Observador equivalente en coordenadas originales de la 2da propuesta

Una vez garantizado que el error de observacién (3.26), obtenido entre el sistema
transformado (3.24) y el observador del sistema transformado (3.25) converge a cero,
en este apartado se procede a obtener el observador equivalente para el sistema en las
coordenadas originales con base a la proposicién 2.1. Ya que al garantizar la convergencia
del observador del sistema transformado, también se garantiza que el observador en las
coordenadas originales converge, ya que solo se trata de una transformacion.

El observador equivalente en las coordenadas de x con base a la proposicion 2.1, es de
la forma

() = f(2() + Q' () L(F — §), (3.31)
-1
con j=Cxz(t),y=Ci(t)y Qy' = (gig;) . En el Capitulo 4 se realiza la programacién

de la LMI (3.30), utilizando la herramienta Sedumi dentro del Software Matlab® para
dar solucion a la LMI y comprobar que es negativa definida. Asi como la simulacién del
observador (3.31) alimentado con datos reales de la pandemia de la COVID-19.

Por otro lado, es posible observar que por medio de la aplicacion del dlgebra de Lie
es posible transformar un sistema no lineal a uno con parte nominal lineal. Sin embargo,
cuando el sistema no lineal tiene retardos, estos desaparecen durante la aplicacion, llegando
a un sistema con parte nominal lineal libre de retardos, el cual no es posible analizar por
medio de una funcional. Es por ello que en el siguiente apartado se introduce una tercera
propuesta, en donde se propone un nuevo enfoque para transformar un sistema no lineal
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con retardos a uno con parte nominal lineal y parte no lineal con retardos, por medio del
cual es posible disenar un observador con retardos y analizar la convergencia del error de
observacion por medio de una funcional de L-K.

3.2.4. 3ra propuesta de observador de estado para modelo SIR con tres
retardos

En esta seccién se realiza el disenio y andlisis de convergencia del error de observacion
para un modelo SIR con tres retardos, empleando un nuevo enfoque que consiste en un
cambio de variable para transformar al sistema no lineal a uno con parte nominal lineal y
parte retardada no lineal, con la finalidad de poder emplear una FLK. Para el sistema
transformado se disenia un observador de estado y se analiza la convergencia del error de
observacion, para comprobar que el error converge a cero a lo largo del tiempo.

3.2.4.1. Obtencion del sistema con parte nominal de la 3ra propuesta

En este apartado se realiza la transformacién de un sistema no lineal a uno con parte
nominal, para lo cual, considere el modelo SIR propuesto con tres retardos de la forma
(3.1), compuesto por el sistema de ecuaciones diferenciales retardadas siguiente:

S(t) = — BSH)] (t — 73) + aR(t — 7),
I(t) =S (t —73) — I (t — 1),

R(t) =vI (t — 1) — aR(t — T2).

Por simplicidad y dado a que R(t) = 1 —S(t) — I(¢), al igual que en la Subseccién 3.2.3,
se reduce el modelo a dos ecuaciones, por lo que se retoma el modelo (3.20) compuesto
como sigue:

S(t) =—BSW)I (t —13) + aR(t — 1),
I(t) =BS)I (t —73) — v (t —71).

Para comenzar con la transformacion, es necesario reescribir al sistema anterior en
sus puntos de equilibrio. Recordando que en un equilibrio la posicién es constante y no
depende del retardo, se obtienen las igualdades siguientes:

0=— BS*I* + aR", (3.32)
0 =BS*I* — yI". (3.33)

Dado que no se conocen los valores de S*, I* y R*, se procede a obtenerlos como sigue.
De la ecuacién (3.33), se obtiene el valor de S* por medio de un despeje de la forma
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siguiente:

0= BS*T* —4I* = (BS* —)I* — §* = L.

=@

Por otro lado, para encontrar el valor de I*, se sustituye a S* = % en la ecuacién (3.32),
obteniendo que

0=-p (%) I'+aR" = —~"+aR" = ["= %R*,

por lo que se tiene que

Y

St ==, 3.34
3 (3.34)
«

I* =—R". 3.35
> (3.35)

Una vez obtenido a S* e I*, se procede a obtener R*, por lo que se sustituye (3.34) y
(3.35) en la ecuacién (3.32), obteniendo que

0=— BS*I" + aR", (3.36)
0=—43 (%) (%R*) L aR, (3.37)
0=—aR" +aR" (3.38)

Observe que la igualdad (3.38) se cumple para cualquier valor de R*, por lo que R* = R,
donde R € [0, 1]. Por practicidad, se propone que R* =+, por lo que

s =1 Ir'=a R = (3.39)
g
Ahora, para poder transformar al sistema en términos de nuevas variables, se realizan
los cambios de variable siguientes:

]31:5—5*, IQZI—I*, IgZR—R*, (340)

donde es posible obtener nuevamente las variables S, I y R por medio de un despeje,
obteniendo que
S:l’l—FS*, [:$2+[*, R:.Z'3+R* (341)

Una vez obtenidos los compartimentos S, I y R, se procede a obtener 7 y &, tomando
como base los cambios de variable dados en (3.40). Realizando las derivadas de z1 y 2
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como sigue. Primero se parte de obtener a &; por medio de derivar a x1, donde se hace
uso de las igualdades dadas en (3.41) y se realizan algunas factorizaciones, se llega a que

i1 =8 = —B(x1 + 57) (w2t — 73) + I") + o (w3(t — ) + R")
= — Brxa(t — 13) — afry — yaa(t — 73) + axs(t — ).

Por otro lado, para obtener a @5 se realiza el mismo procedimiento, obteniendo como
resultado que

iy =I=8 (1 4+ S%) (ot —13) + I*) — vy (2ot — 1) + I7)
=Bx122(t — 73) + fry + yaa(t — 73) — Yoot — 7).

Obteniendo como resultado que las ecuaciones equivalentes al modelo (3.20) en las
nuevas coordenadas son las siguientes:

j,'l = — 5$1$2(t — Tg) — @ﬁxl - 7x2(t - 7-3) + Oé.]?g(t - 7-2)’ (342>
Ty :ﬁl‘ll‘g(t — 7'3) + O-//Bxl + VxQ(t - 7—3> - ’Yx?(t - 7_1)7 (343)

donde solo se obtiene Z; y 25, dado que son las dinamicas equivalentes a S e I del modelo
(3.20). Acomodando las ecuaciones (3.42) y (3.43) en la forma espacio de estado, se obtiene
la estructura siguiente

#(t) = {_aogﬁ 8} z(t) + {8 _07} ot — )+ {8 8} a(t — ) + {8 7} o(t —73)

—ﬁ$1<t)$2<t — Tg)
" [ By (t)zo(t — 73) } '
(3.44)

Quedando el sistema transformado de la forma

(t) = Aox(t) + A1x(t — 1) + As(t — 1) + Asx(t — 73) + n(x1(t), 22(t — 73)), (3.45)
donde, Ag, A1, Az, Az € R*? 2(t), 2(t—71), 2(t—72), 2(t—73) € R* yn(21(t), 22(t—73)) €

S(t)
2x1 —

R=*'. Con z(t) = L(t)}
Observacion 14. Observe que utilizando el enfoque propuesto en esta seccion se puede llevar
un sistema no lineal a uno con parte nominal lineal con retardos mds una parte no lineal
también con retardos, de la forma (3.45), para el cual es posible diseriar un observador

con retardos de tal forma que no se desprecien aquellos tiempos muertos existentes en el
modelo no lineal como ocurre aplicando el dlgebra de Lie en la Subseccion 3.2.3.

En el siguiente apartado se disena el observador para el sistema (3.45) y se analiza la
convergencia del error de observacion para demostrar que converge a cero a lo largo del
tiempo.
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3.2.4.2. Diseno de observador y analisis de convergencia del error de observacion para
la 3ra propuesta

En este apartado se disena el observador para el sistema de la forma (3.45) y se analiza
la convergencia del error de observacion para demostrar que converge a cero a lo largo del
tiempo. Para lo cual, se parte del sistema transformado (3.45), y se disena un observador
de la forma siguiente:

L(t) =Agz(t) + Ayi(t — 1) + Agdi(t — ) + Asi(t — 73) 4+ n(@1(t), #o(t — 73))
+ Lo(Ca(t) — Ci(t)) + Ly (Ca(t — 1) — Ca(t — 1)) (3.46)
+ Lg(CQT(t — ’7'2) — Ci’(t — 7'2)) + Lg(Cl'(t — 7'3) — Ci’(t — 7‘3)),

donde L(),Ll, LQ, L3 S RZXl Zi’( ) Z%(t 7'1) i’(t — TQ),Z%(t - 7'3) € RQXl y C e R1X2. Una
vez obtenido el sistema (3.4 ) y el observador (3.46), se procede a calcular la dindmica del
error de observacién é(t) = @(t) — &(t), quedando como sigue

G(t) :(A() — LQC)G(t) + (A1 — LlC)e(t — ’7'1) + (A2 — LQC)B(t — 7'2)

-+ (Ag — LgC)e(t — 7'3) + H(I’l(t), (L’g(t — 7'3), Zi’l(t), Z)Z'Q(lf — T3)). (347>

donde
H(xq(t), zo(t — 73), Z1(t), o (t — 73)) = n(x1(t), 22(t — 73)) — n(Z1(t), T2(t — 73)). (3.48)

Una vez obtenido é(t), se procede a comprobar que la parte nominal del error de
observacion converge a cero con base al Teorema 2.2. Para comprobar que la parte nominal
lineal de (3.47) converge a cero, se propone la siguiente FLK

v(e,) =e’ (t)Pe(t) + /_0 el (t +601)e™Que(t + 6,)db,

T1

0
+ / el (t + 62)e®2Qqe(t + 65)db; (3.49)

—To

0
+ / GT(t + 93)62b63Q3€(t + 93)6193

—T3

Observacion 15. Observe que a diferencia de la Seccion 3.2.3, por medio del enfoque
propuesto en esta seccion, se llega a una dindamica de é(t) con retardos, por lo que aqui si
es posible utilizar FLK para analizar la dindmica del error de observacion partiendo de un
modelo con retardos.
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Para facilitar la derivada de v(e;) se propone realizar los siguientes cambios de variable
g1 =t+0,, 90 =1t+ 05y e3 =1+ 05, quedando la funcional como:

t t
v(e;) =’ (t)Pe(t) +/ el (e1)e®E Q1 e(ey)dey +/ el (22)e®E2DQye(ey)dey
t—71 t—

T2

t
+ / €T(53)e2b(€37t)Q36(83)d€3.
t—73
(3.50)

Ahora, se procede a obtener la derivada a lo largo de las trayectorias del sistema de la
funcional (3.50), haciendo uso de la Regla de Leibnitz, obteniendo lo siguiente:

v(e;) =2eT (t)Pé(t)
-2 /t eT(gl)e%(gl7t)Q1€(51)d€1 + eT(t)Qle(t) - eT(t - 7'1)6721”1@16(7f —71)

t
— 21)/ el (£9)e® 20 Qqe(ey)dey + e (£)Qae(t) — €T (t — )e 2™ Que(t — 1)
t—T1o
t
- 2b/ e’ (e3)e”" ™V Qse(e3)des + " (1)Qse(t) — €T (t — 3)e ™ Qse(t — 73),
t—73
donde es posible sustituir la dindmica nominal lineal del error de observacién dada por

6<t) = (AO—LQC)e(t)+(A1—L1C>€(t—7'1)+(AQ—LQC)€<t—TQ>+(A3—Lgc)e(t—Tg). (351)

Realizando algunas factorizaciones, asi como regresando las integrales al mismo cambio de
variable, se obtiene como resultado que

b(e) =e" (t) [PAg + AJ P — PLoC' — CTL{P + Q1 + Q2 + Q3] e(t)
+2eT(t)P(A; — LiO)e(t — 11) + 2T (#) P(Ay — LyO)e(t — ) (3.52)
+ 26T(t)P(A3 - L3C)€(t - 7'3) + Q,

donde § es

0
2b/ t + 9 2b91Q1€(t + 91)(191 - €T<t - Tl)e_QleQle(t — ’7'1)

T1

2b/ t + 9 2b92@26(t + 92)d92 - €T<t - 7'2)6721’72@26@ — 7'2)

0

—2b t + 9 2b03Q36(t + (93)d93 - €T<t - Tg)e_ZngQge(t - ’7'3).

\
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De la expresién (3.52), se realizan las operaciones correspondientes para agrupar los
términos cuadraticos y los cruzados, de tal forma que sean més sencillos de identificar y
agrupar de forma matricial, obteniendo que

i(e;) =€ (t) [PAg + AT P — PLyC — CTLIP + Q1 + Q2 + Q3] e(t) + Q
+ el (t)PAe(t — ) + et (t — ) AT Pe(t) — e (t)PL,Ce(t — 1)
—eT(t — 7)CTLT Pe(t) + T (t)PAge(t — 12) + e (t — 1) AL Pe(t)
eT(t)PLQC’e(t —7y) — el (t — 7o) O LY Pe(t) + €' (t) PAze(t — 73)
el (t — 13) AL Pe(t) — €T (t)PL3Ce(t — 13) — e’ (t — 75)CT L Pe(t).

La expresion anterior, se puede reescribir como una LMI, donde un asterisco (x)
representa a la transpuesta del elemento simétrico, obteniendo la estructura siguiente:

T

o] lom o @ @ |ty
. e(t—n Oy1 Ogn (x * e(t—mn
U(6t> - €(t — 7'2) @371 O @373 (*) €(t — TQ) + Q’ (353)

€(t — 7'3) @471 0 0 @4,4 €(t — T3>
donde se tiene que cada una de las entradas son:

©11 =PAy+ ALP — PL,C — CTLYP + Q1 + Q2 + Qs,
Oy, =ATP - CTLTP,

O3, =A3P - CTLIP,

O, =A3P - CTLI P,

Ogp = —e @y,

O33 = — e 2’2y,

Ous = — e—QngQ?)'

Por otro lado, observe que la funcional (3.49), también se puede reescribir de la forma
siguiente:

e(t)

P
N N 0
6 t Tl 8 0 (*) €<t Tl) + / €T(t + 91)e2b01Q16(t + Hl)dgl
0

A/_\A
O ¥ % ¥
N

e t_TQ 0 0 €<t—7'2) -
e(t — 73) 0 O e(t —73)
0 0
- T(t 4 05)e®2Qqe(t + 0,)dby + / e (t + 03)e®Qqe(t 4 05)dbs.

(3.54)
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Observe que aplicando ©(e;) +2bv(e;) se eliminan las integrales, obteniendo lo siguiente:

v ) o & 8 8 ( v )
) O Op (* * e(t —n
U(et)+2bv(et) - e(t—Tg) @371 O @373 (*) 6(15—7‘2) +Q
)
)

@471 0 0 @47 €(t — Tg)

(e(t | 2bP () E*g g*i (
e(t—m 0 0 * * e t — 7'1
Tlet=m)| |0 0 0 )] |e(t—mn) (3:55)
€(t — Tg) 0 0 0 0 e(t — 7'3
et) 17 [O11+26P () (x) ()
_ €(t — 7'1) @271 @2’2 (*) (*) 6<t — 7'1)
e(t — o) O34 0 Os3 () e(t — o)
e(t — 7'3) @471 0 0 @474 e(t - 7—3)
donde
I @20
O41 0 0 Oyy

Haciendo los cambios de variable Ry = PLy = R} = L{P, Ry = PL; — RI =
LTP, Ry = PLy, = RY =1LTPy Ry = PLy = R} = LIP, en cada una de las
entradas de W, se obtiene que

©11 =PAg+ AL P — RyC — CTR} + Q1 + Q2 + Qs,
Oy, =ATP - CTRY,

O3, =A3; P — C"R],

O41 =ATP - C'RL,

Qg0 = —e Qy,

O33 = — e 2™ Q,,

Oy =— e 2.

Asi, si W < 0, donde W es dada en (3.56), entonces
O(er) +2bv(er) <0 = 0(er) < —2bvu(ey).
Asegurando que e(t) converge exponencial a cero, cuando ¢ tiende al infinito. Es decir,
lle(t)]] < be ey, t>0.

Lo anterior se formaliza en el siguiente resultado.
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Teorema 3.3. Considere el sistema (3.45) y el observador dado en (3.46). Entonces la
dindmica nominal lineal del error de observacion dada por

G(t) :(AO - L()C)€(t) + (Al — LlC)e(t - ’7'1) + <A2 - LQC)G(t - 7'2)
+ (Ag - LgC’)e(t - ’7'3),
converge exponencialmente a cero si existen matrices simétricas y positivas definidas P,

Q1, Q2 y Q3 en R¥*3 y matrices Ry, Ri, Ry y R en R3*! tales que
O11+2bP (%) (%) (%)

© S} * *
L S S
O41 0 0 Oug
Madas aun, las ganancias del observador son:

Lo = P 'Ry,
Ly =P 'Ry,
Ly = PRy,
Ly =P 'R;.

Demostracion. La demostracion del Teorema 3.3 se observa en la Subseccién 3.2.4.2. O

Corolario 3.1. Si la dindmica nominal lineal del error de observacion dada en (3.51)
converge exponencialmente a cero, entonces la dindmica no lineal del error de observacion
dada en (3.47) también converge exponencialmente a cero.

Demostracion. Considere que el Teorema 3.3 se cumple, se tiene que e(t) converge expo-
nencialmente a cero, cuando ¢ tiende a infinito. Asi basta demostrar que H(x;(t), xo(t —
73), £1(t), To(t — 73)) = ||n(21(2), 22(t — 73)) — N(Z1(t), T2(t — 73))||, dada en (3.48), es una
no linealidad desvaneciente a lo largo del tiempo, es decir

lim H (a1 (), 2a(t = 73), 1 (), &2t — 7)) = 0.

Lo que significa que mientras el tiempo tiende al infinito, la no linealidad tiene a ser cero,
por lo que recibe el nombre de desvaneciente. Realizando la maximizacion, se tiene que

H(z1(t), 22(t — 1), 21(¢), 22(t — 1)) =[n(z1(2), 22(t — 73)) — n(21(¢), T2( — 73))|
H [ By (t)zo(t — 7'3)} B |:—6Aj31(t2j32(t — T3)j| H
By (t)xe(t — 73) BTy (t)To(t — 73)
=484 |(z1 (1) 2o (t — 73) — &1(8)2a(t — 73))7|
=454 (D)o (t — 75) — T1(8)22(t — 73)||?
=4 |z1 (t)wa(t — 73) + 21 (8)E2(t — 73)
— 21 (D)@t — 73) — &1 (8)To(t — 73)[]*. (3.57)
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Si en la expresién (3.57) se factoriza a x1(t) y Z2(t — 73), se tiene que
H(xl(t), l‘g(t - Tg),fl(t),fg(t — 7'3)) = 462H1‘1(f?)62(t - 7'3) + ffg(t - Tg)el(t)H,

donde e;(t) = z1(t) — &1(t) y ea(t — 73) = x2(t — 73) — Zo(t — 73). Ahora bajo la suposicion
de que las poblaciones estdn acotadas, se puede mayorizar de la forma siguiente:

H(zy (1), 2o(t — 73), 21(1), Zo(t — 73)) < 4B2M||ex(t — 73) + er(t)]], (3.58)

con M = méx{z,(t), Z2(t — 73)}. De la expresién (3.58) es posible observar que si e;(t) y
eo(t — 73) tienden a cero cuando t tiende a infinito, entonces se cumple que

1 H (2 (£), wa(t — 1), @1 (8), @2(t — 7)) = 0.

t—o00

]

Debido a que las operaciones realizadas con el observador del sistema transformado,
se cumplen para el sistema original, en el siguiente apartado se obtiene el observador
equivalente en coordenadas originales para poder ser simulado.

3.2.4.3. Observador equivalente en coordenadas originales de la 3ra propuesta

Una vez garantizado que el error de observacién (3.47), obtenido entre el sistema
transformado (3.45) y el observador del sistema transformado (3.46) converge a cero, en este
apartado se procede a obtener el observador equivalente para el sistema en las coordenadas
originales por medio del procedimiento inverso. Ya que al garantizar la convergencia
del observador del sistema transformado, también se garantiza que el observador en las
coordenadas originales converga, ya que solo se trata de una transformacion.

Para lo cual, se parte de las siguientes ecuaciones previamente obtenidas

.Ckl = — 51’1$2(f — 7'3) — aﬁxl — vxg(t — 7'3) + Oéﬂfg(t — 7'2),
To =Lx12o(t — 73) + afxy + Yaa(t — 73) — Yot — 7).

Las cuales con base al observador disefiado de la forma (3.46), se reescriben en funcién
del observador como sigue

A

T = — Bi122(t — 13) — affdy — yIa(t — 13) + ads(t — 1) + Lo, (y(t) — 4(¢))
+ Ly, (y(t —71) = 9(t = 71)) + Lo, (y(t — 72) — §(t — 72)) (3.59)
+ L3, (y(t — 73) — 9(t — 73)),
Ty =Bi132(t — T3) + aBdy + Yaa(t — 73) — vE2(t — T1) + Loy (y(t) — 4(t))
+ L (y(t — ) = 9t = 1)) + Loy (y(t — 72) — §(t — 72)) (3.60)
+ L3, (y(t — 73) — 9(t — 73)).
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Se sabe que
* ’y * *
S* = B, I" =aq, R =~.
Ademas, que para transformar al sistema en términos de las variables originales, se
hacen los siguientes cambios de variable

~

G1=8-8%  Gy=1-1I i3=R-R"

Se procede a obtener I por medio de la ecuacién (3.59), donde se realizan las operaciones
correspondientes, obteniendo como resultado lo siguiente:

1 =8 = —Bi12a(t — 73) — afdy — Yia(t — 73) + adis(t — 7o) + Lo, (y(t) — §(t))
+ Ly, (y(t — 1) — 9t — 1)) + Lo, (y(t — 72) — §(t — 72))
+ L3, (y(t — 73) — 9(t — 73)),
— — B8I(t — 73) + aR(t — 72) + Loy (y(t) — §(8)) + L, (ylt — 1) — Gt — 7))
+ Lo, (y(t — m2) = §(t — 7)) + Ls, (y(t — 73) — §(t — 73)).

Realizando el mismo procedimiento pero ahora para obtener a Z,, se obtiene que

Ty =1 = Birio(t — 73) + aBdr + yio(t — 73) — yia(t — 1) + Lo, (y(t) — (1))
+ L, (y(t — 1) — Gt — 71)) + Lo, (y(t — 72) — §(t — 72))
+ L3, (y(t — 73) — 9(t — 73)),
=BSI(t —73) — ¥I(t —71) + Lo, (y(t) — §(t)) + Lo, (y(t — 71) — §(t — 7))
+ Lo, (y(t — 72) — §(t — 72)) + La, (y(t — 73) — §(t — 73)).

Por lo que, el observador equivalente en las coordenadas originales, es de la forma

s |S@B)] _ _5:§j(t —73) + OﬂR(t — 72) Ly, .
= m)] st oty | + o] w090
o A G R e R el (R SR T R

+[72] = - ot -,

donde y(t) = I(t), y(t —m) = I(t —m), y(t — 1) = I(t — 72), y(t — 73) = I(t — 1),
_ | Lo L Ly, [Ls
Ly = {Log]’ L, = [Llj, Ly = |:L22‘| y L3 = [ng En el Capitulo 4 se realiza la
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programacion de la LMI (3.56), utilizando la herramienta Sedumi dentro del Software
Matlab® para dar solucién a la LMI y comprobar que es negativa definida. Asi como
la simulacién del observador (3.61) alimentado con datos reales de la pandemia de la
COVID-19.

3.3. Conclusiones

Lo expuesto anteriormente en este capitulo permite concluir que el considerar retardos
en el diseno de modelos matematicos epidemioldgicos ayuda al mejor entendimiento y
comprension de la dindmica de una enfermedad infecciosa en cada uno de los compartimen-
tos considerados, ya que es posible considerar o caracterizar matematicamente aquellos
tiempos muertos, tales como el periodo de incubacién, recuperacion y pérdida de inmunidad.
Ademas, es posible observar que el aplicar el algebra de Lie para transformar un sistema
no lineal a uno con parte nominal por medio de un difeomorfismo, es 1til cuando se trabaja
con sistemas sin retardos o se desea analizar la convergencia del error de observacién de un
modelo con retardos por medio de una funcién en lugar de una funcional. Por otro lado, si
se desea transformar un sistema no lineal a uno con parte nominal lineal y parte retardada
no lineal se presenta un nuevo enfoque, el cual es util debido a que permite disenar un
observador con retardos y por lo tanto obtener una dinamica del error de observacion
con retardos que puede ser analizada por medio de una funcional. Por consiguiente es
posible observar la importancia de un observador, ya que por medio de estos, es posible
reconstruir completamente el estado del sistema, y con ello lograr la convergencia del error,
lo cual es muy importante si es aplicado a modelos mateméticos epidemiolégicos en donde
existe informacién no disponible. En el siguiente Capitulo se realizan las simulaciones de
los observadores disenados en este capitulo, para verificar la efectividad de cada uno de
ellos, alimentandose con datos reales de la pandemia de la COVID-19 en México.



Capitulo 4

Aplicaciones de resultados tedricos

En el presente capitulo se presentan simulaciones de algunos modelos matematicos
epidemioldgicos tipo SIR, incluido el propuesto con tres retardos para aproximar las curvas
poblacionales de la COVID-19 en México, asi como simulaciones de los observadores
disenados en el Capitulo 3 para modelos SIR sin y con retardos, con la finalidad de lograr
la reconstruccion completa de la dindmica compartimental por medio de la informacién
disponible. Cabe senalar que las comparaciones son para un conjunto de datos que no
corresponden al total de los casos confirmados de la poblacion de México, ya que son datos
que permiten hacer una comparacién en el curso temporal de las dindmicas. Sélo los datos
de la OMS que se utilizan son reales; los datos de la poblacion total y condiciones iniciales
son artificiales y seleccionados para poder comparar.

4.1. Modelos matematicos tipo SIR implementados a la
COVID-19

En esta seccién se presentan simulaciones de algunos de los modelos mateméatico mas
representativos presentados en el Capitulo 2, asi como del modelo con tres retardos dado
en (3.1), los cuales son ajustados de acuerdo a los datos oficiales de la poblacién de México,
reportados por la OMS [71], para ilustrar el comportamiento de la evolucién de la pandemia
en este pais y poder ejemplificar la aplicacion de estos modelos. Dichas simulaciones, son
realizadas en Matlab®.

4.1.1. Aplicacion de modelo SIR libre de retardos

En este apartado considere el modelo SIR libre de retardos de la forma (2.18), asf como
los datos registrados por la OMS, considerando una ventana de tiempo comprendida del 1

23
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de diciembre de 2020 al 1 de marzo de 2021. Para este periodo de tiempo, N = 200000
es la poblacién total, de la cual Sq = 87957/N, Iy = 6388/N y Ry = 105655/N son las
condiciones iniciales normalizadas de la poblacion Susceptible, Infecciosa y Recuperada,
respectivamente. Aqui se toma como condicion inicial de Infecciosos y Recuperados el
numero de casos reportados por la OMS, mientras que la condiciéon inicial para susceptibles
es la diferencia para obtener el total N. Cabe senalar que cuando cambia la propagacién de
la enfermedad entre la poblacién del pais este nimero N varia. Mientras que los valores de
la tasa de infeccion 3 y el reciproco del tiempo promedio de recuperacion v son propuestos
mediante una rutina empirica exhaustiva, la cual consiste en variaciones paramétricas para
obtener las mejores correspondencias entre la solucién numérica del modelo matematico y
los datos reales en el periodo de tiempo. En la Tabla 4.1 los mejores valores obtenidos.

Caso B v
(i) |0.2942 | 0.0597
(i) | 0.3012 | 0.0486

Tabla 4.1: Valores empiricos de  y v para el modelo SIR (2.18).

Como ya se mencioné anteriormente, el comportamiento dindmico del modelo esta en
funcién de la tasa de infeccién y el reciproco del tiempo promedio de recuperaciéon de la
enfermedad, para determinar este impacto a continuacion se presentan simulaciones para
los dos casos con valores [y v distintos obtenidos de forma exhaustiva, es decir por medio
de variaciones paramétricas para lograr que el modelo se apegue a los datos reales, ver
Tabla 4.1.

En la Figura 4.1, se puede observar el caso (i), f = 0.2942 y v = 0.0597. Es claro
que usando una tasa de infeccién de aproximadamente 29.42 % y el reciproco del tiempo
promedio de recuperacion del 5.9 %, el modelo SIR representa una evolucién cercana al
comportamiento con los datos registrados por la OMS, en donde se puede observar que la
estimacion de la dinamica de la poblacion de recuperados se encuentra por arriba de los
datos reales en el tiempo de simulacién comprendido entre los 20 a 75 dias, por otro lado,
se puede observar que la dindmica de la poblacién Infecciosa estimada por el modelo se
asemeja mucho a los datos reales.
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Modelo SIR sin retardos (México) 01/12/2020 - 01/03/2021

1
0ok I infectados Real e
: Recuperados Real : : __,_-..--"'"'--
0.8 | |==="Infectados Modelo 1 ‘___,..--"'"- E
=== Recuperados Modelo 1| ..ﬂ-"'.' ; ;
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T

S 06 e ]

R Rt : : : _
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fiw)

= : : : : :

O 041 3 : 3 : : 7
0.3 b
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01 F 2 '-_-___,_..-n—-—--u-__il II 3 = i

]
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Dias

Figura 4.1: Simulacién del modelo SIR (2.18) empleando (3 y v dados en la Tabla 4.1 inciso
().

En la Figura 4.2, se puede observar el caso (ii), 5 = 0.3012 y v = 0.0486. En donde se
incrementa el parametro § y se disminuye el parametro ~, siendo claro que al igual que en
el caso (i), el modelo SIR representa una evolucién cercana al comportamiento con los
datos registrados por la OMS, pero aqui la estimacién de los recuperados se ve por encima
de la dinamica real por un mayor nimero de dias, los cuales se encuentran comprendidos
de los 20 a los 85 dias de simulacion.

Modelo SIR sin retardos (México) 01/12/2020 - 01/03/2021

1 T T T
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L = 1
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Figura 4.2: Simulacién del modelo SIR (2.18) empleando (3 y v dados en la Tabla 4.1 inciso
(ii).

Observacion 16. Observe que Ry depende de B y 7, por lo que su valor se mueve si
cualquiera de los dos pardmetros se altera. En otras palabras, Ro es sensible a variaciones.
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Es claro que para ambas simulaciones, existe una pequena variacion entre los datos
reales y los estimados por el modelo en el curso temporal de las dinamicas, con los
datos seleccionados para poder realizar la comparacién. El error cuadrético medio (ECM)
obtenido de los casos (i) y (ii), se observa en la Tabla 4.2.

Caso | ECM Infecciosos | ECM Recuperados
(1) 0.0276 0.0345
(i1) 0.0399 0.0419

Tabla 4.2: ECM de datos dados en la Tabla 4.1.

Comparando el valor del ECM de los casos (i) y (ii), respectivamente, es posible
visualizar que las dindmicas aproximadas en comparacién con las reales, se ajustan de
mejor manera al ocupar los valores de 5y v del caso (i), ya que el valor del ECM es menor
para la dindmica de la poblacion Infecciosa y Recuperada.

Observacion 17. El empleo de algoritmos para identificar los pardmetros de modelos de
la forma (2.18), puede coadyuvar a la obtencion de la tasa de infeccion 5 y el reciproco
del tiempo promedio de recuperacion vy en una ventana de tiempo. Fsto puede, bajo un
andlisis adecuado y que sale del alcance de esta tesis, contribuir a determinar estrategias
mds eficientes para contener futuras pandemias.

En la Figura 4.3, se ilustra la evolucion del niimero reproductivo béasico del modelo
(2.18), para el caso (i) de la Tabla 4.1, donde es posible observar que hasta aproximadamente
los 33 dias la propagacién de la enfermedad es mayor comparado con los dias posteriores.

Numero Reproductivo Basico (México) 01/12/2020 - 01/03/2021

2.5

| e M Umero Reproductivo Basico |

(0] 10 ZID C;D 4ID 5ID BID TID EIID a0

Dias
Figura 4.3: Numero reproductivo basico del modelo SIR (2.18) empleando 3 y v dados en
la Tabla 4.1 inciso (i).
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Cabe recordar que este modelo no cuenta con pardmetros que tomen en consideracién las
intervenciones implementadas por parte del gobierno para la erradicacion de la COVID-19,
por lo que, de no haberse implementado intervenciones, fuese posible que el comportamiento
de la enfermedad fuera muy parecido al comportamiento obtenido por simulacién.

4.1.2. Aplicacion de modelo SIR con dos retardos

Considere el modelo SIR con dos retardos de la forma (2.21), asi como los datos
registrados por la OMS del 1 de diciembre de 2020 al 1 de marzo de 2021. Aqui, N = 200000
es la poblacién total, de la cual Sy = 87957/N, Iy = 6388/N y Ry = 105655/N son las
condiciones iniciales normalizadas de la poblacion Susceptible, Infecciosa y Recuperada,
respectivamente. Cabe recordar que las condiciones iniciales son funciones debido a que se
tiene en cuenta el valor de los retardos. Los valores de la tasa de infeccién 3, el reciproco
del tiempo promedio de recuperacién 7, el periodo de incubacion 7; y el periodo de
recuperacion de la enfermedad infecciosa 75, son dados en la Tabla 4.3.

Caso J5} ¥ T T
1) |0.2367 | 0.0522 | 5.8 | 12
(i) | 0.2582 | 0.0518 | 6.5 | 11.6
(iii) | 0.2561 | 0.0518 | 6 11

Tabla 4.3: Valores empiricos de (3, 7, 71 y 7o para el modelo SIR (2.21) del 1 de diciembre
de 2020 al 1 de marzo de 2021.

Observacion 18. Los valores de los retardos debido al periodo de incubacion son de entre
5 a 6 dias aproximadamente, pero puede variar entre 1 y 14 dias, mientras que para el
periodo de recuperacion se puede considerar de 10 a 14 dias o hasta 6 semanas [72, 75].
Estos dependiendo de la gravedad de la enfermedad segun informan las organizaciones de
la salud. En este modelo se deben introducir los retardos en funcion de los dias.

Se realizaron algunas iteraciones para encontrar los valores de 3, v, 7 y T» que
proporcionaran una correcta aproximacion de la dinamica real del COVID-19 por medio
del Modelo SIR dado en (2.21), ver Tabla 4.3. E1 ECM obtenido de los casos (i), (ii) y
(iii), se observa en la Tabla 4.4.
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Caso | ECM Infecciosos | ECM Recuperados
(1) 0.0305 0.0183

(ii) 0.0357 0.0120

(ii1) 0.0347 0.0111

Tabla 4.4: ECM de datos dados en la Tabla 4.3.

En la Figura 4.4, se puede observar el caso (iii), § = 0.2661, v = 0.0518, 71 = 6.5
y 72 = 11. Es claro que usando una tasa de infeccién de aproximadamente 26.61 % y el
reciproco del tiempo promedio de recuperacion del 0.0518, el modelo SIR representa una
evolucion cercana al comportamiento con los datos registrados por la OMS a lo largo
de la dindmica de la COVID-19 en la ventana de tiempo considerada, existiendo una
variacion entre los datos reales y los estimados por el modelo, la cual se puede observar en
la Tabla 4.4, y por medio de la cual se puede verificar que el caso (iii) es el que proporciona
la mejor estimacién con base al ECM obtenido para cada poblacion.

Modelo SIR con retardos (México) 01/12/2020 - 01/03/2021
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Figura 4.4: Simulacién del modelo SIR (2.21) empleando (3, v, 71 y 72 dados en la Tabla 4.3
inciso (iii).

El comportamiento estimado por el modelo es valido, debido a las intervenciones que
han sido aplicadas en la poblacién. Siendo que por ello se puede observar que la dindmica
real de las personas recuperadas esta por encima de la estimada, y la dinamica real de la
poblacion Infecciosa por debajo, ya que lo que busca reducir las intervenciones, es la tasa
de contagio y debido a esa reduccion los datos reales de los casos confirmados, se ven por
debajo de los estimados.
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Numero Reproductivo Basico (México) 01/12/2020 - 01/03/2021
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Figura 4.5: Numero reproductivo bésico del modelo SIR (2.21) empleando 3, v, 71 y 7o
dados en la Tabla 4.3 inciso (iii).

En la Figura 4.5, se ilustra la evolucién del niimero reproductivo basico del modelo
(2.21), para el caso (iii) de la Tabla 4.3, donde es posible observar que durante todo el
periodo comprendido en la simulacién, el niimero reproductivo basico se mantiene mayor
a uno, dando pauta que la propagacion de la enfermedad en la poblaciéon continua. Por
otro lado, se puede observar que dicha propagacion en la poblaciéon disminuye a razén que
las personas infecciosas decrecen y las recuperadas aumentan.

4.1.3. Aplicacion de modelo SIR con tres retardos

Por 1ltimo, se realizé la simulacién por medio del modelo propuesto con tres retardos
dado en (3.1), con la finalidad de observar si efectivamente el modelo se comporta de forma
semejante a los modelos previamente utilizados. Para lo cual se realiz6 la simulacién en la
ventana de tiempo considerada del 1 de diciembre del 2020 al 1 de marzo del 2021, con
N = 200000 y las condiciones iniciales Sy = 87957/N, Iy = 6388/N y Ry = 105655/N.
Los valores de la tasa de infeccion 3, el reciproco del tiempo promedio de recuperacion -,
el periodo de incubacién 7 y el periodo de recuperacion de la enfermedad infecciosa 7 y
el tiempo que tarda una persona recuperada en perder la inmunidad 73, son dados en la
Tabla 4.5.
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Caso J5} ¥ « T | o | T3
@G | 0.2061 | 0.0622 | 0.003 |11 |11 ] 6.5
(i) | 0.2058 | 0.0622 | 0.0024 | 14 | 17 | 6.5

(iii) | 0.2058 | 0.0639 | 0.0018 | 14 | 17 | 6.8

Tabla 4.5: Valores empiricos de f3, 7, «, 71, 7o y 73 para el modelo SIR (3.1) del 1 de
diciembre de 2020 al 1 de marzo de 2021.

Se realizaron algunas iteraciones para encontrar los valores de 3, v, a, 71, To ¥ T3 que
proporcionaran una correcta aproximacion de la dinamica real de la COVID-19 por medio

del Modelo SIR dado en (3.1), ver Tabla 4.5. El ECM obtenido de los casos (i), (ii) y (iii),
se observa en la Tabla 4.6.

Caso | ECM Infecciosos | ECM Recuperados
(1) 0.0222 0.1024

(i1) 0.0235 0.0820

(iii) 0.0162 0.0808

Tabla 4.6: ECM de datos dados en la Tabla 4.5.

En la Figura 4.6, se puede observar el caso (iii), 8 = 0.2058, v = 0.0639 y o = 0.0018.
En donde es posible visualizar que el comportamiento obtenido por medio del modelo
dado en (3.1) es muy parecido a los obtenidos por medio de los modelos (2.18) y (2.21).
En donde es posible visualizar que la dinamica de los recuperados tenderd a crecer y
estabilizarse en algin momento, mientras que la dindmica de los infecciosos se asemeja en
gran medida a la dindmica real reportada por la OMS. Aunque al hablar de la propagacion
de una enfermedad en la poblacién, es dificil dar certeza de lo que posiblemente pudiera
pasar.
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Modelo SIR con retardos propuesto (México) 01/12/2020 - 01/03/2021
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Figura 4.6: Simulacién del modelo SIR (3.1) empleando 3, 7, a, 71, 72 y 73 dados en la
Tabla 4.5 inciso (iii).

Para este caso los valores del ECM de los casos (i), (ii) y (iii), se pueden visualizar
en la Tabla 4.6, siendo el caso (iii) el que proporciona un error de estimacién menor.
Comparando los resultados obtenidos de los modelos con retardos empleados, es posible
observar que el modelo propuesto dado en (3.1), proporciona un error de estimacién menor
en la dindmica de infecciosos en comparacion con el modelo (2.21), por lo que es posible
asumir que el considerar la pérdida de inmunidad en el diseno de este tipo de modelos
epidemioldgicos, es adecuado.

En la Figura 4.7, se ilustra la evolucién del niimero reproductivo basico del modelo
(3.1), para el caso (iii) de la Tabla 4.5, donde es posible observar que durante todo el
periodo comprendido en la simulaciéon, el nimero reproductivo basico se mantiene mayor a
uno, donde es posible inferir que la propagacion de la enfermedad en la poblacién continua.
Dando pauta a que el modelo propuesto, describe de buena manera como es la propagacion
de la enfermedad en la ventana de tiempo considerada.
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Numero Reproductivo Basico (México) 01/12/2020 - 01/03/2021
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Figura 4.7: Numero reproductivo basico del modelo SIR (3.1) empleando 3, v, a, 71, T2 ¥
73 dados en la Tabla 4.5 inciso (iii).

Para evitar rutinas exhaustivas, en la literatura se encuentran diferentes estrategias/mé-
todos/técnicas que ayudan a obtener/identificar los pardmetros de un modelo matematico
de una manera mas eficiente. Sin embargo, para el caso de los modelos con retardos, el
ECM se determina fijando el valor del retardo (dado que no se consideran como parémetros
libres), debido a que no hay un método de identificacién que permita aproximarlos de
manera apropiada, por lo que su mejor aproximacién es la heuristica.

4.2. Observadores de estado para modelos SIR implementa-
dos a la COVID-19

En esta seccion se presentan simulaciones de los observadores de estado disenados
en el Capitulo 3, los cuales son alimentados con los datos oficiales de la poblacién de
México, reportados por la OMS [71], para ilustrar el comportamiento de la evolucién de la
pandemia en este pais y poder ejemplificar la aplicacion de los observadores de estado para
la reconstruccion completa del estado de un sistema. Cabe senalar que las comparaciones
son para un conjunto de datos que no corresponden al total de los casos confirmados de la
poblaciéon de México, ya que son datos que permiten hacer una comparacién en el curso
temporal de las dindmicas. Sélo los datos de la OMS que se utilizan son reales; los datos de
N, Sy, Iy y Ry son artificiales y seleccionados para poder comparar. Dichas simulaciones,
son realizadas en Matlab®.
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4.2.1. Observador para modelo SIR libre de retardos

En esta seccién se presentan algunas simulaciones utilizando el modelo matemético
epidemiologico clasico de Kermack y McKendrick, asi como su observador presentado
en el capitulo 3. Aqui el observador es alimentado con los datos oficiales de los casos
confirmados en México, reportados por la OMS [71], para ilustrar el comportamiento de la
evolucion de la pandemia en este pais y poder ejemplificar la aplicacién de los observadores
de estado en la epidemiologia matematica para la reconstruccion completa de la dindmica
compartimental. Dichas simulaciones, son realizadas por medio de Matlab®.

4.2.1.1. Solucion de la LMI: Modelo SIR libre de retardos

Una vez realizado el andlisis de convergencia del error de observacion y obtenida la
LMI de la forma (3.17), en este apartado de procede a darle solucién a la LMI utilizando
la herramienta Sedumi dentro del Software Matlab. Para ello se utilizan los valores de

Ay C, dados en (3.8). Los valores con los que se alimenta a la LMI son: A = 8 (1) ,
C= [1 O], 1= (1] (1)] , v w=0.7, con la finalidad de obtener los valores de las matrices

P v R. Los valores obtenidos para estas matrices son:

p_ 0.5917  —0.3680
~|-0.3680 0.2772 |’

0.7322
= [0.2801] ’

con los cuales es posible encontrar los valores que contiene el vector de ganancias L, como
sigue

(4.1)

I —p-lp_ [10.6987} |

15.2131

observando que se cumple que son positivos. Retomando la LMI (3.17), nombrada W y
sustituyendo los valores encontrados, se obtiene como resultado que

—-0.9744 03116  0.5917 —0.3680
W 0.3116 —0.2460 —0.3680 0.2772
~ | 05917 —0.3680 —1.0000 0 ’

—0.3680 0.2772 0 —1.0000

donde es posible observar que la diagonal principal es negativa, pudiendo notar que se
cumple que W < 0, sin embargo, para corroborar que W es definida negativa, se obtienen
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sus valores propios, obteniendo como resultado los siguientes:

—1.868582826215747
—1.001431033228581
—0.323224849157720 | ’
—0.027143715424049

comprobando que todos son negativos, por lo que cumple que
ATP+ PA—-CTRT —RC +W?I P
P -1

garantizando que el error de observacién va a converger a cero a lo largo de las trayectorias
del sistema.

Ay =

<0, P >0,

4.2.1.2. Simulacion del observador: Modelo SIR libre de retardos

En este apartado, considere el observador de la forma (3.18), asi como el modelo
clasico de Kermack y McKendrick reducido (3.2), con los cuales se realiza la simulacién del
observador para visualizar que tan rapido se apega a la dindmica obtenida por el modelo.
Aqui, N = 350000 es la poblacién hipotética considerada, de la cual Sy =1 — Iy — Ry,
Iy = 69025/N y Ry = 0 son las condiciones iniciales artificiales normalizadas del modelo,
correspondientes de la poblaciéon Susceptible, Infecciosa y Recuperada respectlvamente.
Las condiciones iniciales del observador son So =1- IO — RO, IO =0.2272y Ro = 0.05.
Aqui, se considera que la tasa de infeccién es § = 0.199 y el reciproco del tiempo promedio
de recuperacion es v = 0.085. Las ganancias L, son dadas en (4.1).
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Figura 4.8: Simulacién del observador (3.18) comparado con el modelo SIR sin retardos
(3.2).
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En la Figura 4.8, es posible observar que el comportamiento obtenido por medio del
observador se aproxima correctamente, a la dindmica obtenida por medio del modelo
(3.2), utilizando los valores previamente mencionados. En donde es posible observar que
el observador estima adecuadamente las dinamicas obtenidas por medio del modelo,
obteniendo un ECM de 0.9393 %, 0.2954 % y 0.8396 % en las dindmicas observadas de
Susceptibles, Infecciosos y Recuperados, respectivamente.

Ahora, se analiza el comportamiento del observador alimentdndolo con datos reales de
los casos confirmados de Infecciosos de la pandemia de la COVID-19, para ello, considere
el observador de la forma (3.18), asi como los datos registrados por la OMS del 13 de enero
al 8 de marzo de 2022, ventana de tiempo en la que tuvo lugar el virus SARS-CoV-2. Aqui,
N = 350000 es la poblacién total, de la cual go =1- fo — Ro, fo = 69025/N y Ro =0
son las condiciones iniciales normalizadas del observador, correspondientes de la poblacion
Susceptible, Infecciosa y Recuperada, respectivamente. Aqui, se consideran los mismos
valores de 3y 7 de la simulacién 4.8 y las ganancias L, dadas en (4.1). Sin embargo el
observador no da una estimacion adecuada con dichas ganancias, dado que la funcion de
Lyapunov utilizada para obtener la LMI es simple, por lo que no se logra un buen ajuste
del observador respecto a los datos reales. Sin embargo, se realiza un ajuste empirico de 3,
v, L1y Lo, los cuales se muestran en la Tabla 4.7.

Tabla 4.7: Valores 3, v, L1 y Lo para el observador (3.18).

B Y Ly Lo
1.354948 0.7885 15.55 2.001

Observador Vs Datos Reales (México)
T T T T

T T

09 I nfecciosos Reales

X = === |nfecciosos Observador
== === Susceptibles Observador
n Recuperados Observador

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
Dias

Figura 4.9: Simulacién del observador (3.18) comparado con datos reales de la COVID-19.
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En la Figura 4.9, es posible observar que el comportamiento obtenido por medio
del observador ajustado de manera empirica se apega adecuadamente a los datos reales
correspondientes a los casos confirmados reportados por la OMS. Obteniendo un Error
Cuadrético Medio (ECM) de 2.5712% en la dindmica de infecciosos. Ademas, es posible
observar que solo con la informacién disponible, se estiman las dinamicas de Susceptibles
y Recuperados con la ayuda del observador de estado, manteniéndose siempre la poblacién
constante.

4.2.2. 1ra propuesta de observador para modelo SIR con tres retardos

En este apartado se presentan algunas simulaciones utilizando el modelo matematico
epidemiologico propuesto con tres retardos, asi como su observador correspondiente,
presentados en el Capitulo 3, los cuales son ajustados de acuerdo a los datos oficiales de la
poblacién de México, reportados por la OMS [71], para ilustrar el comportamiento de la
evolucion de la pandemia en este pais y poder ejemplificar la aplicacién de los observadores
de estado en la epidemiologia matematica. Dichas simulaciones, son realizadas por medio
de Matlab® y siguiendo el procedimiento planteado en la Subseccién 3.2.2.

Para ello, considere el modelo SIR epidémico propuesto con tres retardos de la forma
(3.1), asi como los datos registrados por la OMS del 13 de enero al 8 de marzo de 2022,
ventana de tiempo en la que tuvo lugar la variante Omicron del virus SARS-CoV-2. Aqui,
N = 350000 es la poblacién total, de la cual Sy = Iy — Ry, Iy = 69025/N y Ry = 0 son las
condiciones iniciales normalizadas de la poblaciéon Susceptible, Infecciosa y Recuperada,
respectivamente. Cabe recordar que las condiciones iniciales son funciones debido a que se
tiene en cuenta el valor de los retardos. Los valores de la tasa de infeccién 3, el reciproco
del tiempo promedio de recuperacion 7, el tiempo promedio de pérdida de inmunidad «,
asi como el valor de los retardos 7y, 75 y 73, son dados en la Tabla 4.8.

B Y o T | T2 | T3

0.059 | 0.081 | 0.0018 | 3 | 5| 6

Tabla 4.8: Valores (3, 7, a, 71, T2 y 73 para el modelo SIR (3.1).

En la Figura 4.10, es posible observar que el comportamiento obtenido por medio del
modelo, utilizando los valores de la Tabla 4.8, se apega a los datos reales correspondientes
a los casos confirmados reportados por la OMS. Obteniendo un ECM del 3.50 %.
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Modelo SIR con tres retardos (México)
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Figura 4.10: Simulacién del modelo SIR (3.1) empleando 3, v, «, 71, 72 y 73 dados en la
Tabla 4.8.

Al utilizar los mismos datos de la Tabla 4.8 para alimentar al observador, es posible
corrobora que la dindmica del observador es igual a la obtenida por el modelo, esto, debido
a que se trata de una copia del mismo. Mas atin, al comparar las estimaciones obtenidas
en la Figura 4.11 por el observador y el modelo, se obtiene un ECM igual a cero.
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Figura 4.11: Simulacién del modelo SIR (3.1) y del observador (3.19) empleando 3, v, «,
71, T2 y 73 dados en la Tabla 4.8.

Por dltimo, alimentando al observador con los datos reales, correspondientes a los
datos de las personas confirmadas registrados por la OMS, y utilizando los valores para
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las ganancias igual a L; = —1.108, Ly = 0.998 y L3 = 0.11, se obtiene como resultado las
dindmicas de la Figura 4.12.
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Figura 4.12: Simulacién del observador (3.19) comparado con los datos reales empleando
B, 7, «, 11, T2 y T3 dados en la Tabla 4.8.

En la Figura 4.12, es posible observar que solo con la informacién disponible, se estiman
las dindmicas de Susceptibles y Recuperados con la ayuda del observador de estado. Por
medio de lo cual, es posible observar que mientras los casos confirmados disminuyen, la
dindmica de los recuperados aumenta. El ECM obtenido entre los datos reales de la OMS
y el observador es del 4.3966 %.

4.2.3. 2da propuesta de observador para modelo SIR con tres retardos

En esta seccién se presentan algunas simulaciones utilizando el modelo matemético
epidemiologico propuesto con tres retardos, asi como su observador presentado en el
Capitulo 3. Aqui el observador es alimentado con los datos oficiales de los casos confirmados
en México, reportados por la OMS [71], para ilustrar el comportamiento de la evolucién
de la pandemia en este pais y poder ejemplificar la aplicacion de los observadores de
estado en la epidemiologia mateméatica para la reconstrucciéon completa de la dindmica
compartimental. Dichas simulaciones, son realizadas por medio de Matlab®.

4.2.3.1. Solucion de la LMI: 2da propuesta

Una vez realizado el andlisis de convergencia del error de observacion y obtenida la
LMI de la forma (3.30), en este apartado de procede a darle solucién a la LMI utilizando
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la herramienta Sedumi dentro del Software Matlab. Para ello se utilizan los valores de

Ay C, dados en (3.23). Los valores con los que se alimenta a la LMI son: A = [8 (1)]

yC = [1 O], con la finalidad de obtener los valores de las matrices P y R. Los valores
obtenidos para estas matrices son:

p_ 0.3648  —0.1517
| —0.1517  0.3648 |’

0.3303
ft= {0.3648] ’

con los cuales es posible encontrar los valores que contiene el vector de ganancias L, como
sigue

1.5979
_ p-1p _
L=pr"l= [1.6646} ’ (42)
observando que se cumple que son positivos. Redomando la LMI (3.30), la cual se nombra

como W y sustituyendo los valores encontrados, se obtiene como resultado que

W {—0.6607 0 } ,

0 —0.3034

donde es posible observar que la diagonal principal es negativa, pudiendo notar que se
cumple que W < 0, sin embargo, para corroborar que W es definida negativa, se obtienen
sus valores propios, obteniendo como resultado los siguientes:

\. _ [~0.6607
W 103034

comprobando que todos son negativos, por lo que cumple que
A"P+PA-C"R" - RC <0, P>,

dando pauta a que el error de observacién va a converger a cero a lo largo de las trayectorias
del sistema.

4.2.3.2. Simulacion del observador: 2da propuesta

En este apartado, considere el observador de la forma (3.31), asi como el modelo con
tres retardos reducido (3.20), con los cuales se realiza la simulacién del observador para
observar que tan rapido se apega a la dindmica obtenida por el modelo. Aqui, N = 350000
es la poblacién total, de la cual Sy = 1—1y— Ry, Iy = 69025/N y Ry = 0 son las condiciones
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iniciales normalizadas del modelo, correspondientes de la poblaciéon Susceptible, Infecciosa y
Recuperada, respectivamente. Las condiciones iniciales del observador son S’o =1- fo — ]A%o,
Iy = 0.225 y Ry = 0.05. Aqui, se considera que la tasa de infeccién es = 0.199, el
reciproco del tiempo promedio de recuperacion es v = 0.085 y el reciproco del tiempo
promedio de pérdida de inmunidad es o = 0.02 Las ganancias L, son dadas en (4.2).
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Figura 4.13: Simulacién del observador (3.31) comparado con el modelo SIR con tres
retardos reducido (3.20).

En la Figura 4.13, es posible observar que el comportamiento obtenido por medio
del observador se aproxima correctamente, a la dinamica obtenida por medio del modelo
(3.20), utilizando los valores previamente mencionados. En donde es posible apreciar
que el observador estima adecuadamente las dinamicas obtenidas por medio del modelo,
obteniendo un ECM de 0.9289 %, 0.0241 % y 0.9284 % en las dindmicas observadas de
Susceptibles, Infecciosos y Recuperados, respectivamente.

Ahora, se analiza el comportamiento del observador alimentdndolo con datos reales de
la pandemia de la COVID-19 correspondientes a los casos confirmados de Infecciosos, para
ello, considere el observador de la forma (3.18), asi como los datos registrados por la OMS
del 13 de enero al 8 de marzo de 2022, ventana de tiempo en la que tuvo lugar el virus SARS-
CoV-2. Aqui, N = 350000 es la poblacién total, de la cual SO =1- IO — RO, ]0 = 69025/N
y Ry = 0 son las condiciones iniciales normalizadas del observador, correspondientes de la
poblacién Susceptible, Infecciosa y Recuperada, respectivamente. Aqui, se considera que
£ =0.559, v = 0.065 y o = 0.11 y las ganancias L, dadas en (4.2).

En la Figura 4.14, es posible observar que el comportamiento obtenido por medio del
observador ajustado de manera empirica los valores de 3, v y «, se apega adecuadamente a
los datos reales correspondientes a los casos confirmados reportados por la OMS. Obteniendo
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un Error Cuadrético Medio (ECM) del 1.0602 % en la dindmica de infecciosos. Ademads,
es posible observar que solo con la informacion disponible, se estiman las dinamicas de
Susceptibles y Recuperados con la ayuda del observador de estado, manteniéndose siempre
la poblacién constante.
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Figura 4.14: Simulacién del observador (3.31) comparado con datos reales de la COVID-19.

Observacion 19. Observe que utilizar un modelo con retardos para el diseno del observador
y analisis de convergencia del error de observacion es mejor que utilizar un modelo con
retardos, ya que es posible obtener una mejor estimacion utilizando datos reales de alguna
enfermedad, ademds que las ganancias L pueden obtenerse por medio de la LMI, mismas que
se utilizan para su simulacion sin necesidad de hacer un ajuste empirico de las ganancias.

4.2.4. 3ra propuesta de observador para modelo SIR con tres retardos

En esta seccion se presentan algunas simulaciones utilizando el modelo matematico
epidemiologico propuesto con tres retardos, asi como el observador (3.61) presentado en el
capitulo 3. Aqui el observador es alimentado con los datos oficiales de los casos confirmados
en México, reportados por la OMS [71], para ilustrar el comportamiento de la evolucién
de la pandemia en este pais y poder ejemplificar la aplicacion de los observadores de
estado en la epidemiologia matematica para la reconstruccién completa de la dinamica
compartimental. Dichas simulaciones, son realizadas por medio de Matlab®.

4.2.4.1. Solucién de la LMI: 3ra propuesta

Se procedié a programar la LMI (3.56) en el solver sedumi para comprobar que la parte
nominal €(t) = (AO—L()C)Q(t) +<A1 —Llc)e(t—7'1>+ (AQ —L2C>6(t—T2)+(A3 —L30)€<t—7'3)
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converge a cero. Tomando como salida,
c=1[0 1].

Para verificar que la parte nominal sea estable, se fijan los retardos 7 = 3, 5 = 5,
73 = 6y se propone a b = 0.01, obteniendo las matrices P, ()1, Q2 y (3 simétricas positivas
siguientes:

[ 0.587988168164896e?  —2.144643928500998¢>
| —2.144643928500998¢  8.258168537304432¢* |’

0, = [0.236143255886145  1.464513070255975 |
e 11.464513070255975  69.442531585645469 | ’

0, = [0.281368876355370  0.761817780813248 |
T 10.761817780813248 42.910516939833691 | ’

Q5 = [0.214663692699667  0.545682411167953 |
5 10.545682411167953  33.146936135105236 | ’

asi como

3.418117042392057 no— 17.769633079658362
91.635083303447047 |’ ' | —76.923672372585486 |

0.487366400967261 }

ol

76.753034484667623

—23.312326804009487
—3.698866999907665 '

R = | R |

Los valores de las ganancias Lg, L1, Lo y L3 obtenidas, son:
8.772254489150619 I —0.711502980802110
2.389114859224827 |’ L 1-0.277925700019998 |

7 _ [+0.152532382446566  [-1.089318638582646
27 1 20.044091654979925 | ’ 37 1 -0.189953771530147|

- “

Para verificar que la LMI (3.56) sea definida negativa, se sustituyen los valores obtenidos

en la LMI siguiente:
O©11+2bP (%) (*) (%)
92,1 @2,2 (*)
@371 O @373 (>I<)
Oy 0 0 Ouq
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Es posible verificar que es definida negativa por medio de la obtencién de los valores
propios de W para verificar que v(e;) + 2bv(e;) < 0. Los valores propios obtenidos son los
siguientes:

[—66.5336
—40.4260
—35.9342
—12.0851
—0.2473 |’
—0.2164
—0.1917
—0.1781

garantizando que v(e¢) + 2bv(e;) < 0.

4.2.4.2. Simulacion del observador: 3ra propuesta

En este apartado, considere el observador de la forma (3.61), asi como el modelo con
tres retardos (3.1), con los cuales se realiza la simulacién del observador para visualizar
que tan rapido se apega a la dindamica obtenida por el modelo. Aqui, N = 350000 es la
poblacién total, de la cual Sy =1 — Iy — Ry, Iy = 69025/N y Ry = 0 son las condiciones
iniciales normalizadas del modelo, correspondientes de la poblacion Susceptlble Infecciosa y
Recuperada respectlvamente Las condiciones iniciales del observador son Sy = 1— I — RO,
Iy = 0.225 y Ry = 0.05. Aqui, se considera que la tasa de infeccién es § = 0.199, el
reciproco del tiempo promedio de recuperacion es v = 0.085 y el reciproco del tiempo
promedio de pérdida de inmunidad es o« = 0.02. Los valores de los retardos considerados
son 11 =3, 7o = 5y 73 = 6. Las ganancias de Lg, L, Ly y L3, son dados en (4.3).

En la Figura 4.15, es posible observar que el comportamiento obtenido por medio
del observador se aproxima correctamente, a la dinamica obtenida por medio del modelo
(3.1), utilizando los valores previamente mencionados. En donde es posible observar que
el observador estima adecuadamente las dindmicas obtenidas por medio del modelo,
obteniendo un ECM de 0.8145 %, 0.0318 % y 0.7858 % en las dindmicas observadas de
Susceptibles, Infecciosos y Recuperados, respectivamente.
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Comportamiento obtenido Modelo Vs Observador
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Figura 4.15: Simulacién del observador (3.61) comparado con el modelo SIR con tres
retardos (3.1).

Ahora, se analiza el comportamiento del observador alimentandolo con datos reales de
Infecciosos de la pandemia de la COVID-19, para ello, considere el observador de la forma
(3.61), asi como los datos registrados por la OMS del 13 de enero al 8 de marzo de 2022,
ventana de tiempo en la que tuvo lugar el virus SARS-CoV-2. Aqui, N = 350000 es la
poblacién total, de la cual 5'0 =1- fo — Ro, fo = 69025/N y ]%0 = 0 son las condiciones
iniciales normalizadas del modelo, correspondientes de la poblacion Susceptible, Infecciosa
y Recuperada, respectivamente. Aqui, se considera que la tasa de infeccién es § = 0.199,
el reciproco del tiempo promedio de recuperacion es v = 0.085 y el reciproco del tiempo
promedio de pérdida de inmunidad es o« = 0.02. Los valores de los retardos considerados
son 11 =3, 7o = 5y 73 = 6. Las ganancias de Lg, L, Ly y L3, son dados en (4.3).

En la Figura 4.16, es posible observar que el comportamiento obtenido por medio
del observador se apega adecuadamente a los datos reales correspondientes a los casos
confirmados reportados por la OMS. Obteniendo un Error Cuadratico Medio (ECM)
de 2.4888 % en la dindmica de infecciosos. Ademas, es posible observar que solo con la
informacion disponible, se estiman las dinamicas de Susceptibles y Recuperados con la
ayuda del observador de estado, manteniéndose siempre la poblacién constantes.
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Figura 4.16: Simulacién del observador (3.61) comparado con datos reales de la COVID-19.

4.3. Comparacién/discusion

En la seccién anterior se realizo la simulaciéon de los observadores disenados en el
capitulo 3, dentro de los cuales se encuentra uno para el modelo clasico de Kermack y
McKendrick y tres propuestas de observadores para el modelo con tres retardos. Las
simulaciones presentadas en la seccién anterior correspondientes a los observadores de
estado, proporcionan estimaciones adecuadas de la dinamica de infecciosos, sin embargo
cada una de ellas presenta cierta discrepancia entre los datos reales y los estimados, lo cual
se cuantifica por medio del Error Cuadratico Medio (ECM). En la Tabla 4.9 se presenta
una recopilacién de los ECM obtenidos de los observadores disenados dados en (3.18),
(3.19), (3.31) y (3.61).

ECM Sin Retardos | 1ra Propuesta | 2da Propuesta | 3ra Propuesta
Infeciosos |  2.5712 % 4.3966 % 1.0602 % 2.4888 %

Tabla 4.9: Comparacién de los ECM obtenidos de los observadores disenados.

Por medio de la Tabla 4.9 es posible comparar los ECM obtenidos, donde se observar
que la 2da propuesta de observador de estado para el modelo con tres retardos es la que
proporciona una discrepancia menor entre los datos reales y los estimados en la ventana
de tiempo comprendida del 13 de enero al 8 de marzo de 2022. Sin embargo cabe senalar
que se trata de la propuesta que utiliza algebra de Lie con retardos para transformar al
sistema no lineal a uno con parte nominal en donde los retardos desaparecen, por lo que
el analisis de convergencia del error de observacion se hace por medio de una funcién de
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Lyapunov y no por medio de una funcional como se esperaria al trabajar con sistemas
retardados.

Si se ordenan de menor a mayor los ECM obtenidos, es posible observar que los
observadores correspondientes al modelo sin retardos y a la 1ra propuesta, se encuentran
por encima del observador disenado por medio del enfoque propuesto. Sin embargo, cabe
mencionar que para obtener dinamicas adecuadas correspondientes a la poblacién de
infecciosos por medio de los observadores tales como las que se muestran en la Figura 4.17
para el caso sin retardos y para la 1ra propuesta fue necesario hacer un ajuste empirico de
las ganancias del observador, dado que utilizando los valores obtenidos por medio de sus
analisis correspondientes no fue posible obtener dindmicas aceptables. Mientras que por
medio del andlisis del observador de la 3ra propuesta si fue posible obtener las ganancias
utilizadas para la simulacién de manera computacional por medio de la solucién de su
LMI sin necesidad de hacer un ajuste empirico de ellas. Ademads es importante mencionar
que utilizando el nuevo enfoque planteado en el disenio del observador de la 3ra propuesta,
es posible llevar un sistema no lineal a uno con parte nominal lineal y parte no lineal
retardada, logrando que el andlisis de convergencia se realice por medio de funcionales de
Lyapunov-Krasovskii, ademas de mantener los retardos en el modelado del observador,
es decir, el andlisis se empieza con un modelo de tres retardos y el observador disenado
también contiene los mismos tres retardos.

Comparacion de Infecciosos (México)
T T T T T T

09 I nfecciosos Reales _
Infecciosos Sin Retardos
0.8 - Infecciosos 1ra Propuesta |
Infecciosos 2da Propuesta
0.7~ Infecciosos 3ra Propuesta | |
:5 0.6 - -

Dias

Figura 4.17: Comparacién de la dindmica de infecciosos de los observadores (3.18), (3.19),
(3.31) y (3.61).

En la Figura 4.17 es posible observar graficamente el comportamiento de los observadores
de estado en comparacién con los datos reales de infecciosos de la COVID-19, donde es
claro que todos se logran aproximar de forma correcta, mientras que el observador sin
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retardos en los primeros cinco dias de simulacion tiene un error més notorio a diferencia
de los demas. Las dinamicas de las poblaciones de Susceptibles y Recuperados se pueden
observar en las Figuras 4.18 y 4.19, respectivamente.

0.9
0.8
0.7

£06

£ 05
el

[e)
0 04r-

0.3
0.2
0.1

Comparacion de Susceptibles (México)
| I T T

T T D ™ :
1 e = = Susceptibles Sin Retardo P T B _
R S S e S ' |= = Susceptibles 1ra Propuesta | _ __ o
- ¥ i ! - ——FrtrtT -
[ S l‘ f = == Susceptibles 2da Propuesta —
1 N ¢ 1 = = Susceptibles 3ra Propuesta 11 }_l\
n Y ‘\ l“|'| " VLI B :
n '\\\ln| FLEN /s LS LRI A B ]
ni |\~|/" FHILERY ’ \\ -=~ e R4 B R R 3N
e 52T EnEeres 4 = ‘R frn, g W
A\ 8
i ' 1 \y A \l"\| 2 \\ /,‘ l‘\ '\ 17 |‘, 1 R
RS VI N/ % 1 ~=—_rv n B
T - I LARREY VA R S ! 7
[ .\ 1 LA \ I\ ] Liha™
\ 1 \ 1 e I\ 1\ r \ ] 11 1 |
I S iR T inn gE== ES8
[ .y ‘y rooy \ 1 ot 2
‘o \ vV b / \ o,
N v Y s Y A IR I sl ! | R
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
Dias

Figura 4.18: Comparacién de la dindmica de Susceptibles de los observadores (3.18), (3.19),
(3.31) y (3.61).
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Figura 4.19: Comparacién de la dindmica de recuperados de los observadores (3.18), (3.19),

(3.31) y (3.61).

Es claro que las dinamicas reconstruidas de Susceptibles y Recuperados obtenidas por
los distintos observadores a partir de la dindmica de infecciosos, presentan diferencias
significativas debido a que se trata de distintos disenos de observadores y las ganancias
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para cada uno de ellos son distintas. Donde es notorio que existe una correspondencia
entre ambas dinamicas ya que es posible observar que mientras los Susceptibles aumentan,
los Recuperados disminuyen y viceversa. En la siguiente seccién se dan las conclusiones
obtenidas del presente capitulo.

4.4. Conclusiones

Por medio de la aplicacion de modelos SIR sin y con retardos a la poblacién de
México para estimar el comportamiento de la COVID-19 en distintas ventanas de tiempo,
es posible concluir que los modelos matematicos son herramientas muy utilizadas que
proporcionan una estimacion al considerar los valores de los pardmetros adecuados en cada
simulacién. También, es claro que los modelos con retardos son de gran utilidad porque
contemplan de mejor manera lo que ocurre con el proceso infeccioso. En ocasiones, estos
modelos permiten determinar de manera mas cercana las dinamicas de las poblaciones
consideradas, lo cual puede coadyuvar a la toma de decisién e intervenciones adecuadas
que pueden verse reflejadas en la reduccién de personas infectadas/infecciosas. Como
una contribucién, se propone un modelo matematico tipo SIR que contempla tiempos
muertos de incubacion, de recuperacién y pérdida de inmunidad, por medio de cual se
realizaron algunas simulaciones, mostrando que el anadir la perdida de inmunidad en
el modelo es adecuado. Para compensar la falta de informacién que existe por parte de
las organizaciones de la salud y poder dar una mejor estimacién de lo que ha ocurrido,
es posible utilizar herramientas de sistemas de control, como los observadores de estado,
con la finalidad de poder estimar los compartimentos poblacionales no reportados por
las organizaciones de salud y con ello medir la gravedad de la enfermedad, cuantificar
sus incidencias en una poblacion completamente susceptible y poder ayudar a la toma de
decisiones, con el apoyo de las estimaciones que se obtienen.

Aqui, el modelo se utiliza para poder identificar aquellos parametros no conocidos y
buscar seguir la trayectoria real que la enfermedad en cuestion ha seguido. Con los valores
que se obtienen para los parametros y los datos reales de los casos confirmados, es posible
observar que se reconstruyen las dinamicas no reportadas, es decir la de Susceptibles y
Recuperados. Mismas que, dan un mejor panorama de como al disminuir el niimero de
casos confirmados y susceptibles, el nimero de recuperados aumenta. Sin embargo, la
poblacion siempre se mantiene cerrada, siendo esta igual a la poblacién inicial durante
todo el tiempo de simulacién.

En cuando al diseno de observadores utilizando algebra de Lie y el enfoque propuesto
se encontraron algunas diferencias significativas obtenidas a lo largo de la tesis. Al utilizar
algebra de Lie para el diseno y andlisis del observador, se tiene que:

» Transforma un sistema no lineal a uno con parte nominal.
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Al partir de un sistema con retardos, el sistema con parte nominal obtenido desprecia
los retardos.

No existe dependencia de los pardmetros del modelo en las matrices obtenidas para
el sistema nominal.

El observador de estado en las nuevas coordenadas no presenta retardos.

La convergencia del error de observacion se analiza por medio de funciones de
Lyapunov.

Mientras que utilizando el enfoque propuesto se percibié lo siguiente:

Transforma un sistema no lineal a uno con parte nominal y retardada.

Al partir de un sistema con retardos, el sistema con parte retardada obtenido contiene
los mismos retardos del modelo que se parte.

Existe dependencia de los parametros del modelo en las matrices obtenidas para el
sistema nominal y retardado.

El observador de estado en las nuevas coordenadas presenta el mismo nimero de
retardos que el modelo original.

La convergencia del error de observacion se analiza por medio de funcionales de
Lyapunov-Krasovskii.






Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

En este capitulo se presentan las conclusiones obtenidas a lo largo de la elaboracion
del presente trabajo de tesis.

5.1. Conclusiones

Existe una amplia variedad de modelos SIR que permiten describir el comportamiento de
la dindmica de una enfermedad infecciosa por medio de ecuaciones diferenciales ordinarias
o retardadas, y con ello poder tomar decisiones que permitan controlar o erradicar un
enfermedad en un lugar especifico. Los modelos SIR representan la interaccion entre los
compartimentos poblacionales. En general la cantidad de individuos pertenecientes a un
compartimento no siempre es conocida. Ademas, la cantidad de individuos cambia segtin la
propagacién de la enfermedad. De manera que, surge la necesidad de disenar observadores
para poder estimar dichas variables no reportadas y con ello reconstruir completamente la
dindmica compartimental de una enfermedad infecciosa.

Ademas, por medio de la aplicacién del modelo SIR sin y con retardos a la poblacién
de México para estimar el comportamiento del COVID-19 en distintas ventanas de tiempo,
es posible concluir que los modelos matematicos son herramientas muy utilizadas que
proporcionan un descripcién del comportamiento dindmico de una enfermedad infecciosa,
al considerar los valores de los parametros adecuados en cada simulacion. Los parametros
pueden ser calculados o estimados por medio de herramientas de identificacion paramétrica,
como el algoritmo de minimos cuadrados, que disminuye el ECM entre los datos reales y
los estimados.

Los modelos con retardos son de gran utilidad porque contemplan de mejor manera
lo que ocurre con el proceso infeccioso. Estos modelos permiten determinar de manera
mas cercana las dinamicas de las poblaciones consideradas, lo cual puede coadyuvar a la

81
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toma de decision e intervenciones adecuadas que pueden verse reflejadas en la reduccion de
personas infectadas/infecciosas en el mejor de los casos. Estos modelos también permiten
evaluar la eficacia de las vacunas.

Un punto a destacar es que a lo largo del desarrollo de la tesis, se observa que no
existe una metodologia universal para trabajar con este tipo de modelos, los cuales son de
naturaleza no lineal, por lo que su analisis es complicado. Observe que existen herramientas
para transformar al sistema no lineal a uno con parte nominal como es el dlgebra de Lie,
sin embargo, esta metodologia no es adecuada cuando se trabaja con sistemas retardados
y se quiere analizar su convergencia por medio de FLK.

Por medio de las simulaciones realizadas para estimar el comportamiento de la COVID-
19, se puede verificar que por medio del modelo propuesto con retardos es posible obtener
un menor ECM en cuanto a la dinamica de infecciosos en comparacion con los demas
modelos utilizados, lo que hace pensar que el anadir un parametro que represente la pérdida
de inmunidad es adecuado. Cabe senalar que las comparaciones son para un conjunto de
datos (incluyendo el tamano de la poblacién y los pardmetros) que no corresponden al
total de los casos confirmados de la poblacién de México, ya que son datos que permiten
hacer una comparacién en el curso temporal de las dinamicas. Sélo los datos de la OMS
que se utilizan son reales; los datos de N, Sy, Iy y Ry son artificiales y seleccionados para
poder comparar.

Si bien, es notorio que ningin modelo matematico corresponde completamente a
la dinamica real representada por los datos reportados por la OMS, también es claro
que el desarrollo y el andlisis de modelos matematicos que representen fielmente dicho
comportamiento real es tan complejo como la comprension completa de todas y cada una
de las variables y los parametros involucrados, sobre todo el comportamiento humano.
Sin embargo, los modelos matematicos son una de las herramientas mas poderosas que
se pueden emplear para tratar de describir la dindamica de la transmisién de la COVID-
19 y alguna otra enfermedad infecciosa. Por otro lado, es notorio que los observadores
de estado permiten la reconstruccién completa de la dindmica compartimental de una
enfermedad infecciosa, por medio de la informacién disponible, es decir los datos reales de
los casos confirmados. Aqui, se reconstruyen las dindmicas de la poblacién de susceptibles
y recuperados por medio del empleo de un observador de estado, proporcionando un mejor
panorama de como al disminuir el niimero de casos confirmados y susceptibles, el niimero
de recuperados aumenta y viceversa. La poblaciéon siempre se mantiene cerrada, siendo
esta igual a la poblacion inicial durante todo el tiempo de simulacién. Los individuos que
fallecen en la poblacién, son considerados en el compartimento de los Recuperados dado
que no afectan en la dindmica de propagacién de la enfermedad.
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5.2. Trabajo futuro

Como continuacién de este trabajo de tesis, existen diversas lineas de investigacién
que quedan abiertas y en las que es posible continuar trabajando para mejorarse. Algunas
de ellas, estan mas directamente relacionadas con este trabajo de tesis y son el resultado
de cuestiones que han ido surgiendo durante la realizacién de la misma. A continuacion
se presentan algunos trabajos futuros que pueden desarrollarse como resultado de esta
investigacion. Entre los posibles trabajos futuros se destacan:

= Mejor el diseno del modelo propuesto con tres retardos para describir mas adecua-
damente el proceso infeccioso de una enfermedad infecciosa en sus compartimentos
poblacionales.

= Formalizar el enfoque propuesto utilizado en esta tesis para transformar un sistema
no lineal con retardos a uno con parte nominal lineal y parte no lineal retardada,
pensando en que pueda ser utilizado/aplicado para la mayoria de sistemas no lineales
con retardos.

= Desarrollar un observador adaptable que pueda ajustar los parametros del sistema
de forma automaética.
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Resumen

En la actualidad, debido a la COVID-19 es comln escuchar sobre curvas y dinamicas de contagio, de hospitalizacién, de
recuperacion y de defuncion, asi como de predicciones y/o proyecciones de estas curvas/dindmicas a futuros en corto y mediano
plazo. Sin embargo, salvo aquellas personas inmersas en el tema, la comprensién o entendimiento de toda la jerga empleada para
describir este comportamiento es escasa, sobre todo cuando se habla del empleo de modelos mateméticos para respaldar lo dicho.
En este trabajo de investigacion se presenta una breve descripcion de los modelos matematicos mas empleados para describir el
comportamiento y el impacto de la enfermedad infecciosa denominada COVID-19, ademas de explicar el empleo de estos
modelos para coadyuvar a combatir esta pandemia. Para ilustrar la efectividad de estos modelos, se presentan simulaciones de
algunos modelos matematicos y se cotejan con datos reportados por la OMS. Como una aportacién de los autores, se propone
un modelo matematico inédito tipo SIR que contempla tiempos muertos de incubacion, de recuperacion y de pérdida de
inmunidad.

Palabras Clave: COVID-19, Modelos Matematicos, Simulaciones de modelos SIR en México

Abstract

At the present, due to COVID-19, it is common to hear about curves and dynamics of contagion, hospitalization, recovery and
death, as well as predictions and / or projections of these curves / dynamics in the future in the short and medium term. However,
except for those people immersed in the subject, the understanding of all the jargon used to describe this behavior is scarce,
especially when talking about the use of mathematical models to support what has been said. In this research work, a brief
description of the mathematical models most used to describe the behavior and impact of the infectious disease called COVID-
19 is presented, in addition to explain the use of these models to help combat this pandemic. To illustrate the effectiveness of
these models, simulations of some mathematical models are presented and compared with data reported by the WHO. As a
contribution by the authors, an unpublished SIR-type mathematical model is proposed that contemplates incubation, recovery
and loss of immunity dead times.

Keywords: COVID-19, Mathematical models, SIR model simulations in Mexico.

rapidamente, provocando severos dafios a la salud de las
personas, colapsos en los sistemas de salud y una tasa de
mortalidad asociada a la enfermedad, que encendio las alarmas
de la OMS.

El nimero de casos confirmados a nivel mundial derivado
de la actual pandemia de la COVID-19 hasta la fecha [11 de
agosto del 2021], corresponde a 203,944,144, incluyendo

1. Introduccion

En los Gltimos afios, la humanidad se ha visto inmersa en
diversas afectaciones, entre las cuales se encuentran todas
aquellas que tienen un impacto sobre la salud de las personas,
como es el caso de la actual pandemia de la COVID-19
causada por el virus SARS-CoV-2, la cual tuvo sus origenes en

Wuhan China en diciembre de 2019 y que el 11 de marzo de
2020, la Organizacién Mundial de la Salud (OMS) declaré
como pandemia (Huaman-Saavedra, 2020), debido a que su
diseminacion entre la poblacion mundial aumentd

*Autor para la correspondencia: he250186@uaeh.edu.mx

4,312,902 fallecimientos a nivel global por esta enfermedad,
reportados por la OMS (WHO, 2021). En la Tabla 1, se puede
consultar la distribucién de los casos y decesos confirmados
provocados por la COVID-19 en las distintas regiones.
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Tabla 1: Distribucion por regién de los casos confirmados y decesos
derivados por la COVID-19 a nivel global

Region C_asos Ml_Jertes
confirmados  confirmadas
América 79,146,270 2,036,829
Europa 61,730,332 1,235,432
El Sudeste de Asia 39,486,375 599,738
Mediterraneo oriental 13,313,951 245,271
Africa 5,200,406 123,652
Pacifico oeste 5,066,046 71,967

Las enfermedades infecciosas, como la COVID-19, no solo
impactan en el &mbito sanitario como cominmente se piensa,
sino que también provocan importantes afectaciones tales
como: econdmicos, sociales, emocionales, entre otras
(Unmubig, 2020; Vega, 2020; Banco Mundial, 2020;
UNESCO, 2020), debido a que en ocasiones no es posible
erradicar, controlar y/o mitigar la infeccion rapidamente, por
falta de conocimientos y/o entendimiento acerca del
comportamiento de la enfermedad, asi como aspectos
referentes a su propagacion en la poblacion (capacidad de
transmision, medios de transmision, poblacion susceptible,
entre otros).

La OMS define como enfermedad infecciosa, a toda aquella
enfermedad que puede transmitirse de persona a persona por
medio del contacto fisico y/o a través del aire, los alimentos
ylo el agua. De acuerdo a la OMS se le denomina pandemia a
toda aquella nueva enfermedad que se propaga a nivel mundial.
Mas aun, para fortalecer dicha definicién, la OMS en el afio
2009 establecio y divulgd seis fases que una enfermedad
infecciosa debe cumplir para poder ser catalogada como una
pandemia (Rosselli, 2020).

Para  reducir  estos  impactos y  determinar
estrategias/decisiones que ayuden a erradicar, mitigar y/o
controlar una enfermedad, se utilizan modelos matematicos
que coadyuven a comprender mejor la dindmica del
comportamiento de dicha enfermedad. Actualmente, existen
diferentes formas de determinar un modelo matemaético, las
cuales solo quedan limitadas por la imaginacion y el sustento
cientifico. Tipicamente, los modelos se clasifican en dos tipos:
los deterministicos y los estocasticos (Montesinos-L6pez and
Hernandez-Suarez, 2007). Aunque también se pueden
clasificar en tres tipos (Vytla et al., 2021): 1) modelos basados
en métodos estadisticos para la vigilancia de epidemias como
los son los métodos estadisticos de control de procesos,
modelos autorregresivos con técnicas de series de tiempo;
técnicas de regresion; modelos ocultos de Markov; 2) modelo
mecanicista de espacio de estados como los modelos
complejos basados en red; sistemas basados en agentes;
modelos SIR deterministas continuos; y modelos estocasticos
de cadenas de Markov, y 3) modelos de aprendizaje empirico
tales como los basados en mineria de datos. En este momento,
se aprecia una preferencia, por parte de la comunidad
cientifica, por el empleo de modelos mecanicistas de espacio
de estados cuando se desean describir enfermedades
respiratorias. Especificamente, cuando se trata de estudiar la

actual pandemia de la COVID-19, hay un interés sobresaliente
sobre el empleo de modelos tipo SIR, SEIR y SIS (David et al.,
2020; Angulo et al., 2021; Ghosh et al., 2020), los cuales se
caracterizan de acuerdo a las poblaciones consideradas en el
modelo. En México, se estdn empleando modelos matematicos
tales como el AMA 'y el AMMA (siglas que corresponden a los
nombres de los autores, Antonio, Marcos y Andrés; y Antonio,
Marcos, Maria y Andrés), ver (CONACYT, 2021). Estos
modelos tienen la finalidad de coadyuvar a pronosticar brotes
importantes, a detectar patrones y monitorear caracteristicas
que pueden sugerir medidas adecuadas para apoyar en la
politica de reconversion hospitalaria México. Estos modelos
son del tipo SEIRD y SEIR, respectivamente y usan inferencia
bayesiana de asimilacion secuencial de datos para la
estimacion de los parametros.

En el caso del modelo SIR se considera la dindmica e
interaccion de tres poblaciones las cuales son: susceptibles,
infecciosos y recuperados, lo cual da razén a su nombre. En el
caso del modelo SEIR las poblaciones son susceptibles,
expuestos, infecciosos y recuperados; y en el caso del modelo
SIS, sus poblaciones son Unicamente susceptibles e
infecciosos. Cada uno de estos modelos tiene hip6tesis
diferentes y utilizan informacion pasada para recrear un
fendmeno para asi predecir el comportamiento de este si las
condiciones no cambian. En el modelo SIR se asume que una
persona infecciosa, después de un tiempo, deja de serlo y ya no
vuelve a ser susceptible, mientras que el SIS una persona que
deja de ser infecciosa, vuelve a ser susceptible.

Si bien, los modelos deterministas SIR, SEIR y SIS se
pueden diferenciar de acuerdo a las poblaciones involucradas,
también entre modelos del mismo tipo, por ejemplo SIR, se
pueden marcar diferencias contundentes sélo al considerar
diferentes interacciones poblacionales en el modelo. Tal vez
esta sea una de las razones de su popularidad, ya que permite
una libre adicion y/o modificacion de interacciones
poblacionales, con la consigna de proveer una explicacion
razonable y sustentable del por qué se estd realizando. A
simple vista, pareciera que estas adiciones/modificaciones son
consecuencia de un sentido comin razonable y bien
justificado.

Por ejemplo, uno de los temas centrales al aparecer una
enfermedad infecciosa es el determinar si esta se puede
catalogar como epidemia. Para determinar esto, se debe
conocer la velocidad de propagacién o contagio de la
enfermedad. En los modelos SIR, SEIR y SIS esta propagacion
se cuantifica por su nimero reproductivo basico R, el cual
representa el parametro mas importante en el estudio de la
transmisibilidad media del patdégeno de la enfermedad
infecciosa al definir el comportamiento umbral para muchos
modelos epidemioldgicos (Hartemink et al., 2008; Wang and
Zhao, 2012). Dicho en otras palabras, representa el nimero
esperado de casos secundarios que un individuo infeccioso
producird en una poblacién completamente susceptible y
caracteriza el riesgo de propagacion/esparcimiento de una
enfermedad infecciosa en una poblacion (Kribs-Zaleta and
Velasco-Hernandez, 2000; Etxeberria-Etxaniz et al., 2020),
como se muestra en la Figura 1.
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Figura 1. : Representacion grafica de la propagacion de una enfermedad
en la poblacién, considerando como ejemplo a R, = 2.

El ndmero reproductivo basico R,, es un parametro de
bifurcacion debido a que provoca un intercambio entre
estabilidad e inestabilidad del punto de equilibrio libre de
enfermedad, por lo que, es comin que una enfermedad se
extinga si R, es menor que la unidad, mientras que la
enfermedad se extendera entre la poblacion si R, es mayor que
la unidad.

Tipicamente, el propdsito de estos modelos es conocer y
estimar la dindmica (evolucidon/comportamiento a lo largo del
tiempo) de wuna enfermedad, para con ello poder
determinar/implementar estrategias para reducir el indice de
transmisioén y/o propagacion de la enfermedad (Angulo et al.,
2021), tales como cuarentena para aislar a las personas
infectadas, distanciamiento social, cierre de fronteras, entre
otras (Volpert et al., 2020).

Si bien resulta complicado o imposible conocer a ciencia
cierta el comportamiento de la propagacion de una enfermedad
infecciosa, los modelos matematicos pueden coadyuvar, con
cierto grado de certidumbre, a la toma de decisiones para tratar
de mitigar/controlar la enfermedad. Sin duda, todos los
modelos matematicos existentes son perfectibles y hasta el
momento no se cuenta con uno que identifique fielmente el
comportamiento/dinamica de la actual pandemia. Aun asi,
parece ser que el empleo de modelos matematicos es la mejor
opcion para la toma de decisiones.

Ultimamente, se ha hecho notorio escuchar que no ha sido
posible aplanar la curva de contagios o que el semaforo
epidemioldgico se encuentra en rojo, pero no explican qué
andlisis se realiz6, qué modelo utilizaron o qué
consideraciones se tomaron para poder llegar a esa conclusion
ylo decision. Es por ello, que en este articulo se propone la
explicacion de una serie de modelos matematicos tipo SIR, que
han sido utilizados para caracterizar la dindmica de la COVID-
19 en distintos paises. Asi como el empleo de estos para la
toma de decisiones y coadyuvar a combatir y/o reducir la
propagacion/transmisibilidad de dicha enfermedad.
Contribucion. En este manuscrito se propone lo siguiente.
Primero, se presentan algunos de los modelos matematicos
mas empleados para analizar la pandemia actual, estos
modelos son del tipo SIR (libres de retardos y con retardos).
Ademas de una explicacion de la estructura/composicion de las
ecuaciones que conforman el modelo y su empleo para
coadyuvar a combatir a la COVID-19. Segundo, se realizan
simulaciones de algunos de estos modelos y se comparan los
resultados obtenidos con datos poblacionales de México
reportados por la OMS. Adicionalmente, como aportacion
sustancial de los autores, se propone un modelo matematico
inédito tipo SIR que contempla los tiempos muertos de
incubacion, de recuperacion y de inmunidad por haber

adquirido la enfermedad. Para determinar la efectividad del
modelo propuesto, se presentan simulaciones que son
cotejadas con datos oficiales de México reportados por la
OMS.

2. Modelos matematicos SIR y su aplicacion a la
pandemia de la COVID-19.

Como ya se menciond en la introduccion, los modelos
matematicos son fundamentales para comprender y predecir
los mecanismos de propagacion de una epidemia porque
ayudan a pronosticar brotes importantes, a detectar patrones y
monitorear caracteristicas que pueden sugerir medidas
adecuadas para controlar la propagacion de enfermedades. En
particular para la pandemia actual de la COVID-19, el deseo
de poder implementar estrategias con el fin de erradicar,
controlar o mitigar sus efectos se ha vuelto un reto para los
investigadores y personas del sector salud. Los modelos tipo
SIR que describen la transmisién de humano a humano han
sido adaptados/modificados para tomar en cuenta diferentes
caracteristicas del comportamiento de la enfermedad. A
continuacién, se presentan algunos modelos cominmente
utilizados agrupandolos en modelos libres de retardos y con
retardos. Cabe mencionar que estos modelos son de gran
utilidad al momento de querer describir el comportamiento que
una enfermedad tuvo en la poblacion, es decir como ocurri6
una epidemia, puesto que al contar con los datos registrados de
lo que ya ocurrid, es posible estimar los parametros utilizados
en estos modelos. Cuando aun no se dispone de informacion,
esto es muy complicado, por lo que, en general, el poder
predictivo de estos modelos es limitado.

2.1. Modelos SIR libres de retardo

El modelo fundamental para describir la transmisién de
humano a humano es el modelo SIR propuesto por (Kermack
y McKendrick, 1927) que se representa por tres ecuaciones
diferenciales ordinarias que modelan la interaccion de tres
compartimentos poblacionales:

1) S(t), son las personas susceptibles, es decir son todas
aquellas que no tienen inmunidad contra el agente
infeccioso por lo que podréan volverse infecciosos si
tienen contacto con una persona infecciosa.

2) I(t), son las personas infecciosas, las cuales son
capaces de transmitir la enfermedad a las personas
susceptibles con las que entran en contacto.

3) R(t), son las personas recuperadas (removidos),
aquellas que tienen o han tenido la infeccion y que se
convierten en inmunes a la enfermedad y como
consecuencia estos individuos no afectan a la
dindmica de la transmision de la enfermedad cuando
entran en contacto con otras personas.

La poblacion total se denota como N(t) = S(t) + I(t) +
R(t) y se considera constante. Las ecuaciones diferenciales
ordinarias que representan la dindmica de los compartimentos
poblacionales son:
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Lsy= —BSOI),
SI®) = BSIE) — VI, @
SR(t) = yI(D),

donde B y y son parametros que representan la tasa de
infeccion (ndmero de personas infectadas por unidad de
tiempo) y el reciproco del tiempo promedio que tarda en
recuperarse una persona de la enfermedad, respectivamente. El

namero reproductivo basico es de la forma R, = é.

Los términos con signo positivo representan una
contribucion a ese compartimento, y los términos con signo
negativo son aquellos que en algin momento van a salir de esa
clase. El producto S(t)I(t) describe el nimero de personas
susceptibles por unidad de tiempo que pasan a la clase de
infecciosos por medio del contacto en funcion de la tasa S. El
producto yI(t) representa al nimero de personas infecciosas
que después de un tiempo promedio de recuperacion 1/y, van
adejar de serlo y por lo tanto dejan de pertenecer a la poblacion
de infecciosos para integrarse a la poblacién de recuperados.
Para este modelo, se presupone que las personas recuperadas
de la enfermedad adquieren inmunidad. Observe que este
modelo no describe apropiadamente a la pandemia de la
COVID-19, comenzando por que las personas recuperadas
pueden volver a infectarse. Este modelo permite saber que
independientemente de la tasa de infeccion, si el nimero de
susceptibles se reduce, también el nimero de infecciosos
disminuye. Por esa razén, una de las medidas adoptadas en
México fue la Jornada Nacional de Sana Distancia.

El modelo (1) ha marcado la pauta para distintos modelos
epidemioldgicos porque ha sido empleado para conocer el
comportamiento de numerosas enfermedades infecciosas. Con
la finalidad de ser utilizado para la pandemia de la COVID-19
en Angulo et al. (2021) el modelo SIR dado en (1), se modificé
para tomar en cuenta intervenciones no farmacéuticas con la
finalidad de reducir la tasa de transmisién de la enfermedad, y
para garantizar que el nimero de infecciones no exceda la
capacidad de los servicios de salud. EI modelo propuesto en
Angulo et al. (2021), considera las siguientes ecuaciones que
definen el comportamiento dindmico de cada compartimento
poblacional

LSO= —(1-wpSOIE),
SIO = A-wESOI®) —YI®), @
wRO = Y@,

donde u(t) € [0, unq] representa a las intervenciones no
farmacéuticas que se busca sean Optimas para estabilizar o
erradicar la enfermedad. En este modelo el ndmero

reproductivo basico, es de la forma R, = @. En dicho
trabajo se emplean conceptos de sistemas y de control

automatico para encontrar una estrategia de control que
asegura que la tasa de transmision disminuya.

Observacion 1. Las intervenciones optimas u(t) €
[0, Usnmax], deben minimizar el periodo en que necesitan ser
aplicadas.

En Volpert, et al. (2020) se presenta el siguiente modelo
SIR, que considera una tasa de mortalidad debida a la infeccion
en la dinamica de la poblacion de infecciosos. Las ecuaciones
para este modelo son las siguientes:

S5(6) = —BIB)S(L),
S = BIOSE) = yI(E) — wl (L), @3)
“R(t) = yi(®),

donde y; es la tasa de mortalidad debida solo a la infeccidn,
por lo que, el producto u;I(t) representa la parte
correspondiente a todos aquellos individuos infecciosos que
fallecen Unicamente por causas debidas a la infeccion y al tener
signo negativo representa una salida en la poblacion de los
infecciosos. Observe que, en este modelo, la poblacién no se
considera constante, dado que no existe ningin término que
compense a las personas fallecidas de la ecuacion de
infecciosos.

Debido a que en el modelo (3) se incluye el parametro de la
tasa de mortalidad debida a la infeccién yu; en la ecuacion
correspondiente a la dindmica de infecciosos, el nimero

. 7 e S
reproductivo bésico para este modelo es R, = yﬁ +:, donde S,
L

representa la condicion inicial de la poblacidn susceptible.

Observacion 2. EI modelo no toma en cuenta el periodo de
incubacién de la enfermedad que ha demostrado ser
importante en el caso de la propagacion del coronavirus, por
lo que, los individuos pueden volverse infecciosos antes de
mostrar cualquier sintoma.

Por otro lado, a diferencia de los modelos SIR anteriores,
en Arango, et al. (2020) se presenta una modelo SEIR, en
donde se considera una poblacion adicional E(t), la cual
considera a los individuos expuestos, es decir, la fraccion de
individuos infectados que aln no son capaces de transmitir la
infeccion a otros individuos susceptibles durante el periodo de
latencia. Este modelo asume que la poblacidon se mantiene
constante S(t) +I(t) + R(t) + E(t) = N, que la tasa de
letalidad de la enfermedad es baja, y que, ademas, todos los
individuos infecciosos que logran recuperarse adquieren
inmunidad. El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
del modelo SEIR es el siguiente:

2SO = N =S©) = pXFE~vs(0),

%E(t) = BEE-wrEQ®, “
WlO= B - +mI®),
wRO = Y1)~ uR®) +vS(0),

donde, u es la tasa de mortalidad en la poblacion debida a
causas ajenas a la enfermedad, g es la tasa efectiva de contacto
que produce una nueva exposicion, v es la tasa de vacunacion
(que al comienzo de la pandemia se asume igual a cero), o es
la tasa a la cual un individuo expuesto se convierte en
infeccioso, y y es el reciproco del tiempo promedio que un
individuo tarda en recuperarse de la enfermedad.

El ndmero reproductivo basico es de la forma R, =

&, sin tener en cuenta la existencia de una vacuna. En
(o+m)(y+u)
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la practica, este parametro puede ser dificil de medir, debido a
que depende de datos de seguimiento muy especificos en la
poblacién, como la frecuencia de un nuevo individuo expuesto
en la poblacién y la tasa por medio de la cual una persona se
vuelve infecciosa, entre otros.

Observacion 3. Este modelo es apropiado para
enfermedades que se extienden rapidamente y dan inmunidad
a los recuperados, es por ello que este modelo fue utilizado al
principio de la pandemia de la COVID-19 cuando se creia que
las personas recuperadas adquirian inmunidad.

Por otro lado, en Shan, et al. (2014), se considera un modelo
SIR, en donde a diferencia de los modelos anteriores, se
incluye el pardmetro b, el cual hace mencién a los recursos
hospitalarios disponibles (nimero de camas hospitalarias para
atender a pacientes infecciosos). Las ecuaciones diferenciales
de este modelo son las siguientes:

BSOI()

d

Es(t) - A—uS() - S(O+I(D)+R()’

d _ ‘ B BS(OI(E)
L1y = —Gu+rI) — v (b, D) + 2
d

xR®O = (b, DI(t) = kR(2),

®)

donde, y =y(b,I) =vo+ (¥1— 7o) %, lo cual es el
reciproco del tiempo promedio que un individuo tarda en
recuperarse y dejar de ser infeccioso. En este modelo A es la
tasa de reclutamiento de nuevos susceptibles, 1/y, es el tiempo
promedio minimo de recuperacion de los individuos, 1/y; es
el tiempo promedio maximo de recuperacion de los individuos,
u es la tasa de mortalidad de la poblacién no causada por la
enfermedad y y; es la tasa de mortalidad debida a la infeccion.
A diferencia de los modelos anteriores, este involucra parte de
la dindmica propia de la poblacion en la tasa de mortalidad
natural.

En dicho trabajo se emplean conceptos de sistemas y de
control automatico para llevar al sistema a su forma lineal y
con ello analizar los puntos de equilibrio libres de enfermedad
y en el equilibrio endémico, asi como distintos tipos de
bifurcacion.

Observacion 4. Una bifurcacion se da cuando una pequefia
variacion en los valores de los pardmetros de un sistema
(parédmetros de bifurcacion) causa un brusco cambio en su
comportamiento. En algunos modelos el parametro de
bifurcacion es el nimero reproductivo basico o en otros casos
como en el modelo (5) es la disponibilidad de recursos
hospitalarios (nimero de camas).

2.2. Modelos SIR con retardo

En esta seccion se describirdn modelos tipo SIR con
retardos, los cuales son todos aquellos tiempos muertos que
tarda en ejecutarse una accién 0 un acontecimiento. Estos
modelos son importantes dado que como es bien sabido,
cualquier enfermedad cuenta con periodos de incubacion,
recuperacion, entre otros, los cuales deben ser contemplados
para poder comprender correctamente el comportamiento
dindmico de cada una de las enfermedades. Para este tipo de

modelos, no todos los individuos infectados se consideran
infecciosos inmediatamente, debido a que existe un periodo de
tiempo en el que las personas ya pueden estar infectadas, pero
aln no son capaces de transmitir la enfermedad.

El presente modelo SIR de infeccion en progreso dado en
Volpert, et al. (2020), es una variante del modelo (3), en donde
se adicionan retardos. Aqui, el pardmetro B es la tasa de
infeccion de la enfermedad debida al contacto entre personas
susceptibles e infecciosas. Las ecuaciones diferenciales
retardadas para este modelo son las siguientes:

=5(t) = —BI(B)S(L),
21O = BIOS®) —pIC = DSt~ 1),

donde T es el retardo y representa al periodo de recuperacion
de la enfermedad. En este modelo se asume que el producto
BI(t)S(t) representa la cantidad de individuos susceptibles
por unidad de tiempo que pasan a ser inmediatamente
infecciosos por medio del contacto entre individuos
susceptibles e infecciosos en funcién de la tasa 3, por lo que,
al tener signo negativo representa una salida en la poblacién
susceptible. Mientras que la cantidad BI(t —1)S(t —1)
representa una salida de la clase de infecciosos en un tiempo .
Debido a que la poblacion que se recupera de la enfermedad
no vuelve a ser susceptible, la poblacion en este modelo no se
considera constante.

(6)

Observacion 5. Este modelo contempla que todas las
personas son sintomaticas, por lo que la existencia de los
individuos asintomaticos es una desventaja, ya que, al no
presentar sintomas, no es posible ponerlos en cuarentena y por
lo tanto son capaces de continuar transmitiendo la
enfermedad.

Por otro lado, en Cumsille et al. (2021), se presenta una
variante del modelo SIR dado en (1), en donde se consideran
los efectos de retardo en el tiempo 7, y 7,. En este modelo, el
parametro S es la tasa de transmision de la enfermedad debido
al contacto entre susceptibles e infecciosos, mientras que y es
el reciproco del tiempo promedio que un individuo tarda en
recuperarse de la enfermedad. Aqui, se asume que la poblacion
se mantiene constante y que las personas recuperadas
adquieren inmunidad. Para este modelo las ecuaciones son:

rOE —BS(OIt 1),
LI = BSOIt-T) —VI(t—T),  (7)
SR® = vi(t—12),

donde los pardmetros 7, y t,, representan la transicion de los
individuos susceptibles a infecciosos y de infecciosos a
recuperados, respectivamente. Estos retardos se asumen,
debido a que se toma en cuenta la implicacion de que las
personas susceptibles no se infectan inmediatamente al tener
contacto con una persona infecciosa, por lo que se consideran
los efectos del retardo en el tiempo para el periodo de
incubacion de la enfermedad z,. Por otro lado, el efecto del
retardo en el tiempo también se aplica a las personas
recuperadas, dado que las personas infecciosas no
inmediatamente dejan de serlo, por lo que se considera un
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periodo de recuperacion de la enfermedad t,. Debido a que en
la ecuacion correspondiente a la poblacion infecciosa del
modelo (7) contiene ambos retardos, el nimero reproductivo

basico R,, es de la forma R, = &’(HO, donde S, es la
vy I(t-T2)

condicién inicial de la poblacion susceptible.

Otra variante del modelo SIR dado en (1), es considerada
en Castafios, et al. (2021), donde se asume que la tasa de
transmision B, puede ser controlada aplicando medidas de
distanciamiento social, las cuales toman efecto 7; unidades de
tiempo después. La Unica informacién disponible para este
modelo en el tiempo t, es el nimero de personas infecciosas
en el tiempo t — t,. El reciproco del tiempo promedio de
recuperacion y, asi como los retardos 7, y 7, Se asumen
conocidos. Las ecuaciones diferenciales retardadas para este
modelo son las siguientes:

LS = —Bt—TISMI®),
IO = (BE—T)SE) = NI, ®)
y(t) = I(t = 3).

En dicho trabajo se emplean conceptos de sistemas y de
control automatico para disefiar un estimador (observador) de
estados, con la finalidad de poder estimar el comportamiento
real del fendmeno a estudiar. Por otro lado, el observador es
adaptado para funcionar como un predictor que contempla los
efectos de retardo en el tiempo, con la finalidad de poder
anticipar el comportamiento de la pandemia de la COVID-19,
esperando que la dinamica del error, es decir, la comparacion
entre las estimaciones y los datos reales, sea lo mas pequefia
posible.

Esta seccion finaliza con la propuesta de un modelo con
retardos donde se considera que una parte de las personas
recuperadas vuelven a ser susceptibles después de un periodo
de tiempo posterior a su recuperacion. El modelo propuesto es
de la forma

SO = —BS(OIt—15) +aR(t ~ 1),
LI = BSOIE-T)—yIt-T), (9
wRO = ylt-1)-aR(t-1y),

donde

e B eslatasade transmision de la enfermedad.

e ¥y ya son los reciprocos de los tiempos promedios
que tarda un individuo en recuperarse de la
enfermedad y en ocurrir la pérdida de inmunidad de
la enfermedad, respectivamente. Las cuales se
suponen constantes, es decir sus valores se mantienen
fijos.

e 1, esel tiempo que tarda un individuo infeccioso en
dejar de serlo, para asi recuperarse de la enfermedad
y adquirir inmunidad.

e T, esel tiempo que tarda un individuo recuperado en
volver a la clase susceptible.

e 175 es el tiempo que tarda un individuo susceptible en
presentar sintomas de la enfermedad, es decir en
volverse infeccioso.

Este modelo es propuesto debido a que la actual pandemia
de la COVID-19, ha mostrado que las personas no adquieren
inmunidad total ni permanente, es decir pueden volver a

infectarse de alguna otra variante de la enfermedad después de
un tiempo posterior a haberse recuperado. En este modelo el
producto aR(t —t,) representa a las personas que en un
tiempo 7, pierden su inmunidad por lo que vuelven a ser
susceptibles, mientras que el producto yI(t — 7,) representa la
fraccion de los infecciosos que en un tiempo t, dejan de serlo
y por lo tanto se recuperan. Por otro lado, el producto
BS(t)I(t —t3) representa toda aquella poblacion de
individuos que se infectaron y después de un tiempo t5
comienzan a ser infecciosos. El nimero reproductivo basico

R, derivado de este modelo, es de la forma R, = Byi%
—t1

donde S, es la condicidn inicial de la poblacién susceptible.

3. Aplicacion del modelo SIR a la poblacion de México.

Es sabido que la simulacion de los modelos matematicos
bajo escenarios especificos ha permitido hacer evaluaciones
rapidas de situaciones para la asignacion adecuada de recursos,
tales como son los modelos SIR que Unicamente contemplan
tres poblaciones 0 modelos mas complejos como es el caso del
modelo matematico AMMA (CONACYT (2021)), el cual es
un tipo de modelo SEIRD basado en inferencia bayesiana de
asimilacion secuencial de datos, que toma en consideracion a
las personas: susceptibles, expuestas, infecciosas, recuperadas
y las defunciones, y que actualmente permite estimar el
aumento y/o disminucion del numero de casos de la
enfermedad para la Zona Metropolitana del Valle de México,
a partir de los casos confirmados diarios, defunciones
acumuladas y la demanda de los recursos hospitalarios
utilizados diariamente (nimero de camas).

Los modelos aqui presentados comparados con el modelo
AMMA, son modelos més sencillos, los cuales utilizan menos
informacion, la cual se encuentra disponible en organizaciones
tales como la OMS para la poblacion en general. Es por esto
que en esta seccion se presentan simulaciones de algunos
modelos matematicos presentados en la seccidn anterior, para
ilustrar el comportamiento de la evolucion de la pandemia en
México. Se considera una ventana de simulacion comprendida
del 1 de diciembre de 2020 al 1 de marzo de 2021, asi como la
estimacion obtenida por los modelos para los 60 dias
siguientes. Los resultados de simulacién de los modelos se
contrastan con datos oficiales reportados por la OMS (WHO,
2021). Cabe mencionar que los parametros asociados a la tasa
de infectados y al tiempo promedio de recuperacion tienen un
papel clave en la evolucion de los compartimentos descrita por
los modelos. Para efectos de simulacion se hicieron
estimaciones de forma exhaustiva de estos pardmetros con los
datos de la ventana de tiempo considerada.

3.1. Modelo SIR libre de retardos

Considere el modelo SIR libre de retardos de la forma (1),
asi como los datos registrados por la OMS del 1 de diciembre
de 2020 al 1 de marzo de 2021. Aqui, N = 200000 es la
poblacién considerada en la ventana de tiempo seleccionada
anteriormente, de la cual S, = 87957/N, I, = 6388/N y
R, = 105655/N son las condiciones iniciales normalizadas
de la poblacion susceptible, infecciosa y recuperada,
respectivamente. Los valores de la tasa de infeccion g vy el
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reciproco del tiempo promedio de recuperacion y son
propuestos para obtener un ajuste entre la dindamica del modelo
matematico y los datos reales en una ventana de tiempo. En la
Tabla 2 se presentan los dos mejores obtenidos, asi como sus
errores cuadraticos medios (ECM), los cuales ayudan a
comprender cuando las dinamicas estimadas se asemejan mas
a las reales. Es otras palabras, el ECM nos proporciona un
aspecto cuantitativo para determinar cuales parametros (8,y)
hacen que la respuesta dindmica del modelo se aproxime/ajuste
mas a los datos reales.

Tabla 2: Error Cuadratico Medio (ECM)

Caso g v ECM ECM
Infecciosos  Recuperados
0] 0.2890  0.0615 0.0256 0.0310
(i) 0.2930  0.0605 0.0269 0.0335

En la Figura 2, se puede observar el caso (i), § = 0.2890 y
y = 0.0615. Es claro que usando una tasa de infeccion de
aproximadamente 28.90% y un tiempo promedio de 16 dias
de recuperacion, el modelo SIR representa una evolucion
cercana a la dindmica real de la COVID-19, cotejado con los
datos registrados por la OMS.

Modelo SIR sin retardos (México) 01/12/2020 - 01/03/2021

I nfectados Real
Recuperados Real

— 0.8 | |™===="Infectados Modelo 1

== Recuperados Modelo 1 -

pe———
- i

0 10 20 30 40 50 60 70 80 20
Dias

Figura 2: Simulacion del modelo SIR (1) empleando By y dados en (i) de la
Tabla 2.

Es posible observar que el comportamiento obtenido por
medio del modelo, se asemeja bastante al comportamiento real
de la pandemia, existiendo una discrepancia mayor durante
aproximadamente los 25 y 75 dias de simulacion de acuerdo a
los datos reales de las personas recuperadas y los datos
estimados obtenidos por medio del modelo. Comparando el
valor del ECM de los casos (i) y (ii), respectivamente, es
posible visualizar que las dinamicas aproximadas en
comparacion con las reales, se ajustan de mejor manera al
ocupar los valores de 8y y del caso (i), ya que el valor del
ECM es menor para las dindmicas de las poblaciones de
infecciosos y recuperados, en otras palabras, logrando que la
dindmica estimada sea por lo tanto méas cercana a la evolucion
real de la COVID-19 en la ventana de tiempo considerada.

Dado a que normalmente estos modelos son utilizados para
estimar el comportamiento que una enfermedad ha tenido a lo
largo del tiempo, se decide analizar qué es lo que sucede
tomando en consideracion los parametros de 8y y del caso (i),
que se muestran en la Tabla 2 y analizando los siguientes 60
dias, comprendidos del 1 de marzo al 29 de abril de 2021. Para

N = 250000, las condiciones iniciales son S, = 57497/N,
I, =7246/Ny R, = 185257 /N debido a que para el periodo
de tiempo considerado el progreso de la enfermedad ha sido
mayor, por lo que el nlimero de personas recuperadas e
infecciosas aumento.

Modelo SIR sin retardos (México) 01/03/2021 - 29/04/2021
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Figura 3: Simulacién del modelo SIR (1) empleando By y dados en (i) de la
Tabla 2, para el periodo comprendido del 1 de marzo al 29 de abril de 2021.

En la Figura 3, es posible observar que utilizando los
mismos valores para B y y, el comportamiento estimado por
medio del modelo, continda siendo muy parecido al real de la
COVID-19 en México, lo que hace pensar que debido a que se
mantuvieron las medidas sanitarias propuestas por las
organizaciones de salud, esto implico que la tasa de
transmision y el tiempo de recuperacion de las personas
infecciosas, no aumentaron. Por lo que, para este caso, el
modelo dado en (1) si logré estimar lo que realmente pasd en
los proximos 60 dias (1 de marzo al 29 de abril de 2021). El
ECM para las dinamicas de infecciosos y recuperados, es
0.87%y 1.52%, respectivamente, los cuales son menores a los
obtenidos en el periodo comprendido del 1 de diciembre de
2020 al 1 de marzo de 2021.

3.2. Modelo SIR con retardos

Por otro lado, considerando el modelo SIR con retardos de
la forma (7), asi como los datos registrados por la OMS en la
primera ventana de tiempo considerada (1 de diciembre de
2020 al 1 de marzo de 2021), con N = 200000 y las
condiciones iniciales S, = 87957/N, I, = 6388/N y R, =
105655/N. Los valores de la tasa de infeccion 3, el reciproco
del tiempo promedio de recuperacion y, el periodo de
incubacion 7, y el periodo de recuperacion de la enfermedad
infecciosa 7,, son dados en la Tabla 3.

Tabla 3: Valores empiricos de 8, y, 7, y 7, para el modelo (7)

Caso B 4 (51 P!
0] 0.2561 0.0518 6 11
(i) 02367 00522 58 12

Los valores de los ECM obtenidos para los casos (i) y (ii), son
dados en la Tabla 4.
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Tabla 4: Error Cuadratico Medio (ECM)

Caso ECM ECM
Infecciosos  Recuperados
0} 0.0347 0.0111
(i) 0.0269 0.0335

En la Figura 4, se puede observar el caso (i), 8 = 0.2561 y
y = 0.0518. En donde es posible observar los efectos de los
retardos en el tiempo, proporcionando de igual forma una
evolucién cercana al comportamiento con los datos registrados
por la OMS.

Modelo SIR con retardos (México) 01/12/2020 - 01/03/2021
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Figura 4: Simulacion del modelo SIR (7) empleando B, v, T, Y T, dados en
(i) de la Tabla 3.

Aqui es posible observar que los retardos provocan los
efectos de campana en ambas dinamicas obtenidas por medio
del modelo, debido al tiempo de retardo tomado en
consideracion. Dado a que el modelo utilizado no cuenta con
pardmetros que tomen en consideracion las intervenciones
realizadas por las autoridades para la erradicacion de la
COVID-19, es posible que, de no haber sido aplicadas, el
comportamiento de la enfermedad se asemejara al
comportamiento obtenido por medio del modelo. Por otro lado,
es claro que existe un error entre la estimacion y los datos
reales, el cual comparando el valor del ECM de los casos (i) y
(i), respectivamente, es posible visualizar que las dinamicas
aproximadas en comparacion con las reales, se ajustan de
mejor manera al ocupar los valores de 8,y, T, y t, del caso
(i) de la Tabla 3, ya que el valor del ECM es menor para las
dinamicas de las poblaciones de infecciosos y recuperados.

Por otro lado, se analizan los siguiente 60 dias
comprendidos del 1 de marzo al 29 de abril de 2021, con N =
250000;y S, = 57497/N, 1, = 7246 /Ny R, = 185257/N,
asi como los pardmetros correspondientes al caso (i) de la
Tabla 3. Lo anterior se realiza con el fin de ejemplificar la
eficiencia del modelo (7) empleando B,vy, T, ¥ t, dados en
(i) de la Tabla 3.

Modelo SIR con retardos (México) 01/03/2021 - 29/04/2021
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Figura 5: Simulacién del modelo SIR (7) empleando S, v, t; Y t, dados en

(i) de la Tabla 3, para el periodo comprendido del 1 de marzo al 29 de abril
de 2021.

En la Figura 5, se observa que, considerando los mismos
parametros mas adecuados encontrados para el periodo del 1
de diciembre de 2020 al 1 de marzo de 2021, el modelo se sigue
aproximando de buena manera en ambas dinamicas, pero con
una pequefia diferencia. En cuanto a la dinamica de la
poblacién de infecciosos, se puede observar que el modelo
indica un comportamiento muy cercano al comportamiento
que realmente se ha tenido en la poblacién, mientras que para
la dindmica de los recuperados, el modelo estimo que existiria
un namero ligeramente menor de personas recuperadas, siendo
que realmente este nimero fue mayor, dando pauta a que los
servicios de salud fueron mas eficientes en el cuidado de las
personas infecciosas, y que por otro lado las personas si
respetaron las medidas sanitarias, provocando una propagacion
menor que la estimada dicha por el modelo. EI ECM para las
dinamicas de infecciosos y recuperados, es 1.13% y 1.99%,
respectivamente, donde el obtenido para la poblacién
infecciosa fue menor que el obtenido en el periodo
comprendido del 1 de diciembre de 2020 al 1 de marzo de
2021, mientras que el de recuperados fue mayor.

3.3. Propuesta de Modelo SIR con retardos

Por ultimo, se realizo la simulacién por medio del modelo
propuesto dado en (9), con la finalidad de observar si
efectivamente el modelo se comporta de forma semejante a los
modelos previamente utilizados. Para lo cual se realizo la
simulacion en la primera ventana de tiempo considerada del 1
de diciembre de 2020 al 1 de marzo de 2021, con N = 200000
y las condiciones iniciales S, = 87957/N, I, = 6388/N y
R, = 105655/N. Los valores de B, v, a, Ty, T, Y T3,
considerados, son dados en la Tabla 5. Recordando que en este
modelo « representa el reciproco del tiempo promedio que
tarda un individuo recuperado en volver a ser susceptible
(perder su inmunidad).

Tabla 5: Valores empiricos de 8, v, @, 14, T, Y T3 para el modelo (9)

Caso B y a T, T, T3
0] 0.2058 0.0639 0.0018 14 17 6.8
(i) 0.2061  0.0622 0.003 11 11 65

Los valores de los ECM obtenidos para los casos (i) y (ii),
son dados en la Tabla 6.
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Tabla 6: Error Cuadréatico Medio (ECM)

ECM ECM
Caso .
Infecciosos  Recuperados
0] 0.0162 0.0808
(i) 0.0222 0.1024

En la Figura 6, se puede observar el caso (i), 8 = 0.2058,
y = 0.0639y @ = 0.0018. En donde es posible visualizar que
el comportamiento obtenido por medio del modelo dado en (9)
es muy parecido a los obtenidos por medio de los modelos (1)
y (7). En donde es posible visualizar que la dindmica de los
recuperados tenderd a crecer y posteriormente estabilizarse en
algin momento, mientras que la dinamica de los infecciosos,
tenderd a decrecer. Aunque al hablar de la propagacion de una
enfermedad en la poblacion, es dificil dar certeza de lo que
posiblemente pudiera pasar.

Modelo SIR con retardos propuesto (México) 01/12/2020 - 01/03/2021
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Figura 6: Simulacién del modelo SIR (9) empleando B,y, @, T1, T, ¥ T3
dados en (i) de la Tabla 5.

Para este caso los valores del ECM de los casos (i) y (ii),
respectivamente, se pueden visualizar en la Tabla 6, siendo el
caso (i) el que proporciona un error de estimacion menor.
Comparando los resultados obtenidos de los modelos con
retardos empleados, es posible observar que el modelo
propuesto dado en (9), proporciona un error de estimacion
menor en la dindmica de infecciosos en comparacion con el
modelo (7), por lo que es posible asumir que el considerar la
pérdida de inmunidad en el disefio de este tipo de modelos
epidemioldgicos, es adecuado.

Modelo SIR con retardos propuesto (México) 01/03/2021 - 29/04/2021
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Figura 7: Simulacién del modelo SIR (9) empleando B,y, @, T1, T, ¥ T3
dados en (i) de la Tabla 5, para el periodo comprendido del 1 de marzo al 29
de abril de 2021.

En la Figura 7, de la misma forma que los modelos
anteriores, se observa que considerando los mismos
parametros correspondientes al caso (i) encontrados para el

periodo del 1 de diciembre de 2020 al 1 de marzo de 2021
dados en la Tabla 5, con N = 250000 y condiciones iniciales
Sy = 57497/N, I, = 7246 /N y R, = 185257 /N, el modelo
sigue proporcionando una estimacion semejante a los datos
reales para los 60 dias siguientes. En donde es posible
visualizar que la dindmica de la poblacién infecciosa se
asemeja bastante a los datos reales, generando un ECM del
0.84% el cual es menor comparado con el obtenido con el
modelo (7), lo que da idea que el modelo es capaz de estimar
de mejor manera el comportamiento de esta poblacion, por otro
lado, en cuanto a la estimacion de la poblacion de los
recuperados comparado con los datos reales, se obtiene un
ECM de 5.93% el cual para este caso es mayor al obtenido con
el modelo (7) en la ventana de tiempo del 1 de marzo al 29 de
abril de 2021 y los pardmetros considerados.

Dado que ya se cuenta con los pardmetros mas adecuados
encontrados para cada uno de los modelos utilizados en esta
seccién, durante la ventana de tiempo comprendida del 1 de
diciembre de 2020 al 1 de marzo de 2021, es posible ilustrar
como es el comportamiento del nimero reproductivo bésico R,
para cada uno de estos modelos. En las Figuras 8, 9 y 10, es
posible observar el comportamiento de R, para el modelo libre
de retardos, con retardos y con retardos propuesto.
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Figura 8: Simulacion de R, del modelo SIR (9).
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Figura 9: Simulacion de R, del modelo SIR (7).
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Figura 10: Simulacién de R, del modelo SIR (9).

En la Figura 8, se muestra la dinamica del valor de R, para
el modelo libre de retardos (1). Aqui se puede observar que R,
es menor a uno a partir de los 35 dias, aproximadamente. Esto
se debe a que en el modelo se tiene un decremento en la
dinamica de infecciosos, sin embargo, la dinamica real (datos
reportados) muestran que la enfermedad continGa siendo
alarmante. Mientras que las Figuras 9 y 10, correspondiente a
los modelos con retardos (7) y (9), respectivamente, se puede
observar un comportamiento de R, mas semejante al ocurrido
en la dindmica real (datos reportados), ya que, a pesar de tener
un comportamiento fluctuante, este no es menor a uno,
indicando adn la amenaza de pandemia.

Tabla 7: Comparacion del ECM

ECM ECM
Modelo -
Infecciosos Recuperados
(1) 0.0256 (2.56%)  0.0310 (3.10%)
) 0.0347 (3.47%)  0.0111 (1.11%)
9) 0.0162 (1.62%)  0.0808 (8.08%)

En la Tabla 7, se puede verificar que por medio del modelo
propuesto (9) es posible obtener un menor ECM en cuanto a la
dindmica de infecciosos en comparacion con los modelos (1) y
(7), pero, por otro lado, un error mayor en la dindmica de los
recuperados. Para la ventana de tiempo considerada, es posible
observar que el modelo (7), es el que mejor estima la dindmica
real de la poblacion de los recuperados.

4. Conclusiones.

En este manuscrito se presentaron algunos de los modelos
matematicos mas  empleados para analizar la
dindmica/comportamiento de la COVID-19, asi como una
descripcion de cada uno de los modelos mencionados. Esto con
el fin de que el lector conozca mas sobre el uso de estos
modelos y como ellos coadyuvan a la toma de decisiones.
Asimismo, se realizaron simulaciones de algunos modelos
matematicos SIR (con y sin retardos) que son comparados con
datos de Meéxico reportados por la OMS. Como una
contribucion de los autores, se propone un modelo matematico
inédito tipo SIR que contempla tiempos muertos de
incubacion, de recuperacion y pérdida de inmunidad.

Los modelos presentados permiten justificar algunas
medidas que se han tomado durante la crisis sanitaria que
hemos vivido a nivel mundial. El modelo basico permite saber

que el aislamiento social es fundamental para reducir el
nimero de susceptibles y con ello, reducir el ndmero de
infecciosos. Lamentablemente, cuando las medidas de
confinamiento no pueden ser obligatorias, esta medida deja de
ser eficiente. Ademas, el confinamiento es una medida que se
desgasta rapidamente, por lo que deben buscarse alternativas
en el caso de que la epidemia se prolongue.

Los modelos con retardos son de gran utilidad porque
contemplan de mejor manera lo que ocurre con el proceso
infeccioso. Estos modelos permiten determinar de manera mas
cercana las dindmicas de las poblaciones consideradas, lo cual
puede coadyuvar a la toma de decisién e intervenciones
adecuadas que pueden verse reflejadas en la reduccién de
personas infectadas/infecciosas. Estos modelos también
permiten evaluar la eficacia de las vacunas. En el caso de que
hubiera bifurcaciones hacia atras, como se ha demostrado que
ocurre con otras vacunas, el modelo sugeriria que habria que
replantear la estrategia, evitando la vacunacién universal.

Por medio de las simulaciones realizadas para estimar el
comportamiento de la COVID-19, se puede verificar que por
medio del modelo propuesto con retardos es posible obtener un
menor ECM en cuanto a la dinamica de infecciosos en
comparacién con los demas modelos utilizados, lo que hace
pensar que el afiadir un pardmetro que represente la perdida de
inmunidad es adecuado.

Si bien, es notorio que ningdn modelo matematico
corresponde completamente a la dindmica real representada
por los datos reportados por la OMS, también es claro que el
desarrollo y el andlisis de modelos matematicos que
representen fielmente dicho comportamiento real es tan
complejo como la comprension completa de todas y cada una
de las variables y los parametros involucrados, sobre todo el
comportamiento humano. Sin embargo, los modelos
matematicos son una de las herramientas mas poderosas que se
pueden emplear para entender y combatir a la COVID-19.
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Resumen

En este trabajo se propone un modelo matematico tipo SIR, el cual contempla compartimentos poblacionales de Susceptibles,
Infecciosos y Removidos, asi como tiempos muertos de incubacién, de recuperacion y de pérdida de inmunidad. En Removidos se
pueden considerar tanto los Recuperados como las Defunciones. Asimismo, se emplea un observador de estado tipo Luenberger
para estimar datos de las poblaciones compartimentales no reportadas como lo son el nimero de Susceptibles y Removidos, a partir
de los datos de casos confirmados por la Organizacién Mundial de Salud. Finalmente, para ilustrar el comportamiento del modelo
y del observador, se presentan simulaciones considerando las variantes con mds impacto de la COVID-19, en ventanas de tiempo
con mayor afectacién en la poblacién de México.

Palabras Clave: Modelos SIR, Observadores Luenberger, COVID-19, Sistemas con retardos.
Abstract

In this work, a mathematical model of the SIR-type is proposed, which contemplates population compartments of Susceptible,
Infectious and Removed, as well as dead times of incubation, recovery and loss of immunity. In Removed, both Recovered and
Deaths can be considered. In addition, a Luenberger-type status observer is used to estimate data on unreported populations, such as
the number of Susceptible and Removed, based on data on cases confirmed by the World Health Organization. Finally, to illustrate
the behavior of the model and the observer, simulations are presented considering the variants with the greatest impact of COVID-
19, in time windows with the greatest impact on the population of Mexico.

Keywords: SIR Models, Luenberger Observers, COVID-19, Time-delay systems.

1. Introducciéon en los sistemas de salud (Vega, 2020), desplome masivo del co-
o . o mercio mundial (Unmubig, 2020), contraccién de la economia
A lo largo de su historia, la humanidad se ha visto inmersa mundial (Banco Mundial, 2020), impactos en el proceso de

en el surgimiento de numerosas enfermedades infecciosas leta- aprendizaje de los estudiantes (UNESCO, 2020), entre otros.
les, las cuales, dada su prevalencia y répida propagacion en la Al inicio de esta pandemia, los altos indices de contagio y de
poblaci6n, han sido clasificadas como pandemias. La COVID-  hogpitalizacién asociados a la COVID-19, encendieron las aler-
19 (Corona Virus Disease 2019), causada por el virus SARS- 55 en las autoridades sanitarias. Mds atn, a medida que estos
CoV-2 (Sindrome Agudo Respiratorio Severo Corona Virus ti-  jndicadores aumentaron, también creci6 el interés por conocer
po 2) es una de estas. Las pandemias conllevan importantes v entender el comportamiento de esta enfermedad infecciosa y
afectaciones a la salud (mental, emocional, fisica), laeconomia,  con ello poder realizar estimaciones, y en el mejor de los casos,

la sociedad, entre otras. Ademds, pueden provocar un colapso
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predicciones de su propagacion en corto y mediano plazo. Una
de las herramientas mas utilizadas para describir la dindmica de
la propagacién de una enfermedad infecciosa en la poblacién,
son los conocidos modelos matematicos epidemioldgicos. Es-
tos modelos permiten conocer el impacto de las enfermedades
infecciosas, dependiendo de su capacidad de transmision, de
sus medios de trasmisién y del tamafio de la poblacién suscep-
tible e infecciosa (Angulo et al., 2020; Cumsille et al., 2022;
Goel y Sharma, 2020; Volpert et al., 2020).

En la actualidad, el virus SARS-CoV-2, se encuentra en
constante evolucién, generando nuevas formas de la enferme-
dad. Las variantes del virus presentan caracteristicas distintas,
en aspectos tales como: el tiempo de prevalencia de la enferme-
dad en las personas, la cantidad de carga viral, la eficacia del
virus para infectar a las células, la facilidad de propagacion, la
eficacia de las vacunas, entre otros (Martinez, 2022). Con el fin
de priorizar el seguimiento y la investigacion a escala mundial
de las distintas variantes del SARS-CoV-2, estas se clasifican
en dos categorias: 1)Variantes preocupantes (VOC, por sus si-
glas en inglés) y 2)Variantes de interés (VOI, por sus siglas en
inglés). Las primeras, presentan un aumento de la transmisi-
bilidad, virulencia y/o disminucion de la eficacia de las medi-
das sociales y de salud publica o de los medios de diagnéstico,
las vacunas y los tratamientos disponibles. Mientras que las se-
gundas, presentan cambios en el genoma que, afectan a carac-
teristicas del virus como su transmisibilidad, su gravedad y su
capacidad para escapar a la accién del sistema inmunitario, as{
como otras caracteristicas que indiquen que pueden entrafiar un
nuevo riesgo para la salud publica mundial (OMS, 2022). En la
Tabla 1, se muestra como es la clasificacion de las variantes del
virus SARS-CoV-2, segiin la Organizacién Mundial de la Salud
(OMS) hasta el 26 de noviembre de 2021 (BBC News Mundo,
2021).

Tabla 1: Clasificacion de las variantes del SARS-CoV-2 segin la OMS.

Variante VOC VOI Primera aparicién
Alpha X Reino Unido
Beta X Sudéfrica
Gamma X Brasil
Delta X India
Omicron X Varios paises
Lambda X Perua

Mu X Colombia

En GISAID (2022), se presenta una recopilacién de cémo
es la proporcién de los casos confirmados correspondientes a
cada una de las variantes del SARS-CoV-2 de forma semanal, a
partir del afio 2020 hasta el afio en curso, ver Figura 1.

El conocimiento temprano de la dindmica de una enferme-
dad infecciosa puede coadyuvar en el diseflo de estrategias, en-
tre las cuales, se pueden mencionar, campaiias de vacunacion,
planes de distanciamiento entre personas, adquisicién de equipo
de seguridad en hospitales, reconversion hospitlaria, entre otras
medidas. Dichas estrategias tienen como objetivo principal no
generar dafios severos a la poblacién y en caso de ser posible,
apoyar en la erradicacién de la enfermedad infecciosa (Avila
Pozos y Rangel Zuiiiga, 2017). Hoy en dia, existe un interés
sobresaliente por el uso de herramientas que puedan predecir

de manera temprana la dindmica de una enfermedad infeccio-
sa, entre las cuales, se encuentran los conocidos modelos ma-
tematicos epidemioldgicos. Entre los modelos mds conocidos,
destacan los tipo SIS, SIR y SEIR, los cuales se diferencian de
acuerdo al nimero de compartimentos (subpoblaciones) con-
siderados en cada uno de ellos (Casals et al., 2009). Con un
modelo matemaético se puede mejorar la comprension de la en-
fermedad, determinar prevalencias e incidencias, y con base en
el comportamiento obtenido del modelo, se pueden implemen-
tar intervenciones para estabilizar a la tasa de transmisién de
dicha enfermedad o se pueden tomar decisiones a corto, me-
diano o largo plazo, las cuales favorezcan el control o posible
erradicacion de la enfermedad. Por otro lado, dado que la OMS
solo reportan datos de los casos confirmados de la COVID-19,
se puede emplear un observador de estado tipo Luenberger, pa-
ra estimar el nimero de personas susceptibles en la poblacién.
Estos observadores consisten en una copia del sistema origi-
nal con un término de correccién dado por el error de salida,
cuyo objetivo principal es la reconstrucciéon completa o parcial
del estado del sistema (Funahashi, 1979; Hara y Furuta, 1976;
Williamson, 1977; Bornard et al., 1989). Algunos trabajos en-
contrados en la literatura referentes al disefio de observadores,
enfocados a modelos matematicos epidemioldgicos libres de re-
tardo son: (Bliman et al., 2018; Castafios y Mondié, 2021; De la
Sen et al., 2012; Ibeas et al., 2015).

El propdsito de este trabajo es presentar un estudio de la
pandemia COVID-19 en México usando un modelo comparti-
mental con retardos junto con un observador para describir su
dindmica y estimar datos no reportados por la OMS, tales co-
mo Susceptible y Removidos. Para ilustrar el comportamiento
del modelo y el observador, se presentan simulaciones consi-
derando diferentes variantes de la COVID-19. Las ventanas de
tiempo que se consideran son aquellas donde cada variante tu-
vo mayor impacto en la poblacién de México. Otros autores
han empleado el método k-means y las series temporales, pa-
ra determinar el tamafio de las ventanas de tiempo (Watanabe,
2022).

La organizacion del trabajo es la siguiente: en la Seccion 2
se presenta la motivacion y el planteamiento del presenta traba-
jo, mientras que en la Seccion 3 se presentan algunos resultados
preliminares en torno a uno de los modelos fundamentales de
la epidemiologia matematica. Los resultados principales de es-
te trabajo de investigacién son dados en la Seccién 4. Aqui, se
propone un modelo matemadtico tipo SIR con tres retardos para
considerar los tiempos muertos de incubacién, de recuperacion
y de pérdida de inmunidad. El observador es de tipo Luenberger
y tiene como objetivo estimar datos de las poblaciones compar-
timentales no reportadas por la OMS para algunas de las nue-
vas variantes del SARS-CoV-2 con mayor impacto y afectacion
en la poblacién de México. Para ilustrar el comportamiento del
modelo y el observador, en la Seccidn 5 se presentan simulacio-
nes para ajustar la dindmica del modelo propuesto a las curvas
de datos reportados por la OMS, asi como el empleo del obser-
vador para estimar datos no reportados. Aqui se asume como la
poblacidn total solo a una fraccién de la poblacion de México;
por simplicidad, las subpoblaciones consideradas estdn norma-
lizadas. Finalmente, en la Seccion 6 se plantea un discusion so-
bre el empleo de retardos en los modelos matematicos y el uso
del observador para estimar poblaciones compartimentales.
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Figura 1: Proporcion de las variantes del SARS-CoV-2 por semana (imagen tomada de (GISAID, 2022))

2. Motivacion y planteamiento del problema

En la actualidad, la pandemia de la COVID-19 causada
por el virus SARS-CoV-2 es una enfermedad de preocupacion,
puesto que ha traido distintos impactos a nivel mundial. Entre
los impactos que se han generado, existen aquellos del dmbi-
to de la salud y economia, por mencionar algunos. Debido a
estos impactos, ha crecido el interés por parte de los investi-
gadores por tratar de predecir, estimar o conocer el comporta-
miento certero que ha tenido la propagacién de la COVID-19.
Un problema adicional es que el virus se encuentra en cons-
tante cambio, trayendo consigo distintas variantes de preocu-
pacién e interés que encienden las alertas de las autoridades
sanitarias y gubernamentales. En este trabajo, se utiliza un mo-
delo compartimental con tres retardos para estimar el compor-
tamiento de la COVID-19 en México para distintas ventanas de
tiempo. El cual proporciona tres dindmicas correspondientes a
Susceptibles, Infecciosos y Recuperados, las cuales se pueden
estimar tnicamente con este modelo si se contara con infor-
macion disponible de las tres dindmicas reales. Por lo que el
problema aqui es la falta de informacidn, y es por ello que se
disefia un observador de estado del tipo Luenberger para el mo-
delo con retardos propuesto, con la finalidad de poder estimar
aquellos estados/compartimentos de los cuales no se cuenta con
informacioén. Para dar una idea més clara de la dindmica de la
COVID-19. Por lo que el problema es reconstruir las dindmicas
no conocidas de la COVID-19 por medio del observador que se
disefia para el modelo propuesto con tres retardos.

3. Modelo basico Kermack y McKendrick

Como ya se menciond en la introduccidn, los modelos ma-
temadticos son utiles para lograr una mejor comprension de la
dindmica de propagacién de una enfermedad infecciosa, da-
do que proporcionan informacién valiosa para detectar brotes
importantes, a visualizar patrones y monitorear caracteristicas
que puedan sugerir medidas adecuadas para controlar/reducir la
propagacién de enfermedades. En particular para la pandemia
actual de la COVID-19, el deseo de poder implementar estra-
tegias con el fin de erradicar, controlar o mitigar sus efectos se
ha vuelto un reto para los investigadores y personas del sector

salud. A continuacidn, se presenta un modelo fundamental de la
epidemiologia matematica conocido como modelo de Kermack
y McKendrick.

El modelo fundamental para describir la transmisién por
contacto entre personas, es el modelo SIR propuesto por Ker-
mack y McKendrick Kermack y McKendrick (1927) que se re-
presenta por tres ecuaciones diferenciales ordinarias que mode-
lan la interaccion de tres compartimentos poblacionales:

S (#) son las personas susceptibles, es decir son todas aquellas
que no tienen inmunidad contra el agente infeccioso por
lo que podrdn volverse infecciosos al tener contacto con
un individuo infeccioso.

I(t) son las personas infecciosas, portadoras de la enfermedad
y capaces de transmitirla a las personas susceptibles por
medio del contacto fisico.

R(#) son las personas removidas, quienes tuvieron la enferme-
dad y por lo tanto se convierten en inmunes a esta. Mds
auan, estos individuos no afectan a la dinamica de la trans-
misién de la enfermedad.

La poblacidn total se denota como N(f) = S(t)+1(H)+R(1) y
se considera constante. Las ecuaciones diferenciales ordinarias
que representan la dindmica de los compartimentos poblaciona-
les son:

d
75 O ==BSWI@),

1) =B 01D = Y1), (1)

d
TR =Y10),

donde B y y son pardmetros que representan la tasa de infec-
cién (nimero de personas infectadas por unidad de tiempo) y
el reciproco del tiempo promedio que tarda en recuperarse una
persona de la enfermedad, respectivamente. El nimero repro-
ductivo basico es de la forma Ry = ﬁ% El cual, hace mencion
al ndmero esperado de casos secundarios que un individuo in-
feccioso producird en una poblacién completamente susceptible
durante su periodo de infecciosidad.

Para comprender mejor el comportamiento dindmico des-
crito por el modelo (1), todos los términos con signo positivo
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representan una contribucién a ese compartimento, y los térmi-
nos con signo negativo son aquellos que en algiin momento van
a salir de esa clase. Sin embargo, es claro que este modelo no
describe apropiadamente el comportamiento de la actual pan-
demia de la COVID-19, comenzando por que la enfermedad ha
mostrado que las personas recuperadas pueden volver a infec-
tarse. Ademads, que en este modelo la transicion entre cada uno
de los compartimentos poblacionales se considera de forma in-
mediata. Debido a que este modelo permite saber que indepen-
dientemente de la tasa de infeccion, si el nimero de susceptibles
se reduce, también el nimero de infecciosos disminuye. Por esa
razdén, una de las medidas adoptadas en México fue la Jornada
Nacional de Sana Distancia.

4. Modelo y observador propuesto

El modelo (1) ha marcado la pauta para distintos modelos
epidemioldgicos porque ha sido empleado para conocer el com-
portamiento de numerosas enfermedades infecciosas. Con la fi-
nalidad de ser utilizado para la pandemia de la COVID-19, esta
seccién comienza con la propuesta de un modelo con retardos
donde se considera que una parte de las personas recuperadas
vuelven a ser susceptibles después de un periodo de tiempo pos-
terior a su recuperacioén. El modelo propuesto es de la forma

%S(r) =—-BSI(t—T13) + aR(t — 12),

d

d—tl(t) =BSOI(t—13) —yI({t—T11), 2
d

d—tR(t) =yl (t — 1) — aR(t — 12),

donde:
= Bes latasa de transmision de la enfermedad.

= y y a son los reciprocos de los tiempos promedios que
tarda un individuo en recuperarse de la enfermedad y en
perder su inmunidad, respectivamente.

= 7} es el tiempo que tarda un individuo infeccioso en dejar
de serlo, para asi recuperarse de la enfermedad y adquirir
inmunidad.

= 7, es el tiempo que tarda un individuo recuperado en vol-
ver a la clase susceptible.

= 73 es el tiempo que tarda un individuo susceptible en pre-
sentar sintomas y afectar a la dindmica de propagacion de
la enfermedad.

Este modelo es propuesto debido a que la actual pandemia
de la COVID-19, ha mostrado que las personas no adquieren
inmunidad total ni permanente, es decir pueden volver a infec-
tarse de alguna otra variante de la enfermedad después de un
tiempo posterior a haberse recuperado. En este modelo el pro-
ducto aR(t — 1,) representa a las personas que en un tiempo
7, pierden su inmunidad por lo que vuelven a ser susceptibles,
mientras que el producto yI (¢ — 7;) representa la fraccién de los
infecciosos que en un tiempo 7; dejan de serlo y por lo tanto se
recuperan. Por otro lado, el producto S (1) (t — 73) representa

toda aquella poblacién de individuos que se infectaron y des-
pués de un tiempo 73 comienzan a ser infecciosos.

El nimero efectivo de reproduccién R, puede define el
comportamiento umbral de modelos epidemioldgicos de la for-
ma (2): si R, < 1 el evento epidémico tenderd a desaparecer
rdpidamente, mientras que si R, > 1 se espera que la epi-
demia continde. Aqui, entre mas alto es el valor del R,, mas
dificil sera controlar una epidemia (Comincini-Cantillo et al.,
2021). Del modelo (2), se puede observar que %I(t) > 0 si
y solo si BS(0)I (t —13) — yI(t—11) > 0, o equivalentemen-
te si B0 5 Li=r) o BONr) o por o cual, una epide-

y T’ © 5 Te=m)
BSo I(t-T3)
vy I(t-7y)

mia/pandemia continua si R, = > 1, donde S es
la condicién inicial de la poblacion susceptible. Observe que
B = Ry es el nimero reproductivo basico del modelo SIR

Y, . . .
clasico (1), el cual se obtiene como sigue:

dil(t) =(BSo—-MI®
t

— 1(1) = TS0 = (51 = e Rombr,
Aqui, una enfermedad infecciosa se podra clasificar como epi-
demia si Ry > 1, se extinguird cuando Ry < 1 y permanecerd
constante si Ry = 1, ver (Cumsille et al., 2022).

Con base al modelo (2) se disefia un observador de es-
tado del tipo Luenberger, con la finalidad de poder esti-
mar/reconstruir la dindmica de las poblaciones de recuperados y
susceptibles, dado que no se cuenta con informacién reportada
por las organizaciones de salud. Esto dltimo, con la finalidad de
tener una mejor comprension de como ha sido la propagacion
de la COVID-19, en las poblaciones consideradas en el modelo
y a su vez estimar aquellos parametros tales como, la tasa de
infeccion, el reciproco del tiempo promedio de recuperacién y
el reciproco del tiempo promedio de pérdida de inmunidad.

Para el disefio del observador, se considera como salida del
modelo a y(#) = BS(t)I (t — 13), correspondiente a los nuevos
infecciosos. Y dado a que el observador del tipo Luenberger
consiste en una copia del sistema con ganancias para ajustar el
error de estimacion, se propone la siguiente estructura para el
observador:

d . .
d—[S (@) == y(t) + aR(t — 1) + LiG(1) — y(1)),

d . .

El(’) =y(t) =yl (t — 71) + Lo(3(1) — y(2)), 3)
d . . R
ER(’) =yl (t — 71) — aR(t — 12) + L3(3(t) — (1)),

donde $(r) = BS (1) (r — 3) se toma como la salida estimada
del observador. Aqui, S, I y R representan las variables estima-
das por medio del observador, correspondientes a Susceptibles,
Infecciosos y Recuperados, respectivamente. En la Figura 2, se
muestra a grandes rasgos el procedimiento que se realiza pa-
ra comparar las dindmicas obtenidas por medio del observa-
dor disefiado para el modelo SIR propuesto en comparacién
con los datos reales de los casos confirmados, reportados por
la OMS. Donde, podemos observar que el modelo se alimenta
de condiciones iniciales del sistema (recuadro azul) y condicio-
nes iniciales para los parametros (recuadro gris), las cuales son
ajustadas por medio de una rutina exhaustiva, la cual consiste
en variaciones paramétricas para obtener una mejor correspon-
dencia entre la solucién numérica del modelo matemadtico y los
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datos reales de la dindmica de la COVID-19 reportada por la
OMS (2022). Una vez que se logra que el modelo se apegue a
los datos reales, se alimenta al observador con los pardmetros
identificados, esta transicién se representa en el diagrama por
medio de una linea punteada. Finalmente, se alimenta al obser-
vador con los pardmetros previamente mencionados, asi como
los datos reales y la misma salida del observador, para ajustar el
error y poder estimar de mejor manera la dindmica de acuerdo
a los datos reales. Ademas, el observador estima las dinamicas
no reportadas de Susceptibles y Removidos/Recuperados.

5. Estudio de las variantes de la COVID-19 en México

5.1.  Variante Delta

En este apartado, considere el modelo SIR epidémico pro-
puesto con tres retardos de la forma (2), asi como los datos
registrados por la OMS del 9 de agosto al 20 de septiembre de
2021, ventana de tiempo en la que tuvo lugar la variante Del-
ta del virus SARS-CoV-2. Aqui, N = 350000 es la poblacién
total, de la cual So = Iy — Ry, Ip = 25339/N y Ry = 0 son
las condiciones iniciales normalizadas de la poblacién suscep-
tible, infecciosa y recuperada, respectivamente. Los valores de
la tasa de infeccion B, el reciproco del tiempo promedio de re-
cuperacion v, el tiempo promedio de pérdida de inmunidad «,
asi como el valor de los retardos 7, 7, y 73, son dados en la
Tabla 2.

1 Modelo SIR con retardos propuesto (México) 09/08/2021 - 20/09/2021
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Figura 3: Simulacién del modelo SIR (2) empleando 3, v, @, 71, T2 y T3 dados
en la Tabla 2.

En la Figura 3, es posible observar que el comportamien-
to obtenido por medio del modelo, utilizando los valores de la
Tabla 2, se apega a los datos reales correspondientes a los ca-
sos confirmados reportados por la OMS. Obteniendo un Error
Cuadratico Medio (ECM) de 0.0144 (1.44 %).

Tabla 2: Valores 3, v, @, 71, T2 y 73 para el modelo SIR (2).
B Y a 7T T2 T3
0.061 0.077 0.0021 9 3 5

Al utilizar los mismos datos de la Tabla 2 para alimentar al
observador, es posible corrobora que la dindmica del observa-
dor es igual a la obtenida por el modelo, esto, debido a que se
trata de una copia del mismo. Mas aun, al comparar las estima-
ciones obtenidas en la Figura 4 por el observador y el modelo,
se obtiene un ECM igual a cero.

Modelo Vs Observador (México) 09/08/2021 - 20/09/2021
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Figura 4: Simulacién del modelo SIR (2) y del observador (3) empleando g3, vy,
a, 71, T2 y 73 dados en la Tabla 2.

Por ultimo, alimentando al observador con los datos reales,
correspondientes a los datos de las personas confirmadas regis-
trados por la OMS, y utilizando los valores para las ganancias
iguala L; = —1.089, L, = 0.979 y L; = 0.11, se obtiene como
resultado las dindmicas de la Figura 5. Las ganancias L;, L, y
L3 consideradas en ambas variantes de la COVID-19, son obte-
nidas por medio de variaciones paramétricas, permitiendo una
mejor correspondencia entre las dindmicas del observador y los
datos reales mediante el ajuste del error.

En la Figura 5, es posible observar que solo con la infor-
macién disponible, se estiman las dindmicas de susceptibles y
recuperados con la ayuda del observador de estado. Por medio
de la cual, es posible observar que mientras los casos confir-
mados disminuyen, la dindmica de los recuperados aumenta. El
ECM obtenido entre los datos reales de la OMS y el observador
es de 0.0205 (2.05 %).
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Figura 5: Simulacién del observador (3) comparado con los datos reales em-
pleando 3, v, a, 71, T2 y 73 dados en la Tabla 2.

5.2.  Variante Omicron

En este apartado, considere el modelo SIR epidémico pro-
puesto con tres retardos de la forma (2), asi como los datos re-
gistrados por la OMS del 13 de enero al 25 de febrero de 2022,
ventana de tiempo en la que tuvo lugar la variante Omicron del
virus SARS-CoV-2. Aqui, N = 350000 es la poblacién total, de
lacual Sg = Ip—Ro, Ip = 69025/N y Ry = 0 son las condiciones
iniciales normalizadas de la poblacién susceptible, infecciosa y
recuperada, respectivamente. Los valores de la tasa de infeccion
B, el reciproco del tiempo promedio de recuperacion vy, el tiem-
po promedio de pérdida de inmunidad «, asi como el valor de
los retardos 7y, 7, y T3, son dados en la Tabla 3.

En la Figura 6, es posible observar que el comportamiento
obtenido por medio del modelo, utilizando los valores de la Ta-
bla 3, se apega a los datos reales correspondientes a los casos
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confirmados reportados por la OMS. Obteniendo un ECM de
0.0306 (3.06 %).
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Figura 6: Simulacién del modelo SIR (2) empleando 3, v, @, 71, T2 y 73 dados
en la Tabla 3.

Tabla 3: Valores 3, ¥, @, 71, T2 y 73 para el modelo SIR (2).
B Y a T T2 T3
0.059 0.081 0.0018 7.5 3 32
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Figura 7: Simulacién del modelo SIR (2) y del observador (3) empleando 3, y,
a, Ty, T2 y 73 dados en la Tabla 3.

Al utilizar los mismos datos de la Tabla 3 para alimentar al
observador, es posible corrobora que la dindmica del observa-
dor es igual a la obtenida por el modelo, esto, debido a que se
trata de una copia del mismo. Mas atn, al comparar las estima-
ciones obtenidas en la Figura 7 por el observador y el modelo,
se obtiene un ECM igual a cero.

Por ultimo, alimentando al observador con los datos reales,
correspondientes a los datos de las personas confirmadas regis-
trados por la OMS, y utilizando los valores para las ganancias
iguala L; = —1.108, L, = 0.998 y L3 = 0.11, se obtiene como
resultado las dindmicas de la Figura 8.
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Figura 8: Simulacién del observador (3) comparado con los datos reales em-
pleando 3, y, @, 71, T2 y 73 dados en la Tabla 3.

En la Figura 8, es posible observar que solo con la infor-
macién disponible, se estiman las dindmicas de susceptibles y
recuperados con la ayuda del observador de estado. Por medio
de la cual, es posible observar que mientras los casos confir-
mados disminuyen, la dindmica de los recuperados aumenta. El
ECM obtenido entre los datos reales de la OMS y el observador
es de 0.0248 (2.48 %).

6. Discusion y conclusiones

Con el fin coadyuvar a entender el comportamiento de la
enfermedad infecciosa denominada COVID-19, en este manus-
crito se prepone un modelo matemadtico epidemioldgico con tres
retardos. Pero ;Por qué utilizar un modelo con retardos en lu-
gar de uno libre de retardos? Si bien, lo modelos libres de
retardos han sido de gran utilidad para describir el comporta-
miento de una enfermedad infecciosa, el empleo de retardos en
los modelos pueden acercarse mds a la dinamica real observa-
da de una pandemia, esto debido principalmente al considerar
tiempos muertos no triviales y muy importantes debidos a los
procesos de incubacidn, de recuperacion y de pérdida de inmu-
nidad, por mencionar algunos.
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Por otro lado, ;Para qué disefiar y/o emplear un observador de
estado? Un observador es una herramienta empleadas en teoria
de control que permite reconstruir una o varias variables del es-
tado de un sistema cuando no es posible tener medicién/datos
de dichas variables. Para este caso, un observador puede ser
empleado para estimar los datos de las poblaciones comparti-
mentales no reportados por parte de la OMS y con ello poder
estimar la gravedad de la enfermedad, cuantificar sus inciden-
cias en las poblaciones Susceptible y Removidos (Recuperados
y Defunciones), y poder coadyuvar a la toma de decisiones por
las autoridades pertinentes.

La utilidad del modelo matemaético con retardos y del observa-
dor de estado propuestos es determinada mediante simulacio-
nes utilizando los datos de la poblacién de Infecciosos reporta-
dos por la OMS de la COVID-19 en México para las variantes
Omicron y Delta en distintas ventanas de tiempo. La simulacién
realizada para la variante Delta en la ventana de tiempo com-
prendida del 9 de agosto al 20 de septiembre de 2021, muestra
que la tasa de infeccidn, recuperacion y de pérdida de inmu-
nidad son del 6.1 %, 7.7 % y 0.21 %, respectivamente. Mismas
que para la variante Omicron en la ventana de tiempo compren-
dida del 13 de enero al 25 de febrero de 2022, son de 5.9 %,
8.1% y 0.18 %, respectivamente. Comparando los retardos es
posible observar que la variante Omicron en comparacién con
la Delta, tiene un tiempo de incubacién menor, lo que nos dice
que las personas comienzan a presentar sintomas mds rapido y
volverse infecciosos.

También, es claro que no se logra seguir por completo la
dindmica de los infecciosos, que es con la que se alimenta al
observador pero esto continua siendo un caso abierto en cuan-
to a la estimacion de la dindmica de enfermedades infecciosas
en la epidemiologia matematica. Se podria pensar que utilizar
algin modelo mds complejo y utilizar alguna otra técnica de
control mejoraria las estimaciones. Sin embargo, para el estu-
dio de la evolucién de una enfermedad se ha demostrado que
es mejor trabajar con modelos sencillos, debido a que la esti-
macioén de parametros no es una tarea sencilla. Por lo que este
trabajo de investigacion busca aportar un breve panorama de lo
que es posible realizar con el apoyo de un modelo matematico
epidemioldgico y técnicas del drea de control, dejando en claro
que los resultados que se obtienen pueden mejorar.
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Resumen

Alo largo de su historia, la humanidad ha padecido diferentes tipos de pandemias causadas por enfermedades
infecciosas letales. Los modelos matematicos son herramientas muy utiles para entender la dinamica del
comportamiento/propagacion de estas. Algunos de estos modelos son conocidos como SIS, SIR y SEIR. En este
manuscrito se presenta una sucinta explicaciéon de la estructura de estos modelos y su empleo en algunas
pandemias. En particular, se analizan con especial interés algunos modelos tipo SIR sin y con retardos, as{ como
sus aplicaciones a la actual pandemia causada por el virus SARS-CoV-2. Para determinar la correspondencia
entre algunos de los modelos analizados y los datos/casos Infecciosos/Recuperados de México reportados por
la Organizacion Mundial de la Salud (OMS), se presentan simulaciones en tres periodos de tiempo distintos
entre el 2020-2021. Ademas, como una contribucion principal, se propone un modelo matematico inédito tipo
SIR con tres retardos. Finalmente, se realiza una discusion sobre la aplicacién de algoritmos numéricos, como
el de minimos cuadrados ordinarios, para identificar algunos parametros de los modelos matematicos.
Palabras clave: modelos compartimentales; COVID-19; niimero reproductivo basico; retardo en el tiempo;
estimacion; sistemas libres de retardo; sistemas con retardos; identificacién paramétrica; enfermedades
infecciosas; pandemia; coronavirus

Abstract

Humanity has suffered throughout its history from different types of pandemics caused by deadly infectious
diseases. Mathematical models are very useful tools to understand the dynamics of the behavior and
propagation of these. Among these models are those known as SIS, SIR and SEIR. This paper presents a brief
explanation of the structure of these models and its use in some pandemics. In particular, some SIR-type models
without and with delays are analyzed with special interest, as well as their applications to the current pandemic
caused by the SARS-CoV-2 virus. To determine the correspondence between some of the models analyzed and
the data of Infectious and Recovered from Mexico reported by the World Health Organization (WHO),
simulations are presented in three different time periods between the years 2020-2021. In addition, an
unpublished SIR-type mathematical model with three delays is proposed as a main contribution. Finally, a
discussion is given on the application of numerical algorithms to identify some parameters of mathematical
models, such as ordinary least squares.

Keywords: compartment models; COVID-19; basic reproductive number; time delay; estimation; delay-free
systems; systems with delays; parametric identification; infectious diseases; pandemics; coronavirus
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1. Introduccién

Alo largo de su historia, la humanidad ha enfrentado diversas afectaciones a su salud, unas de las mas temibles
son aquellas que tienen que ver con enfermedades infecciosas. Estas, seglin su propagacién, se suelen clasificar
en brote, epidemia o pandemia. La Organizacién Mundial de la Salud (OMS), cataloga como brote epidémico a
aquella aparicién repentina de una enfermedad debida a una infecciéon en una localidad especifica y en un
momento determinado. Es epidemia cuando una enfermedad se propaga activamente debido a que el brote se
descontrola y se mantiene durante algiin tiempo en un pais o en un area geografica concreta. Mientras que, para
denominarse pandemia, se deben cumplir como minimo dos criterios: 1) el brote epidémico afecte a mas de un
continente, y 2) los casos de cada pais ya no sean importados sino provocados por trasmisién comunitaria. Sin
duda, ademas del impacto sanitario provocado por las enfermedades infecciosas, también se presentan
afectaciones en los ambitos econémicos, sociales y emocionales, por mencionar algunos. De manera que,
conocer el comportamiento de la dinamica de transmision de las enfermedades infecciosas es de vital
importancia, porque se pueden desarrollar medidas o estrategias de accién preventiva que mitiguen los dafios
y/o impactos antes mencionados.

Las enfermedades infecciosas pueden transmitirse de persona a persona, ya sea directamente por
medio del contacto fisico, a través del aire, los alimentos, el agua, mediante vectores (mosquitos, chinches, entre
otros) o por transmision vertical (de madre a hijo). Por definicién, en una pandemia la diseminacion de las
enfermedades infecciosas entre la poblacién mundial es muy rapida, debido a la interconectividad global,
provocando severos dafios a la salud de las personas y/o altos indices de mortandad en la poblacién.

La mayoria de las veces se piensa que una enfermedad infecciosa y su propagacion, surgen inicamente
por descuido o por casualidad, pero detras de todo esto, existe una gran variedad de factores que intervienen
en su aparicion. Entre algunos de esos factores, existen aquellos relacionados con la falta de higiene en las
personas, las mutaciones de enfermedades, la falta de recursos econémicos proporcionados a los servicios de
salud, la falta de conocimiento necesario para poder prevenir una enfermedad o el desconocimiento de la
dindmica que una enfermedad pudiera tener a lo largo del tiempo, ver (Ramonet, 2020). Hoy en dia existe una
gran variedad de enfermedades infecciosas y, sin lugar a dudas, con el paso de los afios surgiran nuevas.

Observacion 1: De acuerdo a la OMS, se denomina pandemia a toda aquella nueva enfermedad que se propaga a
nivel mundial. Mas atin, para fortalecer dicha definicion, la OMS en el afio 2009 establecié y divulgd seis fases que
una enfermedad infecciosa debe cumplir para poder ser catalogada como una pandemia (Rosselli, 2020).

Histéricamente han surgido diversas enfermedades infecciosas que han afectado gravemente a la humanidad,
entre las cuales se encuentra la llamada gripe espafiola (Carbonetti, 2010; Huguet-Pané, 2020), el sindrome
respiratorio (MERS) (Ramonet, 2020), 1a influenza A/H1N1 (Talledo et al., 2009; Hays, 2005), entre otras. Los
expertos han sefialado a la peste de Justiniano (541-542), a la peste negra (1346-1353), a la gripe espafiola
(1918-1920) y al VIH-SIDA (2005-2012) como las pandemias mas catastrdficas que ha sufrido la humanidad,
debido a su gran letalidad y repercusiones en las épocas en las que estas ocurrieron. E1 11 de marzo de 2020 la
OMS declaré como pandemia a la COVID-19, enfermedad causada por el virus SARS-CoV-2 que tuvo su origen
en Wuhan, China a finales de 2019 (Huaman-Saavedra, 2020). Hasta la fecha [10 de mayo del 2022] el impacto
en el mundo corresponde a 512,748,861 casos confirmados, incluyendo 6,255,835 fallecimientos a nivel global
por esta enfermedad, reportados de acuerdo a los datos registrados en la OMS. En Castafieda-Gullot y Ramos-
Serpa (2020) se presenta un reporte de algunas de las pandemias mas importantes que ha enfrentado la
humanidad a lo largo de su historia (tabla 1).

Las pandemias pueden provocar colapso en los sistemas de salud (Vega, 2020), desplome masivo del
comercio mundial (Unmubig, 2020), contraccién de la economia mundial (Banco Mundial, 2020), impactos en
el proceso de aprendizaje de los estudiantes (UNESCO, 2020), entre otros.
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Tabla 1. Principales pandemias en la historia de la humanidad y porcentajes de decesos.
Table 1. Main pandemics in the history of humanity and percentages of deaths.

Pandemia Aio Decesos

Peste Antonino (Huguet-Pané, 2020) 165-180 5 millones (7 %)

Peste de Justiniano (Huguet-Pané, 2020) 541-542 25 millones (25 %)
Peste negra (Peste bubdnica) (Huguet-Pané, 2020) 1346-1353  75-200 millones (50 %)
Gripe Rusa (Hays, 2005) 1889-1890 > 1 mill6n (8 %)

Colera (Hays, 2005) 1910-1911  >800 000 (3 %)

Gripe espafiola (Influenza HIN1) (Huguet-Pané, 2020) 1918-1920  50-100 millones (10 %)
Gripe Asiatica (Influenza H2N2) (Huguet-Pané, 2020) 1957-1958  1.2-2 millones (7 %)
Gripe de Hong-Kong (Influenza H3N2) (Hays, 2005) 1968 1 mill6n (1 %)
VIH-SIDA (Hays, 2005) 2005 31-35 millones (1.4 %)
COVID-19 2019-2021  En desarrollo

Observacion 2: Cabe destacar que la pandemia causada por el VIH-SIDA atin prevalece entre la humanidad desde
hace mds de 40 arios.

El conocimiento temprano de la dindmica de una enfermedad infecciosa puede coadyuvar en el disefio de
estrategias para controlar y/o erradicar una enfermedad infecciosa. Entre dichas estrategias se pueden
mencionar, campafias de vacunacién, planes de distanciamiento entre personas, adquisicion de equipo de
seguridad en hospitales, entre otras medidas. Dichas estrategias tienen como objetivo, prevenir, estabilizar,
contrarrestar y/o erradicar rapidamente a las enfermedades infecciosas y no generar dafios severos a la
poblacién (Avila-Pozos y Rangel-Zufiiga, 2017).

Una de las herramientas mas comunmente utilizadas para poder predecir de manera temprana la
dindmica de una enfermedad infecciosa es conocida como modelo matematico. Un modelo matematico
epidemiologia puede interpretarse como un conjunto de técnicas, herramientas y ecuaciones que pueden ser
adaptadas para definir la interaccién entre individuos, poblaciones y/o ambientes (Chubb y Jacobsen, 2010).
Con un modelo matematico se puede mejorar la comprension de la enfermedad, determinar prevalencias e
incidencias, y con base al comportamiento obtenido del modelo, se pueden implementar intervenciones para
modificar la tasa de transmisién de dicha enfermedad o se pueden tomar decisiones a corto o largo plazo, las
cuales favorezcan en el control o erradicacién de la enfermedad.

Tipicamente, los modelos matemadticos empleados para este fin se clasifican en dos tipos: 1) los
estocasticos, y 2) los deterministicos (Montesinos-Lépez y Hernandez-Suarez, 2007). En los estocastico al
menos una variable se toma como un dato al azar y las relaciones entre variables son consideradas como
funciones probabilisticas. Entre estos se encuentran aquellos que emplean cadenas de Markov (Reynoso et al.,
2020), el método de Monte Carlo (Pérez-Morelo et al.,, 2021), inferencia bayesiana (Villamizar-Lara, 2021),
basada en agentes (Jiménez-Romero et al., 2020), entre otros. Mientras que, en los modelos deterministicos las
mismas entradas produciran las mismas salidas, no contempla el azar, ni el principio de incertidumbre y no
reflejan la incertidumbre de la propagacion de la enfermedad (Bianco et al., 2020).

Observacion 3: Los modelos matemdticos compartimentales (aquellos que consideran varios subconjuntos de una
poblacion) mds comiinmente utilizados en la epidemiologia matemdtica son los llamados modelos SIS, SIR y SEIR,
los cuales se caracterizan de acuerdo a los grupos epidemioldgicos en los cuales se divide la poblacién.

Los modelos tipo SIR toman en cuenta tres subconjuntos poblaciones: susceptibles, infecciosos y recuperados.
Los susceptibles son individuos sanos que al entrar en contacto con la enfermedad pueden resultar infectados.
Los infecciosos son individuos que pueden transmitir la enfermedad y los recuperados son aquellos
recuperados de la enfermedad, en algunas ocasiones en este subconjunto también se consideran los removidos
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(decesos). Todos en funcién del tiempo. Mientras que, los modelo tipo SEIR consideran cuatro subconjuntos
poblaciones: individuos susceptibles, expuestos, infecciosos y recuperados. Los expuestos son aquellos que ya
estan infectados, pero ain no son infecciosos porque aun no son capaces de transmitir la enfermedad.
Finalmente, los modelos SIS consideran: susceptibles e infecciosos. El empleo de estos modelos esta en funciéon
del tipo de individuos/poblacién que se involucran en el analisis/comportamiento de la enfermedad que se
estudia, asimismo el nimero reproductivo basico cambia, al estar también en funcién de las poblaciones
consideradas. Cabe sefialar que este nlimero es uno de los parametros mas importantes en el estudio de la
transmision de enfermedades infecciosas (Hartemink et al., 2008; Wang y Zhao, 2012).

Observacion 4: El niumero reproductivo bdsico, denotado por R, es el niimero esperado de casos secundarios que
un individuo infeccioso producird en una poblacién completamente susceptible durante su periodo de
infecciosidad. Asi, R caracteriza el riesgo de infeccion de una enfermedad infecciosa. Por ejemplo, si Ry = 3
entonces se espera que cada individuo infeccioso pueda transmitir la infeccion a tres personas mds (figura 1).

\
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Figura 1. Representacion grdfica de la propagacién de una enfermedad en la poblacién, cuando R, = 3.
Figure 1. Graphic representation of the spread of a disease in the population, when R, = 3.

Mas importante aun, R, define el comportamiento umbral para muchos modelos epidemiolégicos, y su
interpretacion es la siguiente: si R, > 1 se espera que la propagacion de la enfermedad infecciosa continte,
mientras que si R, < 1 esta se extingue. Si R, = 1 el nimero de infecciosos permanece constante. El valor de
R, esta en funcion de la duracién del periodo infeccioso, la tasa de infectar a un individuo susceptible durante
el contacto con un individuo infeccioso, y el nimero de nuevos individuos susceptibles que tuvieron contacto
con un individuo infeccioso por unidad de tiempo (Dietz,1993). En la literatura de la epidemiologia matematica,
también se encuentran propuestas que aseguran que R, se ve afectado por numerosos factores bioldgicos,
socioconductuales y ambientales que gobiernan la transmision de la enfermedad, por lo cual, este debe
estimarse empleando modelos matematicos que describan los mecanismos asociados a la enfermedad
infecciosa (Delamater et al., 2019).

Conocer el comportamiento dindmico de una pandemia permite implementar estrategias por medio de
las cuales se controla o erradica una enfermedad infecciosa que tiene en emergencia sanitaria a un pais, por
ejemplo: intervenciones no farmacéuticas para reducir el indice de transmisién de la enfermedad (Angulo et al,,
2021), cuarentena para que las personas infecciosas no contagien a las personas susceptibles (Volpert et al.,
2020) y medidas de distanciamiento social para controlar la enfermedad durante su brote (Maleewong, 2020).
Debido a esto, en el afio 2020 algunos de los paises afectados por el virus SARS-CoV-2, lograron reducir la crisis
y volver paulatinamente a sus actividades, debido a que estos paises hicieron obligatoria la cuarentena. Entre
esos paises se encuentran: Alemania (Giedion y Géngora, 2020), Dinamarca (Makooi, 2020), Finlandia
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(EFE,2020; Corral, 2020), Islandia (Mackenzie, 2021), Noruega (Noruega, 2021), Nueva Zelanda (BBC News
Mundo, 2020) y Taiwan (Khalig,2020).

Desde un punto de vista se podria asumir que los paises mas desarrollados, con mejor economia y
tecnologia, tendrian una mejor respuesta ante la actual pandemia, pero de acuerdo a los recientes datos, se
muestran casos de lo contrario, como: Estados Unidos, Espafia, Francia o Reino Unido, por citar algunos, en
donde se han registrado altos nimeros de contagios y decesos causados por la COVID-19.

En Casals et al. (2009) se presenta un reporte en donde es posible visualizar que el modelo de
transmision de enfermedades infecciosas mas utilizado ha sido el modelo SIR, seguido del modelo SIS y
posteriormente de los modelos SEIR, SI, SEIS (Vidal et al, 2020). En la tabla 2, se muestra una pequefa
recopilacién de algunas de las pandemias en las que se han aplicado los modelos SIS, SIR y SEIR, en los ultimos
afios.

Tabla 2. Modelos epidemiolégicos aplicados a pandemias.
Table 2. Epidemiological models applied to pandemics.

Pandemia Modelo aplicado
Peste negra (Peste bubénica) (Uribarri et al., 2013) SIR

Coélera (Nkhoma, 2004) SIR

Influenza (H1N1) (Alcaraz y Vargas, 2012; Saito et al.,, 2013) SIRy SEIR
VIH-SIDA (Septlveda-Salcedo et al., 2011) SIRy SEIR

COVID-19 (David et al., 2020; Angulo et al., 2021; Ghosh et al., 2020) SIS, SIR y SEIR

Observacion 5: Para la pandemia en curso de la COVID-19, causada por el virus SARS-CoV-2, segtin el leal saber
y entender de los autores, los modelos SIR predominan entre las investigaciones que buscan describir el
comportamiento de la pandemia.

Los modelos matematicos en epidemiologia han demostrado ser muy eficientes para describir la dindmica de
las enfermedades, una vez que se tiene toda la informacién de la evolucién de la pandemia (Saldafia y Velasco-
Hernandez, 2021). Puesto que la mayoria de los modelos suponen parametros constantes en el tiempo y
transiciones de una subpoblacién a otra de manera inmediata, en este trabajo se proponen parametros
diferentes para épocas diferentes, ademas de los tiempos para transitar de una subpoblacién a otra. De esta
manera, la descripcién mediante este modelo de la evoluciéon de la pandemia, se acerca mas a la forma en la que
se han registrado los datos durante estos dos afios.

La organizacion de este manuscrito continta de la forma siguiente. En Métodos, técnicas e instrumentos,
se presentan algunos modelos matematicos tipo SIR empleados para modelar las dindmicas poblacionales de
las dltimas pandemias, asi como una sucinta explicacion de su estructura. Mientras que en Modelos matemdticos
SIR empleados a la pandemia de la COVID-19, se muestran algunos modelos tipo SIR, con y sin retardos,
empleados para atender la emergencia sanitaria provocada por la COVID-19. Asi como la propuesta de un
modelo matematico inédito tipo SIR con tres retardos. Continuando con Resultados y discusién, en donde se
propone la simulacién de algunos modelos matematicos sin y con retardos para aproximar las curvas de
infectados y recuperados de la COVID-19 en México reportadas por la OMS, esto se realiza en tres periodos de
tiempo diferentes comprendidas entre el 2020-2021. En Discusidn, se plantea la posibilidad de aplicar
algoritmos numéricos para identificacién paramétrica. Este manuscrito finaliza con las Conclusiones del
presente trabajo de investigacion.

2. Métodos, técnicas e instrumentos

En la actualidad existe una gran cantidad de contribuciones a la epidemiologia matematica que emplean
modelos matematicos tipos SIR, sus variedades modélicas y aplicaciones cientificas son amplias. Algunos de
estos modelos suelen destacar debido a consideraciones/adecuaciones en su estructura, con el fin de obtener
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una correspondencia/correlaciéon lo mas apegada posible a lo observado en el mundo real. A continuacidn, se
presenta una muestra pequeria de estos para ejemplificar lo dicho anteriormente.

Modelo SIR bdsico KMK

En Alcaraz y Vargas (2012) se menciona que uno de los primeros modelos que describen dindmicas tipo SIR fue
dado en Kermack y McKendrick (1927), el cual, en lo sucesivo se denotara por KMK. En este modelo, las
variables S(t), I(t) y R(t) representan las poblaciones de los grupos de personas susceptibles, infecciosas y
recuperadas, respectivamente y supone que la poblacién total permanece constante. Las ecuaciones que
describen el cambio del tamafio de estas subpoblaciones en el tiempo son:

ZSO= —BSOI®),
I = BSIE) — VI, &)
RO = Z[O}

Donde: § > 0 y y > 0 son pardmetros que representan la fraccién de individuos susceptibles que se vuelven
infecciosos y la fraccidn de individuos infecciosos que se recuperan de la enfermedad, respectivamente. Cabe
mencionar que este modelo ha sido empleado para describir pandemias en Corea del Sur (Nesteruk, 2020Db),
Ucrania (Nesteruk, 2020a) y Qatar (Nesteruk, 2021). En ocasiones, para simplificar, la poblacion total N(t) es
normalizada, porlo cual N(t) = S(t) + I(t) + R(t) = 1.

Observacion 6: En este modelo, el nimero reproductivo bdsico R, se obtiene de la solucion de la ecuacion
diferencial de infectados de (1), esto es:

d
&I(t) = (BSo — VI = (1) = [re®o*t = [e¥Ro1)Y,

Donde: I,y Sy, son la poblacién inicial infecciosa y susceptible, respectivamente, y

B
R, =4,
Ty

por lo cual, si Ry < 1 la infeccién desaparecerd eventualmente para tiempos largos, en tanto que si R, > 1 surge
una epidemia.

Modelo SIR con tasa de mortalidad
En Kuznetsov et al. (1994) y Bliman et al. (2018), una adecuacién del modelo SIR dado en (1) es propuesta al
incorporar la tasa de crecimiento per cdpita ¢ de la poblacién de la forma siguiente:

% S(t)= u—BSHI(t) — uS(),
L1y = BSOI®) — (v +wI(D), 2)
LR® = yI®) - ER).

El nimero reproductivo basico para este modelo es:
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Modelo SIR con tasa de perdida de la inmunidad

Una variacion del modelo SIR anterior, es el modelo SIR propuesto en Zarate-Siordia (2012). En este modelo, a
comparacién de (2), se afade un parametro &, el cual representa la tasa de pérdida de inmunidad. Este
coeficiente determina la tasa a la cual los miembros recuperados pierden su inmunidad a la enfermedad y son
susceptibles de nuevo.

2SO = p=BSWOI®) +8R®) — (),
21 = BSOI® — (v +WIE), (3)
“R(t) = YI(t) — SR(t) — uR(¢).

Si se considera una tasa de mortalidad asociada a la enfermedad y;, es decir, la tasa a la cual la poblacién
infecciosa muere especificamente por la enfermedad, entonces el modelo (3) queda como sigue:

2SO = w=BSOIE) +6RE) — uS(0),
21O = BSOIO —vI©) = @+ IO, )
wRO=" ¥YI©) = 6R(®) — kR (),

Donde: (u + p;) es la tasa neta de mortalidad (Zarate-Siordia, 2012).

Los modelos tipo SIR descritos anteriormente suelen ser empleados para tratar de comprender el
comportamiento de la dindmica de algunas de las pandemias que ha padecido la humanidad (tabla 2). A
continuacidn, se presentan algunos modelos que se han adecuado especificamente para coadyuvar a entender
la actual pandemia de la COVID-19.

Modelos matemdticos SIR empleados a la pandemia de la COVID-19
En esta seccion, se presentan algunos modelos tipo SIR libres de retardos y con retardos que se han empleado
y/o propuesto para describir la propagacion de la pandemia de la COVID-19.

Modelos libres de retardo

Modelo SIR-COVID-19 con intervenciones no farmacéuticas

En Angulo et al. (2021) se presenta el siguiente modelo SIR, donde se toman en consideracién intervenciones
no farmacéuticas u(t) € [0, U4, ], con la finalidad de reducir la tasa de transmisién de la enfermedad. Aqui,
u(t) = 0 si las intervenciones no logran ninguna reduccién, mientras que u,,,, € (0,1) debido a que no es
posible reducir la transmision de la enfermedad completamente. Las ecuaciones son:

SSO= —A-wpsSOI,
SIO = A—-wBSOI® - VI, 5)
RO = vi®),

Donde: D (1 —u) es el factor que representa la reducciéon de la transmisiéon de la enfermedad debido las
intervenciones. Note que a diferencia del modelo (2), no se toma en cuenta la tasa de crecimiento per capita. El
numero reproductivo basico para el presente modelo es de la forma:
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2, = L=WE.
Y

Modelo SIR-COVID-19 de propagacién de una enfermedad infecciosa

En Volpert et al. (2020) se propone el siguiente modelo SIR, el cual ha sido utilizado para determinar las

condiciones de propagacion de una enfermedad infecciosa, cuando el nimero de infecciosos, recuperados y

fallecimientos es mucho menor que la cantidad de susceptibles en la poblacién. Cuyas ecuaciones son:

ZS® = —BID)S (L),
1) = BIOSE —yI©) - ml(©), (6)
SR(D) = yi(®),

Donde: y; es la tasa de mortalidad debida solo a la infeccidn, por lo que, el producto y;I(t) representa la parte
correspondiente a todos aquellos individuos infecciosos que fallecen tinicamente por causas debidas a la
infeccién. Observe que, en este modelo, la poblacién no se considera constante, dado que no existe ningtn
término que compense a las personas fallecidas de la ecuacién de infecciosos. El nimero reproductivo basico
R, para el presente modelo, es de la forma:

_ BSy
Y +u

0

Donde: S, representa la condicion inicial de la poblacion susceptible.

Modelos con retardos

Modelo SIR-COVID-19 de infeccién en progreso con un retardo

El modelo SIR de infeccién en progreso, es una variante del modelo (6), aqui se considera el retardo 7, que
representa al periodo de recuperacién de la enfermedad, y no se toma en cuenta los efectos demograficos. Las
ecuaciones son:

=S = —BID)S (D),
Iy = BIOSE) - BIE—DS(E—1), (7)
SR(t) = BI(®)S(t).

En este modelo se asume que el producto BI(t)S(t) representa la cantidad de individuos susceptibles por
unidad de tiempo que pasan a ser inmediatamente infecciosos por medio del contacto entre individuos
susceptibles e infecciosos en funcién de la tasa 8, mientras que la cantidad fI(t — 7)S(t — T) representa una
salida de la clase de infecciosos en un tiempo 7. Debido a que la poblacién que se recupera de la enfermedad no
vuelve a ser susceptible, la poblacién en este modelo no se considera constante (Volpert, et al., 2020).

Modelo SIR-COVID-19 epidémico con dos retardos

En Cumsille et al. (2021) se presente el siguiente modelo SIR, el cual es la representaciéon del modelo (1)
considerando retardos en las poblaciones correspondientes a infecciosos y recuperados, cuyas ecuaciones estan
dadas por:
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O —pS(OI(t — 1),
I = BSOI(E =) — VIt —T2), (8)
“R(t) = yi(t—12),

Donde los pardmetros 7; y 7,, representan la transiciéon de los individuos susceptibles a infecciosos y de
infecciosos a recuperados, respectivamente. Estos retardos se asumen, debido a que se considera que las
personas susceptibles no se infectan inmediatamente al tener contacto con una persona infecciosa, por lo que
se consideran los efectos del retardo en el tiempo para el periodo de incubacién de la enfermedad t,. Por otro
lado, el efecto del retardo en el tiempo también se aplica a las personas recuperadas, dado que las personas
infecciosas no inmediatamente dejan de serlo, por lo que se considera un periodo de recuperaciéon de la
enfermedad t,. El nimero reproductivo basico para el presente modelo, es de la forma:

_BSo It = 1)
Ty I(t-1y)

Modelo SIR-COVID-19 propuesto con tres retardos

Esta seccion finaliza con la propuesta de un modelo con retardos, en donde se considera que una parte de las
personas recuperadas vuelven a ser susceptibles después de un periodo de tiempo posterior a su recuperacion.
Este modelo es propuesto debido a que la actual pandemia de la COVID-19, ha mostrado que las personas no
adquieren inmunidad total ni permanente, es decir pueden volver a infectarse de alguna otra variante de la
enfermedad después de un tiempo posterior a haberse recuperado. El modelo propuesto es de la forma:

2SO = —BS(OI(t =) +aR(t ~ 1),
SI) = BSMOIE—T1) —yI(t—T), 9)
SR = yI(t-T1) —aR(t—13),

Donde « es el reciproco del tiempo promedio que tarda en ocurrir la pérdida de inmunidad de la enfermedad,
el cual se supone constante. Aqui, se proponen tres retardos, los cuales son 74, 7, y T3,y representan lo siguiente:

. 7, es el tiempo que tarda un individuo susceptible en presentar sintomas de la enfermedad, es decir en
volverse infeccioso.

. 7, es el tiempo que tarda un individuo infeccioso en dejar de serlo, para asi recuperarse de la
enfermedad y adquirir inmunidad.

. 75 es el tiempo que tarda un individuo recuperado en volver a la clase susceptible.

En este modelo el producto aR(t — t3) representa a las personas que en un tiempo 73 pierden su inmunidad
por lo que vuelven a ser susceptibles, mientras que el producto yI(t — 7,) representa la fraccion de los
infecciosos que en un tiempo 7, dejan de serlo y por lo tanto se recuperan. Por otro lado, el producto 8S(t)I(t —
T,) representa toda aquella poblacién de individuos que se infectaron y después de un tiempo 7, comienzan a
ser infecciosos. El nimero reproductivo basico es:

By It —13)
Ty It—1y)
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3. Resultados y discusion

Se presentan simulaciones de algunos de los modelos matematico presentados en las secciones anteriores, los
cuales son empleados para ajustar su dindmica a los datos oficiales de la poblacién de México, reportados por
la OMS (WHO, 2021), esto con el propésito de ilustrar el comportamiento de la evolucién de la pandemia en
este pais y para ejemplificar la aplicacién de estos modelos.

3.1. Simulaciones del modelo SIR basico KMK

1er periodo de tiempo (1 de junio al 29 de agosto de 2020)

Considere el modelo SIR basico de KMK de la forma (1), asi como los datos/casos registrados por la OMS en
México del 1 de junio al 29 de agosto de 2020. Para fines de simulacién, se considera que N es la poblacién total
para recuperar los datos reportados. Para este periodo de tiempo N = 70000, y las condiciones iniciales
normalizadas de la poblacién susceptible, infecciosa y recuperada son S, = 57336/N, I, = 2885/N y R, =
9779/N, respectivamente. Aqui se toma como condicidn inicial de Infecciosos y Recuperados el nimero de
casos reportados por la OMS, mientras que la condicién inicial para susceptibles es la diferencia para obtener
el total N. Cabe sefialar que cuando cambia la propagacién de la enfermedad entre la poblacion del pais este
numero N varia. Mientras que, los valores de la tasa de infecciéon § y el reciproco del tiempo promedio de
recuperacion y, son propuestos mediante una rutina empirica exhaustiva, la cual consiste en variaciones
paramétricas para obtener las mejores correspondencias entre la solucién numérica del modelo matematico y
los datos reales en el periodo de tiempo. En la tabla 3 se presentan los tres mejores valores de  y y, obtenidos
por medio de una rutina exhaustiva, asi como su correspondiente error cuadratico medio (ECM). Mientras que
en la figura 2 se muestran los datos reportados por la OMS y la dinamica del modelo SIR basico de KMK de la
forma (1), cuando se emplean los parametros dados en la tabla 3. Observe que cuando se emplean los
parametros correspondientes al Caso (i), es decir, cuando se usa una tasa de infeccién de aproximadamente
17.25 % y un tiempo promedio de recuperacién de 0.757, el modelo SIR basico de KMK de la forma (1)
representa una evolucién cercana al comportamiento con los datos registrados por la OMS para la poblacién de
México en los primeros 50 dias considerados en este periodo de tiempo.

Tabla 3. Valores f y y para el modelo SIR (1) en el 1er periodo de tiempo.
Table 3. 8 and y for the SIR model (1) in 1st time window.

Caso B Y ECM Infecciosos ECM Recuperados
1 0.1725 0.0757 0.0343 0.0308
(ii) 0.1365 0.0547 0.0451 0.0893
(iii) 0.1542 0.0597 0.0469 0.0473
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Modelo SIR sin retardos {México) 1/06/2020 - 29/08/2020
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Figura 2. Simulacién del modelo SIR (1) empleando f y y dados en la tabla 3.
Figure 2. Simulation of the SIR model (1) using B and y given in table 3.

Observacion 7: Observe que [ y y son pardmetros que se encuentran estrechamente relacionados, es por ello que
dichos pardmetros son sensibles a las variaciones que el otro tenga. Es decir, si por ejemplo se varia el valor de y
para ajustar mejor los datos de la poblacién infecciosa, entonces se podria observar una disconformidad mayor
entre los datos reales y el comportamiento del modelo para la poblacién recuperada, y viceversa.

Observaciéon 8: Con base al ECM para los casos (i), (ii) y (iii) dados en la tabla 3, se puede decir que la
aproximacién que mds se acerca a los datos reportados del comportamiento de la COVID-19 en México, es cuando
se consideran los valores de 8 y y del Caso (i). Cabe mencionar que el modelo SIR utilizado en este caso, no considera
las intervenciones aplicadas en la poblacion para reducir la transmision de la enfermedad, es por ello que existe
siempre una discrepancia (error) entre los datos reales y los estimados.

Numero Reproductivo Basico (México) 1/06/2020 - 29/08/2020
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Figura 3. Niimero reproductivo bdsico del modelo SIR (1) empleando f y y dados en (i) de la tabla 3.
Figure 3. Basic reproductive number of the SIR model (1) using B and y given in (i) of table 3.

En la figura 3, se ilustra la evolucion del nimero reproductivo basico R, del modelo (1), para el Caso (i) de la
tabla 3, donde es posible observar que hasta aproximadamente los 35 dias su valor es mayor a uno, dando pauta
a que, en los primeros dias considerados en el periodo de tiempo comprendido del 1 de junio al 29 de agosto de
2020, la propagacion de la enfermedad es mayor.
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2do periodo de tiempo (1 de diciembre de 2020 al 1 de marzo de 2021)
Considere nuevamente el modelo SIR basico KMK dado en (1), asi como los datos registrados por la OMS del 1
de diciembre de 2020 al 1 de marzo de 2021. Aqui, N = 200000 es la poblacién total, de la cual S, = 87957/N,
I, =6388/N y R, = 105655/N son las condiciones iniciales normalizadas de la poblaciéon susceptible,
infecciosa y recuperada, respectivamente. Mientras que los valores de S y y, obtenidos mediante una rutina
empiricos exhaustiva, y sus correspondiente ECM son dados en la tabla 4.

Tabla 4. Valores 8 y y para el modelo SIR (1) en el 2do periodo de tiempo.
Table 4. B and y for the SIR model (1) in 2nd time period.

Caso B Y ECM Infecciosos ECM Recuperados
1 0.2942 0.0597 0.0276 0.0345
(ii) 0.3012 0.0486 0.0399 0.0419

Comparando el valor del ECM de los casos (i) y (ii), respectivamente, es posible visualizar que las dindmicas
aproximadas en comparacion con las reales, se ajustan de mejor manera al emplear los valores de § y y del Caso
(1), ya que el valor del ECM es menor para la dindmica de la poblacién infecciosa y recuperada.

Enlafigura 4, se muestra la evolucién de la dindmica del modelo SIR basico KMK dado en (1) empleando
los parametros f§ y y dados en la tabla 4. Para el Caso (i), § = 0.2942 yy = 0.0597. Es claro que usando una tasa
de infeccion de aproximadamente 29.42 % y un tiempo promedio de recuperaciéon de 0.0597, el modelo SIR
representa una evolucion cercana al comportamiento con los datos registrados por la OMS, en donde se puede
observar que la estimacion de la dindmica de la poblacion de recuperados se encuentra por arriba de los datos
reales en el tiempo de simulacién comprendido entre los 20 a 75 dias, pero por otro lado, se puede observar
quela dindmica de la poblacién infecciosa estimada por el modelo se asemeja mucho alos datos reales. Mientras
que para el Caso (ii), § = 0.3012 y y = 0.0486, incremento del parametro f y disminucién del parametro y, se
observa que la estimacion de los recuperados esta por encima de la dinamica real en un mayor nimero de dias,
los cuales se encuentran comprendidos de los 20 a los 85 dias de la simulacién.
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Figura 4. Simulacién del modelo SIR (1) empleando [ y y dados en la tabla 4.
Figure 4. Simulation of the SIR model (1) using B and y given in table 4.

En la figura 5, se ilustra la evolucidn del nimero reproductivo basico R, del modelo (1), para el caso (i) de la
tabla 4, donde es posible observar que hasta aproximadamente los 33 dias la propagacién de la enfermedad es
mayor comparado con los dias posteriores.
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ot —+—Ndmero Reproductivo Ba’sico‘ i
151 .
o
@
1
0.5
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Dias
Figura 5. Niimero reproductivo bdsico del modelo SIR (1) empleando B y y dados en (i) de la tabla 4.
Figure 5. Basic reproductive number of the SIR model (1) using [ and y given in (i) of table 4.

Cabe recordar que este modelo no cuenta con parametros que tomen en consideracion las intervenciones
implementadas por parte del gobierno para la erradicacion de la COVID-19, por lo que, de no haberse
implementado intervenciones, fuese posible que el comportamiento de la enfermedad fuera muy parecido al
comportamiento obtenido por simulacién.

3er periodo de tiempo (15 de agosto al 12 de noviembre de 2021)

Considere el modelo SIR basico KMK de la forma (1) y los datos registrados por la OMS, en el periodo de tiempo
comprendido del 15 de agosto al 12 de noviembre de 2021. Aqui, N = 350000 es la poblacion total, de la cual
So = 74882/N, I, = 21277/N y R, = 253841/N son las condiciones iniciales normalizadas de la poblaciéon
susceptible, infecciosa y recuperada, respectivamente. En la tabla 5 se presentan los valores  y y, obtenidos de
manera empirica y exhaustiva, para los cuales el ECM fue el minimo encontrado por los autores.

Tabla 5. Valores f y y obtenidos mediante una rutina empiricos exhaustiva de para el modelo SIR (1) en 3er
periodo de tiempo.
Table 5. 8 and y values obtained through an exhaustive empirical routine for the SIR model (1) in 3rd time
period.

B Y ECM Infecciosos ECM Recuperados

0.1077 0.0468 0.0071 0.0023

Como ya se menciono, el comportamiento dinamico del modelo estd en funcién de la tasa de infeccion y el
reciproco del tiempo promedio de recuperacién de la enfermedad. En la figura 6, se puede observar el
comportamiento del modelo SIR (1), utilizando valores de § = 0.1077 y y = 0.0468. Es claro que usando una
tasa de infeccion de aproximadamente 10.77 % y un tiempo promedio de recuperacion de 0.0468, el modelo
SIR representa una evolucién cercana al comportamiento con los datos registrados por la OMS, es decir, se
puede observar que las dindmicas compartimentales (infectados, recuperados) se asemeja mucho a los datos
reales, sin embargo, es claro que, para ambas dindmicas, existe una pequefia variacién entre los datos reales y
los estimados por el modelo.
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Figura 6. Simulacién del modelo SIR (1) empleando [ y y dados en la tabla 5.
Figure 6. Simulation of the SIR model (1) using § and y given in table 5.

En la figura 7, se ilustra la evolucion del nimero reproductivo basico del modelo (1), para los valores de Sy y
de la tabla 5, donde es posible observar que R, se encuentra por debajo de la unidad, durante todo el periodo

considerado, dando pauta a que la propagacion de la enfermedad en la poblacion se encuentra en declive.
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Figura 7. Nimero reproductivo bdsico del modelo SIR (1) empleando y y dados en la tabla 5.
Figure 7. Basic reproductive number of the SIR model (1) using 8 and y given in table 5.

3.2. Simulaciones del modelo SIR-COVID-19 epidémico con dos retardos

1er periodo de tiempo (1 de junio al 29 de agosto de 2020)

En este apartado, considere el modelo SIR-COVID-19 epidémico con dos retardos de la forma (8), asi como los
datos registrados por la OMS del 1 de junio al 29 de agosto de 2020. Aqui, N = 70000 es la poblacién total, de
lacual S, =57336/N, 1, = 2885/Ny Ry, = 9779/N son las condiciones iniciales normalizadas de la poblacién
susceptible, infecciosa y recuperada, respectivamente. Los valores de la tasa de infeccidn g, el reciproco del
tiempo promedio de recuperacion y, el periodo de incubacion 7, y el periodo de recuperacion de la enfermedad
infecciosa 1,, son dados en la tabla 6 y fueron obtenidos mediante una rutina empirica exhaustiva. Cabe
mencionar que, aunque t; y 7, fueron seleccionados empiricamente para obtener una mejor correspondencia
con los datos reales, estos se presupusieron dentro de intervalos de tiempo reportados por la OMS, ver
Observacion 9.
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Tabla 6. Valores 3, y, T, y T, para el modelo SIR (8).
Table 6. Empirical values of B, y, T, and T, for the SIR model (8).

Caso B Y T1 T2 ECM Infecciosos ECM Recuperados
{1 0.0997  0.0596 4.9 16.2 0.0152 0.2097
(ii) 0.1163  0.0587 5.6 15.3 0.0400 0.1675
(iii) 0.1167  0.0592 5.6 12.2 0.0281 0.1686

Observacién 9: Los valores de los retardos debido al periodo de incubacion son de entre 5 a 6 dias
aproximadamente, pero puede variar entre 1 y 14 dias, mientras que para el periodo de recuperacién se puede
considerar de 10 a 14 dias o hasta 6 semanas. Estos dependiendo de la gravedad de la enfermedad segtin informan
las organizaciones de la salud. En este modelo se deben introducir los retardos en funcién de los dias.

En la figura 8, se muestra la dinamica del modelo SIR-COVID-19 epidémico con dos retardos de la forma (8)
empleando los parametros que proporcional el ECM menor encontrado por los autores, caso (iii), § = 0.1167,
y = 0.0592, 1, = 5.6 y 7, = 12.2. Es claro que usando una tasa de infecciéon de aproximadamente 11.67 % y un
tiempo promedio de recuperacién de 0.0592, el modelo SIR representa una evolucién cercana al
comportamiento con los datos registrados por la OMS a lo largo de la dindmica de la COVID-19 en el periodo de
tiempo considerado.
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Figura 8. Simulacién del modelo SIR (8) en 1er periodo de tiempo usando B, vy, T,y T, dados en (iii) de la tabla 6.
Figure 8. Simulation of the SIR model (8) in 1st time period using S, v, T, and t, given in (iii) of table 6.

El comportamiento estimado por el modelo es valido, ya que como se han implementado medidas para controlar
o erradicar la enfermedad, estas han influido en la dindmica de la poblacién y por ello se puede observar que la
dindmica real de las personas recuperadas esta por encima de la estimada, y la dindmica real de la poblacién
infecciosa por debajo.
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Figura 9. Niimero reproductivo bdsico del modelo SIR (8) empleando B, v, T,y T, dados en (iii) de la tabla 6.
Figure 9. Basic reproductive number of the SIR model (8) using f5, v, T, and t, given in (iii) of table 6.

Enla figura 9, se ilustra la evolucién del nimero reproductivo basico del modelo (8), para el caso (iii) de la tabla
6, donde es posible observar que su evolucion a lo largo de los 90 dias de simulacién, se mantiene por encima
de uno, dando pauta a que la propagacion de la COVID-19 continua. Por otro lado, es posible observar que el
valor de R, decrece a partir de los 30 dias, por lo que se puede pensar que el contagio de las personas
susceptibles va en decremento, debido a las intervenciones realizadas por parte de las autoridades.

2do periodo de tiempo (1 de diciembre de 2020 al 1 de marzo de 2021)

Considere el modelo SIR-COVID-19 epidémico con dos retardos de la forma (8), asi como los datos registrados
por la OMS del 1 de diciembre de 2020 al 1 de marzo de 2021. Aqui, N = 200000 es la poblacién total, de la cual
So =87957/N, I, = 6388/N y R, = 105655/N son las condiciones iniciales normalizadas de la poblacién
susceptible, infecciosa y recuperada, respectivamente. Los valores de la tasa de infeccidn g, el reciproco del
tiempo promedio de recuperacion y, el periodo de incubacién 7, y el periodo de recuperacion de la enfermedad
infecciosa 1,, fueron obtenidos mediante una rutina empirica exhaustiva y son dados en la tabla 7, asi como su
correspondientes ECM.

Tabla 7. Valores 8, y, T, y T, para el modelo SIR (8) en 2do periodo de tiempo.
Table 7. Values of 3, v, T, and t, for the SIR model (8) in 2nd time period.

Caso B Y T1 T2 ECM Infecciosos ECM Recuperados
{1 0.2367  0.0522 5.8 12 0.0305 0.0183
(ii) 0.2582  0.0518 6.5 11.6 0.0357 0.0120
(iii) 0.2561  0.0518 6 11 0.0347 0.0111

En la figura 10, se puede observar la dinAmica compartimental del modelo (8) empleando una tasa de infeccién
de aproximadamente 26.61 % y un tiempo de recuperaciéon de 0.0518, es cercana al comportamiento con los
datos registrados por la OMS alo largo de la dindmica de la COVID-19 en el periodo de tiempo considerado.
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Figura 10. Simulacién del modelo SIR (8) en 2do periodo de tiempo usando 3, y, T, ¥ T, dados en (iii) de tabla 7.
Figure 10. Simulation of the SIR model (8) in 2nd time period using f3, v, T, and T, given in (iii) of table 7.

El comportamiento estimado por el modelo es valido, debido a las intervenciones que han sido aplicadas en la
poblaciéon. Siendo que por ello se puede observar que la dindmica real de las personas recuperadas esta
ligeramente por encima de la estimada durante los primeros 40 dias de la simulacidn, y la dinamica real de la
poblacion infecciosa por debajo, ya que lo que buscan reducir las intervenciones, es la tasa de contagio y debido
a esa reduccion los datos reales de los casos confirmados, se ven por debajo de los estimados.
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Figura 11. Numero reproductivo bdsico del modelo SIR (8) empleando f3, v, T, y T, dados en (iii) de la tabla 7.
Figure 11. Basic reproductive number of the SIR model (8) using 3, y, T, and T, given in (iii) of table 7.

En la figura 11, se ilustra la evolucién del nimero reproductivo basico R, del modelo (8), para el caso (iii) de la
tabla 7, donde es posible observar que, durante todo el periodo comprendido en la simulacién, el nimero
reproductivo basico se mantiene mayor a uno, dando pauta que la propagacion de la enfermedad en la poblacién
continua. Por otro lado, se puede observar que dicha propagacién en la poblacién disminuye a razén que las
personas infecciosas decrecen y las recuperadas aumentan.

3er periodo de tiempo (15 de agosto al 12 de noviembre de 2021)

En este apartado se considere el modelo SIR con retardos de la forma (8), asi como los datos registrados por la
OMS, en la venta de tiempo comprendida del 15 de agosto al 12 de noviembre de 2021. Aqui, N = 350000 es la
poblaciéon total, de la cual S, = 74882/N, I, = 21277/N y R, = 253841/N son las condiciones iniciales
normalizadas de la poblacién susceptible, infecciosa y recuperada, respectivamente. Los valores empiricos
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obtenidos de la tasa de infeccion f3, el reciproco del tiempo promedio de recuperacion y, los retardos 7; y 7, asi
como sus errores cuadraticos medios (ECM), son dados en la tabla 8.

Tabla 8. Valores de 3, y, T, y T,, asi como ECM para el modelo SIR (8) en 3er periodo de tiempo.
Table 8. Values of 5, v, T, and t,, as well as ECM for the SIR model (8) in 3rd time period.

B Y T1 T2 ECM Infecciosos ECM Recuperados

0.1077  0.0308 5.5 16.2 0.0111 0.0043

El comportamiento dindmico del modelo estd en funcién de la tasa de infeccidn, el reciproco del tiempo
promedio de recuperacion de la enfermedad y de los retardos considerados. En la figura 12, se puede observar
el comportamiento del modelo SIR (8), utilizando los valores de § = 0.1077,y = 0.0308,7; = 5.5y 7, = 16.2.
Es claro que usando una tasa de infeccidon de aproximadamente 10.77 % y un tiempo promedio de recuperacion
de 0.0308, el modelo SIR representa una evolucién cercana al comportamiento con los datos registrados por la
OMS, en donde se puede observar que ambas dinamicas se asemejan mucho al comportamiento real de la
COVID-19, sin embargo, en comparacion con el modelo (1), aqui existe un ECM mayor para ambas estimaciones.
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Figura 12. Simulacién del modelo SIR (8) en el 3er periodo de tiempo empleando S, y, T, y T, dados en la tabla 8.
Figure 12. Simulation of the SIR model (8) in 3rd time period using 3, y, T, and t, given in table 8.

En la figura 13, se ilustra la evolucién del nimero reproductivo basico R, del modelo (8), para los valores de £,
y, T; ¥ T, de la tabla 8, donde es posible observar que R, es menor a la unidad durante todo el periodo de
simulacion considerado, lo que hace pensar que la propagacién de la enfermedad estd disminuyendo.
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Figura 13. Niimero reproductivo bdsico del modelo SIR (8) empleando (3, y, T, y T, dados en la tabla 8.
Figure 13. Basic reproductive number of the SIR model (8) using f3, v, T, and t, given in table 8.

Es claro que, los modelos con retardos son de gran utilidad porque contemplan de mejor manera lo que ocurre
con el proceso infeccioso. También, es claro que este modelo no cuenta con pardmetros que tomen en
consideracion las intervenciones implementadas por parte del gobierno para la erradicacién de la COVID-19, lo
cual se ve reflejado en las simulaciones por medio del ECM.

3.3 Simulacién del modelo SIR-COVID-19 propuesto con tres retardos

1er periodo de tiempo (1 de junio de 2020 al 29 de agosto del 2020)

En este apartado, se realiz6 la simulacion considerando el modelo propuesto dado en (9), con la finalidad de
observar si efectivamente el modelo se comporta de forma semejante a los modelos previamente utilizados.
Para lo cual, se realiz6 la simulacion en el primer periodo de tiempo considerado del 1 de junio al 29 de agosto
del 2020, con N = 70000 y las condiciones iniciales S, = 57336/N, I, = 2885/N y R, = 9779/N. Los valores
de la tasa de infeccién S, el reciproco del tiempo promedio de recuperacion y, el reciproco del tiempo promedio
de pérdida de inmunidad a, el periodo de incubacioén t,, el periodo de recuperacion de la enfermedad infecciosa
T, y el tiempo que tarda una persona recuperada en perder la inmunidad 73, empleando una rutina empirica
son dados en la tabla 9, asi como su correspondiente ECM.

Tabla 9. Valores empiricos de B, v, &, T1, T, ¥ T3 para el modelo SIR (9).
Table 9. Empirical values of B, y, a, T4, T, and t5 for the SIR model (9).

Caso B Y o T1 T2 T3 ECM Infecciosos ECM Recuperados
{1 0.1311 0.0652 0.0023 12 18 52  0.0377 0.1437
(ii) 0.1281 0.0661 0.0026 122 16.5 54 0.0316 0.1573
(iii) 0.1217 0.0639 0.0018 12 18 52 0.0267 0.1673

En la figura 14, se puede observar el Caso (iii), § = 0.1217,y = 0.0639y a = 0.0018, ya que son los parametros
que proporcionan el menor ECM. Aqui, es posible visualizar que el comportamiento obtenido por medio del
modelo dado en (9) es muy parecido al obtenido por medio del modelo (8) en el mismo periodo de tiempo.
Ademas, la dindmica de los recuperados no se asemeja mucho a la dindmica real de la COVID-19 en México,
mientras que por otro lado la dindmica de los infecciosos, se asemeja en gran medida a la dindmica real
reportada por la OMS. Aunque al hablar de la propagacién de una enfermedad en la poblacién, es dificil dar
certeza de lo que posiblemente pudiera pasar.
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Modelo SIR con retardos propuesto (México) 1/06/2020 - 29/08/2020
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Figura 14. Simulacién del modelo SIR (9) empleando B, v, &, T1, T, ¥ T3 dados en (iii) de la tabla 9.
Figure 14. Simulation of the SIR model (9) using B, v, &, T4, T, and 75 given in (iii) of table 9.

Observacion 10: Comparando los resultados obtenidos de los modelos con retardos (8) y (9), es posible observar
que el modelo (9) proporciona un error de estimacion (ECM) menor en ambas dindmicas compartimentales en
comparacién con el modelo (8), por lo que es posible asumir que el considerar la pérdida de inmunidad en el disefio
de este tipo de modelos epidemioldgicos, es adecuado.

En la figura 15, se ilustra la evolucidn del niimero reproductivo basico R, del modelo (9), para el Caso (iii) de la
tabla 9, donde es posible observar que, durante todo el periodo comprendido en la simulacién, el niimero
reproductivo basico se mantiene mayor a uno, dando pauta a que el modelo propuesto, realmente describe de
buena manera como es la propagacion de la enfermedad en el periodo de tiempo considerado.

Namero Reproductivo Basico (México) 1/06/2020 - 29/08/2020
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Figura 15. Niimero reproductivo bdsico del modelo SIR (9) usando B, vy, &, 11, T, ¥ T3 dados en (iii) de la tabla 9.
Figure 15. Basic reproductive number of the SIR model (9) using 8, v, &, T4, T, and T3 given in (iii) of table 9.

2do periodo de tiempo (1 de diciembre de 2020 al 1 de marzo de 2021)

Ahora se realiza la simulacion del modelo propuesto en (9), con la finalidad de observar si efectivamente este
se comporta de forma semejante en un periodo de tiempo diferente. Para lo cual, se considera el segundo
periodo de tiempo comprendido del 1 de diciembre del 2020 al 1 de marzo del 2021, con N = 200000 y las
condiciones iniciales S, = 87957 /N, I, = 6388/Ny R, = 105655/N. Los valores de §8,y, @, 71, T, y T3 son dados
en latabla 10. Estos parametros fueron obtenidos mediante una rutina empirica exhaustiva para reducir el ECM.
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Tabla 10. Valores de B, v, @, T1, T, ¥ T3 para el modelo SIR (9) en 2do periodo de tiempo.
Table 10. Values of 8, v, @, T4, T, and 75 for the SIR model (9) in 2nd time period.

Caso B Y o T1 T2 T3 ECM Infecciosos ECM Recuperados
{1 0.2061 0.0622 0.003 11 11 6.5 0.0222 0.1024
(ii) 0.2058 0.0622 0.0024 14 17 6.5 0.0235 0.0820
(iii) 0.2058 0.0639 0.0018 14 17 6.8 0.0162 0.0808

En la figura 16, se pueden observar los datos reportados por la OMS, del 1 de diciembre de 2020 al 1 de marzo
de 2021, usando los parametros dados en el Caso (iii) de la tabla 10, # = 0.2058,y = 0.0639 y « = 0.0018, que
proporciona un error de estimacién menor. Aqui, es posible visualizar que la dindmica de los recuperados
tendera a crecer y estabilizarse en algin momento, mientras que la dinamica de los infecciosos se asemeja en
gran medida a la dinamica real reportada por la OMS. Aunque al hablar de la propagacién de una enfermedad
en la poblacion, es dificil dar certeza de lo que pudiera pasar.

Modelo SIR con retardos propuesto (México) 01/12/2020 - 01/03/2021
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Figura 16. Simulacién del modelo SIR (9) empleando B, v, &, T1, T, ¥ T3 dados en (iii) de la tabla 10.
Figure 16. Simulation of the SIR model (9) using B, v, &, T4, T, and T3 given in (iii) of table 10.
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Figura 17. Niimero reproductivo bdsico del modelo SIR (9) usando B, vy, &, 11, T, ¥ T3 dados en (iii) de la tabla
10.

Figure 17. Basic reproductive number of the SIR model (9) using 3, y, a, T4, T, and 15 given in (iii) of Table 10.
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Enla figura 17, se ilustra la evolucion del nimero reproductivo basico R, del modelo (9), para el Caso (iii) de la
tabla 10, donde es posible observar que, durante todo el periodo comprendido en la simulacién, el nimero
reproductivo basico se mantiene mayor a uno, dando pauta que la propagacién de la enfermedad en la poblacién
continua. Por lo que, se vuelve a corroborar en un periodo de tiempo distinto que, al considerar la pérdida de
inmunidad en el disefio de este tipo de modelos epidemioldgicos es una buena propuesta para describir de
manera razonable la propagacion de la enfermedad.

3er periodo de tiempo (15 de agosto al 12 de noviembre de 2021)

Nuevamente, considere el modelo SIR con retardos propuesto de la forma (9), asi como los datos registrados
por la OMS, en el periodo de tiempo comprendido del 15 de agosto al 12 de noviembre de 2021. Aqui, N =
350000 es la poblacion total, de la cual S, = 74882/N, I, = 21277/N y Ry = 253841/N son las condiciones
iniciales. Aqui los valores de la tasa de infeccion £, el reciproco del tiempo promedio de recuperacion y, el
reciproco del tiempo promedio de pérdida de inmunidad «, los retardos 7, T, y T3, asi como su correspondiente
ECM, son dados en la tabla 11.

Tabla 11. Valores de B, v, @, T,y T,, asi como ECM para el modelo SIR (9).

Table 11. Values of 8, y, a, T, and t,, as well as ECM for the SIR model (9).
B Y o T1 T2 T3 ECM Infecciosos ECM Recuperados
0.0737 0.0308 0.0018 5.5 16.2 52 0.0124 0.0654

Enla figura 18, se puede observar el comportamiento del modelo SIR (9), utilizando los valores dados en la tabla
11. Usando una tasa de infeccién de aproximadamente 7.37 % y un tiempo promedio de recuperacién del
0.0308, el modelo SIR representa una evolucion cercana al comportamiento con los datos registrados por la
OMS, en donde se puede observar que la dinAmica estimada de la poblacién de infecciosos, se asemeje mucho a
la dindmica real de la COVID-19, sin embargo, esto no pasa con la poblacidn de los recuperados, en donde existe
un ECM mayor. La diferencia en el nimero de recuperados puede deberse a que la variacién en la tasa de
recuperacién real es muy grande, incluso hasta de semanas.

Mode‘lo SIR con retarqos propyesto (México) 1|5I08/2021 =121 1/2021

1
0.9 - !
0.8~ .
0.7 I Infectados Real ]

:5 06~ Recuperados Real b

g 05 - —=-=Infectados Modelo i

a5 Acercamlento === Recuperados Modelo

o L 0.1 T T |

o 04
02 I|||I|||]|||||."||||.[|I|I.JI|.I.I o e i l

6 80 7
I' “l“-ﬂl“l..lﬂll_.:lllll-:n'-‘.'l' “-'-7:.1-‘-‘:-‘:-‘.—.;.—_:5 S mImt—-mamimama— i
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Dias
Figura 18. Simulacion del modelo SIR (9) empleando B, v, &, T1, T, y T3 dados en la tabla 11.
Figure 18. Simulation of the SIR model (9) using B, v, a, T1, T, and T3 given in table 11.

En la figura 19, se ilustra la evolucién del nimero reproductivo basico del modelo (9), para los valores de la
tabla 11, donde es posible observar que R, es menor ala unidad y tiene ligeros cambios durante todo el periodo
de simulacién considerado, lo que da pauta para pensar que la propagacion de la enfermedad se mantuvo
constante durante este periodo de tiempo.
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Figura 19. Numero reproductivo bdsico del modelo SIR (9) empleando f3, v, &, T, T, ¥ T3 dados en la tabla 11.
Figure 19. Basic reproductive number of the SIR model (9) using 3, y, a, T4, T, and 15 given in table 11.

Es claro que, los modelos con retardos son de gran utilidad porque contemplan de mejor manera lo que ocurre
con el proceso infeccioso, siempre y cuando se utilicen valores adecuados para cada parametro.

3.4. Discusion
Para evitar rutinas exhaustivas, en la literatura se encuentran diferentes estrategias/métodos/técnicas que
ayudan a obtener/identificar los pardmetros de un modelo matematico de una manera mas eficiente. Para
ilustrar estos procesos de identificacion, en este apartado se utilizara uno de los métodos mas empleados para
estimar los valores de f y y, conocido como minimos cuadrados no lineales (MCNL), ver (Johnson and Frasier,
1985). La cual, es una herramienta utilizada para lograr la identificacion paramétrica de funciones no lineales
(Sin y Gernaey, 2019), por medio de la cual se busca disminuir el ECM en comparacién con las estimaciones
obtenidas de manera exhaustiva en el periodo de tiempo comprendido del 1 de junio al 29 de agosto de 2020
para el modelo libre de retardos. Para el caso de los modelos con retardos, el ECM se determina fijando el valor
del retardo (dado que no se consideran como pardmetros libres), debido a que no hay un método que permita
aproximarlos de manera apropiada, por lo que su mejor aproximacidn es la heuristica.

Considere el modelo SIR libre de retardos de la forma (1), asf como los datos registrados por la OMS del
1 de junio al 29 de agosto de 2020. Aqui, N = 70000 es la poblacién total, donde S, = 57336/N, I, = 2885/N y
Ry, =9779/N son las condiciones iniciales normalizadas de la poblacién susceptible, infecciosa y recuperada,
respectivamente. Los valores de la tasa de infeccién S y el reciproco del tiempo promedio de recuperacién y
obtenidos por este algoritmo son dados en la tabla 12. Mientras que en la figura 20, se muestra el
comportamiento de la dindmica de la COVID-19 empleando los valores  y y contenidos en la tabla 12.

Tabla 12. Error Cuadrdtico Medio (ECM).

Table 12. Mean Square Error (ECM).
B Y ECM Infecciosos ECM Recuperados
0.1825 0.0809 0.0354 0.0289

Aunque los pardmetros  y y dados en la tabla 12 no distan mucho de los valores obtenidos en la tabla 3, el ECM
si disminuye al emplear el algoritmo de MCNL. Lo cual ratifica que la dinamica del modelo matematico es muy
sensible ante ligeras variaciones paramétricas de f y y.
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Observacion 11: Es importante mencionar que los resultados obtenidos por medio de este tipo de algoritmos
proporcionan estimaciones, mds no predicciones, ya que por medio de los modelos es posible decir que podria
ocurrir bajo los escenarios planteados, pero no se asegura que eso suceda conforme lo obtenido, es decir, funcionan
exclusivamente como apoyo para la toma de decisiones.

Modelo SIR sin retardos (México) 1/06/2020 - 29/08/2020
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Figura 20. Simulacion del modelo SIR (1) usando B y y obtenidos por el algoritmo de MCNL y dados en la tabla
12
Figure 20. Simulation of the SIR model (1) using 8 and y obtained by the MCNL algorithm and given in table 12.

Observacion 12: En las figuras 2 y 20, se muestra simulaciones del modelo SIR (1) para el mismo periodo de
tiempo, pero para diferentes valores de 8 y y. Mientras en la primera se obtienen de manera exhaustiva los valores
de f y v, en la segunda se emplea un algoritmo de identificacion paramétrica para obtener estos valores. Observe
que el ECM en infecciosos para el Caso (i) de la tabla 3 es 0.0343, y 0.0354 usando MCNL. Mientras que el ECM para
recuperados es 0.0308 y 0.0289, respectivamente. Asi, con base al ECM de ambos casos, los pardmetros  y y
obtenidos, las dindmicas compartimentales de un modelo matemdtico pueden asemejarse mds a las dindmicas
reales reportadas por la OMS, cuando se emplean algoritmos como el de MCNL.

La identificacién paramétrica esta en funcion de los datos considerados, por lo que considerar otro periodo de
tiempo diferente, esto implica cambios en los valores de los parametros del modelo. Para el caso de los modelos
SIRy/o SEIR con retardos, es deseable realizar una identificacién de parametros tales como: £, y, T; y/0 T5. Sin
embargo, las metodologias para realizar esto son alin vagas y por el momento, no esta en los alcances de este
manuscrito.

4. Conclusiones

En este manuscrito, en primera instancia se presenta una breve cronologia de las pandemias que la humanidad
ha enfrentado y como estas han sido descritas a través de modelos matematicos compartimentales. Para
posteriormente utilizar tales modelos para estudiar la propagaciéon de la COVID-19 entre la poblacién de
México. En particular se hace énfasis en el estudio de los modelos SIR con y sin retardos e incorporando diversos
periodos de tiempo de la pandemia en México. El andlisis de la propagacién de la enfermedad entre los
diferentes grupos compartimentales se hace via simulacién de los modelos utilizando los datos reportados de
la pandemia por la OMS.

Las simulaciones en los diferentes periodos de tiempo muestran que el modelado matematico tiene un
rol crucial en la cuantificacion de indicadores que describen diversos aspectos de la pandemia. En consecuencia,
en este trabajo se busca resaltar que el comportamiento dinamico del modelo que mejor reproduce las
tendencias de las curvas de infectados y recuperados es el que incluye la tasa de infeccién, el reciproco del
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tiempo promedio de recuperacion de la enfermedad y el que considera retardos. El modelo SIR con retardos
propuesto que incluye tres retardos, uno asociado al tiempo en que tarda un individuo en presentar sintomas,
otro asociado al tiempo que tarda en recuperarse y otro asociado a la perdida de inmunidad reproduce de mejor
manera los datos reportados por la OMS.

Cabe destacar que actualmente las vacunas contra la COVID-19 son de uso emergente, de manera que
sigue siendo relevante el determinar cémo se propaga esta enfermedad infecciosa. De manera que la
certidumbre que pueda obtenerse sobre la evolucion de la pandemia con ayuda de los modelos
compartimentales sigue siendo crucial.
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UNIVERSIDAD AUTONOMA DEL ESTADO DE HIDALGO
Instituto de Ciencias Basicas e Ingenieria

Area Académica de C 6n y Electroénica

Pimpmrbpriesmd mF Iimmdrmmime
Department of Electronics

Mineral de la Reforma, Hgo., a 01 de julio de 2022
Numero de control: ICBI-AACyE/1185/2022
Asunto: Constancia de participacion como instructor.

A QUIEN CORRESPONDA:

Por este medio se hace constar que el alumno Jorge Antonio Herndndez Avila con nimero de cuenta
250186, de la Maestria en Ciencias en Automatizacion y Control, impartié el curso titulado “PLC’s”, dirigido
a estudiantes de la Licenciatura en Ingenieria en Electrénica, el cual se efectud en el periodo enero-junio
del afo 2022, cubriendo un total de 10 horas.

Se extiende la presente para los fines y efectos a los que haya lugar.

Dr. Jesiis Dr. Otilio ArturofAcg do Sandoval
Jefe del Area Académica de Directgy/del ICBI
Computacién y Electronica Vo.Bo

Vo.Bo.

Académica de Computacion y Electrdnica ™

EGR/GMV

Ciudad del Conocimiento

Carretera Pachuca-Tulancingo km 4.5 Colonia
Carboneras, Mineral de la Reforma, Hidalgo,
México. C.P. 42184

Teléfono: +52 (771) 71720 00 ext. 2250, 2251
Fax 2109

aacye_ichi@uaeh.edu.mx

www.uaeh.edu.mx
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