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Resumen

En el presente trabajo se analizan los modelos de cadenas de Markov aplicados al
seguimiento de reacciones quimicas complejas. Las reacciones quimicas representan
el centro de estudio dentro de la cinética quimica, uno de sus principales objetivos es
el analisis de los mecanismos de reaccidn, los cuales se entienden como uno de los
posibles caminos que tomard la reaccion para llevarse a cabo, en consecuencia, las
técnicas para conocer estos mecanismos de reaccion resultan de gran importancia. Una
de estas técnicas se basa en la integracion de ecuaciones de velocidad, que se pueden
interpretar como ecuaciones diferenciales ordinarias, sin embargo, en el caso de las
reacciones quimicas complejas, estas técnicas se vuelven un poco complicadas debido a
la complejidad de las ecuaciones diferenciales, por esta razon, el estudio de reacciones
quimicas se extiende al drea estocdstica, pues utilizando un modelo de cadenas de
Markov, es posible obtener el cambio en las concentraciones con respecto al tiempo de
las respectivas sustancias quimicas involucradas en la reaccidn, esto marcara el cambio
en cada sustancia y, por ende, la transformacion que sufrird la reaccién global a través

del tiempo.






Abstract

In the present work, the Markov chain models applied to the monitoring of complex
chemical reactions are analyzed. Chemical reactions represent the center of study within
chemical kinetics, one of its main objectives is the analysis of reaction mechanisms,
which are understood as one of the possible paths that the reaction will take to be
carried out, consequently, the techniques to know these reaction mechanisms are of
great importance. One of these techniques is based on the integration of rate equations,
which can be interpreted as ordinary differential equations, however, in the case of
complex chemical reactions, these techniques become a bit complicated due to the
complexity of the differential equations. For this reason, the study of chemical reactions
extends to the stochastic area, since using a Markov chain model, it is possible to obtain
the change in concentrations with respect to time of the respective chemical substances
involved in the reaction, this will mark the change in each substance and, therefore, the

transformation that the overall reaction will undergo over time.
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Introduccion

Los procesos estocdsticos surgen ante la necesidad de modelar el comportamiento
de sucesos aleatorios que se desarrollan a través del tiempo. Uno de los procesos
estocdsticos mas relevantes son las cadenas de Markov, las cuales poseen en esencia
la propiedad de predecir el estado futuro de un sistema dependiendo tinicamente del
estado inmediato anterior (presente) e ignorando los estados pasados (historia) de dicho
sistema.

Por otra parte, la cinética quimica estudia la rapidez de una reaccién quimica, que
se caracteriza por ser un proceso en donde las sustancias quimicas (denominadas
reactantes) se consumen para dar lugar a otras sustancias que se denominan productos.
La velocidad de una reaccién quimica se representa a través de ecuaciones cinéticas
que suelen ser descritas por medio de las concentraciones de especies moleculares
involucradas en la reaccion. Cabe mencionar que las ecuaciones cinéticas o de velocidad
que caracterizan la velocidad de una reaccion quimica proporcionan un medio util para
realizar un seguimiento a las concentraciones de reactivos y productos con respecto
al tiempo, que determina la interaccion de las reacciones quimicas, estas ecuaciones
cinéticas por ejemplo se pueden determinar de manera tedrica o experimentalmente, tal

como se presenta en [1].

Sin embargo, actualmente en la literatura es posible encontrar trabajos que se enfocan
en el estudio de reacciones quimicas empleando modelos estocdsticos, como Donald
A. McQuarrie y Daniel T. Gillespie [2] quienes analizaron diversos enfoques esto-
casticos y aplicaciones a la cinética de reacciones quimicas, Darvey, Ninham B. y
Staff [3] estudiaron reacciones quimicas de segundo orden mediante modelos estocésti-

cos o aplicaciones a la teoria del proceso de reaccion unimolecular [4], entre otros [5, 6].

Dentro de un sistema quimico, las concentraciones de especies moleculares se perciben
como funciones aleatorias del tiempo y, por consiguiente, el desarrollo de un modelo
estocdstico resulta util al describir la interaccion de reacciones quimicas complejas, en
cuyo caso podemos considerar una cadena de Markov a tiempo discreto, puesto que,
en una reaccion quimica asociamos al conjunto de estados con las distintas especies
moleculares que participan en la reaccidn y, una transformacién en la estructura de
estas moléculas genera un cambio de estados en la cadena de Markov. Entonces, dentro

de un proceso quimico nos enfocamos en observar el estado presente de una sustancia
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quimica y predecir la posible sustancia en la que se convertird, al sufrir un cambio en su

concentracion, sin considerar todas las sustancias quimicas por las que ha pasado.

El presente trabajo relaciona la cinética quimica con el drea estocdstica por medio del
modelo de cadenas de Markov y, con base a los modelos propuestos por J. Formo-
sinho [7] y Chou [8], pretendemos predecir el comportamiento dindmico que surge
como resultado de las reacciones quimicas complejas, ilustrar la validez y versatili-
dad de dicho modelo por medio de diferentes sistemas que reaccionan quimicamente
y, posteriormente, comprobar su utilidad realizando una comparacién de sus respec-

tivos resultados con soluciones analiticas y numéricas obtenidas de los mismos sistemas.

A continuacién se describe el contenido por capitulos del presente documento, que se

encuentra dividido de la siguiente manera:

= Capitulo 1: Cadenas de Markov
En este capitulo se presenta una breve introduccion a los procesos estocdsticos,
posteriormente, abordamos algunas de las definiciones bésicas y resultados impor-
tantes relacionados con cadenas de Markov a tiempo discreto, las cuales serviran
como base para discutir las definiciones y propiedades de las cadenas de Markov

a tiempo continuo.

= Capitulo 2: Cinética quimica
En este capitulo se introducen las definiciones bésicas de cinética quimica como:
constantes de velocidad, ecuaciones cinéticas, mecanismos de reaccidn, entre
otras. Estos resultados nos ayudaran a sustentar y desarrollar las conclusiones

obtenidas del método de Cadenas de Markov.

= Capitulo 3: Andlisis de reacciones quimicas complejas con cadenas de Markov
En este capitulo se presenta un andlisis al estudio del seguimiento de reacciones
quimicas complejas, donde se realiza la descripcién de algunas de las diferentes
reacciones quimicas complejas como: Reacciones de primer y segundo orden,
competitivas-paralelas, consecutivas, entre otras. En cada caso se desarrollan
las soluciones analiticas por medio de la resolucion de ecuaciones diferenciales
ordinarias o sistemas de ecuaciones diferenciales, segiin sea el caso, y haciendo
uso de métodos numéricos se analizan las soluciones numéricas presentadas en
[7]. Posteriormente, en cada seccion se pretende modelar la interaccion de las

reacciones quimicas por medio del método de cadenas de Markov.

= Capitulo 4: Cadenas de Markov para el seguimiento de reacciones quimicas
En este capitulo se presenta de manera general el modelo de cadenas de Markov,
utilizado en [8], para el seguimiento de las concentraciones de reactivos en

una reaccion quimica compleja. Ademads, se introduce uno de los ejemplos de
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reacciones quimicas complejas modeladas por medio del método de cadenas de

Markov, en donde se aplican los resultados de los capitulos previos.

= Capitulo 5: Conclusiones
Este capitulo esta dedicado a las conclusiones obtenidas a lo largo de este trabajo,
asi como algunas perspectivas que surgen de su desarrollo y representan temas de

gran interés que podrian abordarse a profundidad en futuros trabajos.






Capitulo 1

Cadenas de Markov

Las cadenas de Markov fueron propuestas por el matemético ruso Andrey Markov
alrededor de 1905. Su intencion era crear un modelo probabilistico para analizar la
frecuencia con la que aparecen las vocales en poemas y textos literarios [9], sin em-
bargo, se ha convertido en una herramienta bastante ttil, cuyas aplicaciones pueden
encontrarse en diversas dreas como medicina, biologia, geografia, quimica, economia,
entre otras [10], [11], [12], [8] [13].

En este capitulo se presentan los resultados basicos acerca de cadenas de Markov y
las herramientas que estas nos proporcionan. Ademads, a partir de este capitulo consi-
deraremos que una cadena de Markov se denota por las letras maytsculas Y = {V,, },
X = {X,}, y se habitia escribir a los subindices con las letras n y m para el caso de
cadenas de Markov a tiempo discreto, los cuales toman valores en un conjunto de indices
I, mientras que para el caso de cadenas de Markov a tiempo continuo el subindice se

representa con las letras 7 y s.

Antes de definir el concepto de cadenas de Markov recordaremos un poco acerca
de procesos estocdsticos y la definicion formal de estos. Los procesos estocdsticos
modelan fenémenos aleatorios que se desarrollan en el tiempo, por ejemplo, el nimero
de personas que esperan en una ventanilla de un banco en un instante de tiempo ¢, el
numero de accidentes automovilisticos a lo largo de un afio, el precio de las acciones de

una empresa €n un mes, etc.

1.1. Cadenas de Markov a tiempo discreto

Primero comenzaremos por definir una variable aleatoria, las cuales se perciben como
funciones y asocian un valor numérico a cada evento dentro de un experimento, y la
definicién formal se enuncia a continuacion. Considerando un experimento aleatorio

cualquiera, junto con espacio de probabilidad asociado (Q,.%#, P).



Cadenas de Markov

Definicion 1.1.1. (Variable aleatoria)
Una variable aleatoria es una transformacion X del espacio de resultados € al conjunto

de niimeros reales, esto es,

X:Q— R,

tal que para cualquier numero real x,
{weQ:X(w)<x}eZF.

Con esto en mente, procedemos a definir de manera formal la definicion de proceso
estocdstico.

Definicion 1.1.2. (Proceso estocdstico)
Un proceso estocdstico es una familia de variables aleatorias X = {X, };c1 definidas
sobre un mismo espacio de probabilidad (Q,F,P), es decir, para cada ty € 1 fijo, se

tiene que Xy, : Q — R es una variable aleatoria.

De igual forma, un proceso estocdstico también se puede considerar como una familia
de funciones en dos variables X : 1 X Q — R, las cuales toman valores en un conjunto
S € R denominado espacio de estados y un conjunto de indices 1, es decir, las variables

aleatorias de esta familia se definen por X (t,®), t €1, ® € Q.

Los procesos estocdsticos pueden clasificarse segiin sean las caracteristicas del espacio

de estados y el conjunto de indices.

= Si I es un conjunto de la forma I = {0,1,2,..}, se dice que X es un proceso
estocdstico a tiempo discreto.

= Si I tiene la forma de un intervalo, se dice que X es un proceso estocdstico a

tiempo continuo.
= Si el conjunto S es continuo, entonces X es un proceso estocastico continuo.

= Si el conjunto S es discreto, entonces X es un proceso estocdstico discreto.

De esta manera podemos encontrar procesos estocdsticos continuos a tiempo continuo

o discreto, o bien, procesos estocdsticos discretos a tiempo continuo o discreto.

Los procesos estocdsticos derivan en diferentes tipos, los cuales se obtienen de con-
siderar aspectos tales como el espacio de estados, el conjunto de indices, la relacion
de dependencia entre las variables que conforman al proceso estocdstico, entre otras.
En este trabajo nos centraremos en las llamadas cadenas de Markov que son procesos
estocdsticos discretos y pueden estudiarse considerando un conjunto de indices de tipo
discreto o continuo.



1.1 Cadenas de Markov a tiempo discreto

Decimos que un proceso estocdstico posee la propiedad de Markov si el estado futuro
del proceso solo depende del estado presente en el que este se encuentra y es indepen-

diente de los estados pasados, la siguiente definicién ilustra dicha propiedad.

Definicién 1.1.3. (Propiedad de Markov)
Sea X = {Xy }ner1 una familia de variables aleatorias con espacio de estados discreto,

decimos que X es una cadena de Markov si satisface la propiedad

PXpi1=j|Xo=10, + , Xn1=lin1,X =) = P(Xpy1 = j | Xn = ).
Vio,il,--- Jin—1,1,] € SyVnGN.

Sin embargo esta propiedad puede generalizarse considerando que la cadena de Markov
solo depende del pasado mas reciente y no del pasado inmediato anterior, es decir, la
propiedad nos dice que el pasado y el futuro son independientes dado el pasado mas
reciente. Para esto se define a continuacion la generalizacion de la propiedad de Markov
enunciada en la Definicién 1.1.3.

Definicion 1.1.4. (Propiedad generalizada de Markov)

Sea X una cadena de Markov. Entonces para toda m,n € Nq! tales que m < n.

P<Xn+1 =] ’XO =10, " Xn-m—1 = ln-m—1,Xn—-m = i) = P(Xn—i-l =] | Xn—m = i)-

De las definiciones de propiedad de Markov, a continuacién se expone la definicién
formal para una cadena de Markov a tiempo discreto.

Definicion 1.1.5. (Cadena de Markov a tiempo discreto)

Un proceso estocdstico X = {X, }ne1 con espacio de estados discreto se denomina
Cadena de Markov a tiempo discreto si, el conjunto de indices que considera es de la
forma1=1{0,1,2,3,---} y ademds la propiedad de Markov se expresa de la siguiente

forma,

PXpt1 = j | Xo=io, X1 =11, Xno1 = ln—1, Xn = 1) = P(Xp1 = j [ Xa = 1),

VnelyVip,iy,...,in_1,i €S.

La propiedad de Markov se puede ilustrar de mejor manera al considerar los siguientes

ejemplos.

"Notacién: Ny se conoce como un conjunto numérico especial que representa al conjunto de los
nimeros naturales considerando el cero.
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Ejemplo 1.1.6. Supongamos que 3 personas lanzan una pelota entre ellas con las

siguientes condiciones:

» FEl sujeto A siempre lanza la pelota al sujeto B.
» El sujeto B siempre lanza la pelota al sujeto C.

» El sujeto C lanza la pelota con la misma probabilidad al sujeto A y al sujeto B.

Se definen X,, como la variable aleatoria que representa la persona que tiene la pelota
en el n-ésimo lanzamiento. Observemos que este ejemplo representa una Cadena
de Markov, ya que el sujeto que tenga la pelota en un lanzamiento futuro depende
tinicamente del sujeto que la tenia antes y la secuencia de los sujetos por donde paso la

pelota anteriormente no tiene ningiin efecto en la dindmica futura.

Como un ejemplo particular para cadenas de Markov consideraremos el caso de la ruina
del jugador.

Ejemplo 1.1.7. (Ruina del jugador) Supongamos que al inicio del juego el jugador A
inicia con una cantidad k de monedas y el jugador B inicia el juego con una cantidad
N —k, es decir, que la cantidad total de monedas en el juego es N. En cada ronda
del juego el jugador A gana una moneda con probabilidad p y pierde una moneda
con probabilidad q = 1 — p. Sea X,, la variable aleatoria que representa la fortuna
del jugador A al tiempo n. Entonces X = {X,},cn, es un proceso que inicia en el
estado k y eventualmente puede terminar en el estado 0 cuando el jugador A ha perdido
todo su capital, o bien, puede terminar en el estado N que corresponde al caso en
donde el jugador A ha ganado todo el capital N. Observemos que como cada ronda
en el juego es independiente de como suceden las otras, es decir, el resultado de cada
ronda futura solo depende del estado presente del proceso y es independiente de todas
las rondas pasadas, entonces el proceso X es una cadena de Markov con espacio de
estados S = {0,1,2,--- |N} y conjunto de indices 1 = Ny. Una posible trayectoria para

la cadena de Markov se muestra en la Figura (1.1).

Por otra parte, definimos P;; = P(X,,+1 = j | X, = i), la probabilidad de que la cadena
pase al estado j al tiempo n+ 1 dado que al tiempo n se encontraba en el estado i,
como la probabilidad de transicion a un paso, y decimos que una Cadena de Markov es
homogénea en el tiempo si las probabilidades de transicién no dependen del tiempo, es
decir, Vn>0

PXpp1=Jj | Xo=i)=P(X, = j | Xo = ).

Dichas probabilidades de transicién pueden organizarse en una Matriz que se denomina
matriz de probabilidades de transicion y se denota por P = [P;;], es decir, cada entrada

de la matriz de probabilidades de transiciéon o matriz de transicién a un paso esta dada
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Figura 1.1: Trayectoria para una cadena de Markov: La ruina del jugador.

por P;j = P(X,+1 = j | X, = i). Notemos que el nimero de filas y columnas de esta
matriz de transicion queda determinada por el nimero de elementos que contenga el
espacio de estados S de la Cadena de Markov a tiempo discreto.

Una matriz de transicion satisface lo siguiente
= Pj >0, paratodoi,j € S.

» Y esPj=1,paratodoi€ S.

y ademds, a las matrices que satisfacen las dos propiedades enunciadas previamente
se les conoce como matrices estocdsticas. Por ejemplo la matriz de transicion para el

Ejemplo 1.1.6 se obtiene de la siguiente forma.

Ejemplo 1.1.8. Consideremos como el espacio de estados al conjunto S = {sujeto A =
1,sujeto B = 2,sujeto C = 3}, de las condiciones propuestas en dicho ejemplo se sigue
que la probabilidad de que el sujeto A lance la pelota al sujeto B es 1 ya que esto
siempre sucede, por lo que obtenemos Pyo = 1, y la probabilidad de que el sujeto A
lance la pelota al sujeto C es cero, asi Pi3 = 0, siguiendo un razonamiento andlogo
obtenemos P»1 =0, Py, =0, P,3 = 1, finalmente como el sujeto C lanza la pelota con
la misma probabilidad al sujeto A o a al sujeto B, entonces Pyy = Py =1/2y P33 =0,
y pueden expresarse por medio de la matriz de probabilidades de transicion en la

siguiente manera,

0 1 0
P=|0 0 1. (1.1)
1/2 1/2 0



12

Cadenas de Markov

Como se mencioné antes, la matriz de probabilidades de transicién nos proporciona las
probabilidades a un paso de la Cadena de Markov a tiempo discreto, pero de igual forma
es posible conocer las probabilidades de transicion a n pasos de una Cadena de Markov,
que resultan de elevar a la potencia n a la matriz de transicion P, dicho resultado deriva
de la Ecuacion de Chapman-Kolmogorov enunciada en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.9. (Ecuacion de Chapman-Kolmogorov)

Sea X una Cadena de Markov homogénea con matriz de transicion P. Si k <m < n,

entonces
P(Xn:jlxk:i): ZP(Xn:j|Xm:h)P(Xm:h|Xk:i)7
heS
o bien,
PR =Y P kR, Vi,j €.
hes
Demostracion:

Recordemos que la probabilidad condicional se define de la siguiente forma,

P(ANB)

P(A|B):W,

siempre que P(B) > 0. (1.2)

Por tanto, de la igualdad (1.2) se puede reescribir la probabilidad Pl.’;-_k como sigue,

P(X, = j, X, =1i)
P(X, =)

Pi'}_k:P(Xn:j\Xk:i): (1.3)

Ahora bien, de la ley de probabilidad total tenemos que,

P(Xy=j, Xk =10)=) P(Xy=j,Xpe=i,Xyn=h),
hesS

por lo que sustituyendo este resultado en la expresion de la ecuacion (1.3) tenemos,

Y

heS

P(Xy = j, Xon=h, X, =)
P(X = i) '

Luego, derivado de la probabilidad condicional esta expresion se reescribe como,

rt=T

heS

P(Xy=j | Xn=hXe = i)P(Xy =i, X = h)
P(Xe = i) ’

(1.4)

utilizando nuevamente la definicion de probabilidad condicional (1.2), y de la expresion

obtenida (1.4), se sigue que,

B = L PO = | X = I X = P (Xn = | X =), (15)
S
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Y, por la propiedad de Markov obtenemos,

pl,f;.—k: Y Py =j| X =h)P(X=h| X =1),
hes

o bien,

n—k __ m—k pn—m
Pt =Y Pt
hes

Con lo que se concluye la prueba. B

Definicion 1.1.10. (Matriz de transicion a n pasos)
Sea X una Cadena de Markov con matriz de transicion Py n € Nt La matriz P" es la

matriz de transicion a n pasos de la Cadena de Markov, es decir,

P(Xy = j| Xo=1) = (P")ij, i,j€S (1.6)

donde (P");; representa la entrada ij de la matriz de probabilidades de transicion a n

pasos de la Cadena de Markov.

Se puede observar que la ecuacién de Chapman-Kolmogorov en realidad representa
las entradas resultantes de multiplicar las matrices P % y P"~™. Por otro lado, de la
ecuacién de Chapman-Kolmogorov y considerando la distribucién inicial & = {m }ies,
que representa la probabilidad de que el proceso se encuentre inicialmente en el estado
k, es decir, m, = P(Xy = k) para cualesquiera k € S, se tiene el siguiente corolario que
nos permite calcular la probabilidad de que el proceso se encuentre en un determinado

estado en el instante #n, es decir, la distribucion de la variable Xj,.

Corolario 1.1.11. Sea X una Cadena de Markov con matriz de probabilidades de

transicion Py distribucion inicial © = {m; }xcs. Entonces

P(Xn:j):Z(Pn)kjnka Vi, jeS.
keS
Demostracion:
Condicionando sobre eventos disjuntos cuya union cubre al espacio muestral, se sigue

que

P(Xy=j) =Y P(Xy=j,Xo=k),
kesS

por la definicion de probabilidad condicional (1.2), la expresion anterior se reescribe

como,

INotacién: N* representa al conjunto de los niimeros naturales sin el cero.
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P(Xy=j) =Y P(X,=jlXo=k)P(Xo=k),
keS

y, utilizando la notacion en la Definicion 1.1.4, se obtiene la expresion,

P(Xy=j)=Y (P")jm. (1.7)
keS

Lo cual concluye la prueba.l

1.1.1. Propiedades de cadenas de Markov

Definicion 1.1.12. (Distribucion limite)
Sea X una Cadena de Markov con matriz de probabilidades de transicion P. Una
distribucion limite para la cadena de Markov es una distribucion de probabilidad A

con la propiedad de que V' i, j € S se satisface que,

lim (Pn),'j = lj.

n—soo

En otras palabras, una distribucion limite nos indica a largo plazo la probabilidad de
que la Cadena de Markov visite cada estado, o bien se interpreta como la proporcion de

tiempo a largo plazo que la cadena de Markov visita cada estado.

Definicion 1.1.13. (Distribucion estacionaria)
Sea X una Cadena de Markov con matriz de probabilidades de transicion P. Una

distribucion estacionaria es una distribucion 11 que satisface I1 = I1P.

Ahora bien, ya que en ambos casos se trata de una distribucién para la Cadena de
Markov tiene sentido preguntarse acerca de la relacidon que existe entre distribuciones
limite y distribuciones estacionarias, entonces veamos que dada IT una distribucién

limite y A cualquier distribucion inicial, se sigue que

M= lim AP" = lim AP"'P = (h’m )LP”_1> P—TIP

n—oo n—oo n—oco

esto significa que I1 es una distribucion estacionaria. Por tanto,

= Una distribucion limite es una distribucidn estacionaria.

= Si tenemos una distribucidn estacionaria, esta no necesariamente es una distribu-
¢ion limite.

Definicion 1.1.14. (Matriz de probabilidades de transicion regular)
Decimos que una matriz de probabilidades de transicion P es regular si para algiin

n > 1 todas las entradas de la matriz P" son estrictamente positivas.
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Teorema 1.1.15. Una cadena de Markov con matriz de probabilidades de transicion
P que es regular tiene una distribucion limite que es tinica, positiva (estrictamente

positiva) y estacionaria.

Para comprender mejor la definicién de una matriz de probabilidades de transicion

regular considere el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1.16. Sea la matriz de transicion,

P =

- O O
S O =
oS = O

si elevamos la matriz P al cuadrado y al cubo obtenemos los siguientes resultados,

00 1
PP=11 0 0
010
100
PP=10 1 0| =ha.
00 1

Por tanto P* = P, esto implica que no existe n tal que P" tenga todas sus entradas

positivas, y por lo tanto P no es regular.

Por otro lado, como se menciono en la Definicion 1.1.6 resulta de importancia el com-
portamiento de la cadena de Markov a largo plazo, sin embargo, este comportamiento
esta relacionado con la frecuencia con la que la cadena visita cada estado, y para ello a
continuacion se presentan algunas de las definiciones que ayudaran entender de mejor

manera las caracteristicas de los estados de una cadena de Markov.

Definicion 1.1.17. (Estados accesibles)

Decimos que el estado j es accesible desde i si, (P");j > 0, para algiinn > 1.

Esto significa que dado que la cadena se encuentra en el estado i, en alglin determinado
nimero de pasos ya sea corto o largo, la cadena va a estar en el estado j, es decir, la

probabilidad de ir del estado i al j en n pasos es estrictamente positiva.

Definicion 1.1.18. (Estados comunicantes)
Si el estado i es accesible al estado j y el estado j es accesible al estado i, entonces

decimos que estos estados se comunican.

Se puede deducir a partir de las definiciones previas que la relacién de comunicacion

entre los estados es una relacion de equivalencia, en donde las clases de equivalencia
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son las clases comunicantes, es decir, las que se comunican entre si, y ademads se observa
que el espacio de estados se divide en conjuntos disjuntos cuyos estados se comunican

entre si pero no se comunican con estados de otras clases.

Definicion 1.1.19. (Diagramas de transicion)
Los diagramas de transicion se forman a partir de lineas y vértices, y nos indican como
se comunican los estados de una cadena de Markov a partir de las probabilidades de

transicion.

Ejemplo 1.1.20. Sea una cadena de Markov con espacio de estados S = {1,2,3,4,5}

y matriz de probabilidades de transicion

0 0 0 2/3 1/3]
1/2 0 1/6 0 1/3
p={0 1 0 0 0],
0 0 3/4 1/4 0
000 0 0 1

cuyo diagrama de transicion esta dado por la Figura 1.2.

Figura 1.2: Diagrama de transicion para la matriz P.

En el diagrama de transicion de la Figura 1.2 se puede obtener informacion de los
estados en la cadena de Markov como la siguiente: el estado 5 es accesible desde los
estados 1y 2, los estados 4 y 3 se comunican, pues el estado 3 es accesible desde el
estado 4 y el estado 4 es accesible desde el estado 3 al pasar por los estados 1y 2, los

estados 1y 2 se comunican, etc.

Definicion 1.1.21. (Cadena de Markov irreducible)

Una cadena de Markov es irreducible si tiene exactamente una clase comunicante.

Definicion 1.1.22. (Primer tiempo de llegada)
El primer instante en el que la cadena le pega al estado j, o bien, tiempo de llegada es

el niimero de pasos que tardo la cadena en llegar al estado j y se define como,

Ti=min{n>0:X,=j|Xo =i}
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Notemos que como X es una variable aleatoria , entonces 7; es una variable aleatoria.

Definicion 1.1.23. La probabilidad de que el tiempo de llegada sea finito dado que la

cadena inicio en el estado j, se define como,

fi=P(tj <o |Xo=j).

El tiempo de llegada puede ser muy grande pero finito, de otra forma, si Tj = oo, entonces

la cadena nunca regresa al estado j.

Los estados de una cadena de Markov se pueden clasificar de acuerdo al comportamiento

de la cadena, esto es.

Definicion 1.1.24. (Estados recurrentes)

Un estado j € S se dice recurrentes si dado que la cadena inicia en j eventualmente
regresa a j, es decir, en algiin momento aunque sea un plazo muy largo, la cadena
regresa a ese estado.

Por tanto, si fj = 1, se dice que j es recurrente.

Definicion 1.1.25. (Estados transitorios)
Un estado j es transitorio si hay una probabilidad positiva de que la cadena que inicia
en j nunca regrese a j.

Por tanto, si f; < 1, se dice que j es transitorio.

Luego, veamos que para una cadena que inicia en el estado i vamos a contar cuantas

veces esta cadena regresa al estado j, para esto definimos la siguiente variable aleatoria.

1 si Xy(w)=j
Ho)x,=j) =
0 si Xy(w)#j
Por ser aleatorio, entonces una posible forma de saber el resultado esperado es calculan-
do la esperanza matemadtica. Entonces utilizando el teorema de convergencia mondtona,

se sigue que

zrzamﬁu%zizifmwﬁu%zm (1.8)

luego,

Y E(x—jy | Xo=0)= Y P(Xu=j|Xo=1),
n=0 n=0

por tanto, la expresion anterior se puede reescribir como

(o) (o)

Y PXu=jlXo=10)=Y (Pj)"

Notemos que esta suma infinita puede o no converger, entonces:
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m SiY, o(P");j = oo, elestado j es recurrente.
pues intuitivamente significa que la probabilidad P(X,, = j | Xo = j) = 1 por lo
cual estamos sumando una cantidad infinita de 1’s. Por tanto (P");; = 1 implica

que f; = 1, es decir j es un estado recurrente.

m SiY o (P")jj <oo,elestado jes transitorio.
Pues de forma intuitiva como P;; < 1y en algiin momento se dejan de sumar,

fi <1, esdecir, j es un estado transitorio.

Definicion 1.1.26. (Periodo)

El periodo de un estado i € S es un niimero no negativo, y se define como

d(i)=m.cd{n>1:(P"); >0}.

En otras palabras, para calcular el periodo de un estado i se considera el conjunto de los
nimeros naturales n tales que (P");; = P(X, =i | Xo = i) > 0 y obtenemos el entero mds
grande que divide a todos los elementos de este conjunto, dicho nimero es el periodo
del estado i. Ademds, cuando (P");; = 0 para todo n > 1, se define d(i) = 0.

Ejemplo 1.1.27. Con base en el diagrama de transicion en la Figura 1.3, resulta
sencillo comprobar que los periodos para los estados a,b,c y d son: d(a) =1, d(b) =2,
d(c) =2yd(d) =0, observemos que el periodo de los estados b y c tienen periodo 2
pues el niimero de transiciones con las que se regresa a ese mismo estado partiendo de
el siempre es par, ademds el periodo del estado d resulta ser cero ya que una vez que la

cadena sale del estado d nunca regresa a este.

Figura 1.3: Diagrama de transicién

Definicion 1.1.28. (Estados absorbentes)

El estado i de una cadena de Markov se llama absorbente si P; = 1.

Ejemplo 1.1.29. Consideremos el diagrama de la Figura 1.3. El estado a es absorbente,
pues si al tiempo cero la cadena se encuentra en el estado a la probabilidad de que se

quede en ese estado es 1, es decir, P(Xo =a | X1 = a) = Pyg = 1.
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1.2. Cadenas de Markov a tiempo continuo

En esta Seccidn se presenta otro tipo de cadenas de Markov donde consideramos el
tiempo de forma continua, sin embargo para este trabajo no haremos uso de estas y solo
se incluyen por completitud de informacién. Se dice que una cadena de Markov X =
{X; }+e1 con espacio de estados discreto es a tiempo continuo cuando el estado es visitado
y el proceso se queda en este por una longitud de tiempo llamado Tiempos de espera,
que se definen mds adelante. De las cadenas de Markov a tiempo continuo se define la
Cadena encajada, resultante de observar tinicamente la secuencia de estados que visita
el proceso sin considerar la longitud de tiempo que el proceso permanece en cada uno
de ellos. A continuacién se muestra en la Figura (1.4) la posible trayectoria que sigue
una cadena de Markov a tiempo continuo y donde se representan de manera intuitiva

los tiempos de espera T;.

Estados
4+
[ R £ S N S
31
| | | | | | T3 | |
2t e————————e
no
l—
0 Tiempo

Figura 1.4: Trayectoria de una cadena de Markov a tiempo continuo.

Una cadena encajada se puede entender mejor al considerar el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.1. Supongamos que X modela el clima en una ciudad, y que el espacio de

estados es S = {1 := Lluvia,2 := Nieve,3 := Soleado} bajo las siguientes condiciones:

Cuando esta soleado en promedio se mantiene asi por 12 horas, la nieve dura en
promedio 6 horas y la lluvia dura 3 horas. Notemos que al ignorar el tiempo que el
proceso permanece en cada estado y solo observar la transicion del proceso de un
estado a otro obtenemos una sucesion de variables aleatorias que serdn una cadena de
Markov a tiempo discreto y se denomina cadena encajada, entonces también tenemos
las probabilidades en las que la cadena de Markov a tiempo continuo pasa de un estado

a otro y se representan el la siguiente matriz:

0 1/2 1)2
P=1[3/4 0 1/4|. (1.9)
1/4 3/4 0



20

Cadenas de Markov

Sin embargo, esta matriz no es una matriz de probabilidades de transicion como la que
se menciono en la Subseccion 1.1 ya que el tiempo de la cadena de Markov es continuo

como se muestra en la Figura 1.4.

De manera similar a como se defini6 en cadenas de Markov a tiempo discreto, un proceso
estocdstico se llama cadena de Markov a tiempo continuo si satisface la propiedad de
Markov y se define de la siguiente forma:

Definicion 1.2.2. (Cadena de Markov a tiempo continuo)
Un proceso estocdstico a tiempo continuo con espacio de estados discreto es cadena de
Markov si cumple lo siguiente,

P(XH—SZj|Xs:iaXu:xu70§u<s>:P(Xt+s:j|XS:i)
Para todos s,t >0y j,i,x, €S.

Se observa que a diferencia de las cadenas de Markov a tiempo discreto, en cadenas
de Markov a tiempo continuo X;; representa un incremento de ¢/ y no un paso como

anteriormente se presento.

Una cadena de Markov a tiempo continuo homogénea se define de manera andloga al
caso en tiempo discreto, es decir, si satisface que,

PXs=j|Xs=i)=P(X, = j| Xo=1i), Vs > 0.

Ahora bien, para el caso de cadenas de Markov a tiempo continuo no se recurre a una
matriz de transicion sino mas bien a una funcién de transicion, la cual posee propiedades

similares a la matriz de probabilidades de transicion.
Definicion 1.2.3. (Funcion de transicion)

Sea X = {X; }sc1 una cadena de Markov. La funcion de transicion se define como,

Py(t) = P(X, = | Xo = ).

Dicha funcién claramente depende del tiempo, el cual es continuo. Como se mencion6
anteriormente la funcion de transicién tiene propiedades similares a las de la matriz de
transicion, una de ellas es que satisface la ecuacion de Chapman-Kolmogorov, la cual se

enuncia para el caso de cadenas de Markov a tiempo continuo en el siguiente teorema,

Teorema 1.2.4. Sea una cadena de Markov a tiempo continuo X = {X; }+>0 con funcion

de transicion P(t), entonces se satisface

P(t+s) = P(t)P(s), Vs,t > 0.
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o bien,

Pi(s+1) =Y Pu(s)P(1), Vi,j€S.
kes

Definicion 1.2.5. (Tiempos de espera)
Se define como tiempo de espera del estado i, y se denota por T;, al tiempo en que la
cadena de Markov a tiempo continuo permanece en el estado i antes de cambiar a otro

estado.

Teorema 1.2.6. Sea T; el tiempo de espera en el estado i de una cadena de Markov a

tiempo continuo, entonces T; tiene distribucion exponencial.

Demostracion.

Se desea calcular la probabilidad P(T; >t + s | Xo = i), veamos que si T; >t + s signifi-
ca que estamos en el conjunto A, que se muestra en la Figura 1.5, pero también estamos
en el conjunto B, por lo que se cumple que T; >t + sy T; > s, tal y como se muestra en
la figura.

Ti
l | |
{ { {
0 S r+s A
B~

Figura 1.5: Imagen de visualizacién para los tiempos de espera.

De manera andloga, veamos que si T; >t +sy T; > s, entonces T; estd en la interseccion,
es decir, T; > t +s, por lo que se tiene la siguiente igualdad de eventos (T; >t +s) =
(T; > t+s,T; > 5), por tanto P(T; >t +s | Xo =i) = P(T; > t +s5,T; > s | Xo = i),
entonces utilizando la definicion de probabilidad condicional,

P(T; > s+1,T; > 5,Xo =1) P(T; > 5,X0 = i)
P(X():i) P(T,'>S,X():l'),

y agrupando de manera conveniente se sigue que,

P(Ti>t+s|Xo=1i)=

P(Ti>t+s|Xo=10)=P(T;>s+1|Xo=i,T; > s)P(T; > s | Xo = i).

notemos que la ultima expresion obtenida se puede reescribir, pues este conjunto
representa que el tiempo que la cadena permanece en el estado i es mayor que s, lo que
implica que la cadena al tiempo u permanece en el estado i para u < s, y ademds como

este tiempo es mayor o igual que cero, pues Xy = i, entonces

P(Ti>t+s|Xo=0)=P(T; >s+1t | X, =i,0 <u<s)P(T; >s | Xo=1i),
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utilizando el hecho de que es una cadena de Markov,es decir , satisface la propiedad de

Markov, se sigue que,

P(Ti>t+s|Xo=1i)=P(T; >s+t | X, =1i)P(T; > s | Xo =),

va que la cadena de Markov es homogénea en el tiempo, entonces,

P(Ty>t+s|Xo=i)=P(T; >t | Xo = i)P(T; > s | Xo = i).

Por lo tanto, hemos probado que P(T; >t+s | Xo =1i) = P(Ti >t | Xo = i)P(T; > s |
Xo = i), esto quiere decir que T; tiene la propiedad de pérdida de memoria y ya que la
tinica variable aleatoria continua que tiene esta propiedad es exponencial. .. T; ~ exp.
|

Observe ademads que un proceso de Markov a tiempo continuo queda determinado por
las siguientes tres elementos:

= [a distribucion inicial, es decir, como empieza la cadena al tiempo cero.

= El conjunto de los pardmetros de la distribucion exponencial, es decir, los tiempos
de espera T;.

= Las probabilidades de salto p;;, esto es, las probabilidades de transicion de la
matriz de la cadena de Markov a tiempo discreto encajada.

En el caso de cadenas de Markov a tiempo continuo resulta de importancia las tasas
de transicion, las cuales representan el cambio de un estado a otro dentro de la cadena
considerando tiempos infinitesimales.

Definicion 1.2.7. (Generador infinitesimal)
A las expresiones obtenidas de p', (0) se les denota por gy y representan las tasas de

transicion instantdneas del proceso, estas se definen como,

Pi(h)

Y k . .
qixk = hlg(l)l+ —n si i # k, (1.10)
QiiZZ%‘k:—qz’ (1.11)
ki

que en conjunto conforman las entradas q;j, Vi, j € S, de la matriz Q conocida como
generador infinitesimal del proceso.

Esta matriz es equivalente a la matriz de probabilidades de transicién a un paso para
el caso de cadenas de Markov a tiempo discreto y, ademds satisface las siguientes
propiedades,

= [a matriz Q no es estocdstica, ya que las entradas en la diagonal son negativas.
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m [os elementos de sus filas suman 0, es decir,
Zq,‘ j = 0.
J

» [as entradas —g;; := ¢; del generador infinitesimal son conocidos como los
pardmetros de los tiempos de espera, es decir, son los pardmetros de la distribucion

exponencial asociada a los tiempos de espera 7; (Vea Teorema 1.2.6 ).

Por otro lado analizando la relacién entre las probabilidades de transicién de la cadena
encajada, los tiempos de espera y las tasas de transicion, y ya que la cadena es homo-
génea entonces tenemos que la probabilidad de transicion P;; de la cadena encajada se
obtiene de la siguiente relacion,
pj=14 (1.12)
qi
donde g;; es la entrada ij del generador infinitesimal y ¢; es el parametro del tiempo de

espera 7;.






Capitulo 2
Cinética quimica

El objetivo central de este trabajo se radica en la aplicaciéon de cadenas de Markov a
reacciones quimicas complejas, en consecuencia, este capitulo expone algunos de los
resultados basicos relacionados con cinética quimica, los cuales ayudaran a desarrollar

el trabajo de capitulos posteriores.

2.1. Introduccién a la cinética quimica

La quimica es el estudio de la materia y los cambios que ocurren en ella, sin embargo,
estos cambios se producen de una forma mas compleja que solo particulas quimicas
que se atraen o repelen en un determinado ambiente. La forma en la que interactdan las
particulas quimicas, como modifican su comportamiento o estructura, por ejemplo la
interaccion de 4tomos formando moléculas las cuales a su vez interactian para formar
cuerpos, se conoce como interaccion quimica. La interaccion quimica es una de los
principales objetivos en el drea de la quimica, ya que proporciona informacién acerca
de la constitucidn y estructura de la materia [14, 15], generada por la interaccion de sus
particulas, y por tanto de sus propiedades y comportamiento, sin embargo las teorias
propuestas para analizar esta interaccion, se basan ampliamente en resultados experi-
mentales para explicar estas interacciones se recurre a dos métodos, la termodindmica
[16] y la cinética [17].

La termodindmica se encarga del estudio cientifico de la conversion del calor y otras
formas de energia, las leyes que rigen esta area se encarga de verificar bajo que condi-
ciones se lleva a cabo una reaccién quimica, o bien, se encarga de observar que camino
o direccién tomara una reaccion considerando ciertos supuestos como temperatura,
composicién, volumen, presion, o la energia necesaria para que ocurra la reaccion, entre
otras.

Por otro lado, la cinética estudia la velocidad a la que ocurre una reaccién quimica
y el mecanismo por el cual los reactivos se convierten en productos. Las reacciones

quimicas pueden entenderse como un proceso sinonimo de cambio o evolucidn, que
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bajo condiciones controladas permiten transformar una o varias sustancias en otras
por el reacomodo o redistribucién de d&tomos para la formacion de nuevas moléculas,
resultan de gran importancia por ser capaces de desarrollar sustancias que favorecen
tanto el entorno natural y social.

En [17] Raymon Chang y Kenneth Goldsby mencionan que en comparacién con otras
disciplinas, es comun la idea de que la quimica es mds dificil, al menos en el nivel basico,
esta percepcion se justifica hasta cierto punto ya que por ejemplo es una disciplina con
un vocabulario muy especializado y amplio. En este capitulo se exponen los conceptos
basicos para entender las reacciones quimicas, sus componentes y su representacion,

asi como algunos principios basicos de cinética quimica.

La representacion de una reaccién quimica mediante simbolos quimicos que muestra la
forma en que sucede se denomina ecuacion estequiométrica o ecuacion quimica y se

define a continuacion.

Definicion 2.1.1. (Ecuacion estequiométrica)
La ecuacion estequiométrica es la forma convencional en la que se representa una
reaccion quimica. En general para una reaccion tipica, su ecuacion estequiométrica es

de la forma,
aA+bB —~5 cC +dD, @.1)

donde, k es la constante de velocidad, A y B son los reactivos, C 'y D representan los

productos y a,b,c,d son los coeficientes estequiométricos.

Pese a que la ecuacion estequiométrica proporciona informacion acerca de las sustancias
quimicas que participan en una reaccion, la ecuacién de una reaccién quimica por si
sola no proporciona suficiente informacién para entender cémo se realiza, es decir,
los pasos por los que se concluye. Por ejemplo, la ecuacion estequiométrica para la

produccion de amoniaco es:

N> +3H, — 2NH3, 2.2)

sin embargo, esta ecuacion no siempre representa el mecanismo por el cual se lleva a
cabo el proceso de reaccion, es decir, esta ecuacidon no afirma que la colisién simultanea
de una molécula de nitrégeno (N,) y tres moléculas de hidrégeno (H») produzcan dos
moléculas de amoniaco (NH3), mds bien, este proceso por el que reactivos se convier-
ten en productos, se conoce como mecanismo de reaccion, y la ecuacion (2.2) solo
proporciona las sustancias reaccionantes, predice los productos e indica la proporcién

de cada sustancia quimica involucrada. El mecanismo de reaccion se constituye por
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el conjunto de pasos por los que se va generando la reaccién quimica, a estos pasos
intermedios se les conoce como reacciones elementales, por consiguiente, la secuencia
de reacciones elementales constituyen el mecanismo de reaccion y representan el avance

de la reaccidon global [15, 18].
Ejemplo 2.1.2. Considere la siguiente reaccion en su ecuacion estequiometrica,

NO>(g) +CO(g) — NO(g) +COx(g), (2.3)

donde, dos moléculas de dioxido de nitrogeno (NO;) reaccionan con monoxido de
carbono (CO) para producir oxido de nitrégeno (NO) y dioxido de carbono (CO,),
ademds observe que la letra entre los paréntesis significa que el elemento quimico
puede pertenecer a la familia de gases (g), liquidos (1), o solidos (s). Esta reaccion se

lleva a cabo con el siguiente mecanismo de reaccion que consiste de dos etapas,

2NOy) — NO+NOj Etapa 1 2.4)
NO3+CO — NO»+CO; Etapa 2

estas etapas se interpretan como la forma en la que se lleva a cabo la reaccion quimica
v la suma de ambas etapas o reacciones elementales proporcionan la reaccion global.
Ademds observemos que la molécula NOs es una sustancia intermediaria, ya que solo

aparece durante una reaccion elemental pero desaparece en la siguiente.

Aunque las ecuaciones quimicas (Vea Definicion 2.1.1) resultan précticas y son la forma
usual de escribirlas, existen otras formas de representarlas de tal forma que se pueda
entender a los componentes de una reaccidon quimica. Por ejemplo las representaciones

para la ecuacion estequiometrica (2.3) se muestran en Figura 2.1.

+ QO
Mondéxido de carbono Oxido de nitrégeno

Didxido de nitrégeno Diéxido de carbono

» o - 00 00 I

Figura 2.1: a) Representacion de una reaccion quimica por medio de barras y esferas. b)
Representacion compacta de una reaccion quimica.
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De la cinética quimica, se define la velocidad de reaccién, que corresponde con la
velocidad de descomposicion o desaparicion de un reactivo o la velocidad de formacion

de un producto.

Definicion 2.1.3. (Velocidad de reaccion)
Se define la velocidad de reaccion, para cada reactivo y producto en la ecuacion (2.1),

como,

1dCy  1dCg 1dCc 1dCp
adt bdt cdt ddt’

(2.5)

La cadena de igualdades (2.5) representa la velocidad con la que desaparecen los
reactivos A, B y la velocidad de formacion para los productos C y D, observe que las
velocidades de reaccion para los reactivos se encuentran con signo negativo, pues ya que
la velocidad es siempre positiva el signo menos se involucra en la velocidad de los reacti-
vos porque su cantidad de moles (o concentracion) ird disminuyendo con el tiempo al ir

transformédndose en producto, quedando una cantidad negativa de acuerdo a su variacion.

La relacion entre velocidad y concentracion de reactivos (reactantes) y productos se

conoce como ley de velocidad o ecuacién de velocidad, y se define a continuacion.

Definicion 2.1.4. (Ley de velocidad o ecuacion de velocidad)
En general, para una reaccion quimica en donde se involucran N reactivos, A1, Aa,..., AN,

se define la ecuacion de velocidad como,

N
v=k(N)[TCx, (2.6)
i=1

donde k(N) corresponde a la constante de velocidad asociada a la reaccion del reactivo
para el cual se esta considerando la ecuacion de velocidad, Cy; es la concentracion del

i-ésimo reactivo y n; es el orden de cada reactivo A; en la reaccion.

Entonces, por ejemplo para la ecuacion estequiométrica (2.1), y de acuerdo a la Defini-

cion 2.1.3, su ecuacion de velocidad o ecuacion cinética es,

1dC
V= A = kCsCp. 2.7)
a dt
y denota la velocidad con la que desaparece o disminuye la concentracion del reactivo

A en dicha reaccién quimica.

Como se ha mencionado durante esta seccion, las concentraciones de los reactivos

desaparecen durante una reaccion quimica o las concentraciones de los productos
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aparecen, sin embargo, cabe mencionar que en toda reaccién quimica la masa total
en el sistema permanece constante, es decir, la masa consumida de los reactivos es
igual a la masa de los productos al final de la reaccidén quimica, esto se debe a una ley

fundamental de las ciencias naturales que enunciamos a continuacion.

Definicion 2.1.5. (Ley de conservacion de la materia)
Este principio establece que la masa no se crea ni se destruye y, que la masa total de

las sustancias involucradas en un cambio fisico o quimico permanece constante.

Para los procesos quimicos, cuya esencia radica en la transformacion de las sustancias
quimicas para la obtencion de determinados productos, resultan de gran importancia
las condiciones bajo las cuales se efectuard un proceso exitoso, y mientras que ciertos
procesos no requieren de condiciones de cardcter estricto para poder observarlas, como
la fermentacion de los alimentos, otros procesos requieren llevarse a acabo en lugares
donde pueda controlarse cada aspecto que afectard en la reaccién quimica, por tanto el
lugar donde se lleva a cabo una reaccién quimica se denomina reactor quimico y en la
literatura [19] es frecuentemente conocido como el corazon del proceso.

A continuacién se define uno de los tipos de reactores quimicos mas conocidos en la
industria quimica y, el cual se retomard en los capitulos posteriores, lo que se debe a la
uniformidad de condiciones, como la temperatura y la presion. Este tipo de reactor se
conoce como reactor quimico de tipo tanque con agitacion continua y en adelante se

denotara como CSTR.

Definicion 2.1.6. (Reactor quimico de tipo tanque con agitacion continua)

Un reactor CSTR pertenece a un tipo de reactor llamado de tanque agitado, que son
tanques de gran volumen. Los reactores CSTR se utilizan en sistemas de fase liquida
a presiones bajas o medias y también pueden emplearse para reacciones altamente
exotérmicas y con altas velocidades de reaccion, en cuyo caso se puede ajustar la
velocidad de la alimentacion y el volumen del reactor (etapa de diseiio) a fin de
eliminar el calor necesario para que la masa reaccionante se mantenga dentro los

valores de temperatura permitidos [20].






Capitulo 3

Analisis de reacciones quimicas
complejas con cadenas de Markov

El presente capitulo tiene como principal objetivo estudiar el seguimiento a la interac-
cioén de las reacciones quimicas a través de las herramientas que nos proporcionan los
procesos estocdsticos y la teorfa de cinética quimica. En el drea estocdstica, una reaccion
quimica se puede modelar como un proceso de Markov cuyo espacio de estados se
corresponde con el nimero de moléculas de especies quimicas que participan en la
reaccion, o bien, con las concentraciones de cada molécula involucrada en la reaccion
[8]. Entonces, para establecer el cambio en las concentraciones de reactivos y productos
con respecto al tiempo en una determinada reaccidén quimica recurrimos a la integracién
de las ecuaciones de velocidad que resultan ser ecuaciones diferenciales ordinarias,
sin embargo, este proceso no siempre es posible, pues en ciertos casos las ecuaciones
de velocidad conducen a ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO’s) complejas [21],
por ejemplo, tal es el caso de las reacciones Competitivas-Consecutivas de la Seccion
3.5, para las cuales se ha demostrado que el sistema solo posee solucién para un caso
particular [7].

A continuacion, se expone un andlisis detallado acerca de las soluciones analitica y
numérica de los tipos de reacciones quimicas mas notables dentro de la ciencia Quimica,
cuyas soluciones exhiben el comportamiento de las sustancias quimicas dentro de
una reaccion, adicionalmente para cada Seccidn del presente capitulo se desarrolla un
apartado de cadenas de Markov, en donde se pretende modelar el comportamiento de
reacciones quimicas a través del método de cadenas de Markov y, las herramientas
que nos proporcionan, para posteriormente compararlas con las soluciones analitica y

numeérica correspondiente.
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3.1. Reacciones de primer orden

Las reacciones de primer orden o también llamadas monomoleculares son una isomeri-
zacion, esto es, un proceso en el cual una molécula A se transforma por medio de un
reacomodo de 4&tomos en otra molécula B, y su ecuacion estequiométrica es la siguiente,

ky

A — B, (3.1

donde la ecuacion de velocidad para la reaccidn de primer orden es,

e =—2 | C 3.2
A 0 1Ca (3.2)

la cual escrita de esta forma, denota la velocidad con la que desaparece la concentracion

de la molécula A en la reaccién quimica (3.1).

Solucién analitica

Como se menciond anteriormente, las ecuaciones cinéticas se identifican con ecuaciones
diferenciales ordinarias, por tanto a continuacion se obtiene la solucién para la ecuacion
(3.2) utilizando la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Desde que la ecuacion de velocidad o ecuacidn cinética es una ecuacion de primer orden,
con condicion inicial C4, = 1.0, podemos aplicar el método de variables separables, es

decir,
Ca dC t
[T EA g / dr,
Cay Ca 0

por lo que, del primer teorema fundamental del célculo, se sigue,

Ca
—In| — | = kqt. 3.3
n(CA0> 1 (3.3)

Considerando k; = 0.2, la concentracion inicial de Cy, = 1.0, la solucidn analitica se

puede escribir como,

—1In(Cy) = 0.2t. (3.4)

Soluciéon numérica
Abhora bien, sabemos que para ecuaciones diferenciales ordinarias es posible obtener
una aproximacién de la solucién utilizando métodos numéricos. Dicho problema se
puede interpretar como el siguiente problema de valor inicial, descrito por:

dCy

WZkch, CA0:1, ki=0.2, 0<r<0.5
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cuya solucién se puede aproximar de manera numérica empleando el método de Euler,
utilizando un tamafio de paso de 7 = 0.01. A continuacidn, se grifica la solucién anali-
tica con respecto a la aproximacion numérica empleando el método de Euler. En el 4rea
quimica, se grafica la concentracion de la molécula A como una linea recta, ya que la
pendiente se relaciona con el decaimiento o la velocidad de la reaccién [1].

01 Reaccion de primer orden
. T T T T T T
O Solucién numérica
Solucién analitica

0
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
t

Figura 3.1: Concentracién de la molécula A en la reaccién: A — B, utilizando tamafio
de paso h = 0.01.

En el presente apartado de cadenas de Markov y posteriores, denotaremos por Pyp la
probabilidad de que la molécula A se convierta en la molécula B, esto, con el objetivo
de comprender las transiciones para cada sustancia quimica en la reaccion, A,B € S,
ademas, con la finalidad de no extender tanto la notacidn, se denotaran a las transiciones
de la cadena de Markov por ¢ (n) = [¢;(n)], 1a cual representa el estado de la reaccién

después de n transiciones, con j € Sy ¢;(n) = P(X, = j).

Cadenas de Markov

En este apartado se aplica un modelo de cadenas de Markov a tiempo discreto para
un proceso de reacciones quimicas, en donde las sustancias quimicas involucradas en
la reaccion representan los estados de la cadena. Se puede suponer que las reacciones
quimicas satisfacen las propiedades para ajustarse a un modelo de cadenas de Markov,
pues las concentraciones de las sustancias durante una reaccion quimica se consideran
como funciones aleatorias del tiempo, ademds, dado que la reaccion se encuentra en una
determinada sustancia intermediaria (Ver Capitulo 2), la probabilidad de que la reaccién

pase a otra sustancia intermediaria solo dependerd del estado actual de la reaccién y no



34

Andlisis de reacciones quimicas complejas con cadenas de Markov

depende de todas las sustancias por las que ha pasado la reaccion [7].

En la ecuacién (3.3) fijamos r = 1 y consideramos la constante de velocidad k; < 1,

entonces,

Cay—Ca =k,

supondremos que la constante de velocidad k; representa la probabilidad con la que
decae la concentracion de la molécula A durante una unidad de tiempo y, por tanto,
1 —k; representa la probabilidad con la que la concentracién de la molécula A permanece
sin cambios. Ahora consideremos que la reaccién quimica es un proceso estocastico
que puede tomar el conjunto de estados S = {A, B}, entonces esta informacién puede

representarse de mejor manera con la matriz de probabilidades de transicion,

11—k Kk
0 1

Quimicamente, en una reaccioén de isomerizacién la molécula A se convierte en B con
probabilidad k1, 1a molécula A no reacciona con probabilidad 1 — &y, la molécula B se
convierte en la molécula A con probabilidad cero o la concentracién de la molécula B
permanece sin cambios con probabilidad uno.
Considerando k| = 0.2 y las concentraciones moleculares iniciales como la distribucién
inicial para la cadena de Markov, de la forma,

0(0)=[1 0],

esto indica que la reaccién se encuentra en la molécula A, y por el Corolario 1.1.9 es
posible conocer la concentracién de cada molécula involucrada en la reaccion, es decir,
el estado del sistema después de cada transicion, por ejemplo, para la primera transicién

basta multiplicar la distribucion inicial por la matriz P (Vea Definicion 1.1.8),

0.8 0.2
o(1)=[1 o] x |08 02]
Luego, para la segunda transicién de la reaccion,
0.8 0.2
0(2) = [0.8 0.2] <o | = [0.64 0.36} ,

de manera recursiva se pueden obtener las concentraciones para las moléculas A y
B con respecto a cada transicion. Entonces, iterando esta técnica por medio de una

simulacion en MATLAB, se observa que a lo largo de las iteraciones la concentracion
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de la molécula A disminuye para que la concentracién de la molécula B aumente vy,

quimicamente la molécula A se transforma en la molécula B, la reaccion concluye

cuando la molécula A se ha consumido por completo.

J. Formosinho y M. Miguel mencionan en [7] que la precision para la concentracion de
la molécula A durante la reaccion se basa en la escala de tiempo que utilicemos y de la
magnitud para las constantes de velocidad, sin embargo, para la eleccién de constantes
de velocidad es necesario tener presente que conforme sea la magnitud para esta, mayor
o menor sera el nimero de transiciones que llevara a cabo la reaccion quimica para
poder concluir. Por ejemplo, para el caso de una reacciéon quimica de primer orden y,
basdndonos en los resultados obtenidos en MATLAB, hemos visto que el nimero de
iteraciones necesarias para concluir la reaccién depende de la magnitud de la constante
de velocidad, en efecto, considerando una constante de velocidad k1 = 0.2, el ndmero de
transiciones que le toma a la reaccion concluir es 35, en cambio, si tomamos k| = 0.02,

a la reaccion le tomard mas de 200 iteraciones aproximadamente para concluir.

A continuacidn, se muestran las distribuciones para cada una de las concentraciones de
las sustancias quimicas, es decir, la Figura 3.2 se obtiene del cambio en las concentra-
ciones para las moléculas A y B con respecto al tiempo, utilizando el método de cadenas
de Markov y apoyandonos del software MATLAB para la simulacién de los resultados

obtenidos en este apartado.

1 Reacciones de primer orden
————
- ——Conc. A
—Conc. B
0.8 7
3 /
_5 0.6 // 7
(&) /’,
© /
€ /
g | |
c 04 /
o /
o f
0.2 /,f 7
ol
10 20 20 " .

Figura 3.2: Concentracion de la molécula A y la molécula B con respecto al tiempo, en
la reaccién: A — B.

Como hemos visto a través de los apartados de esta seccion, es posible trazar la
trayectoria de las reacciones quimicas utilizando las ecuaciones cinéticas y resolviendo
de forma analitica, utilizando métodos numéricos, o bien, por medio del método de
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cadenas de Markov, por tanto, resulta natural comparar los resultados obtenidos de
estos tres métodos para verificar la eficiencia de modelar reacciones quimica complejas
utilizando cadenas de Markov. Entonces, la Figura 3.3 muestra los resultados obtenidos
en cada apartado de esta seccion, de donde podemos observar que la dindmica de
reacciones quimicas de primer orden obtenida mediante el método de cadenas de Markov
no coincide completamente con los métodos usuales, sin embargo, la proximidad resulta

de gran utilidad en la construcciéon de mecanismos de reaccion.

Reaccion de primer orden
Numérica vs Cadenas de Markov
T T T T T

2 T

O Solucién numérica s (o)
1.8 Solucion analitica ©
*  Markov chain method O

04F .

0.2 4

Figura 3.3: Comparacion de los resultados obtenidos mediante soluciones numéricas de
reacciones de primer orden y el método de cadenas de Markov.

3.2. Reacciones de segundo orden

Las reacciones de segundo orden, o también llamadas bimoleculares, se caracterizan
por ser un sistema reaccionante de dos moléculas que pueden ser iguales o diferentes y
mediante una reaccion se combinan para producir una o varias moléculas. Por ejemplo,
durante una combustién, los d&tomos de oxigeno (O) y el ozono (0O3) pueden formar
moléculas de oxigeno, es decir, mediante la reaccion se originan dos productos, como
en este caso dos moléculas de oxigeno. La reaccion de combustién se representa por la

siguiente ecuacion estequiométrica,

O+ 03 — 0+ 0s.

Y en el caso donde se forma una sola molécula o producto, a las reacciones de segundo
orden se les conoce como reacciones de sintesis 0 combinacidn, por ejemplo la reaccion
quimica para la produccién de sulfuro de hierro (FeS), cuya ecuacién estequiométrica

esta dada por,
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Sg+ 8Fe — 8FeS.

3.2.1. Caso 1: Reactivos iguales

Las reacciones de segundo orden, considerando ambos reactivos iguales, se describen
por su ecuacion estequiométrica,

ko

2A — B (3.5)

y su ecuacion de velocidad o ecuacion cinética es de la forma,

== A (3.6)

donde k, representa la constante de velocidad de la reaccion.

Solucion analitica

De manera similar al caso de reacciones quimicas de primer orden, las reacciones
quimicas de segundo orden se identifican con ecuaciones diferenciales ordinarias y, en
este caso no lineales, por tanto haciendo uso de la teoria podemos analizar la solucién

de forma analitica.

Asimismo, utilizamos la conversién fraccionaria! del reactivo A para obtener la solucién
en términos de la concentracion de esta y también de la conversion, la cual se deduce de
la siguiente manera. Suponga que Ny, es la cantidad inicial de A en el reactor al tiempo
t =0, y que Ny es la cantidad presente en el tiempo t. Entonces la conversion de A en el

sistema de volumen constante es

Na, —N, Na/V C
Xy = A0 A _ A/ =1-2 (3.7)
Ny, NAO/V Cao
y por tanto,
dCy
dXy = ———. (3.8)
A Cae
Se deduce de (3.7) lo siguiente,
Ca = Cay(1—Xn), (3.9)
luego, sustituyendo los resultados de las ecuaciones (3.8) y (3.9) en la ecuacion (3.6),
tenemos,
1706
CAOd_tA = kch\o(l — XA)Z,

ILa conversion fraccionaria de un reactivo A se denota por X4, se define como la relacién entre
la cantidad de un reactivo convertido y su cantidad inicial, es decir, la conversion fraccionaria de una
sustancia dentro de una reaccién quimica indica el progreso de un reactivo en la reaccién.
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obteniendo la ecuacidn diferencial,

— =kyCy (1 =X
dt 2 AO( A) )

separando variables e integrando, se obtiene lo siguiente

XA dXA t
_9M _c /dt.
/0 (1—X4)2 2%

Por tanto, la solucién esta dada por la expresion,

XA
1—Xy

- kZCA()tv

luego, utilizando la definicidn de la conversion fraccionaria Xy, de la ecuacion (3.7), la

solucion se puede reescribir como

— — —— =kot. (3.10)

Solucion numérica

Se puede interpretar la cinética de la reaccién como un problema de valores iniciales,

descrito por,

dc
d_l‘A - kZCZM Cay =2, kp =0.2,

y utilizando el método de Euler, se puede aproximar la solucién a dicho problema. A
continuacion, la Figura 3.4 nos muestra los resultados obtenidos en los apartados de la

solucién numérica y analitica.

Cadenas de Markov

Para el caso de reacciones quimicas de segundo orden, en donde los dos reactivos son
iguales, el método de cadena de Markov considera el conjunto de estados S = {A, B},
pero en este caso tenemos 2 moléculas de la sustancia quimica A, en consecuencia, las
probabilidades de transicion se obtienen de la siguiente manera.

Se ha comprobado en la Seccién 3.1, que la velocidad con la que desaparece una sus-
tancia quimica se asemeja con la probabilidad con la que dicha sustancia se transforma
durante la reaccién. Veamos que para el caso de reacciones quimicas de segundo orden

con reactivos iguales, la probabilidad de formacién para la molécula B esta dada por,

Pap = 1/2krCy,
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Reaccion de 2do orden: CASO 1
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Figura 3.4: Caso 1: Concentracion de la molécula A con respecto al tiempo, durante la

reaccion: 2A £> B, utilizando tamafio de paso 2 = 0.01.

pues, observemos que la molécula B se forma con probabilidad distinta de cero de
ambas moléculas A, es decir, una parte de la molécula B se forma de una cantidad
transformada de la molécula A y la otra mitad se forma con la cantidad de sustancia
transformada de la restante molécula A, luego, la probabilidad de que la molécula A
permanezca sin cambios es P4y = 1 — kpCy, que se obtiene de considerar el evento
donde ninguna de las dos moléculas de A se transformen en B.

Por otra parte, la probabilidad de que la molécula B permanezca sin cambios es 1, ya
que quimicamente B se reconoce como el producto de la reaccién y no necesitamos
que cambie a otro estado, en consecuencia, la probabilidad de que B se convierta en
la molécula A es nula y, por tanto, llamamos al estado B de esta cadena de Markov,
absorbente.

Entonces, las probabilidades de transicion construyen la siguiente matriz de probabili-

dades de transicion.

1 —kyCy  1/2kC
P= 02 A /12 Al (3.11)

Observemos que la matriz (3.11) no satisface una de las propiedades de matrices
estocdsticas que definimos en la Seccién 1.1, y podria pensarse que la validez del
modelo de cadenas de Markov se ve afectada, sin embargo, Firoz D. Antia y Sunggyu
Lee sefnalan que la razén de esto radica esencialmente en la estequiometria de la reaccion
quimica, es decir, las ecuaciones estequiométricas no se encuentran balanceadas pues
el nimero de moléculas para reactivos es distinto del nimero de moléculas para los

productos, de tales circunstancias surgen los denominados estados fraccionarios que,
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basicamente nos indican la proporcién de concentracién con el que cada reactivo
contribuye a la formacion del producto sin afectar las propiedades estocésticas. Este
tipo de comportamiento versatil que muestra la dindmica de reacciones quimicas se
aclara de forma generalizada y a través de un ejemplo relevante que puede consultarse
en [22]. Cabe mencionar que el uso de los estados fraccionarios es impredecible, ya

que esto dependeré de la reaccidén quimica y de la estereometria para la reaccion.

3.2.2. Caso 2: Reactivos diferentes

Se considera el caso de las reacciones de segundo orden en donde los reactivos son
distintos, es decir, la ecuacién estequiométrica para las reacciones de segundo orden se
escriben como,

A+B-2 ¢ (3.12)
donde la ecuacién de velocidad para la reaccién de segundo orden es,

dc
—m:—gf:@Q@, (3.13)

y denota la velocidad con la que desaparece la concentracion de la molécula A descrita
en la reaccidon quimica. De manera similar para la molécula B se tiene
dCp

—rp=——2 = kpCsC,
B dt 2CALB,

que denota la velocidad con la que desaparece la concentracion de la molécula B.

Solucién analitica

Observemos que la ecuacion de velocidad o ecuacién cinética en (3.13) corresponde
con una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden. Por otra parte, recordemos
que la conversion fraccionaria (3.7) de un reactivo A, se denota por X4, con esto se
deduce que, las respectivas concentraciones para los reactivos A y B, en términos de la

Conversion fraccionaria, se escriben como,

Cy = Cy (1 —Xan), Cp =Cp,(1 —Xp), (3.14)
luego, sustituyendo estos resultados en la ecuacion (3.13),

dcC
_d_tA = k2CA0(1 —XA) (CBO - CBOXB)> )

de la ecuacion (3.8), la expresion anterior puede reescribirse como,

dX
CAOd_l:A = kZCAO(l —XA) (CBO _CBOXB))
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las propiedades quimicas en una reaccion sefialan que el cambio en la concentracién de
reactivos observados en cualquier instante es igual, entonces se puede considerar que
CpyXp = Cy,Xa. De factorizar y reacomodar la tltima expresion considerando lo antes

mencionado, tenemos

dXu ) Cp
Cpo— =kCs (1—-X 2 _X
A, 2G4, (1 —Xa) (CAO A)7
considerando M = gﬁ,
49
dX
—d;‘ — kyCay (1 — Xa) (M — Xp).

Con la intencion de resolver la expresion obtenida utilizando el método de variables

separables, consideramos la siguiente ecuacion diferencial,

XA dXA t
— C /dt. 3.15
/0 (1= Xa) (M —X3) 2Cay |, (3.15)

luego, para resolver la integral del lado derecho se sugiere resolver mediante el método

de fracciones parciales, para ello se reescribe la expresion del lado derecho como sigue,

1 1 1 1
(1-XO)M—=X\) M-—1 (I—XA _M—XA) :

por tanto, la solucidn para ambas integrales en la ecuacién (3.15), esta dada por,

1 1-X
ln( B) = CAOkzl‘.

M—1 \1-X4

o bien, sustituyendo la definicion de conversion fraccionaria, la expresion anterior se

reescribe como,

1 CgC
ln( B4

= Cp kot
M—1 CBOCA) Ao2Es

reacomodando la ecuacion anterior, tenemos,

_ CgCy
Cp, —Cux) Mn | =229 ) = kot

y al considerar Cy, = 1, Cp, = 2 'y k» = 0.1 la solucién analitica toma la forma,
Cg
In{ — ) =0.1z.
! (ZCA )

Dicho problema se puede interpretar como el problema de valores iniciales, descrito

Solucion numérica

como,
dCy
— =kyCyC Cy, =1
dt 2CALB, Ao ;
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dCp

o koCyCp, Cp, =2,
tomando k, = 0.1 y consideramos 0 < ¢ < 0.5, la solucién de dicho sistema se puede
aproximar de manera numérica empleando el método de Runge-Kutta de cuarto orden,
ademds utilizaremos un tamafio de paso de & = 0.01. A continuacidn, se gréfica la

solucién analitica con respecto a la aproximacién numérica.

0.05 Reacciones de 2do orden: CASO 2-RK4

O Solucién numérica

0.045 - Solucién analitica |
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< L 4
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t

Figura 3.5: Caso 2: Concentracion de la molécula A con respecto al tiempo durante la

reaccion: A +B £> C, utilizando tamafio de paso 2 = 0.01.

Cadenas de Markov

Para el caso de reacciones quimicas de segundo orden, el modelo de cadenas de Markov
sera un proceso a tiempo discreto con 3 estados, es decir, S={A,B,C} e igualmente que
antes podemos obtener las probabilidades de transicion de la siguiente manera.

La probabilidad de que la molécula A se transforme en la molécula C es la velocidad
con la que desaparece la molécula A, esto es k,Cp. Por otro lado, la formacién de la
molécula C se lleva a cabo con probabilidad distinta de cero tanto de la molécula A

como de B, es decir, que C necesariamente se forma de las dos moléculas, por tanto
Psyc = 1/2krCp, (3.16)

Pypg =1 —kCp, (3.17)

y ademds, la probabilidad de que 1la molécula A se convierta en la molécula B es nula

pues quimicamente los dos son reactivos y no es de interés este caso, por tanto,

Pip=0.
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Andlogamente, la probabilidad de que la molécula B se transforme es la velocidad con la
que desaparece, esto es kpC4 por lo que la probabilidad de que se mantenga sin cambios

€S

Pgp = 1—kyCy,

al igual que antes la probabilidad de que la molécula B se transforme en la molécula A

es nula, es decir,

Pgy = 0.

Luego, la probabilidad de que la molécula B se transforme en la molécula C es

Psc = 1/2k:Ca.

ya que la formacion de C depende de ambas reactivos. Siguiendo un andlisis andlogo al
anterior se sigue que Pcy =0, Pcp =0, Pcc = 1 y esta informacion se puede representar
mejor por medio de una matriz de probabilidades de transicidn, la cual se escribe de la

siguiente forma.

1—kCs 0 1/2kCy
P=| 0  kCi 1/2kC4l. (3.18)
0 0 1

Nuevamente, podemos observar que la matriz de probabilidades de transicién obtenida
no satisface una de las propiedades de matrices estocdsticas, esto debido a los estados
fraccionarios en una cadena de Markov, consecuencia de la estereometria de la reaccién
quimica.

Entonces, las concentraciones de cada molécula con respecto al tiempo se obtienen de
iterar la matriz (3.18). Podemos observar en la Figura 3.6 que, simulacién obtenida
con el software MATLAB, el reactivo A se consume después de aproximadamente 45
iteraciones, mientras que, el reactivo B se consume por completo hasta la iteracién 100,

estos resultados corresponden al considerar la constante de velocidad k, = 0.1.

Utilizando un intervalo de tiempo mds amplio, con el propdsito de apreciar las apro-
ximaciones obtenidas con el método de cadenas de Markov, la Figura 3.7 compara
los resultados obtenidos de los apartados de soluciones numéricas y los resultados
mediante la matriz de probabilidades de transicion en la ecuacién (3.18) para la cadena
de Markov. Se puede percibir que los resultados obtenidos mediante el método de

cadenas de Markov si aproxima a las soluciones numérica y analitica, pero no es exacto.
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) Reacciones de segundo orden: Reactivos distintos
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Figura 3.6: Concentracion de las moléculas A, B y C, con respecto al tiempo, obtenidas
de la aproximacion con cadenas de Markov
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Figura 3.7: Comparacion de los resultados obtenidos mediante las soluciones numéricas
y los resultados del método de cadenas de Markov.

3.3. Reacciones Competitivas-Paralelas

Este tipo de reacciones, como su nombre lo indica, son aquellas en donde los reactivos
reaccionan de manera paralela y ademds las concentraciones de los productos compiten.
Las reacciones quimicas se describen por la ecuacion estequiométrica,

AL D (3.19)
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A+B -2 c (3.20)

donde las ecuaciones de velocidad o ecuaciones cinéticas para los reactivos A y B, se

escriben como

dcC
—rA = —d_[A = leA +k2CACB - CA(kl +k2CB)7
dcC
—rp = —d—f = kaCaC,

respectivamente. Estas ecuaciones denotan la velocidad con que ambos reactivos des-

aparecen. Las ecuaciones,

dC,
rc= d_tC = kyCyCp,
17[0)
p = d_tD =k1Cy,

denotan las velocidades con las que los productos C y D aparecen durante la reaccion

respectivamente.

Solucion analitica

El sistema anterior se traduce como el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias
dcC
_d_tA = k1Cp + kpCyCp, (3.21)
dCp
— —— =k CusC, 3.22
dt 2CALB, ( )
dC,
=€ k) CuC, (3.23)
dt
dCp
— =k C 3.24
7 1Ca, (3.24)

con condiciones iniciales, Cy, = 1.0, Cg, = 1.25, Cc, = 0.0 y Cp, = 0.0. Notemos que
al dividir la ecuacién (3.21) por la ecuacion (3.22), se tiene,
dCy (k1 +k2Cp) ki

dCpg k>,Cp k2Cp *

Entonces, reacomodando la expresion anterior e integrando de ambos lados de manera

conveniente, obtenemos

Ca ki [CBdC Cp
dCy = il =5 + dCpg,
Ca, ky Jey, Cp Jeg,

y resolviendo las integrales de ambos lados tenemos,
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k
(CA _CAO) = k

_; (In(Cp) —In(Cpg,)) + (Cg — Cgo),

utilizando las propiedades de la funcién logaritmo se tiene,

o ((Cay) —In(Ca) + (Co — C,).

(CA _CAO) = __2

Por tanto, la solucién analitica esta dada por la expresion,

k. (C
(Cag —Ca) — (Cp, —Cp) = —In | =20 ) . (3.25)
ko Cp

Por hipdétesis tenemos los valores iniciales Cy, = 1,Cpg, = 1.25, por tanto, la solucién

analitica toma la forma,

01 /125
1—Cx) = (1.25—Cp) = ——1n [ ==2).
(1=Ca) = ( C8) = 505 n( Cs )

Soluciéon numérica

Considerando Cy4, Cp, Cc y Cp las especies moleculares involucradas en la reaccion
quimica, este sistema se puede interpretar como el siguiente problema de valores

iniciales,

dCy

= k1Ca +kCaCp, Cap =1,
dcC,
S gy Nolo'S Cp, = 1.25,
dt
dCe
—— = kpCyC Cc,=0.0
dt 2CALB, Co ;
dCp
— =k C Cp,=0.0
dt 1A, Dy )

tomando k1 = 0.1, ko = 0.05 y consideramos 0 <t < 25, la solucién de dicho sistema se
puede aproximar de manera numérica empleando el método de Runge-Kutta de cuarto
orden, ademads utilizaremos un tamafio de paso de 4 = 0.01. A continuacidn, se grafica

la solucién analitica con respecto a la aproximacién numérica.

Luego, para obtener una visualizacién del cambio en las concentraciones de reactivos y
productos con respecto al tiempo utilizaremos la paqueteria ODE de MATLAB para

graficar, Figura 3.9, la solucion del sistema de ecuaciones proporcionado por la reaccion
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Figura 3.8: Reaccidon Consecutiva-Paralela, utilizando tamafio de paso 4 = 0.01, k; =0.1
y ko = 0.05.
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Figura 3.9: Concentraciones de las moléculas A, B, C y D con respecto al tiempo,
utilizando k; = 0.1y kp = 0.05.
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Cadenas de Markov

Supongamos que una reaccion quimica se modela como un proceso estocdstico y en el
caso de reacciones competitivas-paralelas se aplica un modelo de cadenas de Markov a
tiempo discreto, en donde las sustancias quimicas involucradas, tanto productos como
reactivos conforman el conjunto de estados del proceso, es decir, S = {A,B,C,D}. Por
tanto las probabilidades de transicion se obtienen de la siguiente forma.

Sabemos que la velocidad con la que decae la concentracion de la molécula A es la
probabilidad de que la molécula A desaparezca, para el caso de reacciones quimicas
paralelas en la cinética quimica se sabe que la velocidad con la que desaparece una
molécula de la reaccion global es la suma de la velocidad con la que desaparece en
cada reaccion, es decir, para la reaccion (3.19) la velocidad con la que desaparece la
concentracion de la molécula A es k; = P4p y de la reaccion (3.20) la velocidad con
la que desaparece es koCp = P4c, entonces la molécula A desaparece con probabilidad

k1 + koCp y por tanto la probabilidad de que la molécula A permanezca sin cambios es,

Pia=1- (kl +k2CB),

Por otro lado, para la reaccion (3.20) la probabilidad de que la molécula B se transforme
en el producto C es la velocidad con la que desaparece la concentracion de la molécula
B, es decir, Pgc = kpC4 y por tanto la probabilidad de que permanezca sin cambios es

Ppp=1—kyCy.

Entonces la matriz de probabilidades de transicion se escribe como,

1 —ky —kxCp 0 koCp ki

0 1—kCyq kCy O

p— 2CA 2CA ) (326)
0 0 1 0
0 0 0 1

Podemos observar que los estados C y D son estados absorbentes por ser quimicamente
los productos de la reaccién global.

Claramente las probabilidades de transicion Pyp, P4 son cero porque quimicamente los
reactivos no se transforman en los otros reactivos involucrados en la reaccién, ademas
las probabilidades Ppp es cero ya que la molécula B no reacciona para producir la
molécula D.

Por otro lado, y al igual que se menciono en los apartados de cadenas de Markov de
las Secciones 3.1 y 3.2, con la matriz de probabilidades de transicién obtendremos
las concentraciones de los reactivos y productos con respecto al tiempo, para esto

utilizamos la simulacién por medio de MATLAB, Figura 3.10, y observamos que para
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n = 57 la concentracion de la molécula A se consume por completo, mientras que para
la concentracién de la molécula B esto sucede hasta la iteracion n = 199, tomando las
constantes de velocidad k; = 0.1y kp = 0.05.

Reacciones Competitivas-Paralelas
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Figura 3.10: Concentracién de las moléculas A, B, C y D, con respecto al tiempo,
obtenidas de la aproximacion con cadenas de Markowv.

3.4. Reacciones Consecutivas o en serie

Las reacciones consecutivas son aquellas donde alguno de los productos considerados
en la reaccion se convierte en el reactivo de una siguiente reaccion. Las reacciones

consecutivas se describen por su ecuacion estequiométrica,
kl ko
A— B—C (3.27)

en donde se considera la constante de velocidad k para la reaccién principal A — B
y la constante de velocidad kp para la reaccion B — C, obteniendo las siguientes
ecuaciones cinéticas para la reaccion consecutiva o en serie,

= —dd% = —k1CA.
que representa la velocidad con la que desaparece la concentracién del reactivo A.
Mientras que,

rg = k1Cq — k2Cp,

es la velocidad con la que aparece la concentracion del reactivo B, y
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es la ecuacion cinética que modela la velocidad con la que aparece el producto C.

Solucion analitica

El problema anterior se puede traducir como el siguiente sistema de ecuaciones diferen-

ciales ordinarias, con

d
Ca_ _re Ca, = 1.0, (3.28)
dt
dcC
d_tB = k1Cy — koC, Cp, = 0.0, (3.29)
dC
d_tc = kCp, Cc, = 0.0. (3.30)

De la ecuacion (3.28), resolvemos utilizando el método de variables separables,

dC,
_TA ke
dl 1A
’ dCy
A kdr
CA 1 P

Cy dcC t
/ S / kydt,
¢, Ca 0

0

Ca
—In{ == | = kyt.
! (CA0> ]

la ultima expresion obtenida se puede reescribir como,

Cp = Cape M1, (3.31)

esta expresion nos proporciona un valor para la concentracién de la molécula A, por
lo que es posible reemplazarla en la ecuacion (3.29), y sustituyendo el resultado de la

ecuacién (3.31),

dCB —k
= kiCage " — kaCp,

obteniendo de la tltima expresion,

dc
d—tB +kyCp = k1 Cppe 1, (3.32)
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observemos que dicha ecuacién tiene la forma estandar

Yy Py = (),

de igual forma se observa que la ecuacion (3.32) no es una ecuacién diferencial exacta,
por tanto la solucién se obtendrd utilizando el método de factor integrante.
Sabemos que P(t) en este caso es una funcién constante por lo que es adecuado para

calcular el factor integrante, entonces dicho factor integrante para la ecuacion diferencial
en (3.32) es,

kot

[P(t)dt _ eszdt s

e:

multiplicando en ambos lados de la igualdad de la ecuacién (3.32) por el factor integrante

se tiene,

dcC
k! (d—tB +k2CB> = kiCpge MM (3.33)

dcC, _
ekzt—dtB + ekzlszB = k1Cy,e kltekzl,

es facil notar que el lado izquierdo de la igualdad en la ecuacién (3.33) en realidad es la

derivada de un producto, por tanto la expresion anterior se puede escribir como,

aCy
dt

ahora bien, integramos con respecto a la variable r ambos lados de la expresion (3.34),

dCB kot _ (kz—kl )t
/ i [e CB] dt—/leAOe dl,

e integrando de la manera usual tenemos,

[e"ﬂCB} = ki Cppe b1 (3.34)

R Cp = k1 Cy, ekt | Cre, (3.35)

ky —ky

luego, dividimos la expresién (3.35) por eX2! para despejar la concentracién de la

molécula B, obteniendo,

Cp = kiCa, e il e7RICte, (3.36)

ky —ky

Notemos que la concentracion de la molécula B al inicio de la reaccién es cero por
ser un producto, es decir, Cp, = 0 al tiempo ¢ = 0 pues la molécula B no aparece en el
tiempo cero, esta propiedad se toma como condicion inicial para la ecuacién (3.36) y nos

ayudard para definir la constante de integracion Cte ya que es desconocida, entonces,
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k1Cy,
——— +Cte=0 3.37
ko ki +Cte =0, (3.37)

de donde, despejando la variable Cte, se tiene que,

k1Ca,

Cte = —
‘T Tk

(3.38)

entonces, sustituyendo el resultado de la ecuacion (3.38) se obtiene la concentracion de

la molécula B,

ki C, kiC
_ Ag e—klt_ Ao e—kzt’

Cr —
57k —ky ky — ki

o bien,

1
e ht 4~ kat] (3.39)

Cg =k C
B= M4 ky — ki ki —kp

Por otro lado, ahora que ya conocemos las concentraciones de la molécula A y B resta
encontrar la concentracién de la molécula C, para ello debemos tener en cuenta que no
hay variacion en el nimero total de moles, la estereometria de la reaccion relaciona las

concentraciones de los reactantes por

Cay =Ca+Cp+Cg, (3.40)

con esta relacion y sustituyendo los resultados en las ecuaciones (3.31) y (3.39) tenemos

que,

Cc =Cyy—C4 —Cp,

1 1
o C C 7k1[ k C 7k1[ 7k21
Ao HA0€ ™40 [kz —kle ky —kze ’

factorizando el termino Cy,,,

_ ky kp
:C 1_ kit 1 _ kot
AO[ ¢ < +k2—k1) k' ]

ka —kyt ki —kot
—Cy, |1 vy Sk
A°[ hek Thont |

de esto se obtiene que la concentracion de la molécula C esta dada por,

k k
Cc = Cy, [1 +2 ehry —1e_k2t] . (3.41)

ki — ko ky — ki
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Entonces con las ecuaciones obtenidas para las concentraciones de las moléculas A,

B y C se puede calcular como varea la concentracion de las moléculas en el tiempo.

Claramente las ecuaciones en (3.31), (3.39) y (3.41) dependen de las constantes de
velocidad ky y k;, entonces podemos analizar los posibles valores para estas constantes
de velocidad.

Si ko es mucho mayor que kj,es decir, k» > k; esto implica que k; —k, < 0 y por
consiguiente ky/(k; — k) < 0, asi

k2 e—kll
ki —ky

por otra parte, ya que k» > k; entonces ky — k; > 0 y ademds notemos que al considerar

— o, (3.42)

una constante de velocidad demasiado grande, es decir, kp — o y dado x = kpt

entonces,
P |
lim e = lim — =0, (3.43)
X—>o0 X—>o0 X
se puede considerar,
ki kot
—e 7 =0.
ky — ki

Por tanto, la concentracion de la molécula de C en el tiempo se reduce a la siguiente
expresion,

CC = CAO (1 —e_klt> .

Abhora bien, si consideramos k; mucho mayor que k», es decir, k| > k> lo cual implica
que k1 —kp > 0y por consiguiente k; /(k; — ky) > 0, de manera andloga al caso anterior

si consideramos que koo y dado x = k¢, se tiene el limite de la ecuacién (3.43), asi,

ko

7kll:0
ki —kze ’

luego, ya que ky — k; < 0 implica que k1 /(k, — k1) < 0, teniendo que,

k] e*kzl‘ — _eszl‘
ko —ky

Por tanto, en este caso la concentracion de la molécula C en el tiempo se reduce a la
siguiente expresion,

CC = CAO (1 - €_kzt> .
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Solucién numérica

Ya que las concentraciones de los reactivos y productos contenidos en una reaccion
consecutiva pueden analizarse por medio de un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias, el cual se presento en las ecuaciones (3.28), (3.29) y (3.30), es posible
aproximar las soluciones numéricamente.

Por tanto, la solucién numérica de dicho sistema se puede aproximar empleando el mé-
todo de Runge-Kutta de cuarto orden. Entonces, con concentracion inicial C4,, = 1 para
el reactivo A, considere las velocidades de reaccion k; = 0.2, kp =0.05y 0 <¢ <25,

se gréfica la solucidn analitica con respecto a la aproximacion numérica Figura 3.11.

Reacciones consecutivas o en serie: Método RK4

1 T T T T
o C
0.9 F A :
o Gy
0.8 CC 7
Analitica

0.7 J
c
O 0.6 A
(&}
o
S 05r 2 1
o
S04l A
3 0.4

0.3 r J

0.2 J

0.1 J

0 1 1 1
0 5 10 15 20 25

Figura 3.11: Concentraciones de las moléculas A, B y C con respecto al tiempo durante

., . . k k e
la reaccién consecutiva o en serie: A — B —= C, utilizando Cap =1L ki =02y
k, = 0.05.

Cadenas de Markov

En el caso de reacciones quimicas de tipo consecutivas, el modelo de cadenas de Markov
a tiempo discreto considera como el conjunto de estados a las especies moleculares
involucradas en esta reaccion, es decir, S = {A,B,C} y obtenemos las probabilidades
de transicién como sigue.

Como hemos visto en los apartados de cadenas de Markov de las Secciones 3.1 - 3.3, la

velocidad con la que decae o desaparece una molécula corresponde con la probabilidad
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de que la molécula se transforme, entonces para el caso de la molécula A tenemos que
la probabilidad de que se transforme en la molécula B es Pyp = k1, luego, observemos
que la probabilidad de que molécula A se transforme en la molécula C es posible,
sin embargo, esto solo sucede cuando la molécula A se transforma en B que a su vez
produce C, es decir, la velocidad de formacion de la molécula C depende de la cantidad
de concentracion que se ha formado de la molécula B, por tanto Pyc = k2Cp y, utilizando
la probabilidad del complemento de eventos, la probabilidad de que la molécula A

permanezca sin cambios esta dada por,

Pia=1—k; —kCp.

Por otro lado, la probabilidad de que la molécula B se transforme en la molécula C
esta dada por la velocidad con la que decae la concentracion de la molécula B, esto es
Ppc = k> y, en consecuencia, la probabilidad de que la concentracion de la molécula B

permanezca sin cambios es,

Pgp=1—ky,

ademds, es claro que la reaccién de tipo consecutiva en la ecuacion (3.27) quimicamen-

te no permite que la molécula B se transforme en la molécula A, esto indica que Pg4 = 0.

Afin a los andlisis de las secciones de Markov previas, con respecto a las probabilidades
de formacion de los productos tenemos que la probabilidad de que la molécula C se
convierta en alguna de las moléculas A o B es nula, mientras que, la probabilidad de
que la molécula C permanezca sin cambios es 1 = Pcc, esto es, el estado absorbente de
esta cadena de Markov.

Entonces, con las probabilidades de transicion obtenidas construimos la matriz de

probabilidades de transicion para la Cadena de Markov.

1—ki—kCg ki  koCp
P= 0 l—ky Kk |. (3.44)
0 0 1

La matriz (3.44) nos proporciona la cantidad de concentracién respecto al tiempo de
las respectivas especies moleculares en la reaccion, estos resultados de obtienen al
iterar la matriz de probabilidades de transicion y considerar las constantes de velocidad
k1 = 0.2y ko = 0.05, entonces, utilizando el software MATLAB, podemos notar que la
concentracion de la molécula A termina de consumirse aproximadamente en la iteracion
45, mientras que, la concentracién de la molécula B se consume por completo en la

iteracion 199 aproximadamente.
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La Figura 3.11 nos muestra la trayectoria que siguen las concentraciones para los
reactivos y productos considerando unicamente 25 iteraciones de la matriz de proba-
bilidades de transicion, sin embargo, la Figura 3.12 expone el comportamiento de las
concentraciones considerando 200 iteraciones, es decir, hasta el momento en que la

concentracion de la molécula B se consume por completo.

Reacciones Consecutivas

Cadenas de Markov
1 T : T

C
C

Concentracién
o
(6]

0 1 Il Il L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

t

Figura 3.12: Concentracién de las moléculas A, B'y C, con respecto al tiempo, obtenidas
de la aproximacion utilizando el método de cadenas de Markov.

Por otro lado, como parte fundamental de este trabajo anexamos en la Figura 3.13 la
comparacion de los resultados obtenidos al modelar una reaccién quimica consecutiva
utilizando el modelo de cadenas de Markov a tiempo discreto y los obtenidos al analizar
el sistema de reacciones quimicas de forma numérica, los cuales coinciden con las
soluciones analiticas obtenidos en los apartados previos de esta Seccion. Se puede
observar que a pesar de que los resultados no son del todo precisos, la aproximacion
que proporciona el método de cadenas de Markov resulta muy 1til en el seguimiento de

las concentraciones moleculares dentro de una reaccién quimica.
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Reacciones consecutivas: Numérico vs Cadenas de Markov

© o C, numérico
0.9 © C., numérico ]
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0.1

Figura 3.13: Comparacion de los resultados obtenidos al utilizar el modelo de cadenas
de Markov y las solucion analiticas del comportamiento de reacciones quimicas conse-
cutivas.

3.5. Reacciones Competitivas-Consecutivas

Las reacciones competitivas-consecutivas, llamadas de esta forma debido a que las
moléculas que se producen durante la reaccién compiten en concentracion y, al igual
que las reacciones consecutivas los productos obtenidos en la reaccion principal pasan
a ser reactivos en la siguiente reaccion. Este tipo de reacciones complejas se describen

por la ecuacion estequiométrica de la forma,

A+B S CcrE (3.45)
ArCc 2 DyE (3.46)

de donde se obtienen las siguientes ecuaciones de velocidad para cada reactivo y

producto,
dcC
- —d—;‘ — k1C4Cp + kaCaCo, (3.47)
dcC
—rp= 8 jCuCs, (3.48)
dr
dcC.
re = dtC = k1C4C — kaCaCo, (3.49)
dcC
rp= —2 = khCuCo, (3.50)
dr
dcC
rg = — £ — kjCyCp + kyCaCo, (3.51)

dr
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En donde las ecuaciones (3.47) y (3.48) representan la velocidad con la que desaparecen
las moléculas A y B respectivamente, mientras que las ecuaciones (3.49),(3.50) y (3.51)

representan la velocidad con la que desaparecen las moléculas C, D y E respectivamen-
te.

Solucion analitica

Cuyo conjunto de ecuaciones se puede escribir como el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias con valores iniciales,

dcC

d—;‘ = —k CyC — ko CaCp, Ca, = 1.0,
dCy

R g—NoNe Cp, =0.5
dt 2CALB, By )

dcC

d_l‘C = k1CsCp — krCaC, Cc, = 0.0,
dcC

d—D e kZCACC7 CDO - 0.0,

1
dcC
d—tE = k1CAC + kaCaCo, C, = 0.0.

Dicho sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias se resolverd para el caso particular
en donde se considera C4, = 2Cp, y k1 /k = 2, entonces de la ecuacion (3.47) y célculos

previos (3.10) sabemos que,

1 1
= ot
Cay Ca
o bien,
Ca
Cyp=—""L— 3.52
A 1+ kchotv ( )

sustituyendo este resultado en la ecuacién (3.48) tenemos,

dac
=8 = ki CaCp

dr
Ca
=k (—22 ) Cp
1(1+k2CAOt) 5

obteniendo una ecuacién diferencial ordinaria de variables separables, asi,

d C
2 — kl $ dt,
Cp l—l—kchol‘

luego, integrando
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19 ¢
B @ = kch()/ (%) dl,
cs, CB 0 \ 1 +koCy,t

In(Cg,) — In(Cp) = ki C, /O [ (

— | dt
1—|—k2CAOI) ’

utilizando un cambio de variable para resolver la integral del lado derecho de la igualdad,

se tiene,

Cp k1Ca
In(—=2 —0n(1 +koCy,t
n(CB> szAO n( + 2 AO )7
y por hipétesis se tiene que k; /k; = 2, entonces,

C
In <ﬂ) — 2In(1+kaCy 1),
Cp

para despejar la concentracién de la molécula B, multiplicamos por la funcién exponen-

cial de ambos lados de la igualdad, asi,

CBO _ 2ln(1+k2CA l)
— = 0 R
Cs

por propiedades de la funcion exponencial la expresion en (3.53) se convierte en,

(3.53)

C
=20 — (14 kaCuyt)?,
Cg
o bien
Cs
Cp=— "2 . 3.54
B (14 kaCagt)? (3.54)

Ahora que conocemos la concentracion en el tiempo de los reactivos A y B, obsérvese

que de la ley de balance de la materia se tiene la siguiente relacion,

Ca —2Cp — Cc = Gy, — 2Cp, — C¢,,

y de las condiciones iniciales C¢c, = 0.0, entonces

Cq —2Cp — Cc = Cy, — 2Cp,
y como Cy, = 2Cg,,, implica que Cy, — 2Cp, = 0, por tanto despejando de la ecuacién
anterior a la concentracion de la molécula C, tenemos
Cc =Cy—2Cp, (3.55)

por consiguiente la concentracién de C en el tiempo se obtiene se sustituir las ecuaciones
(3.52) y (3.54) en la ecuacion (3.55),
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_ Cay Cs,
Cc= — 5
1 +k2CAOt (1 +k2CAOt>
obteniendo,

C Ciokzt
€ (1 —I—kQCAOt)Z.

Solucién numérica

Ya que las concentraciones de los reactivos y productos contenidos en una reaccion
Competitiva-Consecutiva pueden analizarse por medio de un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias, el cual se presenta en las ecuaciones (3.47) a (3.51), entonces

es posible aproximar las soluciones numéricamente.

Tomando las velocidades de reaccion k; = 0.1, ki, = 0.05 y 0 < ¢ < 10, la soluciéon
numérica de dicho sistema, cuyas concentraciones iniciales para cada reactivo y produc-
to fueron descritas en las ecuaciones (3.47) a (3.51), se puede aproximar empleando
el método de Runge-Kutta de cuarto orden. A continuacién, se presenta la soluciéon
analitica con respecto a la aproximaciéon numeérica, esto con la finalidad de se apreciar
la diferencia entre ambos resultados, ademds se utiliza un tamafio de paso h = 0.2.
Posteriormente, en la Figura 3.15 apreciamos los mismos resultados presentados en
la Figura 3.14, es decir, el cambio en las concentraciones de los reactivos y productos
con respecto al tiempo, pero utilizando una funcién del software MATLAB llamada
ODEA45S.
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Reacciones Competitivas-Consecutivas: Método RK4
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Figura 3.14: Concentraciones de las moléculas A, B, C, D y E con respecto al tiempo
durante una reaccién competitiva- consecutiva. Tamafio de paso 7 = 0.2, k; = 0.1
kr = 0.05.

Reacciones Competitivas-Consecutivas: ODE45

\\ [
— —G,
— c
— 5
0.8 \\ Co
\\7CD
%) N
g %
o061 7
3]
o
<
)
204Ff .
o)
O
—_—
021 ]
0 A—/!/
0 2 4 6 8 10

Tiempo

Figura 3.15: Concentraciones de los productos y reactivos en una reaccién competitiva-
consecutiva.

Cadenas de Markov

En reacciones quimicas de tipo competitivas-consecutivas el modelo con cadenas de
Markov a tiempo discreto toma como el conjunto de estados S = {A,B,C,D,E}. Enton-
ces podemos obtener, de manera andloga a las secciones anteriores, las probabilidades
de transicién como sigue.

Veamos que quimicamente para la reaccion (3.45) las moléculas C y E se forman de
la desintegracién de A y de B. Entonces, ya que la probabilidad de formacién para las

moléculas C equivale a la velocidad con que desaparece la molécula A, esto es k1 Cg,
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sin embargo, la formacién de C se lleva a acabo con probabilidad distinta de cero tanto

de A como de B, es decir, la probabilidad con la que A se transforma en C es

Pyc = 1/2k1CB.

De manera andloga, notemos que en la ecuacidon (3.46) la molécula A reacciona quimi-
camente con la molécula C para producir las moléculas D y E, entonces la probabilidad
de que A se transforme en D es equivalente a la velocidad con la que desaparece en
(3.46), es decir,

Pip = 1/2k2CC,

pues C se forma con probabilidad distinta de cero tanto de A como de C. En cambio,
observemos que la formacion de la molécula E se lleva a cabo en ambas reacciones, s
decir, en las ecuaciones (3.45) y (3.46), entonces la transformacion de la molécula A en
ambas reacciones producen la concentracion total de la molécula E, la probabilidad de
que la molécula A se transforme en la molécula E es la velocidad con la que desaparece
en ambas reacciones, esto es equivalente como suma de ambas velocidades, sin embargo
consideramos que la produccién de E se debe a la desintegracion de todos los reactivos

involucrados y no solo de la molécula A, por tanto tenemos que,

Pig = 1/2(k1CB +k2CC).

Ademas, sabemos que los reactivos A y B quimicamente no se pueden transformar en si
mismos, entonces Pyp = 0.

Por otro lado, la molécula B solo esta involucrada en la ecuacion (3.45) y en conjunto con
la molécula A reaccionan quimicamente para producir C y E, entonces la probabilidad
de que B se convierta en C es

Ppc = 1/2k1Cy,

y ademads, como quimicamente B no produce D entonces,

Pgp =0.

Ya que B produce E, pero la probabilidad de que E se forme depende tanto de A como

de B, entonces la probabilidad de que B se convierta en E es

Pgr = 1/2k1CA.

Asimismo, la probabilidad de que la molécula A permanezca sin cambios se obtiene al
considerar la probabilidad del conjunto de eventos, es decir
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Luego, utilizando un andlisis andlogo al anterior obtendremos las probabilidades de
transicion para el estado C. Observemos que la molécula C es un producto en la ecuacion
(3.45) y reactivo en la ecuacidn (3.46), veamos que C reacciona quimicamente para
producir D y E pero estos se producen de la descomposicion de ambos reactivos en la
ecuacion (3.46), asi

PCD = 1/2k2CA y PCE = 1/2k2CA,

son las probabilidades de transicién y se deduce que Pcy = Pcp = 0 pues quimicamente
la probabilidad de que C como un reactivo se transforme en otro de los reactivos
involucrados en la reaccién competitiva-consecutiva es nula, e igualmente se tiene que

la probabilidad de que la molécula C permanezca sin cambios es,

FPcc =1 -k Cy.

Finalmente, tenemos que los estados D y E son absorbentes y por tanto agrupando las
probabilidades de transicion obtenidas, la matriz de probabilidades de transicion para la

cadena de Markov se define como sigue.

[1—kiCs—kCc 0 kiC/2 kaCc)2 (kiCp+kaCc)/2]
0 1—kiCy kiCa/2 O kiCa/2
P= 0 0  1—kCs kCu/2 k>Ca /2 . (3.56)
0 0 0 1 0
I 0 0 0 0 1 |

Por consiguiente, las concentraciones de las respectivas especies moleculares de la
reaccion competitiva-consecutiva con respecto al tiempo se obtienen de iterar la matriz
(3.56) y se observa que la concentracion de la molécula A se consume por completo
en la transicién n = 195, para la molécula B ocurre durante la transiciéon n =90 y la
molécula C es la que mas transiciones toma para que su concentracion se consuma por
completo, pues esto sucede después de n = 230 transiciones.

En la Figura 3.16 se muestran las concentraciones para los reactivos y productos
involucrados en la reaccién con respecto al tiempo, utilizando los datos obtenidos de

iterar la matriz de probabilidades de transicion.
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Reacciones Competitivas-Consecutivas
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Figura 3.16: Concentracion de las moléculas A, B, C, D y E, con respecto al tiempo,
obtenidas de la aproximacion utilizando el método de cadenas de Markov.



Capitulo 4

Cadenas de Markov para el
seguimiento de reacciones quimicas

complejas

Ahora que tenemos la teoria y las herramientas necesarias, en este capitulo se desarrolla
el modelo de cadenas de Markov para el seguimiento de reacciones quimicas utilizando

la discusidn de las secciones previas.

Con la intension de simplificar algunos célculos y comprender el progreso del modelo
de interés a desarrollar, haremos un ajuste en la notacion. Primero, diremos que dada
una cadena de Markov, digamos Y = {Y,, },,c1 (Vea Capitulo 1), la variable aleatoria Y,
denota el nivel de la entidad o el estado del sistema al tiempo mAz, donde Ar representa
un intervalo de tiempo, y m € N. Ademds, P;j(m,m+ 1) es la probabilidad de transicion
a un paso de que el sistema estard en el nivel j al tiempo (m + 1)Ar dado que al tiempo

mAt se encuentra en el nivel i, esto es,

Py(mm+1) = P(Yo1 = j | Yo =),

Luego, denotamos como P,; a la probabilidad de transicién a un paso de que el sistema
en el nivel i al tiempo mAr caerd en el nivel absorbente d (Vea Definicion 1.1.22), es
decir, una vez que la entidad o sistema A esta en el nivel d ya no es posible que cambie
a otro nivel, quimicamente la molécula A se ha transformado en un producto y, a menos
que la reaccion quimica sea reversible, no hay razon para cambiar a otro nivel, y se

escribe como,

Py(mm+1)=PYyi1 = jlYm=d).
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4.1. Formulacion del modelo

Supongamos que en una reaccion quimica se involucran N especies quimicas distintas,
que se denotan por A, con j =1,2,---,N, entonces la ecuacion estequiometrica (Vea

Definicién 2.1.1) del sistema se escribe por,

a1A1 +axAs + - -+ ayAy —= Productos, (4.1)

donde, k representa a la constante de velocidad, A; es la sustancia quimica j-ésima
o bien, denota al sistema en el estado j € S, y para cada reaccion elemental que la
involucre se considera como una transicion del sistema en el estado j a otro o viceversa,
es decir, la molécula A; se encuentra en el nivel j pero al ser involucrada mediante
reacciones elementales esta puede cambiar a un nivel distinto. Por tanto, la coleccion
de todas las transiciones que la involucran forman una cadena de Markov a tiempo
discreto. Como parte fundamental de una cadena de Markov es importante identificar
cada posible especie quimica involucrada en la reacciéon que servirdn como los niveles
1,2,--- N, o estados de la cadena de Markov, y de tal manera que el sistema pueda
ocupar un solo estado después de cada transicion.

Entonces, la matriz de probabilidades de transicion (Vea Seccion 1.1) que corresponde
ala (m+ 1)-ésima transicion del sistema que reacciona quimicamente, se denota por

P(m,m+ 1) y se escribe de la siguiente forma,

[Py (m,m+1) Pp(mm—+1) -+ Py(mm+1) Pg(mm+1)]
Pyy(mm—+1) Pp(mm+1) - Py(mm+1) Py(mm+1)

: : - : : (4.2)
Pi(mym+1) Pp(mm+1) -+ Pyimym+1) Pgy(mm+1)

0 0 0 1

donde /, con I < N, es el nimero total de niveles que conforman al espacio de estados S
de la cadena de Markov, es decir, S = {1,2,---,1,d} . Ademds, notemos que esta matriz
satisface las propiedades de una matriz de probabilidades de transicién o matriz estocés-
tica, pues cada elemento de la matriz (4.2) es no negativo, ya que son probabilidades, y

los elementos de cada fila suman la unidad, esto es.

I
Y Pj(m,m+1)+Pg(m,m+1) =1, i=1,2,---1.
j=1

Luego, recordemos que el objetivo central es modelar una reaccion quimica, y de lo
discutido en secciones previas sabemos que esto se logra analizando las concentraciones
de las sustancias quimicas involucradas, y en consecuencia, de las transiciones que
ocurren en la reaccion.

De acuerdo con la discusion en la Seccidon 2.1 del Capitulo 2, dada la distribucién

inicial ¢(0) = [¢;(0)], con j € S, la primera transicién en el sistema se denota como
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¢(1) =[9;(1)], j € S,y se identifica con la distribucion de la variable Y;, que ademads

conforme al Corolario 1.1.5 cada entrada se escribe por,

d
0;(1) =Y P;(0,1);(0), j=1,2,---1.d. (4.3)
i=1

notemos que en esta suma la probabilidad F;; = 0 para cualquier valor de j, excepto

para P;; = 1 pero para este caso ¢4(0) = 0.

Por tanto, siguiendo un razonamiento analogo al anterior obtenemos la m + 1-ésima

transicién del sistema, ¢ (m+ 1), y cada entrada del vector se escribe por,

!
¢j(m+1) =Y Pj(m,m+1)¢;(m), j=1,2,---1.4d. (4.4)
i=1
Por otro lado, suponga que una reaccién que se lleva a cabo dentro de un reactor y
considere la siguiente notacién. Sea n;(0) denota el nimero de entidades en el nivel
i inicialmente en el vector (al tiempo 0), N;(m) es el nimero de entidades en el nivel
i en el reactor al tiempo mAt, X;(m) representa el nimero de entidades de nivel i que
ingresan al reactor en el intervalo de tiempo [mAt, (m+ 1)At ]y, n;(m) , x;(m) los

posibles valores para las variables N;(m) y X;(m) respectivamente.

Ya que N;(m + 1) representa el nimero de entidades en el nivel j al tiempo (m+ 1)At
de una reaccion, entonces este nimero se puede obtener como la suma de las entidades
que pasan a este nivel, es decir, provienen de un nivel distinto, y el nimero de entidades
que ingresan al reactor durante el intervalo de tiempo [mA¢, (m+ 1)At ], por tanto, la
variable N;(m + 1) se calcula por,

l
Ni(m+1) =Y Nij(m,m~+1)+X;(m), (4.5)
=1

1=

donde N;j(m,m+1),coni= j=1,2,---,ly j € S, es una variable aleatoria que denota
el ndmero de entidades en el nivel j al tiempo (m+ 1)At que provienen de las n;(m)
entidades en el nivel i al tiempo mAt¢, es decir, representa el nimero de entidades en
el nivel i que se han convertido en entidades de nivel j durante el intervalo de tiempo
[mAt,m+ 1At ].

Con el fin de obtener informacién acerca de la variable N;(m + 1), observe que las
n;(m) entidades en el nivel i necesariamente se transforman en alguno de los distintos
niveles con probabilidad P; (m,m—+1), j €S, o salen del reactor, es decir, cambian
al nivel absorbente d, con probabilidad P,;(m,m+ 1) durante el intervalo de tiempo
[mAt, (m+ 1)At], quimicamente esto se puede entender como un intervalo de tiempo
en donde se da lugar a una reaccién elemental y las moléculas que se encuentran en un
nivel se transforman a una entidad diferente a los productos, es decir, cambian a otro

nivel. Entonces las n;(m) entidades se distribuyen multinomialmente con parimetros
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ni(m),Py(mym~+1),Po(mym+1),---  Py(mym+1),Py(m,m+ 1), donde n;(m) es el
numero de veces que se repite el experimento.
Sea N;(m) = n;(m) tal que,

l
ni(m) = Y nij+nia, (4.6)
j=1
debido a la distribucién multinomial tenemos que la probabilidad de los sucesos
Nij(m,m+1), j € S, esta dada por,

P[Nji(m,m+1) =nj;, Np(m,m+1) =np,---,Nig(m,m+1) = njg | Ni(m) = n;(m)]
I

e S A— P 1 1 P 1 id
nil!niZ!"'nid! ]1:11[ ’](m’m+ ):| [ ld(l’i’l,l’l’l—{— )] s

ademds, sabemos que el nimero esperado del j — simo suceso observado en las n;(m)

pruebas esta dado por la esperanza matematica,

E[N;j(m,m+1)] = ni(m)P,j(m,m+1), 4.7)

para cada i, j € S. Andlogamente se calcula la varianza del j-ésimo suceso observado,

como

Var[Nij(m,m+1)] = nj(m)Pj(m,m+1) (1= P,j(m,m+1)), (4.8)

paracadai=1,2,---,ly j € S. Claramente los sucesos N;;(m,m+ 1), Nyj(m,m+1)y
Xj, con j # s, son independientes, entonces el nimero esperado de entidades en el nivel
j al tiempo (m+ 1)At, considerando que el nimero de entidades en el tiempo inmediato

anterior mAt es nj(m) y X;(m) = x;(m), i =1,2,---,N, se calcula por,

EIN;(m+1) | N(m) = ni(m), Xi(m) = xi(m) i = 1,2, N],  (49)

de la ecuacion (4.9), la definicién de N;(m+ 1) en la ecuacién (4.5), aplicamos la
propiedad de linealidad de la esperanza matemitica,

!
Z N;ij(m,m+1)

+E [Xj(m)] = } E[Nij(m,m+1)]+E[X;(m)],

M-

luego, supongamos que E [X;(m)] = x;(m) entonces la expresién anterior se reescribe

como,

-

IE[Nij(m7m+1)]+Xj(m),

~

y de la expresion (4.7) conocemos el valor esperado de N;;, teniendo
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! !
ZE[NIJ<m m+1)]+x;(m Z Pj(m,m+1)] +x;j(m).
i=1 i=1
Por tanto,
!
E[N;j(m+1)|Ni(m)=ni(m),X;(m) =x;(m),i=1, Z P;j(m m~|—1)} +xj(m).
i=1
(4.10)
Andlogamente se obtiene la varianza para la variable N;(m + 1), es decir,
Var[Nj(m+1) | Ni(m) = n;(m), X;(m) = x;(m),i =1,2,---,N]. (4.11)
De la independencia de las variables aleatorias, se sigue que
!
Var ZN,](m m+1)+X;(m ZVar N;j(m,m+1)] +Var [X;(m)]
i=1

i=1

luego, por el resultado en la ecuacion (4.8) conocemos la varianza de N;;, entonces

!
ZVar Njj(m, m+l)}+Var Z P; mm—l—l)(l—Pij(m,m+l))]+Var[Xj(m)],
i=1 i=1
y suponiendo que Var[X;(m)] = 0, la expresién anterior se puede reescribir como,

l
; Pj(m,m+1)(1 = Pj(m,m+1))] .

~.

Por tanto,

Var[Nj(m+1) | Ni(m) = ni(m), Xi(m) = xi(m),i = 1,2,--- ,N]
/
Z Pj(m,m+1)(1—Pj(m,m+1))].

i=1

4.2. Ejemplo de aplicacion del modelo de cadenas de
Markov

En el transcurso de esta Seccion abordaremos un ejemplo de reaccién compleja en
donde podremos aplicar nuestro modelo para el seguimiento de reacciones quimicas

que desarrollamos a lo largo de la Seccién 4.1.
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Como mencionamos en algiin momento, existen reacciones quimicas que requieren un
ambiente controlado para poder desarrollarse y obtener resultados de manera uniforme,
los cuales se obtienen al utilizar reactores quimicos [35], por esta razon los ejemplos
que consideramos a continuacion son utilizando reacciones quimicas que se efectiian en
un tipo especifico de reactor quimico llamado CSTR (Vea Definicién 2.1.6).

El ejemplo que se considera a continuacion se basa en las reacciones de tipo Competitivas-

Consecutivas, cuyas propiedades se analizaron en la Seccién 3.5.

Consideremos un nimero x;(m) de moléculas de tipo A; que entran a un CSTR durante
el intervalo de tiempo [mAt, (m+ 1)At], y que la intensidad con la que cada entidad de
cualquier tipo sale de este, en cualquier momento, es (L.

Sea una reaccion Competitiva-Consecutiva dentro de un CSTR, su ecuacion estequio-

métrica tiene la forma,

AL +Ag M5 A+ As 4.12)
Ay + Ay ﬁ) A3 +A5.

De la Seccion 4.1 sabemos que una molécula A; es una entidad en el nivel i y las
moléculas que salen del reactor son entidades que pasan al nivel d. En este caso los
estados para la cadenas de Markov son 1,2,3 y d, que corresponden con las moléculas
A1,A2,A3 y el nivel absorbente, respectivamente, esto es, S = {1,2,3,d}. Por tanto,
considerando un ndmero n;(m) entidades en el nivel i al tiempo mAt, a continuacion se

obtienen las probabilidades de transicion.

La probabilidad con la que las entidades en el nivel 1 se transforman en entidades de

nivel 2, esta dado por,

Pp(mm+1) =P =2 |V =1) (4.13)
= kyng(m)At. (4.14)

quimicamente, sabemos que la probabilidad con la que aparece una molécula esta dada
por su velocidad de reaccién, entonces de la cinética quimica (Vea Capitulo 2), la

velocidad con la que desaparecen las moléculas A esta dada por,

dCy,
dt

pues, es claro que la concentracion de la sustancia quimica A4, que se representa por Cy,,,

=k1Cy,Ca,

corresponde con el nimero de entidades en el nivel 4, y por consiguiente, la velocidad

(Vea Definicion 2.1.4) con la que aparece la molécula A; es,
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V= k1CA4 = k1n4(m).

Luego, de la ecuacion estequiométrica (4.12) se puede observar que las moléculas de
tipo A1 no se convierten en moléculas de tipo Az, es decir, las entidades en el nivel 1 no

se transforman en entidades de nivel 3, por esta razon se tiene que,

Pi3(m,m+1)=0. (4.15)

Ademas, por hip6tesis sabemos que las moléculas de cualquier tipo salen del reactor con
intensidad U, es decir, las entidades de cualquier nivel se trasforman al nivel absorbente

d con probabilidad t, entonces

Pia(m,m+1) = uAt, (4.16)

Ahora que conocemos las probabilidades con las que entidades del nivel 1 se transforman
a otro nivel, resta hallar la probabilidad con que las entidades de nivel 1 permanecen en
este nivel, calculamos utilizando las propiedades de probabilidad para el complemento

de eventos,

PYpi1=1|Yy=1)=1-P¥u1 #1|Y,=1),

se sigue que,

Y

1—P(Ym+1 %1 |Ym: 1) =1- [ZP]k(WLﬂ’I’l‘}‘I)
k1

o bien,

=1—[Pp(mm+1)+P3(mm+1)+Pg(mm+1)],

1— [Z Pi(mym+1)
=y

luego, de las probabilidades obtenidas en las ecuaciones (4.14), (4.15), (4.16), obtene-

mos

P(Ypir =1]Yn=1)=1— (kyng(m)At +0+ pAr),

por tanto,

P11<m,m+ 1) =1 —k1n4(m)At—/.L(At).

Por otro lado, de la ecuacién estequiométrica en (4.12) y la cinética quimica, la velocidad
con que las entidades en el nivel 2 desaparecen, es decir, cambian a otro nivel, esta dada
por la ecuacion de velocidad,
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B dCy,
dt

similar al caso anterior se sigue que,

= kyCy,Chy,

P23(m,m—|— 1) = P(Ym—H =3 | Y, = 2)
:k2n4(m)At,

como la reaccion de la ecuacién (4.12) no da lugar a que las entidades en el nivel 2 se
conviertan en entidades de nivel 1, entonces,
P21(m,m+ 1) = 0,

ademds, por hipdétesis se sigue que,

P2d(m,m—i— 1) = UAtL,

luego, la probabilidad de que las entidades en el nivel 2 no pasen a otro nivel se calcula

utilizando el complemento del evento de interés,

P(Ypi1=2[Yy=2) =1=P¥1 #2|¥Yu=2),

Y

=1- [Z Py (m,m+1)
k22

=1—[Pi(mm+1)+P3(mm+1)+ Pyg(m,m+1)],
=1- (O—i—k2n4(m)Al‘+[,LAt),

por tanto,

Pzz(m,m+ 1) =1 —k2n4(m)At — ,uAt).

Finalmente, observemos que las entidades en el nivel 3 no se transforman en entidades
de nivel 2 ni de nivel 1, esto se observa directamente de la ecuacion estequiométrica
(4.12), entonces,

Pgl(m,m+l):O, P32(m,m+1):O,

ademds, por hipdtesis las entidades en el nivel 3 salen del reactor, o bien, se transforman

al nivel absorbente d, con probabilidad u, es decir,

Pyy(m,m+1) = pAt,
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y, de manera andloga a los casos anteriores, la probabilidad de que las entidades de

nivel 3 permanezcan en ese nivel esta dada como,

PYui1 =3|Ym=3)=1—[Psy(mym+1)+Py(mym+1)+Psy(mym+1)],

entonces, con las probabilidades de transicién P31,P3, y P3; obtenemos,

P33 =1— uAr.

Por tanto, la matriz de probabilidades de transicion para esta cadena de Markov se
expresa como,

1 —kina(m)At — p(At) king(m)At 0 wu(Ar)
0 1 —kpng(m)At — u(At)  kona(m)Ar  p(Ar) @.17)
0 0 1—u(At) p(Ar)|’ '
0 0 0 1

la cual claramente satisface las propiedades de una matriz estocéstica (Ver Capitulo 1).

La ecuacioén (4.10), nos permite calcular el nimero esperado de entidades en los niveles
1,2,3 al tiempo m+ 1, con m € Ny, que provienen de las n;(m) entidades en el nivel i,

coni=1,2,3,45, al tiempo m, es decir

3
E[Nj(m+1)|N;=n;(m), Xi(m) =x;(m),i=1,2,3,4,5]| = Z [ni(m)P,-j(m,m+ 1)] +xj(m).
= 4.18)

para j = 1,2,3. Sin embargo, el nimero esperado de especies moleculares de tipo A4
dentro del reactor al tiempo (m + 1) se obtiene de las restricciones estequiométricas

como,

E[Ns(m=+1) | Ni(m) = ni(m),X;(m) = x;(m),i = 1,2,3,4,5] (4.19)

= ng(m)[1 — pAt] —ny(m)Prp(m,m+1) —np(m)Po3(mym+1) 4+ x4(m)






Capitulo 5
Conclusiones

Originalmente, la interaccion de reacciones quimicas pueden modelarse por medio de las
ecuaciones cinéticas o también llamadas ecuaciones de velocidad tal como hemos visto a
lo largo de las secciones 3.1 a 3.5, en donde explicamos la obtencién de las soluciones de
forma analitica, es decir, resolviendo los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
que derivan directo de las ecuaciones cinéticas, y de forma numérica, que en ambos
casos nos proporcionan la relacion de concentracion-tiempo. Sin embargo, resulta de
gran utilidad modelar sistemas quimicos a través del método de cadenas de Markov,
pues no requiere resolver sistemas de ecuaciones que en ocasiones resultan ser dificiles
de obtener cuando se trata de reacciones quimicas complejas, como las reacciones
Competitivas-Consecutivas, en cambio, nos proporcionan una alternativa para obtener
informacién acerca de las posibles interacciones entre las moléculas implicadas en la
reaccion y nos permite obtener una vision mas amplia del proceso por el que evoluciona
la reaccion y, en consecuencia, se puede extender la investigacion y el desarrollo de

mecanismos de reaccion.

Sin embargo, una desventaja al utilizar cadenas de Markov para modelar reacciones
quimicas complejas que presenta es que su aplicacion no es universal, pues el metodo
funciona para algunos casos de reacciones quimicas, mientras que para otros es necesario
definir de manera conveniente las condiciones para la reaccion, tal es el caso de las

reacciones competitivas-consecutivas

En general, hemos concluido de los resultados obtenidos a lo largo de este trabajo que,
la aproximacion que obtenemos de la aplicacion del método de cadenas de Markov
a reacciones quimicas no exhibe mayor precision que otros métodos, pero desde el
punto de vista tedrico es capaz de aportar informacién para predecir la influencia que
tienen las sustancias quimicas en el resultado final de la reaccién o en la obtencion de
productos finales alternativos, asimismo, nos posibilita el estudio de mecanismos de
reaccion. Por otra parte, desde el punto de vista practico nos permite describir e ilustrar
la interaccidén quimica que lleva a cabo un proceso quimico con respecto al tiempo,
ademds de facilitar la obtencion de dichos resultados.
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Conclusiones

Durante los capitulos previos se ha analizado el posible desarrollo de una reaccion
quimica mediante el modelo de cadenas de Markov a tiempo discreto, ademds, somos
consientes de que este tipo de procesos pueden obtenerse por medio de métodos experi-
mentales los cuales son observados a través de tiempo, que puede considerarse continuo,
por consiguiente, tiene sentido preguntarse si es posible modelar los procesos quimicos
mediante cadenas de Markov a tiempo continuo.

Veamos que, como se mencioné en la Seccidn 2, las cadenas de Markov a tiempo
continuo se caracterizan por ser un proceso en donde los estados son visitados y el
proceso se queda en estos por una longitud de tiempo, para que las reacciones quimicas
se modelen por medio de cadenas de Markov a tiempo continuo es necesario conocer los
tiempos de espera, esto es, para una reaccion quimica se conoce el llamado mecanismo
de reaccién que nos indica las moléculas que se van formando para las reacciones
elementales después de cada transicion, sin embargo se desconoce la longitud de tiempo
en el que estas moléculas permanecen en la reaccion, esto hasta que se transforman en
otras moléculas distintas y asi generar una nueva reaccion elemental. Para fijar esta idea

por completo considere el siguiente ejemplo.

Sea la reaccion quimica,

2NO(g) + Hz(g) — N20(g) + H20(g), (5.1)

supongamos, que un posible mecanismo de reaccidn para este proceso que reacciona

quimicamente se produce en dos reacciones elementales, es decir,

2NO+ Hy — N>,O+ H,O Etapa 1 (5.2)
NO+Hy — N, +H,O Etapa 2

en donde, para la primera etapa dos moléculas de NO chocan con una molécula de H;
para generar una molécula de H,O y una molécula de N,0. Observe que la molécula
N0 aparece como producto de la primera reaccion elemental y para la segunda reac-
cién elemental se considera como un reactivo, que como se menciono, a este tipo de
moléculas se les denomina sustancias intermedias o especies transitorias pues en alguna
de las reacciones elementales esta molécula se desaparece por completo de la reaccidn,
entonces al tiempo en que la molécula de N,O permanece activa entre las reacciones
elementales de la reaccion global se le conoceria como tiempo de espera de la cadena
de Markov a tiempo continuo, sin embargo, estos tiempos son desconocidos, ya que los
mecanismos de reaccion son solo una posible ruta para llegar a la reaccion deseada, pero
resultaria de gran utilidad desarrollar un método con el cual aproximar estos tiempos
de espera en el que las sustancias intermedias se involucran en la reaccién quimica,
y en consecuencia, estudiar un modelo de cadenas de Markov a tiempo continuo que

modelen procesos que reaccionan quimicamente.
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Ademads, podemos considerar estudiar los casos bajo los cuales modelar reacciones
quimicas complejas mediante cadenas de Markov permite la obtencion de distribuciones
limite y, en consecuencia distribuciones estacionarias, considerando factores quimicos
que puedan acelerar o limitar el proceso de una reaccién quimica.
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