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Ing. José Alberto Cruz Tolentino

DISEÑO Y
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Resumen

DISEÑO Y APLICACIONES DE UN CONTROLADOR
PID WAVELET

En el presente trabajo de tesis se diseñaron dos controladores del tipo multiresolución,

uno llamado PID wavelet, el cual hace uso de la técnica multiresolución basada en la

teoŕıa wavelet para la descomposición de la señal de error, para obtener varias señales

a diferentes escalas-frecuencias las cuales son escaladas y sumadas para generar una

señal de control que compensa las incertidumbres del sistema. El otro controlador se le

llama PID wavenet, que básicamente consiste de un PID wavelet cuyas ganancias son

sintonizadas y adaptadas mediante redes neuronales wavelet. Además se presentan las

siguientes aplicaciones de los controladores diseñados:

1. PID wavelet en simulación numérica y experimentación:

Control de posición de un motor de CD.

Control de posición de un robot planar.

Control de temperatura de un sistema térmico, donde sólo se aplico en

simulación numérica.

2. PID wavenet en simulación numérica:

Control de posición de un motor de CD.





Abstract

Design and applications of an wavelet PID controller

In this thesis we designed two controllers of the type multiresolution, The first

controller is named wavelet PID, this controller uses multiresolution technique based

on wavelet to decompose the error signal into different scale-frecuency and then the

resultant signals are added and scaled by their respective gains to generate the control

signal to compensate the uncertains of the system. The second controller is named

wavenet PID, this controller consists of an wavelet PID whose gains are tuning and

adaptive using wavelet neural networks. In addition we present the applications of

the controllers designed:

1. Wavelet PID in simulate numerical and experimentation:

Position Control of the a motor of CD.

Position Control of a planar robot.

Temperature Control of a thermal system, where only it apply in simulation

numerical.

2. Wavenet PID in simulate numerical:

Position Control of a motor of CD.
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xvi Índice general

2.6. Comentarios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3. Desarrollo de un control PID wavelet 13

3.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3.2. Control PID multiresolución . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3.3. Análisis multiresolución . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.4. Algoritmos del PID wavelet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.5. Resultados de simulación e implementación . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.5.1. Motor de CD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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B.2.1. Funciones periódicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
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B.5.2. Śıntesis de descomposición . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

B.6. Comentarios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

C. Redes neuronales artificiales 127

C.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

C.2. El perceptrón y el percentrón multicapa . . . . . . . . . . . . . . . . 128

C.3. Redes neuronales con funciones de base radial . . . . . . . . . . . . . 132

C.4. Comentarios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

D. Teoŕıa wavenet 135

D.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

D.2. Algoritmos wavenets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

D.3. Comentarios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

E. Implementación de un filtro wavelet 141

E.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

E.2. Filtro wavelet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

E.3. Implementación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

F. Algoritmos programados en MATLAB y simulink 145

F.1. Algoritmos del PID wavelet empleados para la simulación . . . . . . . 145

F.1.1. MATLAB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

F.1.2. simulink . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

F.2. Algoritmos del PID wavelet empleados para la implementación expe-

rimental en simulink . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

F.3. Algoritmo del filtro wavelet. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

F.4. Algoritmos del PID wavenet en Matlab . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
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3.18. Señal de control del PID clásico y la señal de control del PID wavelet,
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la presencia de una señal de ruido. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.24. Sistema del robot planar de dos grados de libertad sin acción de gravedad,

donde m1, m2, l1, l2, q1, q2 son la masa en el eslabón 1, la masa en el

eslabón 2, la longitud del eslabón 1, la longitud del eslabón 2, la varia-

ble articular 1 y la variable articular 2, respectivamente; y u1, u2 son

el par aplicado al actuador 1 y al actuador 2, respectivamente. . . . . 39
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5.10. Resultados de la señal de control para el actuador 1 y 2. . . . . . . . 70
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señal de salida y el umbral, respectivamente. . . . . . . . . . . . . . . 129
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capa de salida, la función de activación, la l-ésima señal de salida y el
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Índice de tablas

3.1. MATLAB: Comandos para la descomposición . . . . . . . . . . . . . 21

3.3. ALGORITMO: Algoritmo de control PIDMR . . . . . . . . . . . . . 24

3.2. Coeficientes del filtro Daubechies de orden 2. . . . . . . . . . . . . . . 26
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Caṕıtulo 1

Introducción

Un esquema simple de un control básico está conformado por tres bloques como

se muestra en la Figura 1.1: La planta que es el sistema a ser controlado, el cual

puede ser afectado por perturbaciones externas, un sensor que mide la variable de

interés y finalmente el controlador que hace que la planta se comporte de una manera

predeterminada.

Figura 1.1: Esquema simple de un control clásico, donde yref , e, u, y, P y r, son:

la señal de referencia del sistema, el error entre la salida y la referencia, la señal de

control, la salida del sistema, las perturbaciones externas al sistema y el ruido en la

medición, respectivamente.

Uno de los controladores más empleados en la industria moderna y en la antigua

es el control Proporcional, Integral y Derivativo ( PID ), debido a la facilidad de con

la que realiza e implanta, ya que sólo requiere hacer pruebas básicas, además que

presenta robustez [82].

Inspirado en la estructura de un PID clásico se propone en este trabajo de tesis una

1
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versión modificada de un PID clásico discreto, llamado PID wavelet. Esta estructura

hace uso de la teoŕıa wavelet para tener un mejorar comportamiento del sistema en

lazo cerrado.

En la estructura del PID wavelet propuesto se hace una descomposición de la señal

de error, el cual permite tener diferentes detalles de dicha señal que se está tratando

[43, 69, 75].

El diseño y la simulación de los algoritmos de los controladores PID propuestos se

desarrolla bajo el entorno de programación de MATLAB y Simulink.

La validación del PID wavelet propuesto se hace mediante diferentes aplicaciones:

control de posición de un motor de CD, un sistema térmico y un robot planar, mientras

que el PID wavenet sólo se aplica en simulación numérica para el control de posición

de un motor de CD.

Con base a este panorama general en la siguiente sección se enuncia el problema

a trabajar.

1.1. Descripción de la problemática

Entonces, el problema que se plantea es cómo estabilizar un sistema cuando no se

conoce su modelo matemático.

1.2. Descripción de la propuesta de solución

La solución que se propone al problema planteado es desarrollar algoritmos de dos

controladores del tipo multiresolución, uno llamado PID wavelet, el cual hace uso la

técnica multiresolución basada en la teoŕıa wavelet para la descomposición de la señal

de error, para obtener varias señales a diferentes escalas-frecuencias las cuales son

escaladas y sumadas para generar una señal de control que compensa las incertidum-

bres del sistema. El otro llamado PID wavenet que se basa en el aprovechamiento

que tienen las wavelets en conjunción con las redes neuronales y los algoritmos de

adaptación LMS todos esto para obtener un controlador PID multiresolución adap-

table siendo su principal caracteŕıstica, el emplear una red neuronal wavelet con fun-

ciones wavelet madre Morlet como funciones de activación, aplicado a un sistema no

lineal SISO en donde el modelo matemático se desconoce.

1.3. Objetivos de la tesis

Los objetivos de este trabajo de investigación son los siguientes:
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Objetivo general

Diseñar e implementar algoritmos de dos controladores PID’s multiresolución, uno

que hace uso de la teoŕıa wavelet y el otro que además hace uso de la teoŕıa de redes

neuronales wavelet.

Objetivos espećıficos

Los objetivos espećıficos de la tesis son los siguientes:

Analizar los algoritmos clásicos de los controladores PID, tanto en caso continuo

como discreto.

Diseñar un algoritmo de un controlador PID wavelet.

Diseñar un algoritmo de un controlador PID multiresolución adaptable emplean-

do redes neuronales wavelet.

Implantar algoritmos de un controlador PID multiresolución adaptable emplean-

do redes neuronales wavelet.

1.4. Hipótesis

Haciendo uso de controladores del tipo multiresolución es posible estabilizar sis-

temas de posición sin requerir uso del modelo matemático para el diseño.

1.5. Justificación

Un método de autosintonización es una consideración importante en el diseño de

un controlador adaptable de un sistema desconocido con variaciones lentas. La idea

básica en control adaptable es estimar los parámetros de la planta que vaŕıan y ajustar

los parámetros del controlador en ĺınea, basados en las señales del sistema usando los

parámetros estimados en el cálculo de entrada de control. Sin embargo, las técnicas

tradicionales de control adaptable pueden sólo tratar con sistemas lineales o en su

defecto casos especiales de sistemas no lineales. T́ıpicamente, esas técnicas asumen

que el modelo del sistema está operando en una región lineal. Los parámetros de un

modelo de la planta linealizado son estimados de manera recursiva y son usados para

actualizar el controlador. Comúnmente no es posible representar adecuadamente las

caracteŕısticas del sistema, tales como no linealidades y en general la complejidad

del sistema. Dada la importancia del control adaptable, es necesario desarrollar una

técnica en la cual la estructura del modelo de un sistema puede ser identificado por

un proceso adaptable.
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1.6. Aportaciones

Las aportaciones de este trabajo de investigación son las siguientes:

Puesta en operación de un sistema de control posición de un grado de libertad.

Puesta en operación de un robot planar.

Implantación de un controlador PID wavelet en las plataformas anteriores.

Aplicación de un controlador PID wavenet a un sistema de control de posición.

Implantación de un filtro digital wavelet en un dispositivo háptico PHANToM.

Publicación de los resultados en dos congresos nacionales y un congreso inter-

nacional.

1.7. Organización de la tesis

En el Caṕıtulo 2, Estudio del estado del arte, se analizan los trabajos relacionados

con el desarrollo de esta investigación. En el Caṕıtulo 3, Desarrollo de un control PID

wavelet, se desarrolla un controlador PID wavelet y se presentan los resultados de

simulación sobre algunos sistemas, tales como: un motor de CD, un sistema térmico y

un robot planar. El Caṕıtulo 4, Desarrollo de un control PID wavenet, se presenta las

caracteŕısticas del controlador PID wavelet propuesto y se presentan los resultados en

simulación sobre un sistema de control de posición de un motor de CD, mientras que

en el Caṕıtulo 5, Resultados de laboratorio, Se muestran los resultados experimentales

y las plataformas experimentales, donde son obtenidos los resultados, demostrándose

la mejora en el comportamiento del sistema global. Finalmente, el Caṕıtulo 6, Con-

clusiones, se discuten los principales resultados del trabajo de investigación, también

se presentan los trabajos futuros relacionados con este estudio.



Caṕıtulo 2

Estudio del estado del arte

El objetivo de este caṕıtulo es presentar los principales resultados que están es-

trechamente relacionados con este trabajo de tesis. La organización del caṕıtulo es

la siguiente: en la Sección 2.1 se presenta una introducción, haciendo énfasis en las

diferentes áreas de trabajo que interactúan en el desarrollo de la tesis: teoŕıa wavelet,

redes neuronales, teoŕıa wavenet y control de sistemas. Mientras que en las Secciones

2.2, 2.3, 2.4 y 2.5 se describen los trabajos de cada una de estas áreas. Finalmente,

en la Sección 2.6 se presentan los comentarios.

2.1. Introducción

Una de las etapas fundamentales en el trabajo de tesis es el conocer las investiga-

ciones que se han venido realizando en los últimos años en las áreas de:

Teoŕıa wavelet.

Redes neuronales.

Teoŕıa wavenet.

Control de sistemas.

Con la finalidad de tener un conocimiento bien fundamentado y aśı poder de-

sarrollar, aplicar y/o aportar algo sobre las áreas en cuestión, en la Figura 2.1 se

muestran estas áreas. A continuación se mencionan los trabajos que se consideran

más importantes para el desarrollo de la tesis.

5
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Figura 2.1: Áreas requeridas para el desarrollo de la tesis.

2.2. Teoŕıa wavelet

El desarrollo de las wavelets empieza a partir del trabajo de Alfred Haar, de quien

se conoce la primera wavelet [27] la cual lleva su nombre y fue propuesta a princi-

pios del siglo XX. Contribuyeron de modo notable al avance de la teoŕıa Goupillaud,

Grossmann y Morlet [25, 26] con su formulación de lo que hoy se conoce como trans-

formada wavelet continua TWC Jan Olov-Strömberg con su temprano trabajo en

1983 sobre wavelets discretas, Ingrid Daubechies [13], con su propuesta de wavelets

ortogonales con soporte compacto publicado en 1988, Stephane Mallat y Yves Meyer

[60], con su marco multirresolución publicado en 1989 y muchos otros trabajos desde

entonces.

En la actualidad existen una gran cantidad de art́ıculos, libros y software que

hacen de este tema toda una área de investigación. Se tiene por ejemplo los art́ıculos de

Daubechies [11, 12, 13] que son un semillero de generación de conocimiento en el área,

en este mismo tenor se tienen los art́ıculos de Meyer [59, 60, 61]. En cuanto a libros se

refiere se han venido publicando alguno de ellos con el objetivo de ser usado en función

del área de aplicación, se tiene por ejemplo los libros [20, 38, 86] que están enfocados a

dar las bases matemáticas sobre el tema, mientras que [29, 31, 49] presentan la teoŕıa

y sus diferentes aplicaciones en áreas de la ingenieŕıa. Es importante mencionar que

no se encontró un libro que trate la teoŕıa wavelet aplicada al control de sistemas

dinámicos. Sin embargo, śı se tienen una gran cantidad de publicaciones tanto en

congresos internacionales como revistas sobre este gran tema de interés para el autor

de la tesis. Por mencionar algunos, por ejemplo en [14, 45, 91] y [18] se presentan

aplicaciones de la teoŕıa wavelet al procesamiento de señales médicas y localización

de caracteŕısticas faciales, respectivamente.

Por otro lado en control existen diferentes trabajos previos, que utilizan trans-
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formadas wavelet para: análisis multiresolución, aproximación de funciones, identi-

ficación de parámetros, sintonización de PID, clasificación de perturbaciones, por

mencionar algunos. Más adelante haremos referencia de algunos de esos art́ıculos que

utilizan transformadas wavelets.

En cuanto a software se refiere se ha de mencionar, que existe una toolbox de

MATLAB [54] para la teoŕıa wavelet, el cual cuenta con algoritmos numéricos pro-

gramados en forma de comandos, que pueden ser usados en procesamiento de señales

e imágenes.

2.2.1. Trabajos previos sobre wavelet

Un novedoso controlador PID basado sobre análisis multiresolución basado en

wavelet fue presentado en [69]. El controlador es similar a un controlador PID en su

principio y aplicación. Dicho controlador es simulado para controlar la velocidad de un

servo sistema, que manifiesta resonancia de baja frecuencia, que son causados por los

componentes de transmisión y el mal acoplamiento del motor con la carga, el objetivo

es llevar al motor a una velocidad de referencia dada. Se prueba de forma f́ısica el

controlador en dicho sistema para controlar la posición, donde el objetivo es rotar la

carga una revolución en un segundo sin sobre paso. De los resultados obtenidos en

ambos casos, se resalta el hecho de que la señal de control es mucho más suave y sin

cambios bruscos que utilizando un PID clásico. Aunque en ambos casos se lograron

los objetivos cabe mencionar que se probó en sistemas lineales y con sus modelos

matemáticos bien conocidos.

En [37] hacen uso de la transformada Haar para un método computacional que

determina las constantes de un control con retroalimentación del estado de un sistema

con retardo y variante en el tiempo, mientras que en [67] utilizan un Algoritmo de

Colocación Sucesivo wavelet para resolver ecuaciones Hamilton-Jacobi-Bellman Ge-

neralizadas que aparecen en problemas de control. Por otro lado en [23] se propusó

un algoritmo genético para obtener un control en la reorientación de una nave es-

pacial subactuada con dos volantes, que proveen dos señales de control de entrada,

produciendo momentos sobre los ejes xyz, aśı permite cualquier orientación de la

nave espacial, el cual utiliza la transformada wavelet discreta TWD para aproximar

la ley de control. En los tres art́ıculos anteriores hacen uso de la transformada wavelet

para el diseño de un controlador sub-óptimo y para la solución de ecuaciones que se

presentan en problemas de control sub-óptimo.

En el control de robots se sabe que ciertos tipos de perturbaciones ocurren, en [32]

presenta un clasificador y un estimador difuso de las perturbaciones que actualmente

afectan el proceso. El clasificador utiliza TWD para extraer las caracteŕısticas de la

señal medida, basado en estas caracteŕısticas, un sistema difuso da una estimación de

la proporción de diferentes perturbaciones que se presentan en la señal. La salida del
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clasificador es usado para seleccionar un control para una perturbación en particular,

esto a su vez es usado para controlar el proceso durante la perturbación.

En el trabajo de [56], muestran y concluyen, la ventaja de usar la transformada

wavelet en lugar de la transformada de Fourier en el análisis de procesos qúımicos,

debido que en la transformada wavelet puede visualizarse el comportamiento dinámico

del proceso en el dominio de tiempo-frecuencia, la relación interna entre los estados

del proceso pueden ser clasificados y la señal de propagación puede ser identificada.

La transformada wavelet también es usada en un método adaptable en la simu-

lación de circuitos no lineales [90], al igual que para desarrollar un algoritmo para

estimación de la escala y el tiempo transcurrido entre dos señales recibidas y subse-

cuentemente para extraer el tiempo de retardo y la compresión doppler, espećıfica-

mente en tiempo de retardo para movimiento lineal, en procesamiento de señales de

radar y sonar [64].

2.3. Redes neuronales artificiales

El interés de cient́ıficos e ingenieros durante muchos años por lograr máquinas

inteligentes (que puedan emular el conocimiento humano), han llevado a desarrollar

lo que se le conoce como Redes Neuronales Artificiales RNA un estudio sistemático

fué publicado por primera vez por McCulloch y Pitts [58] y cuatro años después

los mismos autores exploraron los paradigmas de la red para un reconocimiento de

patrones usando un percentrón de una simple capa [57].

Una red neuronal se define como un procesador distribuido en paralelo, que puede

filtrar y procesar la información y tener una decisión [83]. Una red neuronal se parece

al cerebro en dos ideas básicas:

La red necesita una cantidad de información para entrenarse.

Las conexiones entre las neuronas se usan para almacenar la información.

Desde entonces y hasta la fecha se han publicado: libros y art́ıculos, por mencionar

algunos por ejemplo: en libros [17, 28, 30, 92] y en art́ıculos [1, 52, 73] y [3, 34,

35] que combina sistemas difusos con redes neuronales. Una de las herramientas de

programación para facilitar el desarrollo de redes neuronales es la toolbox incluida en

MATLAB [53]. La teoŕıa básica sobre RNA se presenta en el Apéndice C, que da las

bases necesarias al autor para el desarrollo de este trabajo de tesis.

Debido a la estructura de las redes neuronales, éstas permiten el uso de la trans-

formada wavelet, conocida como red neuronal wavelet o wavenet.



Caṕıtulo 2: Estudio del estado del arte 9

2.4. Teoŕıa wavenet

Una red neuronal posee: una capa de entrada, una o varias capas ocultas y una

capa de salida, cada capa posee varias neuronas las cuales tienen una función de acti-

vación: función sigmoidal o función tangente hiperbólica, que son las más comúnmente

empleadas [87]. Pero existen trabajos de investigación donde dicha función de acti-

vación es sustituida por una función wavelet, por lo que es conocida como wavenet.

A continuación se presentan los art́ıculos más relevantes y los cuales inspiran este

trabajo de tesis.

2.4.1. Trabajos previos sobre wavenet

Como se mencionó anteriormente, una wavenet no es más que la estructura de una

red neuronal radial con funciones wavelet como funciones de activación, un ejemplo es

[46] donde utilizan funciones wavelets Gaussianas como funciones de activación para

diseñar un controlador adaptable para robots.

Una de las aplicaciones donde emplean las wavenets, es en [85], donde un control

PID es auto-sintonizable empleando una wavenet. Además, pueden utilizarse para

identificación de parámetros de sistemas dinámicos no lineales, como [43], donde se

utilizan dos estructuras wavenet : una para identificación y otra para sintonizar un

PID. Puesto que las wavenet combinan las ventajas ofrecidas en el aprendizaje de una

red neuronal y la representación de una wavelet, ofrecen un aproximación eficiente en

sistemas de control dinámicos que usualmente poseen complejidad, no linealidades e

incertidumbres.

También, las wavenets pueden usar como control inteligente, para tener más ro-

bustez en un sistema donde utiliza un vector de control en máquinas de inducción

[62], y para aprendizaje en ĺınea y la cancelación de errores repetitivos en lectura de

unidades de discos [4].

Algunos trabajos como [5, 6, 71, 88], hacen uso de wavenet para el control adap-

table en sistemas dinámicos no lineales. Los resultados basados en simulaciones en

modelos pertubados como el péndulo invertido y otros modelos de sistemas no lineales,

demuestran la eficacia de este tipo de control adaptable wavenet.

Un controlador PID adaptable presentado en[75], mediante una red neuronal adap-

table RASPl para controlar un sistema de conversión de enerǵıa eólica. Para el proceso

de identificación utiliza una estructura de una red neuronal de una simple capa con

alimentación hacia adelante con transformadas wavelet incrustadas en las neuronas

de la capa oculta, en cascada con un bloque de un filtro IIR (Filtro de Respuesta al

Impulso Infinito).

En algunos trabajos como [2, 44, 48], usan wavenet para la identificación y aproxi-

mación de sistemas no lineales, mientras que [22] las usan para aproximación y apren-
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dizaje de series caóticas, simulando en dos de las más famosas series caótica: ecua-

ciones de Lorenz y Mackey-Glass.

Algunas otras áreas en donde se emplean wavenets son: en un método de diagnós-

tico aplicado en la detección del golpeteo del motor en la industria automotriz [84],

mientras que en [33] es empleado para control longitudinal de un pelotón vehicular v́ıa

wavenet para un sistema de prevención de coalición de carros y modelado de señales en

el campo de procesamiento de señales electrofisiológicas y análisis tiempo-frecuencia

en [91].

Existen algunos trabajos tales como: [76], donde presentan un trabajo de investi-

gación para comparar redes neuronales (en particular las de funciones de base radial)

y wavenet. Los resultados experimentales demuestran que la wavenet son un caso es-

pecifico de la red neuronal de base radial, aśı que las redes neuronales de base radial

en su forma más general puede ser espećıficamente aplicada también para aproxima-

ciones de funciones pero depende de que tan bien se elija la función de activación.

También en [80], donde hacen una comparación entre funciones wavelet y series de

Fourier para una red neuronal en un clasificador de cromosomas, dando como resulta-

dos en simulación que, al usar wavenet converge mucho más rápido al error RMS de

0.00001 y el clasificador wavenet usa solamente 16 coeficientes, mientras el clasificador

de Fourier requiere 32 coeficientes y converge en el doble de épocas al mismo valor de

error ( RMS ). Dejando claro que es mejor usar funciones wavelet como funciones de

activación que series de Fourier.

2.4.2. Trabajos previos realizados por alumnos del CITIS

Existe una tesis previa a éste trabajo de investigación dado en [15]. Aqúı bási-

camente lo que se hace es emplear las wavenet para la aproximación de funciones

desconocidas, obteniendose resultados en simulación numérica. En [74] se presenta un

esquema de aprendizaje reforzado derivado del método Q-Learning, el cual emplea

RNA, cuyas funciones de activación son funciones wavelets y los algoritmo desarro-

llados son validados en la aplicación de control de un sistema subactuado. También,

es importante mencionar que la plataforma sobre la que se trabaja es un ball and

bean que fué diseñado y construido por estudiantes de la carrera de Ingenieŕıa en

Electrónica y Telecomunicaciones [10] que se ofrece en la UAEH .

2.5. Control clásico

Uno de los controladores más empleados en la industria moderna es el PID (Pro-

porcional Integral-Derivativo) [82]. El controlador PID en adición a su eficacia como

un medio de control, que lo ha mantenido como el más empleado desde que apareció
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por los años 40’s [82], es por el hecho de ser muy práctico de implementar en circuitos

analógicos y ser muy intuitivo, el cual lo hace fácil de sintonizar.

En general, un controlador PID toma como entrada al error, e y actuar sobre él

para generar una señal de control como salida u, como se muestra

u = kP e+ kI

∫ t

0

edt+ kD
de

dt
, (2.1)

donde kP , kI y kD son las ganancias del PID a ser sintonizadas, los tres términos

en este controlador representan intuitivamente el actual, pasado y la tendencia del

error. En una idea general un controlador PID trabaja de la siguiente forma: la parte

proporcional kP e provee la fuerza necesaria para llevar la señal del error a cero, aunque

śı la función de transferencia en lazo cerrado del sistema no posee un integrador 1/s

existe un error en estado estacionario ess, o desplazamiento (offset), es aqúı donde la

parte integral, kI
∫
edt actúa eliminando o reduciendo el error en estado estacionario,

esto lo logra, haciendo que la señal de control u sea diferente de cero cuando el error e

es cero y la parte derivativa kD
de
dt

aporta una alta sensibilidad, debido a que responde

a la velocidad del cambio del error y produce una corrección significativa antes que

la magnitud del error se vuelva demasiado grande, es decir, prevé el error, inicia una

acción correctiva oportuna y tiende a aumentar la estabilidad del sistema [65, 66].

La forma de un PID discreto es [39]:

u(k) = u(k − 1) + kP [e(k)− e(k − 1)] + kIe(k) + kD [e(k)− 2e(k − 1) + e(k − 2)] ,

(2.2)

cuya función de transferencia esta dada por

u(z)

e(z)
= kP + kI

T

2

z + 1

(z − 1)
+ kD

1

T

(z − 1)

z
, (2.3)

y su funcionamiento es de la misma forma que el PID continuo.

En la actualidad existen una gran variedad de variantes del PID clásico [16], aśı

como también diferentes técnicas de sintonización [66]. Básicamente se puede clasificar

las variantes del PID clásico como:

PID no lineal.

PID robusto.

PID genético.

PID difuso.

PID neuro-difuso.



12 Caṕıtulo 2: Estudio del estado del arte

PID wavelet.

PID wavenet.

Es en estos dos últimos donde se centra el trabajo de investigación de esta tesis.

2.6. Comentarios

Es importante comentar que existen un gran número de trabajos de investigación

donde se involucran redes neuronales en combinación con la transformada wavelet,

y sólo se mencionan aqúı las que se consideran más importantes para desarrollar el

PID wavenet. Para el mejor entendimiento de la combinación entre redes neuronales

y la transformada wavelet, en el Apéndice D se dan las herramientas matemáticas

necesarias, mientras que en el Caṕıtulo 4 se presenta el controlador PID wavenet, el

cual está inspirado en [75].



Caṕıtulo 3

Desarrollo de un control PID

wavelet

El objetivo de este caṕıtulo es presentar el desarrollo de un control PID wavelet

para sistemas SISO, el cual es simulado e implementado en diferentes sistemas como:

un motor de CD, un sistema térmico y un robot planar, para definir las ventajas y

desventajas de este controlador en ambos sistemas. Para poder lograr el objetivo, se

ha organizado este caṕıtulo de la siguiente forma: se da una breve introducción en

la Sección 3.1, en la Sección 3.2 se da la estructura del control PID wavelet, llamado

PID multiresolución PIDMR . El análisis multiresolución es un tema muy importante

para el desarrollo del PID wavelet, siendo empleado para la descomposición de la señal

del error, por tal motivo en la Sección 3.3 es visto, los algoritmos para el desarrollo

del PID wavelet para la simulación e implementación son dados en la Sección 3.4, los

resultados de las simulaciones son dados en la Sección 3.5 y las conclusiones basadas

en los resultados se dan en la Sección 3.6.

3.1. Introducción

El controlador wavelet es similar a un control PID en principio y aplicación, como

se muestra en la Figura 3.1. La salida y de un sistema de control representa los

efectos acumulativos de incertidumbre tales como: el ruido en el estado, variación en

la fricción y perturbaciones externas, las cuales se manifiestan a diferentes escalas. El

control wavelet utiliza el análisis multiresolución para descomponer la señal de error e

a diferentes escalas, las señales resultantes son entonces escaladas por sus respectivas

ganancias Ki y adicionadas juntas para generar la señal de control u para compensar

13
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las incertidumbres del sistema, es decir

u =
N+1∑
i=1

Kiei, (3.1)

donde ei es la señal del error a su i-ésima escala, Ki es su respectiva ganancia y N es

el nivel de descomposición. Para el caso del PID clásico discreto N = 2.

Figura 3.1: Esquema simple de un control PID clásico, donde yref , e, u, y, P y r, son

la referencia del sistema, el error entre la salida y la referencia, la señal de control, la

salida del sistema, las perturbaciones externas al sistema y el ruido en la medición,

respectivamente.

3.2. Control PID multiresolución

Un control PID clásico, en esencia toma la señal del error e y entonces actúa sobre

ésta para generar una señal de control, es decir

u(t) = kP e(t) + kI

∫ t

0

e(t)dt+ kD
de(t)

dt
(3.2)

donde kP , kI y kD son las ganancias proporcional, integral y derivativa, respectiva-

mente. En términos de información de frecuencia los términos integral y derivativo,

tienden a capturar la información de la baja frecuencia y la información de la alta

frecuencia de la señal del error e, respectivamente. En el dominio del tiempo discreto

t = kT , la ley de control de un PID es expresada como [65]

u(k) = kP e(k) + kI

k∑
i=0

e(i) + kD [e(k)− e(k − 1)] , (3.3)
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donde kP , kI y kD son los coeficientes proporcional, integral y derivativo, respectiva-

mente y donde por facilidad de cálculos se toma T = 1. La expresión integral de la

ley de control del PID se escribe como:

∆u(k) = u(k)− u(k − 1),

∆u(k) = kP e(k) + kI

k∑
i=0

e(i) + kD [e(k)− e(k − 1)]

− kP e(k − 1)− kI
k−1∑
i=0

e(i)− kD [e(k − 1)− e(k − 2)] ,

∆u(k) = kP [e(k)− e(k − 1)] + kIe(k) + kD [e(k)− 2e(k − 1) + e(k − 2)] ,

(3.4)

o equivalente

u(k) = u(k − 1) + kP [e(k)− e(k − 1)] + kIe(k) + kD [e(k)− 2e(k − 1) + e(k − 2)] .

(3.5)

Tomando los parámetros del PID, kP , kI y kD como las variables de ajuste, en-

tonces (3.5) puede ser descrita como

u(k) = u(k − 1) + (kP + kI + kD)e(k) + (−kP − 2kD)e(k − 1) + kDe(k − 2),

u(k) = u(k − 1) +
2∑
i=0

kie(k − i),
(3.6)

ó equivalente

∆u(k) =
2∑
i=0

kie(k − i), (3.7)

donde k0 = kP + kI + kD, k1 = −kP − 2kD y k2 = kD.

De la ecuación (3.7), se puede observar que la ley de control de un PID clásico

es una descomposición lineal del error, sólo que esta descomposición es fija, es decir,

siempre tiene 3 términos, ésto hace la diferencia con la descomposición multiresolu-

ción, donde aqúı el número de descomposiciones puede ser infinito y aun más que

cada una de ellas está a diferentes escalas de tiempo-frecuencia.

En una manera similar, un control PIDMR descompone la señal de error e para

obtener frecuencias altas, bajas e intermedias, haciendo uso del análisis multiresolu-

ción para la descomposición, como se muestra en la Sección 3.3. Aśı cada uno de estos
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componentes son escalados con sus respectivas ganancias y adicionados todos juntos

para generar la señal de control u, como sigue:

u = KHeH +KM1eM1 + · · ·+ kiei + · · ·+KMN−1
eMN−1

+KLeL, (3.8)

u = [KH KM1 · · · Ki · · · KMN−1
KL]



eH
eM1

...

ei
...

eMN−1

eL


, (3.9)

u = K Em, (3.10)

donde

K = [KH KM1 · · · Ki · · · KN−1 KL], (3.11)

Em = [eH eM1 · · · ei · · · eN−1 eL]T , (3.12)

donde N es el nivel del control PID multiresolución wavelet.

Mientras que un control PID clásico tiene tres parámetros para ser sintonizado kP ,

kI y kD, el control PIDMR posee dos ó más parámetros y este número de parámetros

depende del nivel de descomposición que se aplica a la señal del error e. El diagrama

esquemático de una planta usando un control PIDMR es mostrado en la Figura 3.2.

Como puede verse en el Apéndice B, existe un gran número de wavelets diferentes,

la selección de la wavelet afecta el funcionamiento del controlador. Por eso, existen

caracteŕısticas que se deben tomar en cuenta, tales como:

El tipo de sistema de representación (continuo o discreto).

Las propiedades de la wavelet a ser empleada.

Las dinámicas del sistema.

Para mayores detalles sobre la selección de la wavelet, ver [68]. En la construcción

del PIDMR en este caṕıtulo se emplea la transformada wavelet Daubechies de or-

den 2, basado en los resultados de [69], al encontrarse muy conveniente para control

automático de un sistema de control de movimiento.

Todos los sistemas f́ısicos están sujetos a algún tipo de señales externas o ruidos

durante la operación. Por lo tanto, al diseñar un sistema de control, se debe considerar
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Figura 3.2: Diagrama simple del control PIDMR, donde yref , e, u y y, son la señal de

referencia del sistema, señal de error entre la salida y la referencia, la señal de control

y la señal de salida del sistema, respectivamente. Aqúı KH , KM1 , ..., KMN−1
y KL son

las ganancias a sintonizar del control PIDMR [69].

si el sistema proporcionará mayor sensitividad al ruido o a las perturbaciones. En la

práctica, las perturbaciones y comandos son algunas veces señales de baja frecuencia y

el ruido es de alta frecuencia, con un control PIDMR se puede manipular las señales,

sintonizando las ganancias del PIDMR casi de una manera directa. Por ejemplo:

ajustando la ganancia de la escala baja a zero KL = 0, se logra producir una señal

de control que reduzca los efectos del ruido en la salida de la planta y, y por lo

tanto la señal suave de control produce un esfuerzo mı́nimo mejorando la vida de los

actuadores y todo el comportamiento de la planta [39, 66].

3.3. Análisis multiresolución

El análisis multiresolución es una estructura conveniente para la representación

jerárquica de funciones o señales en diferentes escalas. La idea básica del análisis

multiresolucción es representar una función e(x) como un ĺımite de aproximaciones

sucesivas, cada una de estas aproximaciones sucesivas ei es una versión suave de la

función original con más de los finos detalles, es decir

e(x) =
N+1∑
i=1

ei(x). (3.13)
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En el Apéndice B se dan las herramientas matemáticas para el mejor entendimiento

del tema de análisis multiresolución. Las wavelets son usadas para generar las fun-

ciones base las cuales son empleadas para representar una señal usando un conjunto

de coeficientes.

Sea una señal e(x) a descomponer, siendo ésta la señal de error, la cual se considera

que cumple con ∫ ∞
−∞
‖e(x)‖2 dx <∞, (3.14)

por lo tanto, de la Definición 38 (ver Apéndice B) implica que e(x) ∈ L2(R). Si e(x) es

la señal original a una resolución 0 en el subespacio V0, donde el subespacio V0 cumple

con (B.28) y (B.29), por lo que V0 ∈ L2(R). De (B.25) se tiene que las funciones base

wavelet que generan al subespacio V0 son:

φ0,k(x) = φ(x− k); k ∈ Z, (3.15)

donde φ ∈ L2(R) es llamada función de escalamiento (B.26).

De (B.27) implica que existe un subespacio cerrado V1 dentro del subespacio V0 y

el cual es generado por:

φ1,k(x) = 2−
1
2φ(2−1x− k), (3.16)

sea c1,k los coeficientes llamados coeficientes de aproximación, que contiene informa-

ción menos fina necesaria para la reconstrucción a una resolución 1 en el espacio V1

de la señal original e(x), por la Definición 42 (ver Apéndice B), los coeficientes se

calculan como

c1,k = 〈e(x), φ1,k(x)〉 =
∞∑

k=−∞

e(x)φ1,k(x), (3.17)

para la reconstrucción de la señal de aproximación a una resolución 1, definida como

e
(1)
H (x), es obtenida por medio de (B.24)

e
(1)
H (x) =

∞∑
k=−∞

c1,kφ1,k(x). (3.18)

La información más detallada de la función original está contenida dentro del

subespacio complementario de V1, definido como W1 el cual cumple con (B.30) y

(B.31), las funciones wavelet base para generar el subespacio W1 son

ψ1,k(x) = 2−
1
2ψ(2−1x− k), (3.19)
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donde ψ ∈ L2(R) es llamada función wavelet (B.35).

Sea d1,k los coeficientes que contienen la información más detallada, llamados

coeficientes de detalle, obtenidos por

d1,k = 〈e(x), ψ1,k(x)〉 =
∞∑

k=−∞

e(x)ψ1,k(x), (3.20)

para la reconstrucción de la señal de detalles a una resolución 1, definida como e
(1)
L (x),

es obtenida por

e
(1)
L (x) =

∞∑
k=−∞

d1,kψ1,k(x). (3.21)

Por lo tanto la señal original es calculada por (B.38), el cual se obtiene

e(x) = e
(1)
H (x) + e

(1)
L (x), (3.22)

e(x) =
∞∑

k=−∞

c1,kφ1,k(x) +
∞∑

k=−∞

d1,kψ1,k(x), (3.23)

donde e
(1)
H (x) tiene la caracteŕıstica de ser una señal de alta escala a baja frecuencia,

y e
(1)
L (x) es una señal de baja escala a alta frecuencia.

La señal e
(1)
H (x) contiene gran parte de la señal original e(x) (B.40), por lo que se

puede seguir descomponiendo en dos señales de la misma forma que la señal original,

de la siguiente manera:

Sea V2 un subespacio cerrado en V1, con su complemento W2, generados por las

siguientes funciones base wavelet

φ2,k(x) = 2−1φ(2−2x− k), (3.24)

ψ2,k(x) = 2−1ψ(2−2x− k), (3.25)

con coeficientes

c2,k = 〈e(x), φ2,k(x)〉 =
∞∑

k=−∞

e(x)φ2,k(x), (3.26)

d2,k = 〈e(x), ψ2,k(x)〉 =
∞∑

k=−∞

e(x)ψ2,k(x). (3.27)



20 Caṕıtulo 3: Desarrollo de un control PID wavelet

Las señales a un nivel de resolución 2, e
(2)
H y e

(2)
L son obtenidas por

e
(2)
H (x) =

∞∑
k=−∞

c2,kφ2,k(x), (3.28)

e
(2)
L (x) =

∞∑
k=−∞

d2,kψ2,k(x). (3.29)

Finalmente, la señal e
(1)
H es

e
(1)
H (x) = e

(2)
H (x) + e

(2)
L (x), (3.30)

e
(1)
H (x) =

∞∑
k=−∞

c2,kφ2,k(x) +
∞∑

k=−∞

d2,kψ2,k(x), (3.31)

sustituyendo (3.22) en (3.30), se tiene

e(x) = e
(2)
H (x) + e

(2)
L (x) + e

(1)
L (x), (3.32)

considerando (3.23) y (3.31), e(x) puede ser expresado como

e(x) =
∞∑

k=−∞

c2,kφ2,k(x) +
∞∑

k=−∞

d2,kψ2,k(x) +
∞∑

k=−∞

d1,kψ1,k(x), (3.33)

e(x) =
∞∑

k=−∞

c2,kφ2,k(x) +
2∑
i=1

∞∑
k=−∞

di,kψi,k(x), (3.34)

donde (3.34) es la representación matemática de la señal del error e(x) a un nivel de

descomposición 2.

Este procedimiento de la descomposición de la señal del error e(x) puede repetirse

hasta el infinito. Por lo que (3.34) para un nivel de descomposición N , queda de la

siguiente forma

e(x) =
∞∑

k=−∞

cN,kφN,k(x) +
N∑
i=1

∞∑
k=−∞

di,kψi,k(x), (3.35)

donde los coeficientes de tendencia y de detalles en cada m-ésimo nivel de resolución,

son calculados por
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cm,k = 〈e(x), φm,k(x)〉 =
∞∑

k=−∞

e(x)φm,k(x), (3.36)

dm,k = 〈e(x), ψm,k(x)〉 =
∞∑

k=−∞

e(x)ψm,k(x). (3.37)

Entonces, una señal e(x) ∈ L2(R) puede ser descompuesta a un nivel N , en N + 1

componentes, donde e
(N)
H es la componente de más alta escala y de menor frecuencia

definido como eH(x), e
(1)
L es la componente de más baja escala y alta frecuencia

definido como eL(x), y las componentes restantes e
(N)
L , e

(N−1)
L , · · · , e(3)

L , e(2) son las

componentes de mediana escala y mediana frecuencia, definidas como eM1 , eM2 , · · · ,
eMN−2

, eMN−1
, respectivamente, es decir e(x) puede ser descompuesta como

e(x) = eNH(x) + eNL (x) + · · ·+ e2
L(x) + e1

L(x), (3.38)

e(x) = eH(x) + eM1(x) + · · ·+ eMN−1
(x) + eL(x), (3.39)

donde eH es la señal de escala alta, eL es la señal de baja escala y eMi
, i = 1, ..., N−1,

son las señales de escala media, donde N es el número de niveles descomposición,

como se puede observar de (3.39) para todo los niveles de descomposición siempre se

va tener una componente en alta eH y otra en baja eL, y el resto son señales de escala

media eM1 , eM2 , ..., eMN−1
.

Ejemplo 1 Con la finalidad de mostrar la descomposición, se presenta el siguiente

ejemplo que involucra una señal del consumo eléctrico sobre un periodo de 3 d́ıas

y que contiene 3920 muestras. Esta señal es tomada desde MATLABr [55], y la

cual es mostrada en la Figura 3.3, en la cual se procedió a la descomposición de

ésta empleando las ĺıneas de comando mostrados en MATLAB 3.1, obteniéndo los

resultados mostrados en la Figura 3.4 para diferentes descomposiciones. De esta figura

se puede observar que las gráficas de los detalles son señales de alta frecuencia y las

aproximaciones son señales de baja frecuencia.

MATLAB 3.1: Comandos para la descomposición

% Primero se carga la señal e(x)
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>> load leleccum;
>> ex = leleccum(1:3920)
% Se realiza el análisis de la señal e(x) a un nivel 3 de descomposición usando
la wavelet madre Daubechies de orden 1
>> [C,L] = wavedec(ex,3,pdb1p);
% Reconstrucción de las componentes de la señal e(x)

% Señal e
(1)
H

>> ex1H = wrcoef(pap,C,L,pdb1p,1);

% Señal e
(2)
H

>> ex2H = wrcoef(pap,C,L,pdb1p,2);

% Señal e
(3)
H

>> ex3H = wrcoef(pap,C,L,pdb1p,3);

% Señal e
(1)
L

>> ex1L = wrcoef(pdp,C,L,pdb1p,1);

% Señal e
(2)
L

>> ex2L = wrcoef(pdp,C,L,pdb1p,2);

% Señal e
(3)
L

>> ex3L = wrcoef(pdp,C,L,pdb1p,3);

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
100

150

200

250

300

350

400

450

500

550

x

e
(x

)

Señal original

Figura 3.3: Señal de entrada e(x) original.

Un acercamiento eficiente para calcular la descomposición en wavelet es usar el

esquema de codificación de sub-banda [86] el cual usa únicamente los filtros h(k) y

g(k), los cuales son encontrados por [11] como:

h(k) =
√

2
∑
x

φ(x)φ(2x− k),

g(k) =
√

2
∑
x

ψ(x)ψ(2x− k),

g(x) = (−1)kh(−k + 1).

(3.40)

Las ecuaciones (3.35), (3.36) y (3.40) proveen un esquema rápido y jerárquico para

calcular los coeficientes de una función dada.



Caṕıtulo 3: Desarrollo de un control PID wavelet 23

Señal de aproximación a un nivel 3 de descomposició Señal de detalles a un nivel 3 de descomposición

Señal de aproximación a un nivel 2 de descomposició Señal de detalles a un nivel 2 de descomposición

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
100

200

300

400

500

600

x

e
(1

)

H

Señal de aproximación a un nivel 1 de descomposición

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
-30

-20

-10

0

10

20

30

x

e
(1

)

L
 =

 e
L

Señal de detalles a un nivel 1 de descomposición

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
100

200

300

400

500

600

x

e
(2

)

H

n

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
-30

-20

-10

0

10

20

30

x

e
(2

)

L
 =

 e
M

2

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
100

200

300

400

500

600

x

e
(3

)

H
 =

 e
H

n

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
-30

-20

-10

0

10

20

30

x

e
(3

)

L
 =

 e
M

1

Figura 3.4: Descomposición de la señal e(x) a diferentes niveles de resolución, donde

x es el número de muestras y e
(3)
H , e

(3)
L , e

(2)
L , e

(1)
L las componentes de la señal original.
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3.4. Algoritmos del PID wavelet

Sea e[n] la señal muestreada del error e(t) a descomponer a un nivel N de resolu-

ción, donde n = kTm, para k = 1, 2, 3, · · · y Tm es el periodo de muestreo. Primero

se emplea el proceso del análisis de descomposición dado en el Apéndice B, y para

recuperar cada señal de forma independiente para obtener la señal del error de la

forma de (3.39), como

e[n] = eH [n] + eM1 [n] + · · ·+ eMN−1
[n] + eL[n], (3.41)

las señales descompuestas en el nivel N de resolución cN,k y dN,K , pertenecientes

al espacio de escalonamiento y el espacio wavelet, son recuperadas empleando las

ecuaciones (B.48) y (B.49), respectivamente. Resultando las señales c′N,k y d′N,k, estas

señal juntas generar a cN−1,k por medio de (B.51), debido a que se requiere ambas

señales por separado, y debido a que hasta este punto ambas señales pertenecen al

nivel de resolución N − 1 en el espacio de escalonamiento, ambas son recuperadas al

siguiente nivel (N −2) con (B.48), dando c′′N,k y d′′N,k, que junto con d′N−1 dan la señal

cN−2, donde la señal d′N−k es obtenida de dN−1,k por medio de (B.49). Este proceso

se sigue hasta obtener todas las señales desde sus respectivos de niveles de resolución

hasta el nivel 0, que es el espacio de escalonamiento donde existe la señal del error

e[n].

La Figura 3.5 muestra el proceso de análisis de descomposición y śıntesis de des-

composición a un nivel 3, empleada para el control PID wavelet en un esquema de

codificación sub-banda.

3.5. Resultados de simulación e implementación

Con base a las secciones anteriores se diseñó un control PIDMR, utilizando la

wavelet Daubechies de 2 orden para la descomposición multiresolución de la señal del

error e. Los coeficientes del filtro Daubechies de orden 2 usados en la descomposición

multiresolución del control están dados en la Tabla 3.2 y cuya estructura de los filtros

h y g en el plano z son dados por (3.42) y (3.43), mientras que el algoritmo del

controlador PIDMR está dado en el Algoritmo 3.3.

h(z) = 0.4839 + 0.8365z−1 + 0.2241z−2 − 0.1294z−3, (3.42)

g(z) = −0.1294 + 0.2241z−1 + 0.8365z−2 + 0.4839z−3. (3.43)
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Figura 3.5: Diagrama de un esquema de decodificación sub-banda, para el análisis y

śıntesis de la descomposición en la parte superior y en la parte inferior de la figura,

respectivamente. Donde h y g, representan los filtros pasa bajas y pasa altas, res-

pectivamente y h[k], g[k] representan sus complejos conjugados, respectivamente, ↓ 2

y ↑ 2, representan la decimación e interpolación a 2, respectivamente.
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h 0.4830 0.8365 0.2241 -0.1294

g -0.1294 0.2241 0.8365 0.4830

Tabla 3.2: Coeficientes del filtro Daubechies de orden 2.

ALGORITMO 3.3: Algoritmo de control PIDMR

1. Se obtiene los datos de la señal de salida de la planta y, en un periodo de
muestreo Tm.

2. Se calcula la señal del error e para cada valor y muestreado.

3. Posteriormente, se procede a descomponer la señal del error e, dando como
resultado eH , eM1 , eM2 y eL. Esto corresponde para un nivel 3 de descom-
posición.

4. Se calcula la señal del control u, con la ecuación (3.8), para un nivel 3 de
descomposición.

5. Por último se procede a inyectar la señal de control u a la planta.

6. Repetir los pasos 1 al 5 para cada periodo de muestreo Tm.

A continuación se dan los resultados obtenidos de la simulación del control PID

wavelet con diferentes tipos de sistemas tales como un motor de CD, un sistema

térmico y un robot planar.

3.5.1. Motor de CD

El control PID wavelet aplicado en el control de posición de un motor de CD con

la siguiente función de transferencia [81]:

G(s) =
b

s(Js+ c)
(3.44)

donde b constante de par, c coeficiente de fricción y J inercia total del motor y la

carga, cuyos valores están dados en la Tabla 3.4. Este sistema es considerado para

agregar un control PID clásico y un PID wavelet de nivel N = 3, los valores de las

ganancias son mostradas en la Tabla 3.5, las cuales son obtenidas a prueba y error.

En la Figura 3.6, se observa cómo responde el sistema con un control PID wavelet,

que tiene similitud con la respuesta con el control PID clásico, de la misma forma se

comportan la señal de control del PID clásico y la señal de control generada por el

PID wavelet como se muestra en la Figura 3.7.
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Figura 3.6: Respuesta del sistema con control PID clásico y el PID wavelet para una

referencia de π/2 rad.
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Figura 3.7: Señal de control del PID clásico y del PID wavelet para una referencia de

π/2 rad.
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Parámetros Valores Unidades

b 22 N ·m/volts

c 4 kg ·m2/seg · rad
J 1 kg ·m2/rad

Tabla 3.4: Parámetros del motor de CD.

Ganancias del PID clásico
KP KD KI

7 1.5 0

Ganancias del PID wavelet
kH KM1 KM2 KL

0.15 4 10 0

Tabla 3.5: Valores de las ganancias para el control PID clásico y el PID wavelet para

el sistema (3.44).

En la Figura 3.8, se observa el comportamiento del error, siendo esta señal em-

pleada por el control PID clásico utiliza para generar la señal de control al derivarla,

integrarla y escalarla. Mientras que el control PID wavelet la descompone y poste-

riormente la escala, como se puede observar en la Figura 3.9

En la Figura 3.9, se observa como la componente eH es la que mayor contribuye

dentro de la ley de control, como lo hace la parte proporcional de un PID clásico,

alcanzando su máximo valor en 0.1 segundos. Al inicio la componente eM2 es el que se

encarga de vencer la inercia que tiene el sistema y se puede ver como el componente

eM1 está siempre en oposición a eM2 para evitar un sobre impulso después de alcanzado

la referencia y tratar de mantener el sistema en estado estable. Interactuando, para

lograr llegar de manera rápida a la referencia y evitando un sobre impulso si se

sintonizan las ganancias KM1 y KM2 de manera adecuada. La componente eL no es

considerado debido a que se desprecia al elegir su ganancia KL = 0, al generar cierta

oscilación y sobre impulso, además de que este componente hablando en términos de

frecuencia contienen las frecuencias altas, y para visualizar este fenómeno se realiza

una simulación inyectando ruido al sistema.

Para analizar el comportamiento del sistema ante la presencia de ruido blanco,

se inyecta una señal de ruido blanco con amplitud máxima de ±0.1 radianes, como

se muestra en la Figura 3.10, en la medición de la salida tanto para el control PID

clásico como para el control PID wavelet, como se muestra en la Figura 3.1 y 3.2. Los

resultados son mostrados en las Figuras 3.11, 3.12, 3.13 y 3.14.

En la Figura 3.11, se observa como la señal de salida del sistema con un control
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Figura 3.8: Señal de error del sistema con un control del PID clásico y un PID wavelet

para una referencia de π/2 rad.
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Figura 3.9: Señales generadas a partir de la descomposición a un nivel 3 del error del

sistema con un control PID wavelet para una referencia de π/2 rad.
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Figura 3.10: Señal de ruido blanco introducido en el sistema.

PID wavelet es similar en comportamiento que en la Figura 3.6, mientras que en

la señal de salida del sistema con un control PID clásico se ve ciertas variaciones

generadas por el ruido en la medición de la señal de salida.

En la Figura 3.12, se observa como la señal de control del PID clásico vaŕıa alrede-

dor de ±15 volts con variaciones abruptas, lo que puede generar esfuerzo y desgastar

poco a poco la vida del motor. Mientras que la señal de control de un PID wavelet es

un señal más suave comparada con la señal del PID clásico.

Lo anterior se debe a que aunque las señales de error son similares como se muestra

en la Figura 3.13, donde se ve que ambas contienen el ruido, el control PID wavelet

descompone la señal como se observa en la Figura 3.14 y discrimina al ruido contenido

en la señal del error, al escalar al componente eL con KL = 0 que es la señal que

contiene gran parte del ruido, lo que no se puede hacer con el componente eM2 , por

que se requiere al inicio para darle la potencia necesaria a la señal de control para

vencer la inercia del sistema.

Como se puede observar en las simulaciones anteriores el control PID wavelet tiene

la caracteŕıstica de ser inmune ante la presencia del ruido.
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Figura 3.11: Respuesta del sistema con control PID clásico y el PID wavelet para una

referencia de π/2 rad. ante la presencia de ruido blanco.
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Figura 3.12: Señal de control del PID clásico y del PID wavelet con ruido blanco.
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Figura 3.13: Señales de error para un sistema con un control PID clásico y un PID

wavelet ante la presencia de ruido blanco.
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Figura 3.14: Señales generadas a partir de la descomposición a un nivel 3 del error

del sistema con un control PID wavelet con ruido.
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3.5.2. Sistema térmico

El siguiente es un sistema común en problemas de control de temperatura, mostra-

do en la Figura 3.15. El sistema es tomado de [21], cuya función de transferencia es

G(s) =
Te(s)

Tec(s)
=

e−sτ

s
a

+ 1
, (3.45)

donde Te es la temperatura del tanque, Tec temperatura a la salida de la válvula

mezcladora, τ es el tiempo de retardo en segundos por la transportación del material

en el ducto, que conecta a la válvula mezcladora con el tanque, a = ṁ
M

, ṁ es la razón

del flujo de la masa en Kg./seg. y M es la masa del fluido contenido en el tanque en

Kg.

Figura 3.15: Sistema térmico, donde Te, Tec, M son la temperatura del tanque, la

temperatura a la salida de la válvula mezcladora, la masa del fluido contenido en el

tanque, respectivamente.

El sistema es expuesto ante una señal de ruido mostrado en la Figura 3.16, los

valores del sistema con retardo empleados son: a = 1, τ = 5 seg y en la Tabla 3.6

se muestran los valores de las ganancias del control PID clásico y del control PID

wavelet, con el método heuŕıstico y a prueba y error, respectivamete.

Ganancias de PID clásico
KP KD KI

0.2 0.04 0.1

Ganancias del PID wavelet
kH KM1 KM2 KL

1 85 10 1

Tabla 3.6: Valores de las ganancias para el control PID clásico y el PID wavelet para

el sistema con retardo (3.45).
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Figura 3.16: Señal de ruido blanco introducido en el sistema con retardo.

En la Figura 3.17, se observa que al llegar cerca de la referencia la salida del

sistema con un control PID wavelet decae y empieza a oscilar, lo cual ya no describe

de manera correcta el comportamiento del sistema térmico, lo mismo ocurre con la

señal de error, como se muestra en la Figura 3.19, todo esto ocacionado por la señal

de control, como se observa en la Figura 3.18.

Para eliminar las oscilaciones a la salida del sistema térmico, se propone integrar

el error en bajas frecuencias eH , es decir

u = KH

∫ t

0

eH dt+KM1eM1 + · · ·+KMN−1
eMN−1

+KLeL, (3.46)

Las ganancias del control PID wavelet son dadas en la Tabla 3.7, mientras que las

ganancias del control PID clásico son los mismo a los empleados anteriormente.

Ganancias del PID wavelet
kH KM1 KM2 KL

0.12 1.2 1.2 0

Tabla 3.7: Valores de las ganancias para el PID wavelet para el sistema con retardo

(3.45).

En la Figura 3.20 se observa como el sistema con retardo llega a la referencia casi

al mismo tiempo, tanto empleando un control PID clásico como con un control PID

wavelet con la ley de control (3.46), mientras que en la Figura 3.21, se observa que la
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Figura 3.17: Respuesta del sistema con retardo con control PID clásico y del PID

wavelet para una referencia de 100 grados cent́ıgrados, con un señal de ruido inyectado.

0 5 10 15 20 25 30 35 40

0

100

200

300

400

500

600

Tiempo (seg.)

A
m

p
lit

u
d

PID clásico

PID wavelet

Figura 3.18: Señal de control del PID clásico y la señal de control del PID wavelet,

ante la presencia de un señal de ruido.
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Figura 3.19: Señal de error del sistema con retardo controlado con un PID clásico y

con un PID wavelet, ante la presencia de un señal de ruido blanco.

señal de control del PID wavelet es mucho más suave que la señal de control del PID

clásico, siendo ésta la caracteŕıstica más destacada del control PID wavelet.

La señal del error del sistema con retardo con el control PID clásico y la señal del

error del sistema con retardo con el control PID wavelet, son mostrados en la Figura

3.22, en la cual se puede observa que son similares y ambas señales contienen la señal

de ruido, la diferencia como se ha mencionado antes es que el control PID wavelet,

al descomponer la señal del error en sus diferentes componentes permite ser selectivo

y encontrar una ley de control adecuada para el sistema con retardo. En la Figura

3.23, se muestran las señales de los componentes de la señal de error del sistema con

retardo controlado con el PID wavelet.

3.5.3. Robot planar de 2 grados de libertad

La siguiente simulación se realiza sobre una un sistema denominado RPDGDL

robot planar de 2 grados de libertad, mostrado en la Figura 3.27,para seguimiento de

una trayectoria dada, el modelo matemático que representa a este sistema está dado

por:

q̈ = H−1(q) [τ −C(q, q̇)q̇ + F] , (3.47)

donde q ∈ R2×1 es el vector de coordenadas articulares, H ∈ R2×2 es la matriz de

inercia, C ∈ R2×2 es la matriz de fuerzas de coriolis y centŕıpetas, F ∈ R2×1 es el
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Figura 3.20: Respuesta del sistema con retardo con control PID clásico y del PID

wavelet para una referencia de 100 grados cent́ıgrados, con una señal de ruido inyec-

tado.
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Figura 3.21: Señal de control del PID clásico y la señal de control del PID wavelet,

ante la presencia de una señal de ruido.
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Figura 3.22: Señal del error del sistema con retardo controlado con un PID clásico

y la señal del error del sistema con retardo controlado con un PID wavelet, ante la

presencia de un señal de ruido.
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Figura 3.23: Señales generadas a partir de la descomposición a un nivel 3 de la señal

del error del sistema con retardo controlado con un PID wavelet, ante la presencia de

una señal de ruido.
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vector de de fuerzas de fricción y τ ∈ R2×1 es el vector de par generalizado. Donde

H =

[
a1 + 2a2cos(x2) + a3 a2cos(x2) + a3

a2cos(x2) + a3 a3

]
, (3.48)

C =

[
−2a2sin(x2)x4 −a2sin(x2)x4

a2sin(x2)x3 0

]
, (3.49)

F =

[
b1x3 +K1tanh(βx3)

b1x4 +K1tanh(βx4)

]
, (3.50)

τ =

[
u1

u2

]
, (3.51)

con:

a1 = (m1 +m2)l21, (3.52)

a2 = m2l1l2, (3.53)

a3 = m2l
2
2, (3.54)

Figura 3.24: Sistema del robot planar de dos grados de libertad sin acción de gravedad,

donde m1, m2, l1, l2, q1, q2 son la masa en el eslabón 1, la masa en el eslabón 2, la

longitud del eslabón 1, la longitud del eslabón 2, la variable articular 1 y la variable

articular 2, respectivamente; y u1, u2 son el par aplicado al actuador 1 y al actuador

2, respectivamente.



40 Caṕıtulo 3: Desarrollo de un control PID wavelet

donde los valores de las constantes son: m1 = m2 = 0.45Kg., l1 = l2 = 0.35mts.,

β = 10, K1 = K2 = 0.15 N/rad., b1 = b2 = 0.25 N · seg./rad., para ver más a detalle

sobre este sistema ver [42, 79]. La Figura 3.25, muestra el ruido inyectado al sistema.
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Figura 3.25: Señal de ruido blanco introducido al robot planar.

Las ganancias empleadas en el PID clásico para u1 y u2 son mostradas en la Tabla

3.8 y las ganancias empleadas en el PID wavelet son mostradas en la Tabla 3.9.

Ganancias del PID clásico kP KD KI

Ganancias para el control u1 6 2 0

Ganancias para el control u2 6 2 0

Tabla 3.8: Valores de las ganancias para el PID clásico para el robot planar (3.47).

Ganancias del PID wavelet kH KM1 KM2 KL

Ganancias para el control u1 2.5 6 0 0

Ganancias para el control u2 2.5 6 0 0

Tabla 3.9: Valores de las ganancias para el PID wavelet para el robot planar (3.47).

En las Figuras 3.27, 3.26, 3.28 y 3.29 se puede observar que el control wavelet

aplicado a un robot planar, preserva sus caracteŕısticas, de mejorar la señal de control
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Figura 3.26: Descripción de la tarea a seguir del robot con un control PID clásico y

un control PID wavelet.
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Figura 3.27: Comportamiento de las variables articulares q1 y q2 con un control PID

clásico y con un control PID wavelet.
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Figura 3.28: Señales de control para los actuadores 1 y 2, generados con un control

PID clásico y con un control PID wavelet, donde: u1 y u2 son las señales de control

para τ1 y τ2, respectivamente.
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Figura 3.29: Señales de error e1 y e2.
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y ser inmune al ruido, y además de que la planta tiene un comportamiento aceptable

y permite eliminar las señales de ruido no deseadas.

3.6. Comentarios

Del trabajo realizado en este caṕıtulo se puede comentar que el PID wavelet pre-

senta resultados aceptables sobres los sistemas donde fue implementado, como en el

motor de CD, el sistema térmico y el robot planar. Los resultados obtenidos se debe a

la descomposición que el diseñador puede realizar, en teoŕıa la descomposición puede

ser infinita, pero en la práctica es recomendable que sea finita, debido a las limita-

ciones computacionales, además que entre más grande es la descomposición mayor

es el número de ganancias a sintonizarse. Es importante mencionar que se hicieron

varias pruebas en simulación numérica empleando el PID wavelet en otras plantas en

las que no fue posible sintonizar el PID wavelet para lograr estabilizar dichas planta

es por esta razón que no se presentan resultados. Es importante comentar que para

la sintonización del PID clásico existen métodos de sintonización como por ejemplo

Ziegler-Nichols, por asignación de polos, mientras que para el PIDMR no existe ningún

método de sintonización similar. Una alternativa a estos métodos es emplear redes

neuronales para el cálculo de las ganancias del controlador PIDMR, lo cual se verá

en el caṕıtulo siguiente.





Caṕıtulo 4

Desarrollo de un control PID

wavenet

En este caṕıtulo se presenta un controlador PID wavenet basado en redes neu-

ronales wavelets cuyas funciones de activación son wavelet hijas. La organización del

presente caṕıtulo es: en la Sección 4.1 se da una breve introducción del controlador

wavenet, en la Sección 4.2 se presenta la estructura del controlador wavenet y su

algoritmo. El algoritmo del control wavenet, para sintonizar los parámetros en ĺınea

del control wavelet, es presentado en la Sección 4.3, los resultados de simulación son

mostrados en la Sección 4.3 y por último en la Sección 4.5 se dan algunos comentarios

acerca del caṕıtulo presentado.

4.1. Introducción

Los enfoques de control adaptables tradicionales son limitados en lo que respec-

ta a no poder tratar con sistemas no lineales complejos. T́ıpicamente, estas técnicas

suponen que el modelo de control está operando en una región lineal. Los parámetros

del modelo de la planta linealizada son calculados recursivamente y usados para ac-

tualizar el controlador. En general, el diseño de un controlador basado en el análisis

matemático para tales plantas que constan de la no linealidad e incertidumbres, es

muy complicado. El problema empeora cuando las funciones que describen la planta

son desconocidas y variantes en el tiempo. Tales problemas de control adaptable no

lineal variantes en el tiempo no lineales están surgiendo con una frecuencia creciente

en la tecnoloǵıa de hoy. Por esto es importante desarrollar una técnica eficaz en la

que la estructura de los modelos desconocidos de la planta ya sea lineales o no lineales

pueden ser identificados como un proceso adaptable; y los controladores tienen que

ser diseñados para actuar rápidamente, con exactitud y en un modo estable.

La propuesta de esta tesis, es emplear wavenets, es decir redes neuronales con

45
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bases wavelets como funciones de activación, como en [43, 75, 85], para sintonizar los

parámetros de un PID. De la misma forma el control multiresolución propuesto en

esta tesis es el descrito por (3.10), el cual es sintonizado por una red neuronal wavenet.

4.2. Sistemas no lineales discretos

Dado un sistema dinámico general SISO (una entrada - una salida) representado

en tiempo discreto por las siguientes ecuaciones de estado [40, 41]:

x(k + 1) = f [x(k), u(k), k], (4.1)

y(k) = g[x(k), k], (4.2)

donde x ∈ Rn y u, y ∈ R, además las funciones f , g ∈ R son desconocidas, y los

únicos datos accesibles son la entrada u y la salida y. En [40] se demostró que si el

sistema linealizado de (4.1) y (4.2) alrededor del estado de equilibrio es observable,

existe una representación entrada-salida la cual tiene la siguiente forma:

y(k + 1) = Ω[Y(k),U(k)], (4.3)

Y(k) = [y(k) y(k − 1) · · · y(k − n+ 1)], (4.4)

U(k) = [u(k) u(k − 1) · · · u(k − n+ 1)], (4.5)

i.e., existe una función Ω que mapea al par (y(k), u(k)) y sus valores n− 1 pasados,

dentro de y(k + 1).

Entonces un modelo de red neuronal wavelet Ω̂, puede ser entrenado para apro-

ximar Ω sobre el dominio de interés. Prácticamente, incluso si el modelo de la planta

está disponible, los modelos aproximados se adaptan para actualizar los parámetros

de control en ĺınea. Las consideraciones están basadas sobre el diseño del control de

red neuronal del sistema de control. Un modelo alternativo de una planta desconocida

que puede simplificar el algoritmo de la entrada de control es descrito por la ecuación

siguiente:

y(k + 1) = Φ[Y(k),U(k)] + Γ[Y(k),U(k)] · u(k) (4.6)

donde y(k) y u(k) denotan la entrada y la salida en el instante k de tiempo. Si los

términos Φ(·) y Γ(·) son exactamente conocidos, el control requerido u(k) para lograr

una salida deseada yref (k + 1), se obtiene igualando y(k + 1) = yref (k + 1), es decir

y(k + 1) = Φ[Y(k),U(k)] + Γ[Y(k),U(k)] · u(k) = yref , (4.7)
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resolviendo para u(k), resulta

u(k) =
yref (k + 1)− Φ[Y(k),U(k)]

Γ[Y(k),U(k)]
, (4.8)

sin embargo, si los términos Φ(·) y Γ(·) son desconocidos, entonces aqúı es donde se

emplea un modelo de redes neuronales wavelets adaptable, para aproximar el sistema

dinámico, de la siguiente manera

ŷ(k + 1) = Φ̂[Y(k),U(k),ΘΦ] + Γ̂[Y(k),U(k),ΘΓ] · u(k), (4.9)

comparando el modelo de (4.9) con el (D.12) dado por

ŷ(t) = CTZ(t)u(t) + DT Ŷ(t)v(t), (4.10)

se concluye que

Φ̂[Y(k),U(k),ΘΦ] = DT Ŷ(k)v(k), (4.11)

Γ̂[Y(k),U(k),ΘΓ] = CTZ(k), (4.12)

z(k) = ΨTW. (4.13)

Después de que las nolinealidades Φ(·) y Γ(·) son aproximados con las dos distintas

funciones de la red neuronal Φ̂(·) y Γ̂(·) con parámetros adjustables (como son: los

pesos w, las dilataciones a, las traslaciones b, los coeficientes del filtro IIR c y d),

representados por ΘΦ y ΘΓ respectivamente, la señal de control u(k) para lograr una

señal de salida yref (k + 1) puede ser obtenida a partir de:

u(k) =
yref (k + 1)− Φ̂[Y(k),U(k),ΘΦ]

Γ̂[Y(k),U(k),ΘΓ]
. (4.14)

El esquema del control wavenet, es mostrado en la Figura 4.1, y en la siguiente

sección se muestra el algoritmo para sintonizar los parámetros del control wavelet y

los parámetros de la red neuronal wavenet, como los pesos, los valores de dilatación

y traslación de cada wavelet hija.

4.3. Algoritmo de sintonización del control wavenet

El control wavelet visto en el caṕıtulo anterior, descrito por (3.8), posee la dificul-

tad para ser sintonizado, además de ser un control lineal y el cual no puede tratar con

procesos con dinámicas complejas como aquellas con mayor tiempo muerto, respuesta

inversa y caracteŕısticas de altas no linealidades. Para mejorar el comportamiento del

control, se emplea un algoritmo para autosintonizar los valores de cada ganancia en
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Figura 4.1: Diagrama a bloques del PID wavenet, donde e y en son el error entre la

señal de referencia yref y la salida de la plana y, y el error entre la salida de la planta

y; y la salida estimada por la red neuronal wavenet ŷ, respectivamente; u, v y Γ̂, son

la señal de control, el coeficiente de velocidad de aprendizaje y el coeficiente de no

linealidades estimado, respectivamente; K y Em son el vector de las ganancias del

controlador wavelet actualizados y el vector de los componentes de la señal del error

e, respectivamente; P y r son las perturbaciones externas al sistema y el ruido en la

medición, respectivamente.
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K del control wavelet, de la misma forma que se autosintonizan los parámetros de un

PID como en [75], con la diferencia que aqúı se pueden tener más de tres parámetros

según el nivel de descomposición del control wavelet. Antes se define:

W(k) , [w1(k) w2(k) · · · wl(k) · · · wL−1(k) wL(k)]T , (4.15)

A(k) , [a1(k) a2(k) · · · al(k) · · · aL−1(k) aL(k)]T , (4.16)

B(k) , [b1(k) b2(k) · · · bl(k) · · · bL−1(k) bL(k)]T , (4.17)

C(k) , [c0(k) c1(k) · · · cm(k) · · · cM−1(k) cM(k)]T , (4.18)

D(k) , [d1(k) d2(k) · · · dj(k) · · · dJ−1(k) dJ(k)]T , (4.19)

Ψ(k) , [ψ1(τ) ψ2(τ) · · · ψl(τ) · · · ψL−1(τ) ψL(τ)]T , (4.20)

Z(k) , [z(k) z(k − 1) · · · z(k −m) · · · z(k −M + 1) z(k −M)]T , (4.21)

Ŷ(k) , [ŷ(k − 1) ŷ(k − 2) · · · ŷ(k − j) · · · ŷ(k − J + 1) ŷ(k − J)]T , (4.22)

en la cual ψl(τ) = ψ
(
k−bl(k)
al(k)

)
para l = 1, 2, . . . , L, donde L ∈ Z es el número de

neuronas en la capa de la red neuronal; I = N + 1, I,N ∈ R donde N es el nivel del

control PID multiresolución wavelet, y

ŷ(k) , DT (k)Ŷ(k)v(k) + CT (k)Z(k)u(k), (4.23)

u(k) , K(k)Em(k), (4.24)

z(k) , ΨT (k)W(k), (4.25)

donde K y Em están dados por (3.11) y (3.12), respectivamente.

Los parámetros de la red wavenet y los parámetros del control wavelet son opti-

mizados con el algoritmo de mı́nimos cuadrados medios LMS por medio de la mini-

mización de un función de costo o función de enerǵıa E, a lo largo de todo el tiempo

t. Si se define al error en entre la salida de la planta y y la salida de la red wavenet

ŷ, como:

en(k) = y(k)− ŷ(k), (4.26)

que es una función de error en un tiempo k, la función de enerǵıa esta definida por:

E =
1

2
ET
nEn, (4.27)

con

En = [en(1) en(2) · · · en(k) · · · en(T )]T . (4.28)
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Entonces, para minimizar E se usa el método del gradiente de pasos descendentes,

el cual requiere los gradientes ∂E
∂A(k)

, ∂E
∂B(k)

, ∂E
∂W(k)

, ∂E
∂C(k)

, ∂E
∂D(k)

y ∂E
∂K(k)

para actualizar

los cambios incrementales de cada parámetro en particular. Los cuales son expresados

como:

∂E

∂W(k)
=

[
∂E

∂w1(k)

∂E

∂w2(k)
· · · ∂E

∂wl(k)
· · · ∂E

∂wL−1(k)

∂E

∂wL(k)

]T
, (4.29)

∂E

∂A(k)
=

[
∂E

∂a1(k)

∂E

∂a2(k)
· · · ∂E

∂al(k)
· · · ∂E

∂aL−1(k)

∂E

∂aL(k)

]T
, (4.30)

∂E

∂B(k)
=

[
∂E

∂b1(k)

∂E

∂b2(k)
· · · ∂E

∂bl(k)
· · · ∂E

∂bL−1(k)

∂E

∂bL(k)

]T
, (4.31)

∂E

∂C(k)
=

[
∂E

∂c1(k)

∂E

∂c2(k)
· · · ∂E

∂cm(k)
· · · ∂E

∂cM−1(k)

∂E

∂cM(k)

]T
, (4.32)

∂E

∂D(k)
=

[
∂E

∂c1(k)

∂E

∂c2(k)
· · · ∂E

∂cj(k)
· · · ∂E

∂cJ−1(k)

∂E

∂cJ(k)

]T
, (4.33)

∂E

∂K(k)
=

[
∂E

∂K1(k)

∂E

∂K2(k)
· · · ∂E

∂Ki(k)
· · · ∂E

∂KI−1(k)

∂E

∂KI(k)

]T
. (4.34)

Los cambios incrementales de cada coeficiente son simplemente el negativo de sus

gradientes,

∆W(k) = − ∂E

∂W(k)
, (4.35)

∆A(k) = − ∂E

∂A(k)
, (4.36)

∆B(k) = − ∂E

∂B(k)
, (4.37)

∆C(k) = − ∂E

∂C(k)
, (4.38)

∆D(k) = − ∂E

∂D(k)
, (4.39)

∆K(k) = − ∂E

∂K(k)
. (4.40)

Aśı cada coeficiente de la red wavenet y ganancias del control wavelet son actua-

lizados en concordancia con las siguientes reglas:
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W(k + 1) = W(k) + µW∆W(k), (4.41)

A(k + 1) = A(k) + µA∆A(k), (4.42)

B(k + 1) = B(k) + µB∆B(k), (4.43)

C(k + 1) = C(k) + µC∆C(k), (4.44)

D(k + 1) = D(k) + µD∆D(k), (4.45)

K(k + 1) = K(k) + µK∆K(k), (4.46)

donde µ ∈ R es el coeficiente de velocidad de aprendizaje, para cada uno de los

parámetros.

A continuación se calculan los gradientes requeridos por (4.29) - (4.34).

Cálculo del gradiente ∂E
∂wl(k)

Derivando (4.27) con respecto a wl(k), se obtiene

∂E

∂wl(k)
=

∂

∂wl(k)

[
1

2
ET
nEn

]
, (4.47)

∂E

∂wl(k)
=

∂

∂wl(k)

[
1

2
e2
n(k)

]
, (4.48)

= en(k)
∂

∂wl(k)
en(k), (4.49)

= en(k)
∂

∂wl(k)
[y(k)− ŷ(k)], (4.50)

= −en(k)
∂

∂wl(k)
ŷ(k), (4.51)

sustituyendo (4.23) en ŷ, resultando

∂E

∂wl(k)
= −en(k)

∂

∂wl(k)

[
DT (k)Ŷ(k)v(k) + CT (k)Z(k)u(k)

]
, (4.52)

ya que sólo Z(k) depende de wl(k), entonces la ecuación se simplifica,

∂E

∂wl(k)
= −en(k)CT (k)

∂

∂wl(k)
[Z(k)]u(k), (4.53)

si definimos

Ψl(τ) =
∂

∂wl(k)
Z(k), (4.54)

=

[
∂z(k)

∂wl(k)

∂z(k − 1)

∂wl(k)
· · · ∂z(k −m)

∂wl(k)
· · · ∂z(k −M)

∂wl(k)

]T
, (4.55)
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sea

∂z(k)

∂wl(k)
=

∂

∂wl(k)

[
ΨT (k)W(k)

]
, (4.56)

= ψl(τ) (4.57)

entonces

Ψl(τ) = [ψl(τ) ψl(τ − 1) · · · ψl(τ −m) · · · ψl(τ −M)]T , (4.58)

por lo tanto la ecuación del gradiente para cada wl es

∂E

∂wl(k)
= −en(k)CTΨl(τ)u(k). (4.59)

Cálculo del gradiente ∂E
∂bl

Derivando (4.27) con respecto a bl(k), se obtiene

∂E

∂bl(k)
=

∂

∂bl(k)

[
1

2
ET
nEn

]
, (4.60)

∂E

∂bl(k)
=

∂

∂bl(k)

[
1

2
e2
n(k)

]
, (4.61)

= en(k)
∂

∂bl(k)
en(k), (4.62)

= en(k)
∂

∂bl(k)
[y(k)− ŷ(k)], (4.63)

= −en(k)
∂

∂bl(k)
ŷ(k), (4.64)

sustituyendo (4.23) en ŷ, resultando

∂E

∂bl(k)
= −en(k)

∂

∂bl(k)

[
DT (k)Ŷ(k)v(k) + CT (k)Z(k)u(k)

]
, (4.65)

ya que sólo Z(k) depende de bl(k), entonces la ecuación se simplifica,

∂E

∂bl(k)
= −en(k)CT (k)

∂

∂bl(k)
[Z(k)]u(k), (4.66)

sea

∂Z(k)

∂bl(k)
=

[
∂z(k)

∂bl(k)

∂z(k − 1)

∂bl(k)
· · · ∂z(k −m)

∂bl(k)
· · · ∂z(k −M)

∂bl(k)

]T
, (4.67)
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si

∂z(k)

∂bl(k)
=

∂

∂bl(k)
ΨT (k)W(k), (4.68)

=

[
∂ψ1(τ)

∂bl(k)

∂ψ2(τ)

∂bl(k)
· · · ∂ψl(τ)

∂bl(k)
· · · ∂ψL(τ)

∂bl(k)

]
W(k), (4.69)

=
∂ψl(τ)

∂bl(k)
wl(k), (4.70)

si definimos

Ψbl(τ) =

[
∂ψl(τ)

∂bl(k)

∂ψl(τ − 1)

∂bl(k)
· · · ∂ψl(τ −m)

∂bl(k)
· · · ∂ψl(τ −M)

∂bl(k)

]T
, (4.71)

por lo tanto la ecuación del gradiente para cada bl es

∂E

∂bl(k)
= −en(k)CTΨbl(τ)wl(k)u(k). (4.72)

Cálculo del gradiente ∂E
∂al

Derivando (4.27) con respecto a al(k), se obtiene

∂E

∂al(k)
=

∂

∂al(k)

[
1

2
ET
nEn

]
, (4.73)

∂E

∂al(k)
=

∂

∂al(k)

[
1

2
e2
n(k)

]
, (4.74)

= en(k)
∂

∂al(k)
en(k), (4.75)

= en(k)
∂

∂al(k)
[y(k)− ŷ(k)], (4.76)

= −en(k)
∂

∂al(k)
ŷ(k), (4.77)

sustituyendo (4.23) en ŷ, resultando

∂E

∂al(k)
= −en(k)

∂

∂al(k)

[
DT (k)Ŷ(k)v(k) + CT (k)Z(k)u(k)

]
, (4.78)

ya que sólo Z(k) depende de al(k), entonces la ecuación se simplifica,

∂E

∂al(k)
= −en(k)CT (k)

∂

∂al(k)
[Z(k)]u(k), (4.79)
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sea

∂Z(k)

∂al(k)
=

[
∂z(k)

∂al(k)

∂z(k − 1)

∂al(k)
· · · ∂z(k −m)

∂al(k)
· · · ∂z(k −M)

∂al(k)

]T
, (4.80)

si

∂z(k)

∂al(k)
=

∂

∂al(k)
ΨT (k)W(k), (4.81)

=

[
∂ψ1(τ)

∂al(k)

∂ψ2(τ)

∂al(k)
· · · ∂ψl(τ)

∂al(k)
· · · ∂ψL(τ)

∂al(k)

]
W(k), (4.82)

=
∂ψl(τ)

∂al(k)
wl(k), (4.83)

como

∂ψl(τ)

∂al(k)
= τl

∂ψl(τ)

∂bl(k)
, (4.84)

entonces
∂z(k)

∂al(k)
= τl

∂ψl(τ)

∂bl(k)
wl(k), (4.85)

y

∂Z(k)

∂al(k)
= τl

[
∂ψl(τ)

∂bl(k)

∂ψl(τ − 1)

∂bl(k)
· · · ∂ψl(τ −m)

∂bl(k)
· · · ∂ψl(τ −M)

∂bl(k)

]
wl,

T(4.86)

= τlΨblwl, (4.87)

por lo tanto la ecuación del gradiente para cada al es

∂E

∂al(k)
= −τlen(k)CTΨbl(τ)wl(k)u(k), (4.88)

= τl
∂E

∂bl(k)
, (4.89)

Cálculo del gradiente ∂E
∂dj

Derivando (4.27) con respecto a dj(k), se obtiene
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∂E

∂dj(k)
=

∂

∂dj(k)

[
1

2
ET
nEn

]
, (4.90)

=
∂

∂dj(k)

[
1

2
e2
n(k)

]
, (4.91)

= en(k)
∂

∂dj(k)
[y(k)− ŷ(k)], (4.92)

= −en(k)
∂

∂dj(k)
ŷ(k), (4.93)

sustituyendo (4.23) en ŷ, resultando

∂E

∂dj(k)
= −en(k)

∂

∂dj(k)

[
DT (k)Ŷ(k)v(k) + CT (k)Z(k)u(k)

]
, (4.94)

ya que sólo el primer término del lado derecho de (4.94) depende de dj(k), entonces la

ecuación se simplifica, y por lo tanto la ecuación del gradiente para cada dj es (4.96)

∂E

∂dj(k)
= −en(k)

∂

∂dj(k)

[
DT (k)Ŷ(k)v(k)

]
, (4.95)

= −en(k)ŷ(k − j)v(k), (4.96)

Cálculo del gradiente ∂E
∂cm

Derivando (4.27) con respecto a cm(k), se obtiene

∂E

∂cm(k)
=

∂

∂cm(k)

[
1

2
ET
nEn

]
, (4.97)

=
∂

∂cm(k)

[
1

2
e2
n(k)

]
, (4.98)

= en(k)
∂

∂cm(k)
[y(k)− ŷ(k)], (4.99)

= −en(k)
∂

∂cm(k)
ŷ(k), (4.100)

sustituyendo (4.23) en ŷ, resultando

∂E

∂cm(k)
= −en(k)

∂

∂cm(k)

[
DT (k)Ŷ(k)v(k) + CT (k)Z(k)u(k)

]
, (4.101)
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ya que sólo el segundo término del lado derecho de (4.101) depende de cm(k), entonces

la ecuación se simplifica, y por lo tanto la ecuación del gradiente para cada cm es

(4.103)

∂E

∂cm(k)
= −en(k)

∂

∂cm(k)

[
CT (k)Z(k)u(k)

]
, (4.102)

= −en(k)z(k −m)u(k), (4.103)

Calculando del gradiente ∂E
∂Ki

Derivando (4.27) con respecto a Ki(k), se obtiene

∂E

∂Ki(k)
=

∂

∂Ki(k)

[
1

2
ET
nEn

]
, (4.104)

=
∂

∂Ki(k)

[
1

2
e2
n(k)

]
, (4.105)

= en(k)
∂

∂cm(k)
[y(k)− ŷ(k)], (4.106)

= −en(k)
∂

∂Ki(k)
ŷ(k), (4.107)

sustituyendo (4.23) en ŷ, resultando

∂E

∂Ki(k)
= −en(k)

∂

∂Ki(k)

[
DT (k)Ŷ(k)v(k) + CT (k)Z(k)u(k)

]
, (4.108)

ya que sólo u(k) depende de Ki(k), entonces la ecuación se simplifica,

∂E

∂Ki(k)
= −en(k)

∂

∂Ki(k)

[
CT (k)Z(k)u(k)

]
, (4.109)

= −en(k)CT (k)Z(k)
∂

∂Ki(k)
u(k), (4.110)

sustituyendo (3.10) y (4.12)

∂E

∂Ki(k)
= −en(k)Γ̂[Y (k), U(k),ΘΓ]

∂

∂Ki(k)

[
KT (k)Em(k)

]
, (4.111)

si
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∂u(k)

∂Ki(k)
=

∂

∂Ki(k)

[
KT (k)Em(k)

]
, (4.112)

∂u(k)

∂Ki(k)
= ei(k), (4.113)

por lo tanto la ecuación del gradiente para cada Ki es

∂E

∂Ki(k)
= −en(k)Γ̂[Y (k), U(k),ΘΓ]ei(k), (4.114)

En la Tabla 4.1 se muestra algunas wavelet madres con sus derivadas con respecto

a b, empleadas para calcular (4.71).

Nombre ψ(τ) ∂ψ(τ)
∂b

Morlet cos(ω0τ)exp(−0.5τ 2) 1
a
[ω0 sin(ω0τ)exp(−0.5τ 2) + τψ(τ)]

RASP1 τ
(τ2+1)2

3τ2−1
a(τ2+1)3

Tabla 4.1: Algunas Wavelet madres y su respectiva derivada con respecto a b.

4.4. Resultados de simulación

Para validar los algoritmos, éstos son aplicados al siguiente sistema lineal estable

descrito por la ecuación (3.44) con los parámetros de la red neuronal mostrados en la

Tabla 4.2 y con valores iniciales mostrados en la Tabla 4.3.

Neuronas 5

Wavelet madre wavelet Morlet

Coeficientes de alimentación hacia adelante c 2

Coeficientes de alimentación hacia atrás d 2

Tabla 4.2: Parámetros de la red neuronal wavelet.

El sistema es simulado con una red neuronal wavenet sin entrenamiento previo a

ser utilizado con el Esquema de la Figura 4.1 para sintonizar las ganancias del control

PID wavelet, pero si se tiene un periodo de aprendizaje 0 ≤ t ≤ 120 segundos para

identificar al sistema.



58 Caṕıtulo 4: Desarrollo de un control PID wavenet

W [-0.5 -0.5 -0.5 -0.5 -0.5] M W 0.2

A [10 10 10 10 10] M A 0.2

B [0 30 60 90 120] M B 0.2

C [0.1 0.1] M C 0.2

D [0.1 0.1] M D 0.2

K [0.1 0.5 0.5 0.1] M K 0.05

Tabla 4.3: Valores iniciales de los parámetros de la red neuronal wavelet y las ganancias

del control PID wavenet.

En la Figura 4.2, se observa como después del periodo de aprendizaje se obtiene

una respuesta del PID wavenet aceptable con un sobre-impulso no mayor de 0.2.

En la Figura 4.3, se observa como la señal de control es mucho menor que la que

se generaba con el control PID wavelet y aun aśı se tiene una rápida respuesta como

se ve en la Figura 4.2, y esto se debe a la sintonización de las ganancias realizada por

el algoritmo de sintonización.

En la descomposición de la señal del error mostrada en la Figura 4.4, es muy

similar a la descomposición del error mostrada en la Figura 3.14 generada por el PID

wavelet sin la autosintonización.

En las Figuras 4.5, 4.6 y 4.6, se muestran los comportamientos de los parámetros de

la red neuronal wavenet y del filtro IIR, aśı como el comportamiento de las ganancias

del PID wavenet que se están sintonizando durante el periodo de entrenamiento.

Observándose que con poco periodo de aprendizaje y sin previo entrenamiento de

la red neuronal wavenet, se logra tener una buena respuesta en la salida del sistema

como se muestra en la Figura 4.2.

Los valores finales son mostrados en Tabla 4.4:

W [-0.426 -0.47 -0.54 -0.56 -1.25]

A [10.057 10.014 10.004 9.98 9.962]

B [0.003 30.019 60.065 90.15 120.018]

C [0.775 0.8]

D [0.0973 0.0948]

K [0.615 0.45 0.448 0.2]

Tabla 4.4: Valores finales de los parámetros de la red wavenet y las ganancias del

control PID wavenet.
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Figura 4.2: Señal de salida del sistema con un control PID wavenet y con un control

PID wavelet.
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Figura 4.3: Señal de control generada por el control PID wavenet y el PID wavelet.
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Figura 4.4: Descomposición de la señal del error del sistema con un control PID

wavenet.

Figura 4.5: Comportamiento de los parámetros de la red neuronal wavelet, durante la

simulación.
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Figura 4.6: Comportamiento de los parámetros del filtro IIR, durante la simulación.

Figura 4.7: Comportamiento de las ganancias del control PID wavenet, durante la

simulación.
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4.5. Comentarios

Las redes neuronales wavelets adaptables (wavenets) combinan las ventajas que

ofrece el procesamiento con redes neuronales y la representación wavelet ; y la estruc-

tura y parámetros de los modelos wavenets son fáciles de obtener, de esta manera, los

diferentes PID wavelet y PID wavenet presentados en esta tesis ofrecen un método

eficiente en sistemas de control que usualmente poseen complejidad, no linealidades,

incertidumbres y retardos.



Caṕıtulo 5

Resultados de laboratorio

En este caṕıtulo, se muestran los resultados obtenidos en la implementación del

control PID wavelet, sobre un sistema de control de posición y un robot planar.

5.1. Implementación del control PID wavelet

5.1.1. Implementación sobre un sistema de control de posi-

ción

Los siguientes resultados son obtenidos en la implementación del control PID

wavelet, en un sistema de control de posición, mostrado en la Figura 5.1, la función

de transferencia del voltaje v para una posición x puede ser modelado como:

G(s) =
X(s)

V (s)
=

b

s(Js+ c)
. (5.1)

donde: b, J , c son la constante del par, la inercia total del motor y la carga, y

el coeficiente de fricción viscosa, respectivamente. El objetivo del control es rotar al

motor de un punto A a un punto B, como se muestra en la Figura 5.2. Es importante

mencionar que los parámetros de la planta no son requeridos en la sintonización de

los controladores propuestos.

La prueba se realizó con una plataforma experimental sobre una PC con tarjeta

adquisición de datos de National Instrument PCI-6024E y un servomotor. El contro-

lador está programado en un entorno de programación en Simulink, sobre una PC

Intel pentium 4 de 2.0 GHz y 1 GB de memoria RAM, la cual contiene la tarjeta de

adquisición de datos, para leer la posición, con una frecuencia de muestreo de 100 Hz,

y también es empleada para calcular la ley de control, como se muestra en la Figura

5.3
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Figura 5.1: Sistema de control de movimiento.

B

A

Figura 5.2: Objetivo de control.
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Figura 5.3: Diagrama a bloques del sistema de control de movimiento.

El algoritmo del PID wavelet fue realizado en Simulink, empleando un esquema

de codificación de sub-banda usando los coeficientes Daubechies de orden 2, con un

nivel de descomposición N = 3 y los parámetros del PID wavelet son mostrados en la

Tabla 5.1, donde las ganancias del PID clásico son sintonizadas de manera heŕıstica

y para el PID wavelet se sintonizarón de a prueba y error.

Ganancias del PID clásico KP KD KI

10 1.6 6

Ganancias del PID wavelet kH Km1 Km2 KL

1.6 18 1.6 0

Tabla 5.1: Valores de las ganancias para el control PID clásico y el PID wavelet para

el sistema para la plataforma mostrada en la Figura 5.1.

Las gráficas obtenidas, son mostradas en las Figuras 5.4, 5.5, 5.6 y 5.7, donde se

puede observar la caracteŕıstica particular del control PID wavelet, al generar una

señal de control suave e impidiendo generar esfuerzos y desgaste en el motor. Además

de tener un mejor comportamiento en la salida de la planta que cuando es controlada

con un PID clásico, ya que al exigirle tal repuesta la señal de control que generaŕıa

contendŕıa alta frecuencia dañando al actuador, y algunos casos no se podŕıa permitir

que esto ocurriera, tal es el caso de esta planta, por que el motor sólo vibraŕıa sin

generar ningún movimiento.
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Figura 5.4: Resultados de la implementación para la señal de posición del sistema de

posición.
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Figura 5.5: Resultados de la implementación para la señal de control del sistema de

posición.
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Figura 5.6: Resultados de la implementación para la señal de error en la posición del

sistema de posición.
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Figura 5.7: Resultados de la implementación para la señal de error a un nivel de

descomposición N = 3.
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5.1.2. Implementación sobre un robot planar de dos grados

de libertad

Esta aplicación se realiza sobre un robot planar de dos grados de libertad, mostra-

da en la Figura 5.8, elaborado por alumnos de la Licenciatura de Sistemas Com-

putacionales en la especialidad de mecatrónica que se ofrece en la UAEH. Donde

sus actuadores son controlados por medio de un PID wavelet, ambos actuadores son

llevados a su correspondiente referencia al mismo tiempo para llevar el extremo del

eslabón 2 (efector final) a una referencia dada, los resultados son comparados con

un control PID clásico. De la misma forma que la implementación anterior, aqúı se

emplea la misma tarjeta de adquisición de datos National Instrument PCI-6024E,

sobre la misma PC, y con los algoritmos son programados en Simulink. Las ganancias

empleadas en el control PID clásico son mostradas en la Tabla 5.2 y las ganancias

empleadas en el control PID wavelet son mostradas en la Tabla 5.3.

Ganancias del PID clásico kP KD KI

Ganancias para el control u1 3.5 2.3 0.5

Ganancias para el control u2 9.5 2.3 0.5

Tabla 5.2: Valores de las ganancias para el PID clásico para el robot planar.

Ganancias del PID wavelet kH KM1 KM2 KL

Ganancias para el control u1 4.7 4.8 0.8 0

Ganancias para el control u2 12 12 0.8 0

Tabla 5.3: Valores de las ganancias para el PID wavelet para el robot planar.

Los resultados son mostrados en la Figuras 5.9, 5.10, 5.11 y 5.12.



Caṕıtulo 5: Resultados de laboratorio 69

Figura 5.8: Robot planar de dos grados de libertad.
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Figura 5.9: Resultados de la posición para el actuador 1 y 2.
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Figura 5.10: Resultados de la señal de control para el actuador 1 y 2.
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Figura 5.11: Resultados de la señal de error en el actuador 1 y 2.
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Figura 5.12: Señal de error del actuador 1 y 2 a un nivel de descomposición N = 3.





Caṕıtulo 6

Conclusiones y trabajos futuros

6.1. Conclusiones.

En este trabajo de investigación se diseñaron dos variantes del controlador PID

que hacen uso de la teoŕıa wavelet. El primero es el PIDMR que hace uso de una

descomposición de la señal del error, donde dicha descomposición se efectúa mediante

la técnica multiresolución y decodificación sub-banda, este controlador se emplea para

controlar un motor de CD presentando buenos resultados tanto en simulación como

en laboratorio, el segundo controlador llamado wavenet hace uso de redes neuronales

de base radial con funciones de activación que son wavelets hijas, aqúı las redes se

emplean para dos propósitos (ver Figura 4.1), una para la identificación del sistema y

otra para la sintonización de los parámetros del PID wavenet, este controlador también

se aplicó a un motor de CD obteniéndose resultados satisfactorios, de lo anterior se

concluye que el objetivo de la tesis se cumplió satisfactoriamente.

6.2. Trabajos futuros.

Algunos de los trabajos futuros que se desprenden de esta tesis son:

Encontrar un método de sintonización del PIDMR.

Hacer un análisis riguroso de la convergencia de los algoritmos.

Hacer un estudio sobre la estabilidad en lazo cerrado para ambos esquemas

propuestos en la tesis.
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Glosario

Actuador. Dispositivo capaz de convertir enerǵıa eléctrica, hidráulica u otro tipo de

enerǵıa en movimiento.

Algoritmo. Conjunto ordenado y finito de operaciones que permite hallar la solución

de un problema.

Aprendizaje no supervizado. También conocido como aprendizaje auto-supervisado,

no se requiere influencia externa para ajustar los pesos de las conexiones entre

sus neuronas. No se recibe ninguna información por parte del entorno que in-

dique si la salida generada en respuesta a una determinada entrada es correcta

o no.

Aprendizaje reforzado. Forma de aprendizaje donde un mapeo entrada-salida se

lleva a cabo a través de la continua interacción del entorno para minimizar un

ı́ndice de desempeño. El uso de un cŕıtico es una caracteŕıstica de este tipo de

aprendizaje.

Aprendizaje supervizado. Tipo de aprendizaje basado el una respuesta prepro-

gramada para una entrada particular. Es decir, cada par de entrenamiento está

compuesto por los valores de entrada a la red y los valores de salida deseados

para tales entradas.

Aprendizaje. Proceso por el cual los parámetros libres de una red neuronal son

adaptados a través de estimulaciones generadas por el entorno en el cual la red

neuronal esta empotrada.

Arquitectura. En redes neuronales consiste en la organización y disposición de las

neuronas formando capas y la forma en que se conectan entre śı. En este sentido,

los parámetros fundamentales de la red que constituyen su arquitectura son: el

número de capas, el número de neuronas por capa, el grado de conectividad y

el tipo de conexiones entre neuronas.

Automatización. Ciencia que trata de sustituir en un proceso el operador humano

por un determinado dispositivo, generalmente electromecánico.
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Codificador (Encoder). Dispositivo de retroalimentación que convierte un movi-

miento mecánico en señales eléctricas, las cuales indican la posición de un ac-

tuador.

Control adaptable. Esquema de control en el cual los parámetros del controlador

se ajustan ante cambios de la planta, de manera que el comportamiento en lazo

cerrado conserva las caracteŕısticas deseadas de diseño. El control adaptable

es inherentemente no lineal. Se aplica a sistemas con parámetros que vaŕıan

lentamente en el tiempo.

Control. Proceso mediante el cual un sistema es llevado a parámetros preestableci-

dos.

Enerǵıa. Capacidad de realizar un trabajo.

Entrenamiento. Se refiere al proceso consiente y planeado de transferir conocimien-

to, habilidades y capacidades.

Época. Presentación completa del conjunto de entrenamiento a la red neuronal.

Espacio de estado. Espacio de n dimensiones, donde cualquier estado de un sistema

dado puede ser representado como un punto.

Estabilidad. Condición en la cual las variables cŕıticas de un sistema dinámico se

mantienen invariables o permanecen dentro de unos ĺımites determinados.

Estado. Conjunto mı́nimo de variables de un sistema dado (variables de estado), tal

que, conociendo su valor en un instante dado, permiten conocer la respuesta del

sistema ante cualquier señal de entrada o perturbación.

Función de activación. Sirve para limitar la amplitud de la neurona de salida. La

función de activación limita el rango de amplitud permisible de la señal de salida

a algún valor finito.

Función suave. La función f se dice que es suave si sus derivadas parciales de

cualquier orden existen y son continuas.

Función wavelet hija. Es una función wavelet resultado de dilatar o contraer y

trasladar una función wavelet madre.

Función wavelet madre. Es una función wavelet que se puede dilatar o contraer y

trasladar, generando funciones wavelet hijas.

Función Wavelet. Es una función de onda oscilatoria de duración muy corta, tam-

bién se le llama ondoleta.
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Grados de libertad pasivos. Grados de libertad que no se encuentran actuados.

Grados de libertad. Número de coordenadas que describen de manera única la

posición de todos los eslabones de un sistema.

Hardware. Se dice de cualquier componente f́ısico relacionado con cierta tecnoloǵıa.

Identificación. Conjunto de métodos para la obtención de modelos matemáticos a

partir de datos experimentales de las entradas y salidas de un sistema. Evitán-

dose la obtención de un modelo a partir de complejas leyes.

Incertidumbre. En teoŕıa de la información, la certidumbre es el grado cómo la

información se puede considerar verdadera, completa y digna de fe. La incer-

tidumbre se origina a partir de elementos de datos falsos o de un eqúıvoco, a

partir de datos incompletos o de un contexto ambiguo.

Manipulador. Mecanismo formado generalmente por elementos en serie, articulados

entre śı, destinado al agarre y desplazamiento de objetos. Es multifuncional y

puede ser gobernado directamente por un operador humano o mediante dispo-

sitivo lógico.

Modelo matemático. Es la representación por medio de ecuaciones de la dinámi-

ca de un sistema. Es el tipo de modelo más importantes para la ciencia y la

tecnoloǵıa.

Neurona Célula nerviosa, elemento fundamental de la arquitectura nerviosa. Es una

unidad de procesamiento de información que es fundamental para la operación

de una red neuronal.

Perceptrón. Dicese de una arquitectura de red neuronal estática multicapa, cuyos

nodos ocultos tienen una función de activación suave (sigmoidal), mientras que

los nodos de salida poseen una función de activación lineal.

Perturbación. Variable no deseada aplicada a un sistema y la cual tiende a afectar

adversamente el valor de una variable controlada. Si la perturbación se genera

dentro del sistema se denomina interna, en tanto que una perturbación externa

se produce fuera del sistema y es una entrada.

Punto de equilibrio. El estado x∗ se dice que es un punto de equilibrio del sistema

ẋ = f(x) si x(t) es igual a x∗, para todo t ≥ t0.

Redes neuronales dinámicas. Redes neuronales que poseen dispositivos de memo-

ria en sus conexiones internas, sus salidas son funciones de entradas presentes

y pasadas.
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Redes neuronales estáticas. Redes neuronales cuyas ecuaciones no lineales que las

caracterizan no tienen memoria, es decir sus salidas son tan solo funciones de

las entradas actuales.

Redes neuronales. Procesador distribuido masivamente paralelo constituido de uni-

dades de procesamiento simples, el cual tiene una tendencia natural a almacenar

conocimiento experimental y hacerlo viable para su posterior uso.

Retroalimentación. En el proceso de control consiste en la reinyección de la sali-

da (o algunas salidas) a la entrada del sistema, con el fin de mantener cierto

desempeño.

Retropropagación. Algoŕıtmo de entrenamiento basado en el método del decenso

del gradiente.

Robot. Dispositivo generalmente mecánico, que desempeña tareas automáticamente,

ya sea de acuerdo a supervisión humana directa, a través de un programa pre-

definido o siguiendo un conjunto de reglas generales. Generalmente estas tareas

reemplazan, asemejan o extienden el trabajo humano, como emsamble en ma-

nufactura, manipulación de objetos pesados o peligrosos, trabajo en el espacio,

etc.

Ruido. T́ıpicamente es una perturbación aleatoria. Señal indeseada presente en un

sistema f́ısico.

Ruidoblanco. T́ıpicamente es una perturbación aleatoria. Señal indeseada presente

en un sistema f́ısico, con una densidad espectral de potencia constante, es decir,

la señal de ruido blanco contiene todas las frecuencias y todas ellas contienen

la misma frecuencia.

Sensor. Dispositivo que convierte un parámetro f́ısico (como temperatura, presión,

flujo, velocidad, posición) en una señal eléctrica. En algunos casos se le considera

un sinónimo de transductor, pero un verdadero sensor contiene un sistema de

acondicionamiento de la señal, de manera que es mucho más sencillo realizar

una medición.

Sinapsis. Son uniones especializadas mediante las cuales las células del sistema

nervioso env́ıan señales de unas a otras y a células no neuronales como las

musculares o glandulares. Son la estructura elemental y unidad funcional que

regulan la interacción entre neuronas.

Sistema dinámico. Sistema cuya respuesta depende de entradas presentes y pasadas

(e incluso futuras), dicho sistema puede ser representado mediante ecuaciones

diferenciales dinámicas.
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Sistema en tiempo real. Un sistema de tiempo real STR es un sistema informático

en el que es significativo el tiempo en el que se producen las acciones. Las

acciones deben realizarse dentro de un intervalo de tiempo determinado.

Sistema estático. Sistema cuya respuesta depende únicamente de las entradas pre-

sentes.

Sistema lineal. Se dice que un sistema es lineal śı cumple con los principios de

homogeneidad y superposición.

Sistema no lineal. Se dice que un sistema es lineal śı no cumple con los principios

de homogeneidad o superposición.

Sistema subactuado. Sistema con menos actuadores que grados de libertad.

Software. Se dice de todos los componentes intangibles de una computadora, es

decir, al conjunto de programas y procedimientos necesarios para hacer posible

la realización de una tarea espećıfica.

Umbral. Tiene el efecto de incrementar o decrementar la entrada de la red de la

función de activación, dependiendo de si es positivo o negativo, respectivamente.

Variables de estado. Conjunto más pequeño de variables que determinan el estado

de un sistema dinámico.

Vector de estado. Si se necesitan n variables para describir el estado de un sistema

dado, entonces estas n variables se pueden considerar como los componentes de

un vector x.
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Apéndice A

Conceptos previos

A.1. Conceptos generales

Para una mayor compresión sobre el tema de la teoŕıa wavelet, se resumen en este

apéndice algunos conceptos matemáticos necesarios.

Definición 1 [Relación de equivalencia] Si existe un mapeo 1-1 de A sobre B,

se dice que A y B se pueden poner en correspondencia ó que A y B tienen el mismo

número de cardinalidad ó simplemente, que A y B son equivalentes, y se escribe

A ∼ B. Esta relación tiene las siguientes propiedades:

Ésta es reflexiva: A ∼ B.

Ésta es simétrica: si A ∼ B, entonces B ∼ A.

Ésta es transitiva: si A ∼ B y B ∼ C, entonces A ∼ C.

cualquier relación con estas tres propiedades se llama una relación de equivalen-

cia.

Definición 2 [Conjuntos contables] Para algún entero positivo n, sea Jn el con-

junto cuyos elementos son los enteros 1, 2, · · · , n; sea J el conjunto de todos los en-

teros positivos. Para algún conjunto A, se dice:

(a) A es finito si A ∼ Jn para algún n.

(b) A es infinito si A es no finito.

(c) A es contable si A ∼ J .

(d) A es no contable si A es no finito.
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Los conjuntos contables son algunas veces llamados conjuntos enumerables.

Ejemplo 2 Sea A el conjunto de todos los enteros. Entonces A es contable. Para

ésto considere los siguientes arreglos de los conjuntos A y J :

A = { 0, 1, -1, 2, -2, 3, -3, · · · }
J = { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, · · · }

donde se puede observar que existe una correspondencia 1-1 entre los elementos de

ambos conjuntos.

Definición 3 [Campo] Es una colección de elementos de un conjunto F que posee

dos operaciones binarias, llamadas suma y producto, tal que el resultado de estas

operaciones de dos elementos cualquiera de F da un elemento también de F, (α+β) ∈
F y (α ·β) ∈ F, es decir, es cerrado bajo las operaciones de suma y producto. Además

un campo cumple con los siguientes axiomas:

1. Operación binaria adición, satisfaciendo:

La adición es conmutativa, α + β = β + α, ∀ α, β ∈ F.

La adición es asociativa, α + (β + γ) = (α + β) + γ, ∀ α, β, γ ∈ F.

Existe un elemento neutro único, llamado neutro aditivo y denotado por 0,

tal que α + 0 = α, ∀ α ∈ F.

Existe un elemento llamado inverso aditivo, único a cada elemento del

campo α ∈ F, tal que α + (−α) = 0, ∀ α ∈ F.

2. Operación binaria producto, satisfaciendo:

El producto es conmutativo, α · β = β · α, ∀ α, β ∈ F.

El producto es asociativo, α · (β · γ) = (α · β) · γ, ∀ α, β, γ ∈ F.

Existe un elemento único, llamado neutro multiplicativo y denotado por 1,

tal que α · 1 = α, ∀ α ∈ F.

Existe un elemento llamado inverso multiplicativo único para cada elemen-

to del campo α ∈ F, tal que, α · α−1 = 1, ∀ α, α−1 ∈ F.

3. El producto es distributivo con respecto a la adición, es decir

α · (β + γ) = (α · β) + (α · γ), ∀ α, β, γ ∈ F.

Observación 1 Usualmente se escribe (en cualquier campo)

α− β, α
β

, α + β + γ, αβγ, α2, α3, 2α, 3α, · · ·
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en lugar de

α + (−β), α · ( 1
β
), α + (β + γ), αα, ααα, α + α, α + α + α, · · ·

Ejemplos de campos son: los números reales R; los números racionales Q; los

números complejos C.

Un espacio vectorial puede ser definido sobre cualquier campo F, sólo que para

propósitos de esta tesis los campos a considerar son los reales y los complejos, es decir

FR ó FC, dando como resultado un espacio vectorial lineal real y un espacio vectorial

lineal complejo, respectivamente.

Definición 4 [Espacio vectorial lineal] Un espacio vectorial lineal real R
(espacio lineal complejo C, respectivamente) es un conjunto cuyos elementos x, y,

z son llamados vectores que junto con las operaciones de adición

(+) : V × V → V

y multiplicación

(·) : R× V → V

((·) : C× V → V , respectivamente.)

cumplen con los siguientes axiomas ∀ x, y, z ∈ V y r1, r2 ∈ R, (c1, c2 ∈ C)

1. Ley conmutativa, x + y = y + x,

2. Ley asociativa, (x + y) + z = x + (y + z),

3. Ley asociativa con respecto a los elementos del campo, r1 · (r2 · x) = (r1r2)x,

(c1 · (c2 · x) = (c1c2)x, respectivamente)

4. Ley distributiva con respecto a los elementos del campo, r1 ·(x+y) = r1 ·x+r2 ·y,

(c1 · (x + y) = c1 · x + c2 · y, respectivamente)

5. Ley distributiva con respecto a los elementos del campo, (r1+r2)·x = r1 ·x+r2 ·x,

((c1 + c2) · x = c1 · x + c2 · x, respectivamente)

6. Existe un elemento neutro único, llamado neutro aditivo y denotado por 0v ∈ V ,

tal que x + 0v = x, ∀ x ∈ V

7. Existe un elemento llamado inverso aditivo, único a cada elemento de V , tal

que x + (−x) = 0v,
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8. Existe un elemento llamado neutro multiplicativo, único a cada elemento de V ,

tal que x · 1 = x.

Un espacio vectorial V es cerrado bajo las operaciones binarias de adición y pro-

ducto por un escalar, es decir, una operación binaria de un vector x y un elemento α

del campo R.

Existen propiedades importantes de un espacio vectorial V que se obtienen de los

axiomas de la definición, y se enuncian a continuación:

1. x + y = x + z ⇒ y = z,

2. α · x = α · y, α 6= 0v ⇒ x = y,

3. α · x = β · x, x 6= 0v ⇒ α = β,

4. (α− β) · x = α · x− β · x,

5. α · (x− y) = α · x− α · y,

6. α · 0v = 0v.

Definición 5 [Subespacio] Un subconjunto M de un espacio vectorial V es llamado

subespacio de V si M satisface las siguientes condiciones ∀ x, y ∈ M

1. x + y ∈ M ,

2. α + x ∈ M ,

de manera equivalente α · x + β · y ∈ M .

Observación 2 Debido a que M 6= ∅ ⇒ ∃ x ∈ M ⇒ (−1x + 1x) ∈ M , entonces

(−1 + 1)x = ∅ · x = ∅ ∈ M ,

es decir cualquier subespacio contiene el vector nulo.

Definición 6 [Combinación lineal] Una combinación lineal está formada por

la suma de elementos de un espacio vectorial x1, x2, x3, · · · , xn ∈ V en combinación

con escalares del campo F, es decir

α1x1 + α2x2 + α3x3 + · · ·+ αnxn.

Una combinación lineal es usada para construir un subespacio de un subconjunto

arbitrario en un espacio vectorial. Una combinación lineal de un subespacio M está

contenido en el mismo subespacio.
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Definición 7 [Generador o Span] Sea S = {x1, x2, · · · , xn} un conjunto finito

de vectores en un espacio vectorial V . El subconjunto W de V generado (spanned)

por S es el conjunto de todas las combinaciones de S. Este conjunto es llamado

generador ó span de S y se denota por:

[S] = span{x1, x2, · · · , xn}

Teorema 1 El generador o span de cualquier conjunto finito S = {x1, x2, · · · , xn}
de vectores en V es un subconjunto de V .

Definición 8 [Dependencia lineal] Un vector x se dice linealmente depen-

diente de un conjunto finito de vectores S, si x puede ser expresado como una com-

binación lineal de S ⊂ V , es decir

x =
∑

i αisi; si ∈ S.

Definición 9 [Independencia lineal] Un conjunto finito de vectores {x1, x2, x3,

· · · , xn} es linealmente independiente si

α1x1 + α2x2 + α3x3 + · · ·+ αnxn = 0,

implica que

α1 = α2 = α3 = · · · = αn = 0.

Por negación de la Definición 8, un vector x se dice linealmente independiente del

conjunto S si no es linealmente dependiente de S.

Definición 10 [El conjunto vacio, ∅ es linealmente dependiente] ∅ es lineal-

mente dependiente de cualquier conjunto de vectores. ∅ es considerado un conjunto

dependiente. El conjunto de un sólo elemento diferente de cero es linealmente inde-

pendientes, es decir {V 6= 0} es un conjunto independiente.

Teorema 2 El conjunto de vectores {x1,x2,x3, · · · ,xn} son linealmente independien-

tes si y sólo si
∑n

k=1 αkxk = 0 ⇒ αk = 0; k = 1, 2, 3, · · · , n.

Corolario 1 El conjunto de vectores {x1,x2,x3, · · · ,xn} son linealmente indepen-

dientes, si: ∑n
k=1 αkxk =

∑n
k=1 βkxk ⇒ αk = βk; k = 1, 2, 3, · · · , n.

Definición 11 [Base] Un conjunto finito de vectores S linealmente independiente

se dice una base de V si S genera V, es decir: [S] ⊃ V.
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Definición 12 [Dimensión] Un espacio vectorial V que tiene una base finita se dice

finito dimensional, si no es finito dimensional se dice infinito dimensional.

Teorema 3 Cualesquiera dos bases de un espacio vectorial tienen el mismo número

de elementos.

El número de vectores en una base es igual al número de dimensión.

Definición 13 [Transformación] Sean V y Y espacios vectoriales y D ⊂ V

T : D −→ Y ,

x 7→ y,

con y = T (x), a T se llama una transformación de V a Y con dominio D.

Definición 14 [Funcional] Una transformación de un espacio vectorial V al espa-

cio de los reales o los complejos es una funcional en V, es decir

f : V −→ K es una funcional en V.

donde K representa el espacio real R o el espacio complejo C.

Definición 15 [Transformación lineal] Sean V y Y espacios vectoriales sobre el

mismo campo F. Se dice que T : V −→ Y es lineal si ∀ x1,x2 ∈ V y ∀ α1, α2 ∈
F se cumple

T (α1x1 + α2x2) = α1T (x1) + α2T (x2).

Ejemplo 3 A continuación se dan algunos ejemplos de transformaciones lineales:

Transformada de Laplace

L{·} =

∫ ∞
−∞

estdt{·},

Transformada de Fourier

F{·} =

∫ ∞
−∞

e−iwtdt{·},

Transformada Z

Z{·} =
∞∑

k=−∞

z−k{·},
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Transformada wavelet

W{·} =

∫ ∞
−∞

ψa,b(t)dt{·}.

Una vez dado una serie de definiciones sobre espacio vectorial como son: dependen-

cia e independencia lineal, base, dimensión, serie, transformación, funcional y trans-

formación lineal. Se observa en todas estas definiciones que no se hace uso de la noción

de distancia, para esto es importante dotar al espacio vectorial de una forma de medir.

Definición 16 [Métrica] X es cualquier conjunto no vació, un métrica es una

función de dos argumentos d(x, y), llamada también función de distancia,

d : X ×X −→ R+,

que satisface

d(x, y) ≥ 0, ∀ x, y ∈ R, (Positividad)

d(x, y) = 0, si y sólo si x = y,

d(x, y) = d(y, x), (Simetŕıa)

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y), (Desigualdad del triángulo).

Definición 17 [Espacio métrico] Un espacio métrico es el par (X, d), es decir un

conjunto no vacio X donde se ha definido una métrica.

Sea X un un espacio métrico. Todos los puntos y conjuntos mencionados abajo se

entiende elementos y conjuntos de X.

(a) Una vecindad de un punto p es un conjuntoNr(p) conteniendo todos los puntos

q tal que d(p, q) < r. El número r es llamado el radio de Nr(p).

(b) Un punto p es un punto ĺımite del conjunto E si cualquier vecindad de p

contiene un punto q 6= p tal que q ∈ E.

(c) Si p ∈ E y p no es un punto ĺımite de E, entonces p se llama un punto aislado

de E.

(d) E es cerrado si cualquier punto ĺımite de E es un punto de E.

(e) La clausura de E es la unión de dicho conjunto con todos sus puntos ĺımites.

(f) Un punto p es un punto interior de E si existe una vecindad N de p tal que

N ⊂ E.
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(g) E es abierto si cualquier punto de E es un punto interior de E.

(h) El complemento de E (denotado por Ec) es el conjunto de todos los puntos

p ∈ X tal que p 6∈ E.

(i) E es perfecto si E es cerrado y cualquier punto de E es un punto ĺımite de E.

(j) E esta acotado si hay un número real m y un punto q ∈ X tal que d(p, q) < m

para todo p ∈ E.

(k) E es denso en X si cualquier punto de X es un punto ĺımite de E, o un punto

de E (o ambos).

Definición 18 [Espacio normado] Un espacio normado es un par ordenado

(V, ‖ · ‖) donde V es un espacio vectorial real (o complejo) y ‖ · ‖ : V −→ R es

una función valuada en los reales definida sobre V llamada norma que satisface los

siguientes axiomas:

1. ‖x‖ ≥ 0; ‖x‖ = 0, si y sólo si x = 0; (Definida positiva)

2. ‖αx‖ = |α|‖x‖, ∀ α ∈ R;(Homogénea)

3. ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖; (Desigualdad del triángulo)

Una norma ‖ · ‖ en V define una métrica d en V dada por d(x, y) = ‖x− y‖ y es

llamada la métrica inducida por la norma.

A continuación se dan algunos ejemplos de espacios normados:

Ejemplo 4 Espacio Euclidiano y espacio unitario. El espacio vectorial lineal real

de n-tuplas ordenadas de números reales Rn ( o complejos C), donde para x =

x1, x2, · · · , xn junto con la función

‖ · ‖2 : Rn −→ R, (o ‖ · ‖2 : Cn −→ C), definida por

‖x‖2 =
√∑n

i=1 |xi|2,

en el caso real se llama n-espacio Euclidiano y se denota por (Rn, ‖ · ‖2) y en el caso

complejo n-espacio unitario y se denota por (Cn, ‖ · ‖2).

Ejemplo 5 Considere nuevamente el espacio vectorial lineal Rn (o Cn), junto con la

función

‖ · ‖p : Rn −→ R, (o ‖ · ‖p : Cn −→ R), definida por

‖x‖p = (
∑n

i=1 |xi|p)
1
p ,
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donde p es cualquier número en el intervalo [1,∞]. Si p = 1, entonces ‖ ·‖p está dada

por

‖x‖1 =
∑n

i=1 |xi|,

mientras que si p −→ ∞, entonces la norma ‖ · ‖p se aproxima a

‖x‖∞ = máx|xi|, 1 ≤ i ≤ n

= máx{|xi| | i ∈ {1, 2, · · · , n}}.

Una vez dada la definición de norma sobre un espacio vectorial, éste se ha dota-

do de una forma de medir y ahora se está en posición de estudiar conceptos como

convergencia, continuidad, ĺımite, etc.

Definición 19 [Transformación continua] Sean V y Y espacios normados, se

dice T : V −→ Y es continuo en x0 ∈ V , si ∀ ε > 0 ∃ δ > 0, tal que ‖x− x0‖V <
δ ⇒ ‖T (x)− T (x0)‖Y < ε.

Como se puede observar la continuidad depende de la norma en ambos espacios

V y Y. Se debe notar que T tiene que estar definida en el punto x0 para que sea

continua en x0.

Definición 20 [Sucesión] Una sucesión de elementos de un espacio normado (

V, || · ||) es una función cuyo dominio es el conjunto de los números naturales o un

subconjunto propio de N.

f : N −→ V,

n 7→ xn,

y se escribe xn = f(n). Una sucesión teniendo dominio a un subconjunto finito de N
son llamados sucesiones finitas. Es común en la práctica una notación de sub́ındice

para una sucesión y escribir f(n) como xn denotando la sucesión por

{xn} = x1, x2, · · · , xn, · · · .

Cualquier subconjunto infinito de S de números naturales puede ser representado

como el rango de una subsucesión donde los términos preservan el orden de sistema

de números naturales N; esto es, hay una función g que preserva el orden

S ⊂ N,

f : N −→ V,

f : N −→ S,

fog(n) = f (g(n)).
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Definición 21 [Subsucesión] Sea {xn} una sucesión en V. Sea {xnk} = n1, n2,

· · · , nk, · · · una sucesión de enteros positivos que son estrictamente crecientes, es

decir, nj > nk ∀j > k.

Entonces la sucesión {xnk} se le llama una subsucesión de {xn}.

Definición 22 [Ĺımite de la subsucesión] Si la subsucesión {xnk} converge, en-

tonces su ĺımite se le llama el ĺımite de la subsucesión de {xn}.

Definición 23 [Serie] Sea {xn} una sucesión, se puede construir otra sucesión {sn}
considerando la suma de los primeros n términos.

sn =
∑n

i=1 xi = x1 + x2 + · · ·+ xn

A una sucesión obtenida aśı {sn} se llama serie y se dice que sn es su n-ésima suma

parcial.

Definición 24 [Serie convergente] Dada una serie∑n
i=1 xi = x1 + x2 + · · ·+ xn,

se denotará mediante el śımbolo xn. Si la sucesión {xn} es convergente y si existe

el

ĺımn→∞ xn = x,

entonces la serie
∑n

i=1 xi se llama convergente y se escribe

x1 + x2 + · · ·+ xn + · · · = x ó
∑n

i=1 xn = x,

El vector x se denomina suma ó ĺımite de la serie. Si es otro caso, la serie se

llamará divergente.

Observación 3 El conjunto de todos los puntos xn (n = 1, 2, 3, · · · ) es el rango de

{xn}. El rango de una sucesión puede ser un conjunto finito o éste puede ser infinito.

La sucesión {xn} se dice acotado si su rango es acotado.

Empleando los conceptos de sucesiones es posible relacionar la definición de con-

tinuidad y convergencia, la cual está dad en la siguiente preposición.

Proposición 1 Sea V, Y espacios normados, y sea T : V −→ Y ; T es continuo, si

y sólo si xn −→ x0 ⇒ T (xn) −→ T (x0).

Definición 25 [Convergencia] En un espacio vectorial normado V, una sucesión

infinita de vectores {xn} se dice que converge a x, si la sucesión de números reales

{‖x− xn‖} converge a cero. Se escribe xn → x.
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Ya que se dotó al espacio vectorial de una forma de medir (norma), se estudian

conceptos que involucran la forma de medir, sin embargo existen otros conceptos que

son de vital importancia para el entendimiento del comportamiento de los elementos

del espacio o de una sucesión. tal concepto se da a continuación.

Definición 26 [Sucesión de Cauchy] Una sucesión {xn} en un espacio normado

(V, ‖ · ‖) se dice sucesión de Cauchy si ‖xn− xm‖ −→ 0, cuando n,m −→ ∞; es

decir dado ε > 0 ∃ N ∈ N tal que

‖xn − xm‖ < ε,

si n ≥ N y m ≥ N .

Observación 4 La diferencia entre la definición de convergencia y la definición de

sucesión de Cauchy es que en el primer caso el ĺımite está expĺıcitamente especificado,

mientras que en el caso de una sucesión de Cauchy no es aśı.

Corolario 2 En un espacio normado toda sucesión convergente es de Cauchy, es

decir, si xn → x, entonces

‖xn − xm‖ = ‖xn − x + x− xm‖ ≤ ‖xn − x‖+ ‖x− xm‖ → 0.

En general una secuencia de Cauchy puede no ser convergente.

Definición 27 [Espacio de Banach] Un espacio normado V es completo si cada

sucesión de Cauchy de V tiene un ĺımite en V. Un espacio vectorial completo se le

llama espacio de Banach.

Los espacios de Banach son importantes por dos razones:

i) Si (V, ‖ · ‖) es un espacio Banach entonces todas sucesiones de Cauchy son

convergentes. Esta propiedad provee un medio de prueba si una sucesión es

convergente sin tener a la mano un candidato para el ĺımite de la sucesión.

ii) Aún si un espacio vectorial normado (V, ‖ · ‖) no es completo, este puede ha-

cerse un espacio Banach añadiendo algunos elementos, por razones obvias, este

proceso es conocido como acompletar el espacio.

En base al Corolario 2 se tiene que en un espacio completo las sucesiones de

Cauchy y las convergentes son las mismas, es decir, una sucesión converge si y sólo

si es de Cauchy. Análogamente en un espacio incompleto deben existir sucesiones de

Cauchy no convergentes.
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Definición 28 [Producto interno] Sea V un espacio vectorial. Una función 〈 , 〉 :

V ×V → K se llama producto interno si cumple con los siguientes axiomas para

todo x,y, z ∈ V y λ ∈ K:

[P1] 〈x,x〉 > 0 ∀ x 6= 0 y 〈x,x〉 = 0 si x = 0; (Definida positiva)

[P2] 〈x,y〉 = 〈y,x〉; (Hermı́tica)

[P3] 〈λx,y〉 = λ〈x,y〉; (Homogénea)

[P4] 〈x + y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉; (Aditiva ó lineal en x)

Definición 29 [Espacio con producto interior] Un par (V, 〈 , 〉) donde 〈 , 〉 es

un producto interior en V, se llama espacio con producto interior.

La importancia de este tema es que todo espacio con producto interno (V, 〈 , 〉)
tiene una norma asociada a él, que es inducida por el producto interno 〈 , 〉.

Proposición 2 Sea (V, 〈 , 〉) un espacio con producto interno. Entonces la función

‖ · ‖ : V −→ R definida ∀ x ∈ V por ‖x‖ =
√
〈x,x〉 es una norma; es decir, se

cumplen los 3 axiomas de la norma dadas en la Definición 18.

Definición 30 [Espacio pre-Hilbert] Un espacio normado (V, ‖ · ‖) en el cual la

norma ‖ · ‖ es inducida por el producto interior, se llama espacio pre-Hilbert.

Definición 31 [Espacio Hilbert] Un espacio normado completo con producto in-

terior se llama espacio Hilbert.

Un espacio Hilbert es un espacio pre-Hilbert completo (respecto a la norma aso-

ciada). Por lo tanto, todo espacio Hilbert es un espacio de Banach en el cual se ha

definido un producto interior.

Un espacio de Banach (V, ‖ · ‖), que a la vez es un espacio pre-Hilbert, se lla-

ma espacio Hilbert. En otras palabras, un espacio Hilbert es un espacio pre-Hilbert

completo.

Proposición 3 Sea (V, ‖ · ‖) un espacio pre-Hilbert y sea 〈 , 〉 el producto interior

que induce la norma ‖ · ‖, si xn → x, yn → y, entonces

〈xn,yn〉 → 〈x,y〉,

es decir, la función 〈 , 〉 es continua en V × V .

Observación 5 Como se ha visto que no todos los espacios normados son espacios

pre-Hilbert.
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Ahora se da una condición necesaria y suficiente para que una norma sea inducida

por un producto interior.

Definición 32 [Elementos ortogonales] Dado un espacio pre-Hilbert (V, 〈 , 〉).

Sea x,y ∈ V . Se dice que x y y son ortogonales, si

〈x,y〉 = 0,

y se escribe x⊥y. Se dice que x1,x2, · · · ,xn ∈ V son ortogonales dos a dos si xi⊥xj
para i 6= j.

Definición 33 [Elemento ortonormal] Sea (V, 〈 , 〉) un espacio pre-Hilbert. Se

dice que un elemento x ∈ V es ortonormal si ‖x‖ = 1.

Definición 34 [Conjunto ortonormal] Sea (V, 〈 , 〉) un espacio pre-Hilbert. Sea

A ⊂ V , A 6= 0. Se dice que A es ortonormal si A es ortogonal y además se tiene

que ‖x‖ = 1 para cada x ∈ A.

Teorema 4 Sea (V, 〈 , 〉) un espacio con producto interno. Si x1,x2, · · · ,xn ∈ V son

no nulos y ortogonales dos a dos, entonces son linealmente independientes.

Corolario 3 En un espacio con producto interior de dimensión n, se cumple

(a) Cualquier colección de n vectores ortogonales no nulos constituyen una base.

(b) No hay colección de vectores ortogonales no nulos con más de n elementos.

Definición 35 [Base ortogonal y base ortonormal] Una base ortogonal en un

espacio con producto interno (V, 〈 , 〉) es una base que consta de vectores ortogonales

dos a dos. Si además de ser ortogonales son ortonormales, entonces se llama una

base ortonormal.

Ejemplo 6 Dada una base ortogonal cualquiera {e1, e2, · · · , en} en un espacio con

producto interior, es fácil obtener las coordenadas de cualquier vector.

Si x ∈ V , entonces

x =
n∑
i=1

αiei = α1e1 + · · ·+ αnen, (A.1)

formando el producto interno por ei en ambos miembros, se obtiene

〈x, ei〉 =

〈
n∑
i=1

αiei, ei

〉
, (A.2)



102 Apéndice A: Conceptos previos

debido a que 〈ei, ej〉 = 0 si i 6= j, entonces ∀ i = 1, 2, · · · , n

αi =
〈x, ei〉
‖ei‖2

. (A.3)

La expresión para αi se simplifica considerablemente si los vectores de la base son

unitarios, es decir ‖ei‖ = 1, entonces

αi = 〈x, ei〉 (A.4)

y sustituyendo (A.4) en (A.1) resulta

x =
n∑
i=1

〈x, ei〉 ei,

los términos αi, reciben un nombre especial dado en la siguiente definición.

Definición 36 [Coeficiente de Fourier] Sea V un espacio Hilbert, {en} una suce-

sión ortogonal y x ∈ V . A los elementos

αn = 〈x, en〉,

se les llama el coeficiente de Fourier de x, relativo a {en}.

Todos estos antecedentes matemáticos están formando la base, tal como ahora

se puede observar que las series de Fourier son un caso particular de los Espacios

de Hilbert. Aśı también como es conocida la Igualdad de Parseval, muy usada en el

procesamiento de señales, la cual se puede interpretar con estos conocimientos.

Definición 37 [Igualdad de Parseval]
∫∞

0
|f(t)|2 dt = ‖α‖2 En donde se observa

que la enerǵıa no se altera en los 2 espacios, en el tiempo en el primer miembro de

la ecuación y del espacio de la frecuencia en el segundo miembro. La conservación de

enerǵıa está dada por los coeficientes de Fourier α, una vez transformada la señal en

el tiempo.

Definición 38 [Espacio de funciones de cuadrado integrable] Es el espacio

vectorial de todas las funciones f(t) definidas sobre R, es decir, están en el espacio

L2(R), si ‖f(t)‖2 es integrable, como∫ ∞
−∞
‖f(t)‖2 dt <∞,

por lo que, el espacio de funciones de cuadrado integrable se define como

L2(R) = {f(t) : fes medible y

∫ ∞
−∞
‖f(x)‖2 dx <∞}.



Apéndice A: Conceptos previos 103

A.2. Comentarios

Los conceptos presentados en este apéndice son importantes para el entendimien-

to de la teoŕıa wavelet, las redes neuronales y la teoŕıa wavenet, empleadas para el

desarrollo del control PID wavelet y el control PID wavenet.





Apéndice B

Teoŕıa wavelet

El objetivo de este apéndice es presentar la teoŕıa wavelet, necesaria para el de-

sarrollo de un controlador wavelet y un controlador wavenet, siendo este último el

objetivo principal de la tesis. La organización del presente apéndice es de la siguiente

forma: en la Sección A.1 se da una introducción a la transformada wavelet, en la Sec-

ción A.2 se ve de manera breve el análisis de Fourier, la teoŕıa wavelet es presentada

en la Sección A.3, en la Sección A.4 se presenta el análisis multiresolución basada en

wavelet, la codificación sub-banda es presentada en la Sección A.5 y por último en la

Sección A.6 se dan algunos comentarios referente al apéndice presentado.

B.1. Introducción

Este apéndice se enfoca a la teoŕıa de la transformada wavelet, que es una herra-

mienta matemática generada a mediados de los 80’s. Siendo ésta muy eficiente para

el análisis local de señales no estacionarias y de rápida transitoriedad, mapea la señal

en una representación tiempo-escala que provee un análisis multiresolución con ven-

tanas dilatadas, similar a una transformada de Fourier ventaneada, pero el análisis

de frecuencias de mayor rango se realiza usando ventanas angostas y el análisis de las

frecuencias de menor rango se hace utilizando ventanas anchas, y no fijas como se rea-

liza en la transformada de Fourier. Además la transformada wavelet no es solamente

local en frecuencia, sino también en tiempo.

Dentro de los usos de esta poderosa herramienta se puede nombrar, además del

análisis local de señales no estacionarias, el análisis de señales electrocardiográficas,

śısmicas, de sonido, de radar, aśı como también es utilizada para la compresión y

procesamiento de imágenes y reconocimiento de patrones, etc.

105
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B.2. Análisis de Fourier

Jean Baptiste J. Fourier matemático y f́ısico francés quien demostró que una

función pod́ıa ser desarrollada en términos de series trigonométricas convergentes lla-

madas Series de Fourier, publicando en 1807, desarrolló esta teoŕıa cuando estudiaba

la ecuación del calor el cual fue publicado en 1822 en su celebre ”Théorie Analytique

de la Chaleur” (Teoŕıa Anaĺıtica del Calor) [19].

B.2.1. Funciones periódicas

Dado que los términos de las series trigonométricas son periódicas es lógico deducir

que las funciones que se van a desarrollar mediante dichas series deben ser también

periódicas. Se dice que una función f(x) tiene un peŕıodo P o es periódica con un

peŕıodo P si para todo x, f(x + P ) = f(x), donde P es una constante Positiva, en

la Figura B.1 se muestra una señal periódica. El menor valor de P > 0 se llama el

peŕıodo mı́nimo o peŕıodo fundamental de f(x) [78].

Figura B.1: Representación de una función periódica f(x), con peŕıodo P .

B.2.2. Coeficientes y series de Fourier

Los desarrollos en series de Fourier, tienen dos aplicaciones fundamentales:

Representar una función f(x) definida en el intervalo (−c, c), para los valores

de x en ese intervalo.

Representar una función periódica con un peŕıodo 2c para todos los valores de

x.
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La función f(x) puede ser proyectada en una base ortonormal de funciones {φk(x)},
de la siguiente forma [7]:

f̂(x) = c1φ1(x)+c2φ2(x)+ . . .+ckφk(x)+ . . . , (−c < x < c); k = 1, 2, 3 . . . (B.1)

se espera que el desarrollo de f̂(x) converja a la función original f(x).

Se puede demostrar que los coeficientes ck de la suma son los coeficientes de

Fourier de f(x) con respecto a la base ortonormal {φk(x)}. Estos coeficientes pueden

ser expresarse como:

ck =

∫ c

−c
f(x)φk(x) dx, k = 1, 2, 3 . . . (B.2)

siendo φ̂ el complejo conjugado de φ.

La serie de (B.1) con estos coeficientes es la serie de Fourier genérica correspon-

diente a la función f(x), y se define como:

f(x) =
∞∑
k=1

cxφk(x), (B.3)

si f(x) está definida en el intervalo (0, 2π) y determinada fuera de ese intervalo por

f(x+ 2π) = f(x), esto es, f(x) tiene periodo 2π, la serie de Fourier que corresponde

a f(x) sobre la base ortogonal de senos y cosenos se define como:

f(x) =
a0

2
+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx), (B.4)

donde los coeficientes de Fourier ak y bk se definen como:{
ak = 1

π

∫ 2π

0
f(x) cos kx dx,

bk = 1
π

∫ 2π

0
f(x) sin kx dx, con k = 1, 2, 3, . . .

(B.5)

Puede observarse que los coeficientes de Fourier de la función transformada repre-

sentan la contribución de cada función seno y coseno para cada frecuencia [78].

Usando la identidad de Euler: eikx = cos kx+ i sin kx se puede escribir la serie de

Fourier de f(x) como una combinación lineal de funciones exponenciales complejas:

f(x) =
∞∑

k=−∞

cke
ikx, (B.6)

donde las funciones φk(x) = eikx√
2π

constituyen un conjunto ortonormal [89].
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Los coeficientes de Fourier de f(x), respecto de esta base, pueden expresarse como:

ck =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−ikx dx. (B.7)

Es evidente que la serie de Fourier, (B.3), no puede representar una función para

todos los valores de x si la función no es periódica.

B.2.3. Transformada de Fourier

Para obtener una representación que pueda ser válida para todos los valores de x

cuando f(x) no es periódica, es natural intentar extender la representación anterior

dejando que c tienda a infinito, lo que da lugar a la transformada de Fourier [7].

La transformada de Fourier de una función no periódica f(x) esta definida por

F (w) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)e−iwx dx, (B.8)

donde w es una variable compleja continua.

La función puede ser reconstruida a partir de sus componentes de Fourier, por

medio de la transformada inversa de Fourier:

f(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

F (w)eiwx dw (B.9)

La transformada de Fourier en L2(R) [−∞,∞] satisface las siguientes propiedades:

Es una Transformación de Fourier uno-a-uno de L2(R) [−∞,∞] en śı mismo

Preserva la norma ∫ ∞
−∞
‖f(x)‖2 dx =

∫ ∞
−∞
‖F (w)‖2 dw (B.10)

Preserva el producto interno∫ ∞
−∞

f(x) ∗ g(x) dx =

∫ ∞
−∞

F (w) ∗G(w) dw (B.11)

B.2.4. Limitaciones del análisis de Fourier

La transformada de Fourier es ampliamente utilizada en el procesamiento y análisis

de señales y con resultados satisfactorios en los casos en que estas señales son perió-

dicas y lo suficientes regulares, pero no ocurre lo mismo para el análisis de señales

cuyo espectro vaŕıa con el tiempo (señales no estacionarias) [72].
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Tomando el caso en el que la función f a descomponer es una señal dependiente

del tiempo, puede decirse que las funciones de la base de Fourier son de duración

infinita en el tiempo, pero locales en frecuencia.

La transformada de Fourier detecta la presencia de una determinada frecuencia

pero no brinda información acerca de la evolución en el tiempo de las caracteŕısticas

espectrales de la señal. Muchos aspectos temporales de la señal, tales como el comienzo

y el fin de una señal finita y el instante de aparición de una singularidad en una señal

transitoria, no puede ser analizados adecuadamente por el análisis de Fourier.

Para los casos de señales no estacionarias y transitorias se utiliza generalmente la

transformada de Fourier ventaneada.

B.2.5. Transformada de Fourier ventaneada

Una forma de analizar una señal no estacionaria es realizar un análisis espectral de-

pendiente del tiempo. Una señal estacionaria es dividida en una secuencia de segmen-

tos de tiempo en los cuales la señal puede ser considerada como una cuasi-estacionaria

y la transformada de Fourier es aplicada a cada segmento local de la señal. Gabor,

en 1940, fue el primero en introducir la transformada de Fourier de tiempo corto,

conocida como la transformada de Fourier con ventana deslizante, definida como

Sf (ω, σ) =

∫
f(t) ∗ g(t− σ)e−iwt dt, (B.12)

donde g(t) es una ventana deslizante, la cual tiene un ancho fijo y cambia a lo largo

del eje x por un factor σ [77], la función está definida como (B.13). Aśı, propuso a la

función Gausiana como la función ventana g(t) y demostró que la transformada de

Fourier de una ventana Gausiana continúa siendo Gausiana [77].

g(t) =
1

σ
e−

πt2

σ2 (B.13)

Con la transformada de Fourier ventaneada se logra una mejor localización de

la aparición de una singularidad en una señal. Pero solo conocerá en que intervalo

de tiempo se produce la singularidad, debido a que la localización depende del an-

cho elegido para la función ventana. Además, los eventos no podrán ser resueltos si

aparecen muy cerca unos de otros, ya que no será posible distinguir diferentes com-

portamientos dentro de una misma amplitud de ventana [86]. Dada las desventajas

que se presenta con la transformada de Fourier ventaneada, surge la transformada

wavelet como alternativa a Fourier.
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Figura B.2: Representación gráfica de (B.13), donde g(t) es la función de Gauss, t es

el tiempo, σ es el factor de desplazamiento.

B.3. Teoŕıa wavelet

Aunque la primera wavelet que se conoce fue descubierta en 1910, Alfred Haar,

un matemático Húngaro, descubre una “base” de funciones que se reconocen ac-

tualmente como las primeras wavelets, denominadas “wavelets de Haar”[27]. Tiempo

después, el ingeniero petroĺıfero Jean Morlet en 1981, desarrolló su propia forma de

analizar las señales śısmicas para crear componentes que estuvieran localizados en el

espacio, a los que denominó “wavelets de forma constante”, actualmente se conocen

como “wavelets de Morlet”, independientemente de que los componentes se dilaten,

compriman o desplacen en el tiempo, mantienen la misma forma. Alex Grossmann,

un f́ısico de Marsella, trabajó con Morlet durante un año para confirmar que las on-

das se pod́ıan reconstruir a partir de sus descomposiciones en wavelets. Demostrando,

que la transformada wavelet funciona mucho mejor que la transformada de Fourier,

porque eran mucho menos susceptibles a pequeños errores de cómputo. Un error o

un truncamiento indeseados de los coeficientes de Fourier pueden transformar una

señal suave en una saltarina o viceversa; las wavelets evitan tales consecuencias de-

sastrosas. Publicó su art́ıculo [26] en 1984, en el cual se utilizó por primera vez la

palabra “wavelet”.

En 1985, Yves Meyer, reconocido ampliamente como uno de los fundadores de

la teoŕıa wavelet [59, 60, 61], descubre las primeras wavelets ortogonales suaves.

“Ortogonalidad” significa que la información capturada por una wavelet es com-

pletamente independiente de la información capturada por otra. En 1986, Stéphane

Mallat, un antiguo alumno de Meyer, vinculó la teoŕıa de wavelets a la literatura exis-

tente sobre codificación de subbanda y filtros de duplicación de cuadratura, que son

las versiones de las wavelets de la comunidad de procesamiento de imágenes. La idea
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del análisis multiresolución (es decir, la observación de señales a distintas escalas de

resolución) ya era familiar para los expertos en procesamiento de imágenes. Mallat, en

colaboración con Meyer, demostraron que las wavelets están impĺıcitas en el procesos

del análisis multiresolución [50, 51].

Gracias al trabajo de Mallat, las wavelets se convirtieron en algo mucho más sen-

cillo. Ya se pod́ıa hacer un análisis con las wavelets sin necesidad de conocer la fórmula

de una wavelet madre. El proceso se redujo a sencillas operaciones, el lenguaje de las

wavelets también resulto más cómodo para los ingenieros eléctricos, que adoptaron

términos familiares como “filtros”, “altas frecuencias” y “bajas frecuencias”[49].

En 1987, Ingrid Daubechies, descubrió una clase completamente nueva de wavelets

[12, 13], que no sólo eran ortogonales (como las de Meyer) sino que también se pod́ıan

implementar mediante sencillas ideas de filtrado digital. Las nuevas wavelets eran casi

tan sencillas de programar y utilizar como las wavelets de Haar, pero eran suaves, sin

los saltos de las wavelets de Haar. Los procesadores de señales dispońıan ahora de una

herramienta de ensueño: una manera de descomponer datos digitales en contribuciones

de diversas escalas. Al combinar las ideas de Daubechies y Mallat, se dispońıa de una

transformación ortogonal y sencilla que se pod́ıa calcular rápidamente en las modernas

computadoras digitales.

Los trabajos importantes surgidos en la década de los 80’s, dieron origen a lo que

hoy en d́ıa se le conoce como la Teoŕıa wavelet.

Literalmente el término wavelet significa pequeña onda u ondoleta. Dentro de un

contexto más general, una wavelet es una función que satisface las condiciones:

tiene una explosión concentrada pequeña de enerǵıa finita en el dominio del

tiempo, y

exhibe una cierta oscilación en el tiempo.

La primera condición hace que la wavelet sea pequeña en el sentido que es bien

localizada en el tiempo, mientras que la segunda condición permite observar la ondu-

lación que la hace ser aśı llamada wavelet. Existen algunas caracteŕısticas importantes

de las wavelets, tales como el soporte compacto, que es la propiedad de que la wavelet

sea de duración finita, lo que permite una menor complejidad en los cálculos, mejor

resolución en el tiempo y pobre resolución en frecuencia. Otra caracteŕıstica para ser

empleada con filtros digitales es la simetŕıa que permite que los filtros sean de fase

lineal.

Después de haber dado un poco de historia sobre las wavelets, se procede a dar

la teoŕıa wavelet de forma formal, por lo que primero se da la definición de función

wavelet.
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Definición 39 [Función wavelet, ψ] Una función wavelet es una función ψ ∈
L2(R) que cumple con la siguiente condición de admisibilidad

Ψ(0) =

∫ ∞
−∞

ψ(t) dt = 0, (B.14)

La función wavelet es tradicionalmente llamada wavelet madre, por que a partir

de ella se pueden generar una familia de funciones de doble ı́ndice llamadas funciones

wavelets hijas.

A continuación se dan algunos ejemplos de funciones wavelets madre más comunes,

entre estas se encuentran: Haar, Mexican hat, Morlet, Meyer, Daubechies, Shannon

[49, 54]. La definición y la gráfica correspondiente a cada una de dichas wavelets

madre se muestran en la Tabla B.1 y en la Figura B.3.

Nombre Definición

Haar ψ(t) =


1, si t ∈ [0, 1

2
]

−1, si t ∈ (1
2
, 1]

0, en otro caso

Mexican hat ψ(t) = 2√
3
π−

1
4 (1− t2)e(− 1

2
t2)

Morlet ψ(t) = e−
t2

2 cos(5t)

Meyer ψ(ω) =



(2π)−
1
2 e

iω
2 sin(π

2
v ( 3

2π
|ω| − 1)),

si 2π
3
≤ |ω| ≤ 4π

3

(2π)−
1
2 e

iω
2 cos(π

2
v ( 3

4π
|ω| − 1)),

si 4π
3
≤ |ω| ≤ 8π

3

0, en otro caso

v = a4(35− 84a+ 70a2 − 20a3), a ∈ [0, 1]

Daubechies P (y) =
∑N−1

k=0 C
N−1+k
k yk;

CN−1+k
k son coeficientes binomiales, N es el orden de la wavelet

Shannon ψ(t) =
sen(π

2
t)

π
2
t

cos(3π
2

)t

Tabla B.1: Algunos ejemplos comúnes de wavelets madre.

Definición 40 [función wavelet hija, ψa,b] Una función wavelet hija, es una fun-

ción generada a partir de la dilatación-contracción y traslación de una función wavelet

madre, y se denota como

ψa,b(t) =
1√
a
ψ

(
t− b
a

)
, a > 0; a, b ∈ R, (B.15)
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Figura B.3: Gráficas de las wavelets madre dadas en la Tabla B.1.

donde la variable escala “a” permite hacer dilataciones y las contracciones de la señal,

y la variable de traslación “b” permite el desplazamiento en el tiempo.

El factor de normalización (
√
a)−1 ha sido seleccionada tal que

‖ψa,b‖ = ‖ψ‖, ∀a, b ∈ R

por lo que se puede asumir que ‖ψ‖ = 1.

B.3.1. Transformada wavelet

Existen diferentes tipos de transformada wavelet, todas parten de las wavelets

básicas anteriores. Principalmente, se distingue entre transformada wavelet continua

y transformada wavelet discreta y dentro de ésta última se clasifican los sistemas dis-

cretos redundantes o frames y las bases wavelets ortonormales. Las funciones bases

wavelets ortonormales inducen el análisis multiresolución, que nos permiten descom-

poner una función f ∈ L2(R), lo cual es muy importante en el desarrollo del control

wavelet.

Antes de tratar el análisis multiresolución basada wavelet, trataremos la transfor-

mada wavelet continua y la transformada wavelet discreta,
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B.3.1.1. Transformada wavelet continua

Sea V1 y V2, espacios Hilbert, la transformada wavelet continua, Wf (a, b) es des-

crita como un mapeo

Wf : V1 → V2

f(t) 7→ 〈f, ψa,b〉

donde f ∈ L2(R) = V1 y ψa,b es una función wavelet hija. Es decir, la transforma-

da wavelet continua es definida como un mapeo Wf (a, b) que es dependiente de las

especificaciones de una función wavelet madre ψ.

A continuación se da la definición formal

Definición 41 [Transformada wavelet continua]

La transformada wavelet continua de una función f ∈ L2(R) correspondiente a

una determinada wavelet ψ es

Wf (a, b) = 〈f, ψa,b〉 =
1√
a

∫ ∞
−∞

f(t)ψ

(
t− b
a

)
dt. (B.16)

Para este caso espećıfico los parámetros de dilatación a y traslación b vaŕıan conti-

nuamente sobre R, con la restricción a 6= 0. El parámetro b es utilizado para trasladar

en el tiempo la función wavelet madre, tal que para un valor fijo de a, la trasformada

wavelet puede ser vista como una convolución de f(t) y la wavelet escalada con el

tiempo invertido, de la siguiente manera

Wf (a, t) = |a|− 1
2 f(t)ψa(t); ψa(t) = ψ(−t

a
).

El efecto de desplazamiento produce como resultado que la transformada wavelet

realice un efecto de ampliación en fenómenos de alta frecuencia y de muy breve

duración, tal como en transiciones de la señal o singularidades en funciones.

Observaciones. De la definición de la transformada wavelet se dan las siguientes

observaciones:

El análisis wavelet es frecuentemente llamado análisis tiempo-escala mientras

que en Fourier es llamado análisis tiempo-frecuencia.

La correspondencia f(t) → Wf (a, b) indica un cambio de una función de una

variable por una función a dos variables, dentro de los cuales son construidos

porciones de correlaciones. Esta redundancia de la representación es explotada

en una aplicación conocida como concepto esqueleto de una señal extráıda de la

transformada wavelet continua, la cual puede ser usada para filtrado no lineal

[86].
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Propiedades

A continuación se mencionan algunas de las propiedades que posee la transformada

wavelet continua, todas ellas surgen como relación directa de la base matemática en

la que se apoya la transformada wavelet.

Considerando funciones arbitrarias f , g ∈ L2(R), y escalares α, β ∈ R, se satisfacen

las siguientes propiedades

[P1] W [αf + βg](a, b) = α Wf (a, b) + β Wg(a, b); (Linealidad)

[P2] Wf ′(a, b) = Wf (
a
α
, b
α

); para f ′ = 1√
α
f( t

α
); (Escalamiendo)

[P3] Wf ′(a, b) = Wf (a, b⇔ b0); para f ′ = f(t⇔ b0); (Traslación en el tiempo)

[P4]
∑

a,b∈Z |〈ψa,b, f〉|2 = ||f ||2; (Igualdad de Parseval)

[P5] Para localizar los valores de Wg(a, b) que contengan información alrededor del

tiempo t0, dada una wavelet ψ(a, b) y una función g = f(t0); en la escala a, los

coeficientes wavelets que satisfacen el ı́ndice b serán influenciados (−b1 +b) 2a ≤
t0 ≤ (b2 +b) 2a o bien en término de b, 2−at0−b2 ≤ b ≤ 2−at0 +b1; (Localización

en el tiempo)

[P6] Para localizar los valores de Wf (a, b) que contengan información alrededor de

una componente de frecuencia ω0, dada una wavelet ψ(a, b) y una función f(t);

en la escala a, los coeficientes wavelets que satisfacen el siguiente rango de

escalas son afectados ωmin
2a
≤ ω0 ≤ ωmax

2a
dado en término de a, log2(ωmin

ω0
) ≤ a ≤

log2(ωmax
ω0

); (Localización en la frecuencia)

[P7]
∫∞
−∞ |f(t)|2dt = 1

Cψ

∫∞
−∞

∫∞
−∞ |Wf (a, b)|2 da db

a2 , donde Cψ =
∫∞
−∞

|Ψ(ω)|2
|ω| dω <

∞ y Ψ(ω) es la transformada de Fourier de ψ; (Conservación de la enerǵıa)

[P8] Para asegurar la perfecta reconstrucción, la transformada wavelet deberá cumplir∫∞
−∞

|Ψ(ω)|2
|ω| dω < ∞, donde Ψ(ω) es la transformada de Fourier de ψ y Ψ(0) =∫∞

−∞ ψ(t)dt = 0. (Admisibilidad)

Una vez que se comprende el proceso de análisis de la transformada wavelet, aśı

como sus propiedades, es importante conocer el proceso inverso que nos permite re-

construir la señal. Se considerarán dos variantes de transformadas wavelets continuas

que difieren en la forma de realizar la reconstrucción. Espećıficamente una recons-

trucción integral desde un plano completo de tiempo-frecuencia y una reconstrucción

semi-discreto. Aqúı se da a conocer la reconstrucción integral.
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El producto interno de dos señales f(t) y y(t) está relacionado a el producto

interno de su transformada wavelet como:

〈f, y〉 =
1

Cψ

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

Wf (a, b)Wy(a, b)
da db

a2
, (B.17)

con

Cψ =
∫∞
−∞

|Ψ(ω)|2
|ω| dω <∞.

Dado el producto interno, se obtiene una ecuación de śıntesis, de la siguiente

manera:

Primeramente, definiendo

yt(t
′) = δ(t′ − t), (B.18)

porque además la siguiente relación se cumple

〈f, yt〉 =

∫ ∞
−∞

f(t′)δ(t′ − t)dt′ = f(t), (B.19)

substituyendo (B.18), en ??, se obtiene

〈f, yt〉 =
1

Cψ

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

Wf (a, b)|a|−
1
2

∫ ∞
−∞

δ(t′ − t)ψ
(
t′ − b
a

)
dt′
da db

a2
, (B.20)

de aqúı obtenemos la fórmula de reconstrucción

f(t) =
1

Cψ

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

Wf (a, b)ψ

(
t− b
a

)
da db

a2
, (B.21)

B.3.1.2. Transformada wavelet discreta

Para wavelets discretas los parámetros de escala y traslación son elegidos tal que

en el nivel m la wavelet am0 ψ(a−m0 t), es am0 veces el ancho de ψ(t). Esto significa

que el parámetro de escala es a = am0 : m ∈ Z y el parámetro de traslación

b = kb0a
m
0 : m, k ∈ Z. Por lo tanto la familia de wavelets está dada por

ψm,k(t) =
1√
am0

ψ(a−m0 t− kb0). (B.22)

A partir de estas consideraciones se formula la definición de la transformada dis-

creta, que se da a continuación.
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Definición 42 [Transformada wavelet discreta] La transformada wavelet dis-

creta, se obtiene de la restricción de que a, b son solamente valores discretos a =

am0 , b = kb0a
m
0 , donde a0 > 1, b0 > 0 son valores fijos. Dada una función f ∈ L2(R)

su transformada wavelet discreta se define como

Wf [m, k] = 1√
am0

∫∞
−∞ f(t) ψ

(
t
am0
− kb0

)
dt; m, k ∈ Z

donde ψ es una wavelet madre.

Para recuperar f(t) de los coeficientes Wf [m, k] debe existir la siguiente condición

de estabilidad,

A||f(t)||2 ≤ 2

A+B

∑
m

∑
k

|Wf [m, k]|2 ≤ B||f(t)||2 (B.23)

es decir, que la norma al cuadrado de la señal original está acotada por arriba y por

abajo para A > 0 y B <∞ para todas las señales f(t) en L2(R). Entonces la fórmula

de reconstrucción está determinada por

f(t) ≈ 2

A+B

∑
m

∑
k

Wf [m, k] ψm,k(t), (B.24)

entre más cercanos sean los valores de A y B más aproximada será la recons-

trucción. Cuando A = B = 1 la familia de wavelets es ortonormal.

B.4. Análisis multiresolución basada en wavelets

El análisis multiresolución, que como lo dice su nombre es un análisis de la señal

a estudiar de tal modo que cada componente de frecuencia es analizado con una

resolución diferente. Esto es una alternativa más sobre la transformada en tiempo

corto de Fourier TTCF que analiza todas las componentes de frecuencia a una misma

resolución dada.

En la Figura B.4 los ejes que se manejan son tiempo y frecuencia, aqúı se ejempli-

fica lo que se mencionó anteriormente. Cabe señalar que para la TTCF las ventanas

seŕıan de igual dimensión para todos los casos ya que la función utilizada para ese

análisis no se dilata ni se contrae (ver Figura B.4a), lo que representa una ventaja

de la transformada wavelet sobre la TTCF, ya que se puede tener mayor detalle del

comportamiento de la señal, dada la resolución que puede alcanzar.

La función base eiωkt (empleada en la transformada de Foruier) representa ĺıneas

horizontales, infinitamente pequeñas y rectángulos infinitamente largos. La base wavelet

corresponderá a rectángulos finitos, estrechos y altos; rectángulos delgados para altas
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Figura B.4: Plano tiempo-frecuencia para diferentes bases ortogonales: a) base de

Fourier, b) base de Gabor y c) base wavelet.

frecuencias, y anchos y pequeños para bajas frecuencias, como se muestra en la Figura

B.4c,

Una primera tentativa de alcanzar tal objetivo es dada por la transformada ven-

taneada de Fourier o por la TTCF. Aqúı las funciones de la base eiωt se substituyen

por versiones ventaneadas ψω,b(t) = g(t−b)eiωt, donde g es una ventana. En el caso de

la transformada Gabor la correspondiente ventana es g(t) = e(−t2), cuyo plano tiempo

frecuencia es una cuadŕıcula mostrada en la Figura B.4b.

Para el análisis multiresolución basada en wavelet, se tiene:

Sea φ(x) ∈ L2(R) la cual se llama la función de escalonamiento.Definiendo las

siguientes funciones

φj,k(x) = 2−
j
2φ(2−jx− k); j, k ∈ Z, (B.25)

donde la base

{φj,k(x)|k ∈ Z}, (B.26)

es estándar y ortonormal, j y k son la dilatación y traslación de la función de escalo-

namiento, respectivamente.

Ahora, sea Vj el subespacio escalado de L2(R) generado con la base ortonormal

estándar, es decir, una cadena anidada de subespacios cerrados

· · · ⊂ V2 ⊂ V1 ⊂ V0 ⊂ V−1 ⊂ V−2 ⊂ · · · , (B.27)

tal que
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⋂
j

Vj = {0}, (B.28)

cl

{⋃
j

Vj

}
= L2(R), cl = clausura, (B.29)

donde Vj es el subespacio generado por {φj,k}∞k=0.

Para obtener un subespacio ortonormal complementario de Vj, es decir

Vj−1 = Vj ⊕Wj; Vj⊥Wj; j ∈ Z, (B.30)

L2(R) =
∞⊕

j=−∞

Wj. (B.31)

El análisis multiresolución cumple con la propiedad

V0 = V1 ⊕W1 = V2 ⊕W2 ⊕W1 = V3 ⊕W3 ⊕W2 ⊕W1 = · · · , (B.32)

y

Vj = span{2−
j
2φ(2−jx− k)}; j ∈ Z, (B.33)

Wj = span{2−
j
2ψ(2−jx− k)}; j ∈ Z. (B.34)

Entonces existe una función ψ(x) ∈ W0 tal que el conjunto

{ψ(x− k), k ∈ Z}, (B.35)

cuyas funciones

ψj,k(x) = 2−
j
2ψ(2−jx− k); j, k ∈ Z, (B.36)

se hace para obtener una base estándar ortonormal de W0. Tradicionalmente se llama

la función wavelet o función madre. Ahora se emplea este a andameaje matemático

para la representación de funciones dada las bases estándares construidas previamente.

Para efectuar dicha representación se proponen dos formas distintas de acuerdo con

(B.30 - B.31).

Dada f(x) ∈ L2(R) se puede descomponer por:

(a)

f(x) =
∞∑

j=−∞

∞∑
k=−∞

〈f, ψj,k〉ψj,k(x),

f(x) =
∞∑

j=−∞

∞∑
k=−∞

dj,kψj,k,

(B.37)
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(b)

f(x) =
∞∑

k=−∞

〈f, φJ,k(x)〉φJ,k(x) +
∞∑

j=−∞

∞∑
k=−∞

〈f, ψj,k〉ψj,k(x),

f(x) =
∞∑

k=−∞

cJ,kφJ,k(x) +
∞∑

j=−∞

∞∑
k=−∞

dj,kψj,k.

(B.38)

Lo importante aqúı es que la descomposición de la función f(x) para valores lo

suficientemente grandes de J , puede ser aproximada arbitrariamente cerca de VJ . Esto

que ∃ algún ε > 0

‖f(x)−
∞∑

k=−∞

cJ,kφJ,k(x)‖ < ε. (B.39)

La aproximación por el truncamiento de la descomposición wavelet puede ser

aproximada como:

f(x) ≈
∞∑

k=−∞

cJ,kφJ,k(x). (B.40)

Esta expresión indica que algunos componentes finos (frecuencias altas) que per-

tenecen al espacio wavelet Wj para la función f(x) son eliminados y los componentes

coarse (frecuencias bajas) que pertenecen al espacio escalado Vj son preservados para

aproximar la función original a una escala J . En realidad, la mayoŕıa de los procesos

dinámicos son en general pasa bajos.

Entonces (B.40) nos dice que cualquier función f(x) ∈ L2(R) puede ser aproxima-

da por una combinación lineal finita.

Observación 6 De la ecuación (B.40) se puede observar que la expresión de la

derecha tiene la estructura adecuada para ser una red neuronal wavelet de 3 capas,

mostrada en la Figura B.5, lo cual será usada como base en el diseño de un PID

wavenet.

B.5. Análisis sub-banda

Una forma eficiente para realizar el análisis multiresolución basada en wavelets es

desarrollarla en una estructura de codificación sub-banda, la condificación sub-banda

fue propuesta por Croisier, Esteban y Galand [9], usando una clase especial de filtros

llamados filtros de espejo de cuadratura FEC y por Crochiere, Webber y Flanagan
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Figura B.5: Arquitectura de una red neuronal wavelet SISO.

[8], esto permitió el estudio de banco de filtros de reconstrucción perfecta. Un banco

de filtro puede ser usado bajo ciertas condiciones para generar bases wavelets, como

lo mostró I. Daubechies [12], los cuales permiten realizar un descomposición de una

señal f(x) ∈ L2(R).

El proceso requerido para el análisis multiresolución empleando el esquema de

codificación sub-banda, está compuesto de dos etapas: El análisis de descomposición

mostrado en la Figura B.6, y la śıntesis de descomposición mostrado en la Figura B.7.

Figura B.6: Análisis de descomposición de la función f [n].

En el análisis de descomposición la señal de entrada f [n] (donde f [n] es la señal

muestreada de f(x)) es pasada a través de un filtro pasa bajas h[k] y el otro es un

filtro pasa altas g[k] (que son los filtros conjugados de h[k] y g[k]), los cuales manejan

la mitad del ancho de banda de la señal de entrada f [n]. El śımbolo ↓ 2 representa

la operación de decimación a dos (down sampling). La salida del filtro pasa bajas se

vuelve a enviar a otro par de filtros de las mismas caracteŕısticas. De este modo se va
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Figura B.7: Śıntesis de descomposición de la señal f [n].

reduciendo el ancho de banda de la señal y eso se traduce en la reducción a la mitad

de la resolución. Lo que significa que a mayor número de etapas de filtrado se tendrá

una mayor resolución [70].

En la śıntesis de descomposición se recupera la señal f [n] a través de las señales

descompuestas cm,k y dm,k, pasando primero por una interpolación a dos (up sampling)

representado por el śımbolo ↑ 2, seguida de un filtro pasa bajas h[k] para cm,k y un

filtro pasa altas g[k] para dm,k.

A continuación se desglosa un poco más estas etapas, para tratar con la con-

volución seguida de una decimación (como se muestra en la Figura B.6) la cual es

requerida para la descomposición de la señal, la interpolación a dos seguida de una

convolución (como se muestra en la Figura B.7) requerida para la recuperación de la

señal.

B.5.1. Análisis de descomposición

El proceso del análisis de descomposición consiste en tomar una señal f [n] y

descomponerla hasta un nivel de descomposición N . Pasando la señal f [n] a través

de un par de filtros conjugados h[k] y g[k], generando c1,k y d1,k, para posteriormente

tomar la señal c1,k y pasarla a través de un par de filtros conjugados de las misma

caracteŕısticas que los anteriormente mencionados, generando las señales c2,k y d2,k,

y aśı hasta obtener las señales cN,k y dN,k en el nivel de descomposición N , como se

muestra en la Figura B.6. De manera general el proceso consiste de tomar una señal

ci−1,k pasarla a través del par de filtros conjugados h[k] y g[k] y entregar las señales ci,k
y di,k. Estos pasos son repetitivos en cada nivel de descomposición, además el proceso
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de tomar la señal y pasarla a través del filtro conjugado, también es repetitivo.

Dado i = 1, 2, · · · , N , donde N es el nivel de descomposición. Para un nivel de

descomposición i. Se tiene que, ci−1,k es la señal de entrada y h[k] el filtro conjugado,

que genera la señal ci (para generar la señal di,k se emplea el filtro conjugado g[k])

como se muestra en la Figura B.8.

Figura B.8: Diagrama de una convolución seguida de una decimación a dos, donde

ci−1[n], ci,k[n] y νi,k[n] son la señal de entrada, la señal de salida y la señal resultante

de la convolución entre la entrada y el filtro conjugado h[k] de longitud κ.

El diagrama mostrado en la Figura B.8, es una convolución seguida de una deci-

mación a dos, cuya representación matemática puede ser expresada como:

ci[n] = {ci−1,k[n] ∗ h[n]}↓2, (B.41)

donde ci es la señal de salida después de ser descompuesta, ci−1,k es la señal de entrada

a ser descompuesta, h[k] es filtro conjugado de longitud κ. Si νi[n] es la salida de la

convolución entre ci−1[n] y h[n] representado matemáticamente como [24]:

νi,k[n] =
κ−1∑
k=0

h[k]ci−1,k[n− k], (B.42)

entonces la decimación a dos de νi,k[n] es:

ci[n] = ν[2n] =
κ−1∑
k=0

h[k]ci−1,k[2n− k], (B.43)

de la misma forma para calcular di,k se calcula como (B.44) y la Figura B.9 muestra

su diagrama para el proceso.

di[n] = υ[2n] =
κ−1∑
k=0

g[k]ci−1,k[2n− k], (B.44)

donde

υi,k[n] =
κ−1∑
k=0

g[k]ci−1,k[n− k]. (B.45)
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Figura B.9: Diagrama de una convolución seguida de una decimación a dos, donde

di−1[n], di,k[n] y υi,k[n] son la señal de entrada, la señal de salida y la señal resultante

de la convolución entre la entrada y el filtro conjugado g[k] de longitud κ.

Para el caso en que el i = 1 considera a c0,k como f [n]. El algoritmo para el análisis
de descomposición es dado por el Algoritmo B.2.

ALGORITMO B.2: Algoritmo de análisis de descomposición

1. Se toma la señal f [n] y se calcula c1,k[n] y d1,k[n] con (B.43) y (B.44),
respectivamente. Considerando a f [n] = c0,k.

2. Ahora se toma ci−1,k[n], y se calcula ci[n] y di[n] con (B.43) y (B.44), res-
pectivamente, para i = 2, 3, · · · , N .

B.5.2. Śıntesis de descomposición

El proceso de la śıntesis de descomposición consiste en tomar las señales cN,k y

dN,k desde el nivel de descomposición para recuperar la señal cN−1, posteriormente

ahora tomar las señales cN−1 y dN−1 para obtener cN−2 y aśı hasta obtener f [n],

como se muestra en la Figura B.7. Para la elaboración de este proceso en cada nivel

de śıntesis se requiere de hacer una interpolación a dos seguida de una convolución.

Ésto para recuperar la señal ci,k y di,k y obtener ci−1,k en un nivel de śıntesis i, para

i = 1, 2, · · · , N .

Figura B.10: Diagrama de una interpolación a dos seguida de una convolución, donde

ci[n], c′i,k[n] y ξi,k[n] son la señal de entrada, la señal de salida y la señal resultante

de la interpolación a dos de la entrada, y g[k] es el filtro de longitud κ.

En la Figura B.10, se muestra una interpolación a dos seguida de una convolución,
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cuya representación matemática es dada por:

c′i,k = {h[k] ∗ ci,k}↑2, (B.46)

donde c′i,k es la señal de salida, h[k] es el filtro de longitud κ, ci,k es la señal señal de

entrada (para el caso de d′i,k como salida y ci,k como entrada el filtro utilizado es g[n]).

Si υi,k[n] es el resultado de interpolar a dos a ci,k, y cuya representación matemática

es:

ξi,k[n] =

{
ci,k[

n
2
], para n = 2α, α ∈ Z,

0, en otro caso,
(B.47)

por lo que la salida c′i,k es dada por:

c′i,k[n] =
κ−1∑
k=0

h[k]ξi,k[n− k]. (B.48)

Para d′i,k se recupera de la misma forma con (B.49), y la Figura B.11 muestra el

diagrama para el proceso

d′i,k[n] =
κ−1∑
k=0

g[k]ζi,k[n− k], (B.49)

donde

ζi,k[n] =

{
di,k[

n
2
], para n = 2α, α ∈ Z,

0, en otro caso.
(B.50)

Figura B.11: Diagrama de una interpolación a dos seguida de una convolución, donde

di[n], d′i,k[n] y ζi,k[n] son la señal de entrada, la señal de salida y la señal resultante

de la interpolación a dos de la entrada, y g[k] es el filtro de longitud κ.

Una vez calculadas c′i,k[n] y d′i,k[n], la señal recuperada ci−1,k[n] para el siguiente

nivel de śıntesis, es obtenida por:

ci−1,k[n] = c′i,k[n] + d′i,k[n]. (B.51)
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ALGORITMO B.3: Algoritmo de śıntesis de descomposición

1. Se toma la señal cN,k[n] y dN,k[n] y se calcula cN−1,k, con (B.47) - (B.51).

2. Ahora se toma ci,k y di,k[n], y se calcula ci−1[n] y di−1[n] con (B.47) - (B.51),
para i = 1, 2, 3, · · · , N − 1.

El algoritmo para recuperar un señal desde el nivel de śıntesis N , es dado en el

Algoritmo B.3.

B.6. Comentarios

En este apéndice se presentan los fundamentos básicos de la teoŕıa wavelet, que

son necesarios para el entendimiento de la descomposición multiresolución de una

señal, que en el caso de control clásico es la señal de error, que permite el desarrollo

de un control PID wavelet. Además, se puede observar que la aproximación de una

función B.40 está dada como una combinación lineal de wavelets ponderadas por los

coeficientes ci, esta representación permite tener una estructura de una red neuronal

wavelet. En el siguiente apéndice se presenta los fundamentos de redes neuronales para

tener un mayor entendimiento sobre las wavenets que son presentadas en el Apéndice

D.



Apéndice C

Redes neuronales artificiales

El objetivo de este apéndice es dar un breve repaso sobre el tema de redes neu-

ronales artificiales, las cuales son empleadas para generar redes wavelets y que éstas

a su vez, se emplean dentro del esquema de un control PID wavelet para sintonizar

sus parámetros. De aqúı la importancia de este apéndice sobre el trabajo de la tesis,

para dar un panorama muy general sobre las partes en que está conformado una

red neuronal de simple capa, multicapa y las redes neuronales con funciones de base

radial.

El apéndice se encuentra organizado de la siguiente manera: Primeramente en

la Sección C.1 se presenta una introducción sobre el origen del estudio de las redes

neuronales artificiales, posteriormente se muestra el esquema del perceptrón de simple

capa y multicapa, en la Sección C.3 se muestra el esquema de las redes de base radial,

y por último en la Sección C.4 se dan los comentarios referentes a este apéndice.

C.1. Introducción

Una red neuronal es una red interconectada de elementos de procesamiento simple,

i.e. escalados y filtrados. Estos elementos de procesamiento interactúan a lo largo de

rutas estrechas las cuales cuando son adaptadas adecuadamente pueden producir

colectivamente un comportamiento complejo deseado. El diseño de la red neuronal

fue inspirado por la investigación biológica de cómo trabaja el cerebro humano. El

objetivo de la red neuronal es imitar a las neuronas del cerebro humano por el enlace

de muchos procesadores simple, llamadas neuronas artificiales o nodos, las cuales se

interconectan a través de los pesos [30, 87].

Uno de los primeros modelos de neuronas fue desarrollado por McCulloch y Walter

Pitts, que era un modelo simplificado de una neurona biológica. El modelo consiste de

multiples entradas y una salida con una unidad central de procesamiento CPU [47].

127
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La Figura C.1 muestra el modelo para una neurona, la cual es descrita por

y = f

(
L∑
l=1

wlxl − vt

)
, (C.1)

donde xl es la l-ésima señal de entrada, wl es el peso que conecta la l-ésima estrada

con el CPU, vt es un umbral o bias, que proporciona una tendencia a la función de

activación f(·), y y es la señal de salida de la neurona. En 1949, Hebb sugiere una

simple fórmula matemática para adaptar los cambios de los pesos en proporción a la

actividad entre la pres-inápsis y post-sinápsis de la neurona

∆wi(k) = µy(k)xi(k), (C.2)

donde 0 < µ ∈ R es la velocidad de aprendizaje para todo el tiempo k.

Figura C.1: Modelo de McCulloch-Pitts de una neurona, donde xl, wl, f(·), y, y vt,

son la l-ésima señal de entrada, el peso que conecta la l-ésima entrada con el CPU,

la función de activación, la señal de salida y el umbral, respectivamente.

C.2. El perceptrón y el percentrón multicapa

Otro de los modelos de neuronas que mejora al modelo propuesto por McCulloch y

Pitts, es el perceptrón. En 1958, Rosenblat demostró la eficacia de este modelo sobre

algunas aplicaciones prácticas [73], el perceptrón es una conexión de nivel simple de

neuronas de McCulloch-Pitts algunas veces llamadas redes de simple capa. Esta red

es capaz de separar linealmente los vectores de entrada en patrónes de clases por un

hiperplano. La Figura C.2 muestra la red neuronal del tipo percentrón de una capa,
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y su representación matemática de la l-ésima salida está dada por

yl = f

(
J∑
j=1

wj,lxj − vt

)
, (C.3)

donde l = 1, 2, · · · , L, j = 1, 2, · · · , J , L es el número de nodos en la salida y J el

número de entradas, y la regla de aprendizaje es basada en el ajuste de los pesos en

proporción al error entre las neuronas de salida y la salida deseada, la adaptación de

los pesos es dada por:

∆wj,l(k) = µ [dl(k)− yl(k)]xj(k), (C.4)

donde 0 < µ ∈ R es la velocidad de aprendizaje para todo el tiempo k y dl es la salida

deseada en el nodo l al tiempo k.

Figura C.2: Estructura de un perceptrón de una capa, donde xj, wj,l, f(·), yl, vt, son

la j-ésima señal de entrada, el peso que conecta la j-ésima entrada con l-ésimo nodo

de la capa de salida, la función de activación, la l-ésima señal de salida y el umbral,

respectivamente.

Para procesos donde la red de simple capa no es la adecuada por sus ĺımitacones

fundamentales que posee [30], las redes multicapas fueron sugeridas por Minsky y

Papert en 1969. El perceptrón multicapa introduce una o más capas ocultas, llamadas

neuronas ocultas. La función de las neuronas ocultas es el de intervenir entre las

entradas externas y la salida de la red. La Figura C.3 muestra un perceptrón multicapa

de tres capas, que consta de una capa de entrada, una capa oculta y una capa de salida.

Los nodos de entrada en la capa de entrada consiste de J elementos de los patrones

los cuales constituyen las señales de entrada aplicado a L neuronas en la primera
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capa oculta. La señal de salida de las L neuronas en la capa final oculta H de la red

neuronal constituye la respuesta completa de la red para los patrones suministrados en

los nodos de entrada. La función f(·), es llamada función de activación, la cual define

la salida de una neurona en términos del nivel de actividad a su entrada (rangos de -1

a 1 o 0 a 1). En la Tabla C.1 se dan algunos ejemplos de funciones de activación, donde

las más empleadas son la función sigmoidal y la función de la tangente hiperbólica.

Figura C.3: Estructura de un perceptrón multicapa de tres capas, donde xj, wj,l, wl,k,

f(·), yl, vt, son la j-ésima señal de entrada, el peso que conecta la j-ésima entrada con

l-ésimo nodo en la primera capa, el peso que conecta el l-ésima nodo de la primera

capa con el k-ésimo nodo de la capa de salida, la función de activación, la l-ésima

señal de salida y el umbral, respectivamente.

Un método para el aprendizaje supervisado que actualiza los pesos de la red, es el

algoritmo backpropagention [30], desarrollado por R. Hinton y Williams en 1986. El

algoritmo emplea un método interactivo del gradiente descendente de minimización,

la cual minimiza el error cuadrático medio entre la salida deseada y la salida de la

red, definido como

E =
1

2

N∑
n=1

L∑
l=1

e2(n), (C.5)

con

el(n) = dl(n)− y(H)
l (n), (C.6)

donde L es el número de neuronas en la capa de salida, N es el número de datos de

entrenamiento en la entrada, n es el número de interacciones, cuando H es igual a la

capa de salida, se tiene

v
(h)
l (n) =

J∑
j=1

w
(h)
l,j (n)y

(h−1)
j (n), (C.7)
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Nombre Definición

Lineal f(x) = ιx

Paso f(x) =

{
β, si x ≥ xk,

δ, si x < xk,

comúnmente β = 1, δ = 0, xk = 0,

Rampa f(x) =


ρ, si x > ρ,

x, si |x| < ρ,

−ρ, si ≤ −ρ,
Sigmoidal f(x) = 1

1+e−2αx , α > 0,

Hiperbólica f(x) = tanh(γx) = 1−e−2γx

1+e−2γx , γ > 0,

Racional f(x) =

{
x2

1+x2 , si x > 0,

0, en otro caso,

Gaussiana f(x) = 1√
2πσ

e

(
− (x−µ)2

2σ2

)
,

donde µ es el centro de la función Gaussiana y

σ es la media de propagación.

Tabla C.1: Algunos ejemplos comúnes de funciones de activación

donde y
(h−1)
j (n) es la señal de función de la neurona j en la capa previa h − 1 a la

interacción n, w
(h)
l,j (n) es el peso que conecta la neurona l en la capa h con la neurona

j en la capa h− 1.

Entonces la señal de salida de la neurona l en la capa h es

y
(h)
l = f

(
vll(n)

)
, (C.8)

f(·) es la función de activación, śı la neurona l está en la primera capa oculta (h = 1),

entonces el conjunto y
(0)
l (n) = xl(x).

Haciendo el cálculo hacia atrás, se tiene

δl(n) = −∂El
∂vl

, (C.9)

el cual es llamado el error local o los gradientes locales, se puede simplificar (C.9)

como:

(b) para la neurona l en la capa de salida H

δHl (n) = eHl (n)f ′(vHl (n)), (C.10)
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(b) para la neurona l en la capa de salida h,

δhl (n) = f ′(vhl (n))
∑
k

δ
(h+1)
k (n)w

(h+1)
k,l (n). (C.11)

donde f ′(·) es la derivada de la función de activación con respecto a v(n),

La actualización de los pesos w de la red en la capa h se actualizan de acuerdo a

la regla delta generalizada:

w
(h)
l,j (n+ 1) = w

(h)
l,j (n) + µγ

(h)
l (n)y

(h−1)
j (n), (C.12)

donde: 0 < µ ∈ R es la velocidad de aprendizaje, comúnmente de 0.01. Si después

de actualizar los pesos, el error E no se minimiza, una nueva interacción (época) se

requiere hasta que el error E sea mı́nimo.

C.3. Redes neuronales con funciones de base radial

Las redes neuronales con funciones de base radial RBF fueron empleadas por

primera vez por Broomhed y Lowe en 1988 [30]. Las redes de RBF básicamente

están formadas de tres capas completamente diferentes como se muestra en la Figura

C.4; una capa de entrada, una capa oculta de dimensiones suficientes y una capa de

salida. La transformación desde la capa oculta a la capa de salida es en forma lineal,

sin embargo, la transformación desde la entrada a la capa oculta es no lineal. Cada

neurona o nodo en la capa oculta forma una combinación lineal de la función base, la

cual produce una respuesta bien localizada con respecto a la señal de entrada. Esto es

que la RBF producen una respuesta significativa diferente de cero únicamente cuando

la entrada cae dentro de una pequeña región localizada en el espacio de entrada.

La función base más común de la RBF es la función Gaussiana, la cual tiene la

siguiente representación

ϕl(X) = e

(
(X−Cl)

T (X−Cl)

2σ2
l

)
, (C.13)

donde ϕl es la salida del l-ésimo nodo en la capa oculta, X es el patrón de entrada,

Cl es el vector de pesos para el l-ésimo nodo en la capa oculta, i.e. es el centro de la

función Gaussiana para el nodo l; σl es el parámetro de normalización o la media de

propagación para el l-ésimo nodo, y l = 1, 2, · · · , L. Siendo L el número de neuronas

en la capa oculta. La salida i-ésima de la red de funciones de base radial está dada

por

yi = WT
i ϕ(Xl), (C.14)
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Figura C.4: Estructura de una red neuronal con funciones de base radial, donde xj,

Cl, Wi, ϕ(·) y yi son la entrada en el nodo j, el vector de pesos del nodo l, el vector

de pesos del nodo i, la función de activación y la salida en el nodo i, respectivamente.

donde yi es la salida del i-ésimo nodo en la capa de salida, Wi es el vector de pesos

del nodo i, ϕ(X) es el vector de salidas desde la capa oculta, y i = 1, 2, · · · , I. Siendo

I el número de nodos en la capa de salida.

Existen dos forma comunes de calcular la media de propagación σ2
l de los datos

asociado a cada nodo:

1. Encuentra la media de propagación desde el conjunto de todos los patrones

de entrenamiento agrupados con cada centro cluster, i.e., los hace igual a la

distancia del centro cluster y los patrones de entrenamiento:

σ2
l =

1

Nl

∑
k∈Cl

(Xk −Cl)
T (Xk −Cl) , l = 1, 2, · · · , k, · · · , L, (C.15)

donde Nl es el número de patrones que pertenecen al l-ésimo cluster, k es el

ı́ndice de un patrón que pertenece a el l-ésimo cluster.

2. Encontrar la media de propagación desde el centro (heuŕıstica del vecino p más

cercano):

σ2
l =

1

L

L∑
k=1

(Ck −Cl)
T (Ck −Cl) , l = 1, 2, · · · , k, · · · , L, (C.16)

Una elección popular de algoritmos de clustering usados en el entrenamiento de

redes RBF (para dar una clase k) es el algoritmo Lloyd generalizado o el algoritmo

de clustering K-means. El algoritmo diseñado por J. MacQueen en 1967 provee un

mecanismo simple para minimizar la suma de los errores cuadráticos con k clusters,

donde cada cluster consiste en un conjunto de Nl muestras x1, x2, · · · , K, · · · , Nl,

que son similares con cada una de las otras. El algoritmo K-means es:
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ALGORITMO C.2: Algoritmo K-means

1. Seleccione un conjunto de clusters {C1,C2, · · · , K, · · · ,Ck} arbitrario.

2. Asigne los Nl muestras a el k clusters usando la regla de distancia mı́nima
Euclidiana: Si ‖X−Cl‖ = minl‖X−Cl‖ ⇒ X ∈ Cl.

3. Calcular el nuevo centro cluster Ck = 1
Nl

∑
k∈Cl

Xk

4. Si cualquier centro cluster cambia, regrese al paso 2; en otro caso, terminar.

C.4. Comentarios

En este apéndice se da una introducción sobre las redes neuronales artificiales, las

cuales junto con la teoŕıa wavelet vistas en el Apéndice B, forma las redes wavelets

(wavenets), las cuales son dadas en el Apéndice D, y sirven para el desarrollo del

control PID wavenet que es el tema principal de esta tesis.



Apéndice D

Teoŕıa wavenet

El objetivo de este apéndice es desarrollar los algoritmos que hacen uso de la

combinación de redes neuronales y las wavelets, para modificar las ganancias del

controlador wavelet propuesto. Las redes neuronales wavelets adaptable, no sólo son

empleadas para control adaptable, si no también, para la identificación de sistemas

no lineales y aproximación de funciones no lineales, debido a la gran capacidad de

rápido aprendizaje y a las propiedades de las wavelets. Una filtro IIR es empleado en

cascada, para garantizar la estabilidad y la convergencia de la red neuronal wavelet

adaptable.

D.1. Introducción

Combinando la teoŕıa de la transformada wavelet con el concepto básico de redes

neuronales, se propone un nuevo mapeo de red llamado red neuronal wavelets adap-

table o wavenet como una alternativa a las redes neuronales de alimentación hacia

adelante para aproximar funciones arbitrarias no lineales. Los algoritmos wavenet con-

sisten básicamente de dos procesos: la auto-construcción de las redes y la minimización

del error. En el primer proceso, las estructuras de las redes aplicadas para la repre-

sentación son determinadas usando análisis wavenet. La red gradualmente combina

unidades ocultas para cubrir eficiente y suficientemente la región tiempo-frecuencia

ocupada por una meta dada. Simultáneamente, los parámetros de la red son actua-

lizados para conservar la topoloǵıa de la red y aprovechar el proceso posterior. En

el segundo proceso, las aproximaciones de los errores instantáneos son minimizadas

usando una técnica de adaptación basada en los algoritmos LMS. Los parámetros de

la red inicializada son actualizados usando el método del gradiente de pasos descen-

dentes. Cada unidad oculta tiene una ventana cuadrada en el plano tiempo-frecuencia.

La regla de optimización es solamente aplicada a las unidades ocultas donde el punto

seleccionado cae en sus ventanas. Por lo tanto, el costo del aprendizaje puede ser

135
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reducido. Todas estas ventajas que se tienen de las redes wavenets son aprovechadas

en el controlador wavenet que se propone en este trabajo de tesis.

D.2. Algoritmos wavenets

Como se vio en la Sección B.4, una función f(t) ∈ L2(R) puede ser aproxima-

da mediante una combinación lineal empleando (B.40), la cual tiene similitud con

una red neuronal de base radial. La Figura D.1 es la arquitectura de la red neuronal

wavelet adaptable, que aproxima cualquier señal deseada y(t) mediante la generali-

zación de una combinación lineal de un conjunto de wavelets hijas ψ(τ), donde éstas

son generadas por una dilatación a y una traslación b de la wavelet madre ψ(t):

ψ(τ) = ψ

(
t− b
a

)
, a, b ∈ R, τ =

t− b
a

, (D.1)

con el factor de dilatación a > 0. Se puede observar que (D.1) es similar a la Definición

39, Apéndice B pero sin la normalización de enerǵıa.

Figura D.1: Diagrama de una red neuronal, donde u(t), ŷ son la señal entrada, la señal

de salida de la red neuronal, respectivamente y ψ(τ), w son la función de activación

y los pesos que hay entre las neuronas, respectivamente.

Y, para lograr la aproximación, se asume que la función de salida de la red satisface

la condición de admisibilidad y la red aproxima suficientemente la meta, es decir, que

la región tiempo-frecuencia es cubierta efectivamente por sus L ventanas. La señal
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aproximada de la red ŷ(t) puede ser representada por:

ŷ(t) = u(t)
L∑
l=1

wlψl(τ), y, u, w ∈ R, (D.2)

en la cual ψl(τ) = ψ
(
t−bl
al

)
para l = 1, 2, · · · , L, donde L ∈ Z es el número de

neuronas en la capa de la red neuronal wavenet.

Definiendo los vectores W, A, B y Ψ como

W , [w1 w2 · · · wl · · · wL−1 wL]T , (D.3)

A , [a1 a2 · · · al · · · aL−1 aL]T , (D.4)

B , [b1 b2 · · · bl · · · bL−1 bL]T , (D.5)

Ψ(τ) , [ψ1(τ) ψ2(τ) · · · ψl(τ) · · · ψL−1(τ) ψL(τ)]T , (D.6)

ahora (D.2), puede ser representada por:

ŷ(t) = ΨT (τ)Wu(t), (D.7)

y, como una wavenet es una red local en la cual la función de salida está bien localizada

en ambos tiempo-frecuencia. En adición, una red local doble puede ser lograda por

la combinación de una red neuronal en cascada con un filtro de respuesta infinita al

impulso (IIR), el cual provee un método computacional eficiente para el aprendizaje

del sistema [15]. En la Figura D.2 se muestra la estructura del filtro IIR y en la Figura

D.3 se muestra la estructura final, de la wavenet con el filtro IIR.

Figura D.2: Diagrama del filtro IIR, donde z(t), ŷ son la señal de entrada, la señal de

salida del filtro IIR, respectivamente y c, d, son los coeficientes del filtro.

Definiendo
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Figura D.3: Diagrama de la wavenet con el filtro IIR, donde u(t), ŷ son la señal de

entrada, la señal de salida de la wavenet con un filtro IIR, respectivamente, a, b, w y

c, d, son los parámetros de la wavenet y coeficientes del filtro IIR, respectivamente.

C , [c0 c1 · · · cm · · · cM−1 cM ]T , (D.8)

D , [d1 d2 · · · dj · · · dJ−1 dJ ]T , (D.9)

Z(t) , [z(t) z(t− 1) · · · z(t−m) · · · z(t−M + 1) z(t−M)]T , (D.10)

Ŷ(t) , [ŷ(t− 1) ŷ(t− 2) · · · ŷ(t− j) · · · ŷ(t− J + 1) ŷ(t− J)]T , (D.11)

con c, d, z, v ∈ R. Ahora la señal aproximada ŷ(t) con el filtro IIR en cascada, puede

ser expresada en forma vectorial como

ŷ(t) = CTZ(t)u(t) + DT Ŷ(t)v(t), (D.12)

donde

z(t) = ΨT (τ)W. (D.13)

Los parámetros de la wavenet IIR w, a, b, c y d pueden ser optimizados en el

sentido de LMS minimizando la función de enerǵıa del error E, definida como

E =
1

2

T∑
t=1

e2(t), (D.14)

e(t) = y(t)− ŷ(t), (D.15)

donde y(t) es la respuesta deseada.
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Se minimiza a E con el método del gradiente de pasos descendentes, el cual requiere

los gradientes ∂E
∂W

, ∂E
∂A

y ∂E
∂B

de los parámetros de la red wavenet y ∂E
∂C

, ∂E
∂D

de los

coeficientes de la estructura IIR, los cuales son expresados como:

∂E

∂W
=

[
∂E

∂w1

∂E

∂w2

· · · ∂E
∂wl

· · · ∂E

∂wL−1

∂E

∂wL

]T
, (D.16)

∂E

∂A
=

[
∂E

∂a1

∂E

∂a2

· · · ∂E
∂al
· · · ∂E

∂aL−1

∂E

∂aL

]T
, (D.17)

∂E

∂B
=

[
∂E

∂b1

∂E

∂b2

· · · ∂E
∂bl
· · · ∂E

∂bL−1

∂E

∂bL

]T
, (D.18)

∂E

∂C
=

[
∂E

∂c1

∂E

∂c2

· · · ∂E
∂cm

· · · ∂E

∂cM−1

∂E

∂cM

]T
, (D.19)

∂E

∂D
=

[
∂E

∂d1

∂E

∂d2

· · · ∂E
∂dj

· · · ∂E

∂dJ−1

∂E

∂dJ

]T
, (D.20)

donde:

∂E

∂wl
= −

T∑
t=1

e(t)u(t)
M∑
m=0

cmψ(τ −m), (D.21)

∂E

∂bl
= −

T∑
t=1

e(t)u(t)
M∑
m=0

cmwl
∂ψ(τ −m)

∂bl
, (D.22)

∂E

∂al
= −

T∑
t=1

e(t)u(t)
M∑
m=0

cmwlτ
∂ψ(τ −m)

∂bl
= τ

∂E

∂bl
, (D.23)

∂E

∂cm
= −

T∑
t=1

e(t)u(t)z(t−m), (D.24)

∂E

∂dj
= −

T∑
t=1

e(t)v(t)ŷ(t− j), (D.25)

de manera similar, los cambios incrementales de cada parámetro son sólo el negativo

de sus gradientes:
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∆W = − ∂E

∂W
, (D.26)

∆A = −∂E
∂A

, (D.27)

∆B = −∂E
∂B

, (D.28)

∆C = −∂E
∂C

, (D.29)

∆D = −∂E
∂D

, (D.30)

de este modo, cada coeficiente es actualizado acorde a la siguiente regla:

W(n+ 1) = W(n) + µW∆W, (D.31)

A(n+ 1) = A(n) + µA∆A, (D.32)

B(n+ 1) = B(n) + µB∆B, (D.33)

C(n+ 1) = C(n) + µC∆C, (D.34)

D(n+ 1) = D(n) + µD∆D, (D.35)

donde µ ∈ R es el coeficiente de velocidad de aprendizaje, para cada uno de los

parámetros.

D.3. Comentarios

En este apéndice se resumen los resultados básicos de las redes wavenets para

la aproximación de funciones, es decir dada una señal de entrada u(t) arbitraria se

aproximó por ŷ(t) que es la salida de la red neuronal wavenet. Esta configuración de

red es empleada en el Caṕıtulo 4 para la identificación de la planta y otra más para

la sintonización del controlador PID wavelet.



Apéndice E

Implementación de un filtro

wavelet

E.1. Introducción

Otra de las aplicaciones que se generaron de esta tesis a partir de la teoŕıa wavelet,

fue la implentación de un filtro wavelet para decrecer frecuencias en las señales de ve-

locidad articular de los decodificadores ópticos un dispositivo háptica PHANToM pre-

mium 1.0 [36, 63], el cual está conformado de posicionadores mecánicos con propósitos

de retroalimentación de fuerza kinestética. Estos posicionadores mecánicos contiene

decodificadores ópticos para la lectura de velocidad articular para fines de control,

las lecturas obtenidas a través de los decodificadores ópticos están contaminadas con

señales de ruido de alta frecuencia, por lo que un filtro digital seŕıa una solución

adecuada, para disminuir dicho ruido.

E.2. Filtro wavelet

Un filtro wavelet es implementado basado en el análisis multiresolución, con-

siderando que (B.38) permite descomponer una señal f(x) a un nivel de resolución

N , el resultado de esta descomposición en una señal de alta escala (baja frecuencia)

y N señales de mediana y baja escala (mediana y alta frecuencia). Si consideramos a

éstas últimas como señales no deseadas, i.e. señal de ruido. Una función f(x) = C0, se

descompone en dos señales C1 y D1, donde C1 es una señal de baja frecuencia (escala

alta) y D1 es una señal de alta frecuencia (baja escala), por lo tanto una señal f(x) a

un nivel 1 de descomposición sin señal de baja escala es como se muestra en la Figura

141
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E.1

f ∗(x) = C1, (E.1)

Figura E.1: Diagrama de descomposición de una señal f(x) = C0 en una señal de

baja frecuencia (alta escala) C1 y una señal de alta frecuencia (baja escala) D1.

la señal C1 se puede seguir descomponiendo de forma infinita hasta CN , donde N es

el nivel de descomposición. Entre mayor sea el nivel de descomposición, la señal f ∗(x)

será mejor filtrada

f ∗(x) =
∑
k∈Z

cN,kφN,k(x) = CN (E.2)

E.3. Implementación

El filtro implementado sobre el dispositivo háptico PHANToM, es de nivel N=5,

con coeficientes Daubechies (m = 7) [11] y el diagrama del filtro es mostrado en la

Figura E.2.

Figura E.2: Diagrama del filtro wavelet con un nivel de filtrado de N = 5.

En las Figuras E.3, E.4 y E.5, se muestran los resultados experimentales del filtro

wavelet de velocidad con un nivel de descomposición de N = 5. Los resultados mues-

tran las señales filtradas y no filtradas de las velocidades articulares del la interfaz

PHANToM, en la se cual muestra la disminución del chattering en las tres señales de

velocidad [36].
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Figura E.3: Señal de velocidad articular q̇1 con y sin filtro digital wavelet.
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Figura E.4: Señal de velocidad articular q̇2 con y sin filtro digital wavelet.
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Apéndice F

Algoritmos programados en

MATLAB y simulink

El objetivo de este apéndice es de mostrar los algoritmos empleados para la im-

plementación para control PID wavelet, el filtro digital y el control PID wavenet

desarrollados en esta tesis. Los algoritmos de los controladores PID wavelet y PID

wavenet están programados en MATLAB 7.0 y simulink, mientras que los algoritmos

del filtro digital wavelet están programados en C++.

F.1. Algoritmos del PID wavelet empleados para

la simulación

F.1.1. MATLAB

MATLAB F.1: Función de descomposición

function [a0, w0] = FWD(s)
% Filtros de Descomposición y Reconstrucción
g0 = [0.68301; 1.18301; 0.31699;−0.18301];
k = [0; 1; 2; 3];
g1 = flipud(g0). ∗ (−1).∧k;
h0 = flipud(g0)/2;
h1 = flipud(g1)/2;
% Proceso de Descomposición
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% Sólo un nivel de Descomposición

x = conv(s, h0);
a0 = x(1 : 2 : length(x)); % muestreo a dos
x = conv(s, h1);
w0 = x(1 : 2 : length(x)); % muestreo a dos

MATLAB F.2: Función de śıntesis

function a0 = FWS(a1, z)
% Opcion: 1.- g0 (h)
% 2.- g1 (g)
% Filtros de Descomposición y Reconstrucción
g0 = [0.68301; 1.18301; 0.31699;−0.18301];
k = [0; 1; 2; 3];
g1 = flipud(g0). ∗ (−1).∧k;
h0 = flipud(g0)/2;
h1 = flipud(g1)/2;
% Proceso de Reconstrucción
if z == 1

p = g0;
else

p = g1;
end
% Recontrucción a un sólo nivel
x = zeros(2 ∗ length(a1), 1);
x(1 : 2 : 2 ∗ length(a1)) = a1(1 : length(a1));
a = conv(x, p);
a0 = a(4 : length(a)− 4);
a0 = a0′;

MATLAB F.3: Función para un nivel de descomposición N = 3 de la señal de
error e

function eMR = ControlMR(ew)

% Vector Buffer de la señal de error a un nivel de descomposición N = 3
% ew = [e(1, t), e(1, t− 1), e(1, t− 2), e(1, t− 3), e(1, t− 4), e(1, t− 5),
% e(1, t− 6), e(1, t− 7)];
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% Descomposición de la señal
[a1, w1] = FWD(ew);
[a2, w2] = FWD(a1);
[a3, w3] = FWD(a2);
% Reconstrucción de las señales
a31 = FWS(a3, 1);
w31 = FWS(w3, 2);
a32 = FWS(a31, 1);
w32 = FWS(w31, 1);
w21 = FWS(w2, 2);
a33 = FWS(a32, 1);
w33 = FWS(w32, 1);
w22 = FWS(w21, 1);
w11 = FWS(w1, 2);
% Componentes de la señal de error
eMR = [a33(1, 1), w33(1, 1), w22(1, 1), w11(1, 1)];

Los algoritmos pueden ser usados desde ĺınea de comandos ó desde un archivo .m

de MATLAB, de la siguiente forma mostrada en MATLAB F.4.

MATLAB F.4: Empleando el control wavelet

% Ganancias empleadas para el control wavelet
K = [2.5, 12, 18, 0]; %K = [KH , KM1 , KM2 , KL]
% Señal de error a descomponer de longitud ebuff = 2∧N
% donde N es el nivel de descomposición
ew = [error(1, n), error(1, n− 1), error(1, n− 2), error(1, n− 3),
error(1, n− 4), error(1, n− 5), error(1, n− 6), error(1, n− 7)];

% Componentes de la señal de error
eMR = ControlMR(ew);
% Ley de control
u = K ∗ eMR′;

F.1.2. simulink

Los diagramas a bloques del control PID wavelet son mostrados en las Figuras

F.1, F.2. La función empleada en “MATLAB Function” en las Figuras F.1 y F.2 es

dada por MATLAB F.5.

MATLAB F.5: Control wavelet para emplearse en simulink
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% Descomposición wavelet

function [u] = deswave(block)

ebuff = 8;
e = zeros(1, ebuff);
forii = 1 : 8

e(1, ii) = block(ii);
end
% Descomposición de la señal
[a1, w1] = FWD(ew);
[a2, w2] = FWD(a1);
[a3, w3] = FWD(a2);
% Reconstrucción de las señales
a31 = FWS(a3, 1);
w31 = FWS(w3, 2);
a32 = FWS(a31, 1);
w32 = FWS(w31, 1);
w21 = FWS(w2, 2);
a33 = FWS(a32, 1);
w33 = FWS(w32, 1);
w22 = FWS(w21, 1);
w11 = FWS(w1, 2);
% Componentes de la señal de error
eMR = [a33(1, 1), w33(1, 1), w22(1, 1), w11(1, 1)];
% ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
% Ley de control
u = [eMR];

Función: deswave
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uMR 7
Delays

retardos

-K-

KM2

-K-

KM1

kl

KL

-K-

KH

MATLAB
Function

DescomposicionMR

Add2

1

eMR

Figura F.1: Bloque del control wavelet.
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Función: deswave
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Figura F.2: Bloque del control wavelet tipo I.
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Figura F.3: Bloque del control PID clásico.
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Figura F.4: Bloque para la simulación de los controles en un motor de CD.
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Figura F.5: Bloque para la simulación de los controles en un motor de CD con ruido

blanco inyectado en la medición.
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Figura F.6: Bloque para la simulación de los controles en un sistema con retardo y

con ruido blanco inyectado en la medición.

MATLAB F.6: Comandos para la función“fcn” para el modelo cinemático inverso
de posición

function [teta1, teta2] = fcn(L1, L2, x, y)
% This block supports an embeddable subset of the MATLAB language.
% See the help menu for details.

teta2 = acos(((x∧2 + y∧2)− (L1∧2 + L2∧2))/(2 ∗ L1 ∗ L2));
beta = atan2(y, x); alfa = asin((L2 ∗ sin(teta2))/(sqrt(x∧2 + y∧2)));
if teta2 > 0

teta1 = beta− alfa;
else

teta1 = beta+ alfa;
end

F.2. Algoritmos del PID wavelet empleados para

la implementación experimental en simulink

La tarjeta empleada para la implementación experimental y sus caracteŕısticas son

dadas en el Apéndice 5, y los bloques empleados son mostrados en las Figuras F.15,

F.16, F.17, y F.18.
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Figura F.7: Bloque para la simulación del control PID para el robot planar de 2 grados

de libertad, con ruido blanco inyectado en la medición.
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Figura F.8: Bloque para la simulación del control PID wavelet para el robot planar

de 2 grados de libertad, con ruido blanco inyectado en la medición.



Apéndice F: Algoritmos programados en MATLAB y simulink 153

r = 0.05 r = 0.05

a = 0.03 b = 0.03

seno
Amplitud = 1
Periodo = 30 seg.

coseno
Amplitud = 1
Periodo = 30 seg.

Trayectoria de seguimiento

2

y

1

x

r

r Sine Wave1

r

R

b

K

a

H

Cosine Wave

Figura F.9: Bloque para la simulación de la trayectoria para el robot planar de 2

grados de libertad.
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Figura F.10: Bloque para la simulación del robot planar de 2 grados de libertad.
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Figura F.11: Bloque de las constantes a1, a2 y a3 en el robot planar de 2 grados de

libertad.
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Figura F.12: Bloque del Sistema A en el robot planar de 2 grados de libertad.
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Figura F.13: Bloque del Sistema B en el robot planar de 2 grados de libertad.
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Figura F.14: Bloque del Sistema C en el robot planar de 2 grados de libertad.
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Figura F.15: Bloque del control PID para el motor de CD.
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Figura F.16: Bloque del control PID wavelet para el motor de CD.
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Figura F.17: Bloque del control PID para el robot planar de 2 grados de libertad.
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Control wavelet para el robot planar de 2 grados de libertad
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Figura F.18: Bloque del control PID wavelet para el robot planar de 2 grados de

libertad.

F.3. Algoritmo del filtro wavelet.

Los algoritmos fueron programados en un lenguaje de programación en C + +,

los cuales fueron incluidos dentro de una libreŕıa llamada “wavelet.h” , y la cual se

muestra en Algoritmo F.7.

ALGORITMO F.7: wavelet.h

// wavelet.h
// Función para la el analisis multirresolución
] define Mbuff 64 // tamaño del buffer
] define Nfilt 14 // tamaño del filtro
/*
// Filtro con Dauechies (m=2)
float G0[ ] = { 0.6830127, 1.1830127, 0.31698729, -0.1830127 }; // h sintesis
float G1[ ] = { G0[3], -G0[2], G0[1], -G0[0] }; // g sintesis
float H0[ ] = { G0[3]/2, G0[2]/2, G0[1]/2, G0[0]/2}; // h descomposición
float H1[ ] = { G1[3]/2, G1[2]/2, G1[1]/2, G1[0]/2}; // g descomposición
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*/
// Filtro con Dauechies (m=7)
float G0[ ] = {0.0778521, 0.396539, 0.729132, 0.469782, -0.143906, -0.224036,
0.0713092, 0.0806126, -0.0380299, -0.0165745, 0.012551, 0.00042957,
-0.0018016, 0.00035371}; // h sintesis
float G1[ ] = {G0[13], -G0[12], G0[11], -G0[10], G0[9], -G0[8],
G0[7], -G0[6], G0[5], -G0[4], G0[3], -G0[2],
G0[1], -G0[0]}; // g sintesis
float H0[ ] = {G0[13]/2, G0[12]/2, G0[11]/2, G0[10]/2, G0[9]/2, G0[8]/2,
G0[7]/2, G0[6]/2, G0[5]/2, G0[4]/2, G0[3]/2, G0[2]/2,
G0[1]/2, G0[0]/2}; // h descomposición
float H1[ ] = {G1[13]/2, G1[12]/2, G1[11]/2, G1[10]/2, G1[9]/2, G1[8]/2,
G1[7]/2, G1[6]/2, G1[5]/2, G1[4]/2, G1[3]/2, G1[2]/2,
G1[1]/2, G1[0]/2}; // g descomposición
//—————————————
float VectBuff[Mbuff];
float VectX[Mbuff];
float VectY[Mbuff]; float VectZ[Mbuff];
int Vectl[Mbuff]; float wave=0;
// almacenamiento de la señal de descomposición
float Matdesc[Mbuff][Mbuff];
float Matsint[Mbuff][Mbuff];
// arrays temporales
float temp1[2*Mbuff];
float tempx[2*Mbuff];
float temp3[2*Mbuff];
float temps[2*Mbuff];
//***********************************
// Inicializando Vectores
//***********************************
void temp1init( ) {
for(int w=0; w<2*Mbuff; w++)
temp1[w] = 0;}
void tempxinit( ) {
for(int w=0; w<2*Mbuff; w++)
tempx[w] = 0;}
void temp3init( ) {
for(int w=0; w<2*Mbuff; w++)
temp3[w] = 0;}
void tempsinit( ) {
for(int w=0; w<2*Mbuff; w++)
temps[w] = 0;}
void Vectlinit(int LV) {
Vectl[0] = Mbuff;
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for (int w=1; w<LV+1; w++)
Vectl[w] = (Vectl[w-1]+Nfilt)/2;}
void VectBuffinit( ) {
for(int w=0; w<Mbuff; w++)
VectBuff[w] = 0;}
void VectXinit( ) {
for(int w=0; w<Mbuff; w++)
VectX[w] = 0;}
void VectYinit( ) {
for(int w=0; w<Mbuff; w++)
VectY[w] = 0;}
void VectZinit( ) {
for(int w=0; w<Mbuff; w++)
VectZ[w] = 0;}
//********************************
// Funciones auxiliares
//********************************
// Función para la convolución de dos vectores
void convxy(float *x, float *y, int lx, int ly) {
temp1init( );
tempxinit( );
for (int wi=(ly-1); wi<(lx+ly-1); wi++){
temp1[wi] = x[(wi-ly+1)];}
float suma = 0;
for ( wi=0; wi<(lx+ly-1); wi++){
for(int wj=0; wj<ly; wj++){
suma += y[wj]*temp1[(ly-1+wi-wj)];}
tempx [wi] = suma;
suma = 0;} // Resultado almacenado en tempx[lx+ly-1]
}
// Función para la decimación dos abajo
void diez2down(float *x, int lx0) {
temp1init( );
for (int w=0; w<lx0; w++)
temp1[w] = x[2*w];
// Resultado almacenado en temp1[lx0]}
// Función para la interpolación a dos
void diez2up(float *x, int lx) {
temp1init( );
for (int w=0; w<lx; w++)
temp1[2*w] = x[w];
// Resultado almacenado en temp1[2*lx]
}
// Función para la descomposición de una señal X
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void descomp(float *senX, float *filtroY, int lsen, int lfiltro){
convxy(senX,filtroY,lsen,lfiltro);
diez2down(tempx,(lsen+lfiltro)/2);
// Resultado almacenado en temp1[(lsen+lfiltro)/2]
}
// Función para la sintesis de una señal X
void sintesis(float *senX, float *filtroY, int lsen, int lfiltro, int l) {
diez2up(senX,lsen);
temp3init( );
for (int w=0; w<2*lsen; w++)
temp3[w] = temp1[w];
convxy(temp3,filtroY,2*lsen,lfiltro);
temp3init( );
for (w=0; w<l; w++)
temp3[w] = tempx[lfiltro-1+w];
// Resultado almacenado en temp1[lsen+lfiltro-1]
}
//******************************************
// Funciones para el filtrado de las señales
// Filtro wavelet para la variable articular de velocidad q1
//**********************************************************
float filtrowaveX(float WaveDato, int Nivel) {
int L0, L1,a1,b1,c1,d1,q;
wave = WaveDato;
for (a1=0; a1<Mbuff/2-1; a1++) {
VectX[a1] = VectX[a1+1];
VectX[Mbuff-1-a1] = VectX[a1+1]; }
VectX[Mbuff/2-1] = wave;
VectX[Mbuff/2] =wave;
Vectlinit(Nivel);
temp1init( );
tempxinit( );
temp3init( );
// Descomposición para “a”
// cargar datos
for(a1=0; a1<Mbuff; a1++){
Matdesc[0][a1] = VectX[a1]; }
for (a1=0; a1<Nivel; a1++){
L0 = Vectl[a1];
L1 = Vectl[a1+1];
for (b1=0; b1<L0; b1++){
temp3[b1] = Matdesc[a1][b1]; }
descomp(temp3,H0,L0,Nfilt);
for (b1=0; b1<L1; b1++){
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Matdesc[a1+1][b1] = temp1[b1];} }
// Sintesis para “a”
temp1init( );
tempxinit( );
temp3init( );
tempsinit( ); // cargar datos
for(a1=0; a1<Vectl[Nivel]; a1++){
Matsint[Nivel][a1] = Matdesc[Nivel][a1];}
// Interacciones
for(d1=0; d1<Nivel; d1++){
L1 = Vectl[Nivel-d1];
L0 = Vectl[Nivel-1-d1];
for(b1=0; b1<L1; b1++)
temps[b1] = Matsint[Nivel-d1][b1];
sintesis(temps,G0,L1,Nfilt,L0);
for(c1=0; c1<L0; c1++)
Matsint[Nivel-1-d1][c1] = temp3[c1]; }
wave = (Matsint[0][Mbuff/2]+Matsint[0][Mbuff/2-1])/2;
return wave; }
// Filtro wavelet para la variable articular de velocidad q2
//**********************************************************
float filtrowaveY(float WaveDato, int Nivel) {
int L0, L1, a1,b1,c1,d1,q;
wave = WaveDato;
for (a1=0; a1<Mbuff/2-1; a1++){
VectY[a1] = VectY[a1+1];
VectY[Mbuff-1-a1] = VectY[a1+1];}
VectY[Mbuff/2-1] = wave;
VectY[Mbuff/2] =wave;
Vectlinit(Nivel);
temp1init( );
tempxinit( );
temp3init( );
// Descomposición para “a”
// cargar datos
for(a1=0; a1<Mbuff; a1++){
Matdesc[0][a1] = VectY[a1];}
for (a1=0; a1<Nivel; a1++){
L0 = Vectl[a1];
L1 = Vectl[a1+1];
for (b1=0; b1<L0; b1++){
temp3[b1] = Matdesc[a1][b1];}
descomp(temp3,H0,L0,Nfilt);
for (b1=0; b1<L1; b1++){
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Matdesc[a1+1][b1] = temp1[b1];} }
// Sintesis para “a”
temp1init( );
tempxinit( );
temp3init( );
tempsinit( );
// cargar datos
for(a1=0; a1<Vectl[Nivel]; a1++){
Matsint[Nivel][a1] = Matdesc[Nivel][a1];}
// Interacciones
for(d1=0; d1<Nivel; d1++){
L1 = Vectl[Nivel-d1];
L0 = Vectl[Nivel-1-d1];
for(b1=0; b1<L1; b1++)
temps[b1] = Matsint[Nivel-d1][b1];
sintesis(temps,G0,L1,Nfilt,L0);
for(c1=0; c1<L0; c1++)
Matsint[Nivel-1-d1][c1] = temp3[c1];}
wave = (Matsint[0][Mbuff/2]+Matsint[0][Mbuff/2-1])/2;
return wave;}
// Filtro wavelet para la variable articular de velocidad q3
//********************************************************
float filtrowaveZ(float WaveDato, int Nivel) {
int L0, L1,a1,b1,c1,d1,q;
wave = WaveDato;
for (a1=0; a1<Mbuff/2-1; a1++){
VectZ[a1] = VectZ[a1+1];
VectZ[Mbuff-1-a1] = VectZ[a1+1];}
VectZ[Mbuff/2-1] = wave;
VectZ[Mbuff/2] =wave;
Vectlinit(Nivel);
temp1init( );
tempxinit( );
temp3init( );
// Descomposición para “a”
// cargar datos
for(a1=0; a1<Mbuff; a1++){
Matdesc[0][a1] = VectZ[a1];}
for (a1=0; a1<Nivel; a1++){
L0 = Vectl[a1];
L1 = Vectl[a1+1];
for (b1=0; b1<L0; b1++){
temp3[b1] = Matdesc[a1][b1];}
descomp(temp3,H0,L0,Nfilt);
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for (b1=0; b1<L1; b1++){
Matdesc[a1+1][b1] = temp1[b1];} }
// Sintesis para “a”
temp1init( );
tempxinit( );
temp3init( );
tempsinit( );
// cargar datos
for(a1=0; a1<Vectl[Nivel]; a1++){
Matsint[Nivel][a1] = Matdesc[Nivel][a1];}
// Interacciones
for(d1=0; d1<Nivel; d1++){
L1 = Vectl[Nivel-d1];
L0 = Vectl[Nivel-1-d1];
for(b1=0; b1<L1; b1++)
temps[b1] = Matsint[Nivel-d1][b1];
sintesis(temps,G0,L1,Nfilt,L0);
for(c1=0; c1<L0; c1++)
Matsint[Nivel-1-d1][c1] = temp3[c1];}
wave = (Matsint[0][Mbuff/2]+Matsint[0][Mbuff/2-1])/2;
return wave;}
//*********************************************************

F.4. Algoritmos del PID wavenet en Matlab

MATLAB F.8: Función para calcular las wavelets hijas a partir de una wavelet
madre Morlet

% función para calcular las wavelet hijas de una wavelet madre morlet
function waveh = wavemorlet(t,a,b)
w0 = 1;
tao = (t-b)/a; % cambio de variable
%wavelet morlet
h = cos(w0*tao)*exp(-0.5*tao∧2);
dh = (1/a)*(w0*sin(w0*tao)*exp(-0.5*tao ∧2) + tao*h );
waveh = [h;dh];

MATLAB F.9: Algoritmo de para calcular la salida de la red neuronal wavelet en
cada interacción k
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% Calculando h(tao) y dh(tao) en el instante k
for ii=1:K
hh = wavemorlet(k,ap(ii,k),bp(ii,k));
wavep(ii,k) = hh(1,1);
dwavep(ii,k) = hh(2,1);
end
% Calculando z(k) en el instante k
suma = 0;
for ii=1:K
suma = suma + wp(ii,k)*wavep(ii,k);
end
z(1,k) = suma;
% Calculando Fi(k)
suma = 0;
for ii=1:D
suma = suma + d(ii,k)*yest(1,k-ii);
end
Fi(1,k) = suma*v(1,k);
% Calculando Gamma(k)
suma = 0;
for ii=0:C
suma = suma + c(ii+1,k)*z(1,k-ii);
end
Gamma(1,k) = suma;
% Calculando yest(k) en el instante k
yest(1,k) = Gamma(1,k)*u(1,k) + Fi(1,k);

MATLAB F.10: Algoritmo de para calcular el error entre la salida deseada y y la
salida de la red neuronal wavelet yest en el instante k

% Calculando e(k) en el instante
en(1,k) = y(1,k) - yest(1,k);

MATLAB F.11: Algoritmo para el cálculo de los gradientes en el instante k

% Calculando deltawp(k)
for jj=1:K
suma = 0;
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for ii=0:C
suma = suma + c(ii+1,k)*wavep(jj,k-ii);
end
deltawp(jj,k) = en(1,k)*u(1,k)*suma;
end
% Calculando deltabp(k)
for jj=1:K
suma = 0;
for ii=0:C
suma = suma + c(ii+1,k)*dwavep(jj,k-ii);
end
deltabp(jj,k) = en(1,k)*u(1,k)*wp(jj,k)*suma;
end
% Calculando deltaap(k)
for jj=1:K
tao = (k-bp(jj,k))/ap(jj,k);
deltaap(jj,k) = tao*deltabp(jj,k);
end
% Calculando deltad(k)
for jj=1:D
deltad(jj,k) = en(1,k)*v(1,k)*yest(1,k-jj);
end
% Calculando deltac(k)
for jj=0:C
deltac(jj+1,k) = en(1,k)*u(1,k)*z(1,k-jj);
end

MATLAB F.12: Algoritmo para el cálculo del gradiente para las ganancias del
control PID wavelet en el instante k

% Calculando kpact(k)
for jj=1:N+1
deltakp(jj,k) = en(1,k)*Gamma(1,k)*em(jj,k);
end

MATLAB F.13: Algoritmo para el cálculo de las actualizaciones de los parámetros
de la red neuronal wavelet en el instante k
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% Actualizando parámetros
% wp ap bp
for jj=1:K
wp(jj,k+1) = wp(jj,k) + muw*deltawp(jj,k);
ap(jj,k+1) = ap(jj,k) + mua*deltaap(jj,k);
bp(jj,k+1) = bp(jj,k) + mub*deltabp(jj,k);
end
% d
for jj=1:D
d(jj,k+1) = d(jj,k) + mud*deltad(jj,k);
end
% c
for jj=0:C
c(jj+1,k+1) = c(jj+1,k) + muc*deltac(jj+1,k);
end

MATLAB F.14: Algoritmo para el cálculo de las actualizaciones de lass ganancias
del control PID wavelet en el instante k

% Actualizando parámetros
% ki
for jj=1:N+1
kp(jj,k+1) = kp(jj,k) + muk(jj,1)*deltakp(jj,k);
end
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