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Resumen

En este tema de tesis, se propone un algoritmo de control tolerante a fallas basado

en modos deslizantes para asegurar el seguimiento de una trayectoria deseada para

sistemas variantes en el tiempo aún en presencia de fallas en los actuadores. El algo-

ritmo propuesto usa los modos deslizantes integrales continuos junto con el regulador

cuadrático lineal, además de técnicas como la asignación de control y la inversión de

sistema y asegura la compensación de las fallas en tiempo finito y el seguimiento de la

trayectoria de manera exponencial.

Abstract

In this thesis, a fault-tolerant control algorithm based on sliding modes is proposed

to ensure the tracking of a desired trajectory for time-varying systems even in the

presence of faults in the actuators. The proposed algorithm uses a continuous integral

sliding modes and the linear quadratic regulator, together with techniques such as

control allocation and system inversion and guarantee finite time exact compensation

of the faults and exponential tracking of the reference.
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Índice de tablas
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Notación y śımbolos

R - El conjunto de los números reales.

C - El conjunto de los números complejos.

Rn×m - El conjunto de todas las matrices de n×m con elementos reales de R.

det(A) - El determinante de la matriz cuadrada A ∈ Rn×n.

AT - La transpuesta de la matriz A.

diag(a11, a22, . . . , ann) :=


a11 0 . . . 0

0 a22 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . ann

 - La matriz diagonal con los elementos

mencionados.

In := diag(1, 1, . . . , 1) - La matriz identidad del tamaño correspondiente.

A−1 - La matriz inversa de A.

span{g1, g2, . . . , gk} := {g = β1g1 + β2g2 + · · · + βkgk : βj ∈ C, j = 1, . . . , k} - El

conjunto de todas las combinaciones lineales de g1, g2, . . . , gk sobre C.

La derivada de Lie

Lfh(x) =
∂(h(x))

∂x
f(x),

Lkfh(x) =
∂(Lk−1

f h(x))

∂x
f(x),

LgLfh(x) =
∂(Lfh(x))

∂x
g(x).



Acrónimos

LVT: Lineal variante en el tiempo.

LIT: Lineal invariante en el tiempo.

CTF: Control tolerante a fallas.

AC: Asignación de control.

RCL: Regulador cuadrático lineal.

CMD: Control por modos deslizantes.

MDI: Modos deslizantes integrales.

MDIC: Modos deslizantes integrales continuos.

AST: Algoritmo super-twisting.

UEUS: Una entrada una salida.

MEMS: Múltiples entradas múltiples salidas.





Caṕıtulo 1

Introducción y estado del arte

Los sistemas lineales o no lineales son vulnerables o susceptibles a fallas. En general,

una falla puede ser considerada como algo que cambia el comportamiento de un sistema

de tal forma que el sistema ya no puede cumplir su objetivo. Las fallas son usualmente

clasificadas como: fallas en los parámetros del sistema, fallas en los sensores y fallas en

los actuadores [1]. Un diseño de control de realimentación convencional para un sistema

puede resultar en un desempeño insatisfactorio del sistema (incluso inestabilidad), en

caso de mal funcionamiento de los sensores o actuadores. Para evitar que las fallas

dañen al sistema e incluso a los humanos, las fallas deben ser localizadas tan rápido

como sea posible y se deben tomar decisiones que detengan la propagación de sus

efectos. El control tolerante a fallas (CTF) [2] analiza el comportamiento de la planta

con el fin de identificar fallas y modificar la ley de control de tal forma que permita

mantener el objetivo de control en presencia de fallas [3].

Este trabajo solo considera fallas en los actuadores. Para asegurar el objetivo de

control en presencia de fallas en los actuadores, parciales o totales, se requiere que el

sistema tenga redundancia en los actuadores. Esta redundancia permite reconfigurar

la señal de control en los actuadores con respecto de la falla, con lo cual se puede

mantener un rendimiento satisfactorio incluso si hay fallas cŕıticas en los actuadores

principales.

Para distribuir el control a lo largo de los actuadores, se utilizan los esquemas de

asignación de control (AC). La AC puede ser realizada fuera de ĺınea y en ĺınea. En

modo fuera de ĺınea, la AC va cambiando con respecto de fallas consideradas, pero si se

presenta una falla no considerada, no se podrá realizar una distribución de la señal de

control de forma adecuada. Para el modo en ĺınea, la AC va cambiando dependiendo

de las fallas que se van presentando, incluso si no fueron consideradas. Este trabajo se

3



4 Caṕıtulo 1: Introducción y estado del arte

enfoca en AC en ĺınea.

Existen dos problemas de control: el problema de seguimiento y el problema de

regulación. El problema de seguimiento consiste en encontrar una entrada de control

apropiada de tal forma que la variable controlada siga la variable de referencia. En

el problema de regulación, se busca mantener la variable controlada en el punto de

referencia del sistema. Este trabajo considera el problema de seguimiento.

Para aplicar técnicas de control lineal en sistemas no lineales, el primer paso es lineali-

zar, si es posible, alrededor de un punto de operación, esta linealización solo puede

predecir el comportamiento local del sistema no lineal en la vecindad de ese punto de

operación [4]. Cuando se quiere resolver el problema de seguimiento de trayectoria, se

puede optar por hacer una linealización por trayectoria, esta consiste en dos partes.

La primer parte es la inversión de sistema o pseudo inversión de sistema, esta permite

calcular la entrada de control a partir de una trayectoria deseada, este control asegura

el seguimiento de la trayectoria deseada, además de que se utiliza para encontrar la

dinámica del error alrededor de la trayectoria deseada. La segunda parte es linealizar

la dinámica del error alrededor del origen. Cabe destacar que al hacer una linealización

por trayectoria obtenemos un sistema lineal variante en el tiempo (LVT) [5].

Para la estabilización del sistema LVT se pueden utilizar diversas técnicas de control

lineal como programación de ganancia (conocido en inglés como gain scheduling) o

control óptimo. En particular, para sistemas LVT, el regulador cuadrático lineal (RCL)

permite obtener una ley de control variante en el tiempo que optimiza un ı́ndice de

desempeño espećıfico [6].

La tolerancia a fallas no puede ser alcanzada por un control por realimentación de

estado t́ıpico [1], pero está problemática se puede abordar de varias formas, como lo

es el control robusto (tolerancia pasiva) [7], [8], el control adaptable (tolerancia activa)

[9], detección y aislamiento de fallas y combinaciones de estos [10]. Las fallas pueden

ser vistas como una perturbación, por lo que si se diseña un control en lazo cerrado

robusto, los efectos de estas perturbaciones se pueden minimizar.

Una forma de hacer robusto al sistema es por medio del control por modos desli-

zantes (CMD). El CMD es una ley de control que proporciona el rendimiento deseado

del sistema en lazo cerrado en presencia de perturbaciones/incertidumbres acopladas,

Como se puede ver en [11], utilizan un control por modos deslizantes para hacer a

un sistema no lineal robusto ante las fallas junto con una neurona artificial que se
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encarga que el sistema siga una trayectoria deseada, y en [12] diseñan e implementan

un control tolerante a fallas basado en modos deslizantes junto con una neurona difusa,

para controlar un servomotor de corriente directa en presencia de perturbaciones,

variaciones de parámetros y fallas en los actuadores y sensores. El problema del CMD

es que la señal de control tiene castañeo (señal de alta frecuencia, conocida en inglés

como “ chattering”), pero existen formas de atenuar el castañeo, como utilizar modos

deslizantes de alto orden [13]. Las metodoloǵıas basadas en modos deslizantes permiten

hacer al sistema insensible a los efectos acoplados de las fallas durante la fase de

deslizamiento, y permiten la detección y aislamiento de las mismas [14], [15], [16].

Si las fallas están presentes desde el tiempo inicial, debido a la fase de alcance, los

modos deslizantes integrales convencionales (MDI) [17], [18] son una buena opción [19],

[20], ya que los MDI es un control auxiliar que permite robustificar un sistema justo

después del primer momento1 asegurando un comportamiento nominal, por ejemplo,

Halim Alwi y Christopher Edwards presentan un control tolerante a fallas basado

en MDI para el modelo no lineal del movimiento longitudinal de un avión [21], para

después presentar un esquema de control tolerante a fallas en los sensores, también

basado en MDI [22] y en [23] se utilizan los MDI por salida y técnicas como la AC

para generar un control tolerante a fallas para sistema LVT que asegura insensibilidad

del sistema ante fallas totales y parciales en los actuadores en tiempo finito, bajo la

suposición de que todos los estados están disponibles. Pero los MDI tienen la desven-

taja que producen alto nivel de castañeo. Para disminuir el castañeo, para sistemas

de grado relativo uno, los modos deslizantes continuos basados en el algoritmo de

Super-twisting (AST) [24], son una buena opción ya que generan una ley de control

continua. Los modos deslizantes integrales continuos (MDIC) combinan los MDI con

el AST [25], permitiendo asegurar el comportamiento nominal del sistema utilizando

una señal de control continua, disminuyendo aśı el castañeo. Sin embargo, presentan

fase de alcance, por lo cual compensan las perturbaciones/incertidumbres en tiempo

finito.

1No presentan fase de alcance, por lo que compensan en teoŕıa de forma exacta las

perturbaciones/incertidumbres acopladas justo después del primer momento.
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1.1. Planteamiento del problema

Considere el siguiente sistema no lineal

ẋ(t) = f(t, x(t)) + g(t, x(t))u(t); x(t0) = xo, (1.1)

donde f(t, x(t)), g(t, x(t)) son campos vectoriales suaves definidos dentro de un con-

junto D ⊂ Rn, u(t) ∈ Rp es la entrada de control y x(t) ∈ Rn es el estado, el cual

es completamente conocido. Por simplicidad, asuma que el sistema anterior ha sido

transformado a su forma normal y linealizado alrededor de una trayectoria, por lo que

la dinámica del error de seguimiento puede ser representada por el siguiente sistema

LVT, el cual esta sujeto a fallas en los actuadores

˙̃z(t) = A(t)z̃(t) +Bu(t)W (t)u(t); z̃(t0) = z̃o, (1.2)

donde A(t) ∈ Rn×n, Bu(t) ∈ Rn×m, W (t) = diag(w1(t), . . . , wm(t)) ∈ Rm×m es la

matriz de fallas y z̃(t) ∈ Rn es el error de seguimiento. Asuma que el rango de la

matriz Bu(t) = l < m para todo t, es decir se tiene redundancia en los actuadores. Por

lo que la matriz Bu(t) puede ser factorizada utilizando la factorización de rango [26]

como

Bu(t) = Bν(t)B(t),

donde Bν(t) ∈ Rn×l y B(t) ∈ Rl×m, ambas con rango l. Lo cual nos da una descripción

alternativa del sistema anterior

˙̃z(t) = A(t)z̃(t) +Bν(t)B(t)W (t)u(t).

La matriz W (t) es una matriz de pesos asociados a los actuadores. Si wi(t) = 1

para i = 1, . . . ,m, el correspondiente i-ésimo actuador está trabajando perfectamente,

mientras que si wi(t) = 0 indica una falla total. Si 0 < wi(t) < 1, una falla parcial

está presente en el i-ésimo actuador. Observe que si wi(t) = 0 para todo i, el sistema

pierde controlabilidad, por lo se requiere establecer las caracteŕısticas de las fallas que

el sistema puede soportar sin perder controlabilidad.

Se necesita encontrar una estrategia que lleve al sistema a una forma que no tenga

redundancia en los actuadores, en donde las fallas puedan ser vistas como perturbacio-

nes, lo cual nos permitirá diseñar una ley de control que compense los efectos de las

fallas en tiempo finito y estabilice de manera exponencial el error.
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1.2. Objetivo general

Diseñar una estrategia de CTF para sistemas LVT usando modos deslizantes

integrales continuos y un esquema de AC en ĺınea con la finalidad de que el sistema

pueda seguir una trayectoria, aún con la presencia de fallas en los actuadores.

1.2.1. Objetivos espećıficos

Diseñar una ley de control nominal usando el enfoque LQR que permita asegurar

que el sistema sin fallas siga una trayectoria deseada

Diseñar asignación de control en ĺınea para distribuir la señal del control a lo

largo de los actuadores.

Diseñar una estrategia de control para compensar las fallas en los actuadores

usando un esquema de CTF basado en MDIC.

1.3. Hipótesis

Se espera que para un sistema LVT, con redundancia en los actuadores y fallas

totales o parciales en los mismos, el diseño de un esquema de CTF basado en MDIC y

AC en ĺınea, permita asegurar el seguimiento de la trayectoria en tiempo finito de tal

forma que el sistema con fallas se comporte como el sistema nominal en tiempo finito.

Además el uso de un control continuo disminuye el castañeo.

1.4. Contribución

La contribución de esta tesis es el diseño de un algoritmo de control tolerante a fallas

en los actuadores, basado en modos deslizantes integrales continuos con asignación de

control en ĺınea para sistemas lineales variantes en el tiempo, con redundancia en los

actuadores.

Este algoritmo se puede aplicar a sistemas no lineales si se utiliza una linealización por

trayectoria, convirtiendo el problema de seguimiento en un problema de estabilización.

El algoritmo diseñado asegura la compensación exacta en teoŕıa de las fallas en los

actuadores en tiempo finito y se asegura que el sistema afectado por las fallas se

comporte como el sistema nominal en tiempo finito usando una señal de control
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continua. La efectividad de la propuesta se muestra mediante la simulación en Matlab

del movimiento longitudinal de un avión.

1.5. Organización de la tesis

En el Caṕıtulo 2, se presenta toda la metodoloǵıa necesaria para cumplir con los

objetivos planteados en éste trabajo.

En el Caṕıtulo 3, se realiza el análisis de forma general para hacer a un sistema

lineal variante en el tiempo tolerante a fallas por medio de la asignación de control y

el control por modos deslizantes integrales continuos.

En el Caṕıtulo 4, se aplica el análisis realizado en el Caṕıtulo 3 a el modelo

matemático que describe el movimiento longitudinal de un avión.

En el Caṕıtulo 5, se muestran los resultados obtenidos de las simulaciones hechas

a partir de lo considerado en el Caṕıtulo 4.

Finalmente en el Caṕıtulo 6, se presentan las conclusiones obtenidas al realizar el

trabajo.
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Caṕıtulo 2

Marco teórico

En el presente caṕıtulo se presenta el marco teórico necesario para la realización de

este documento.

2.1. Forma normal

2.1.1. Sistemas no lineales UEUS

Considere un sistema no lineal con una entrada y una salida (UEUS)

ẋ(t) = f(x(t)) + g(x(t))u(t) (2.1)

y(t) = h(x(t))

donde f(x(t)), g(x(t)) y h(x(t)) son suficientemente suaves en un dominio D ∈ Rn.

Este sistema tiene grado relativo r en algún punto xp si [27]

(i)LgL
k
fh(x(t)) = 0; para todo x(t) en una vecindad de xp y para k < r − 1,

(ii)LgL
r−1
f h(xp) 6= 0.

Observe, que el grado relativo r es igual al número de veces que se tiene que derivar

la salida y(t) para algún tiempo t = tp para que aparezca el valor u(tp) expĺıcitamente.

La siguiente proposición define la transformación que lleva al sistema (2.1) a su forma

normal.

Proposición 2.1.1 [27]. Suponga que el sistema (2.1) tiene grado relativo r en

10
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xp. Entonces r ≤ n. Asignando

φ1(x(t)) = h(x(t))

φ2(x(t)) = Lfh(x(t))

...

φr(x(t)) = Lr−1
f h(x(t)).

Para realizar una transformación de coordenadas locales, si r es estrictamente menor

que n, es posible encontrar n− r funciones adicionales φr+1(x(t)), . . . , φn(x(t)) tal que

Φ(x(t)) =

φ1(x(t))
...

φn(x(t))


sea un isomorfismo y tenga una matriz jacobiana no singular en xp. Las funciones

adicionales φr+1(x(t)), . . . , φn(x(t)) pueden ser elegidas arbitrariamente. Por otra parte,

es posible elegir φr+1(x(t)), . . . , φn(x(t)) de tal forma que

Lgφ(x(t)) = 0, para todo r + 1 ≤ i ≤ n y todo x(t) cerca de xp.

La descripción del sistema (2.1) en las coordenadas nuevas zi = φi(x), 1 ≤ i ≤ n

se puede encontrar como se muestra a continuación, empezando por las primeras r

ecuaciones

dz1

dt
= φ2(x(t)) = z2(t), (2.2)

...

dzr−1

dt
= φr(x(t)) = zr(t),

dzr
dt

= Lrfh(x(t)) + LgL
r−1
f h(x(t))u(t).

Remplazando a x(t) por su expresión en función de z(t), es decir, x(t) = Φ−1(z(t)) y

sea

a(z) = LgL
r−1
f h(Φ−1(z))

b(z) = Lrfh(Φ−1(z))
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la ecuación (2.2) puede ser reescrita como

dz1

dt
= z2(t),

...

dzr−1

dt
= zr(t),

dzr
dt

= b(z(t)) + a(z(t))u(t).

Para las siguientes n− r funciones adicionales, si φr+1(x(t)), . . . , φn(x(t)) han sido

elegidos de tal forma que Lgφi(x(t)) = 0 entonces

dzi
dt

= Lfφi(x(t)).

Asignando

qi(z) = Lfφi(Φ
−1(z))

para todo r + 1 ≤ i ≤ n, la dzi
dt

se puede expresar como

dzi
dt

= qi(z(t)).

Por lo tanto, la descripción del sistema (2.1) en las nuevas coordenadas es como se

muestra a continuación

ż1(t) = z2(t) (2.3)

ż2(t) = z3(t)

...

żr−1(t) = zr(t)

żr(t) = b(z) + a(z)u(t)

żr+1(t) = qr+1(z)

...

żn(t) = qn(z).

2.1.2. Sistemas no lineales MEMS

En esta subsección se presenta como llevar a un sistema con multiples entradas y

multiples sálidas (MEMS) a su forma normal. Se considera el caso cuando el sistema
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tiene el mismo número m de salidas y entradas. El sistema no lineal multivariable a

considerar está descrito en su forma en espacio de estado por ecuaciones de la siguiente

forma [27]

ẋ(t) = f(x(t)) +
m∑
i=1

gi(x(t))ui(t) (2.4)

y1(t) = h1(x(t))

...

ym(t) = hm(x(t))

donde f(x(t)), g1(x(t)), . . . , gm(x(t)) son campos vectoriales suaves, y h1(x(t)), . . . , hm(x(t))

son funciones suaves, definidas dentro de un conjunto abierto de Rn.

Un sistema no lineal multivariable de la forma de (2.4) tiene un grado relativo

{r1, . . . , rm} en el punto xp si

(i)

LgjL
k
fhi(x(t)) = 0

para todo 1 ≤ j ≤ m, para todo k < ri, para todo 1 ≤ i ≤ m, y para todo x(t) en

una vecindad de xp, donde ri indica el grado relativo asociado a la salida i,

(ii) la matriz m×m

Λ(x) =


Lg1L

r1−1
f h1(x(t)) . . . LgmL

r1−1
f h1(x(t))

Lg1L
r2−1
f h2(x(t)) . . . LgmL

r2−1
f h2(x(t))

. . . . . . . . .

Lg1L
rm−1
f hm(x(t)) . . . LgmL

rm−1
f hm(x(t))


es no singular en x(t) = xp.

Definición. Se dice que una distribución ∆ de dimensión k es involutiva si para

cada base local {X1, X2, . . . , Xk} existen funciones ckij tales que

[Xi, Xj] = crijXr; 1 ≤ i, j ≤ k; 1 ≤ r ≤ k.

Proposición 2.1.2 [27]. Suponga que el sistema (2.4) tiene un grado relativo

{r1, . . . , rm} en xp, donde ri es el grado relativo de la salida hi(x(t)). Entonces

r1 + · · ·+ rm ≤ n.
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Siendo

φi1(x(t)) = hi(x(t))

φi2(x(t)) = Lfhi(x(t))

...

φiri(x(t)) = Lri−1
f hi(x(t))

para 1 ≤ i ≤ m. Si r = r1 + · · ·+ rm es estrictamente menor que n, siempre es posible

encontrar n− r funciones adicionales (φr+1x(t)), . . . , φn(x(t)) tal que el mapeo

Φ(x(t)) =



φ1
1(x(t))

...

φ1
r1

(x(t))
...

φm1 (x(t))
...

φmrm(x(t))

φr+1(x(t))
...

φn(x(t))


tenga una matriz jacobiana no singular en xp, por lo tanto califica como una transfor-

mación de coordenadas locales en una vecindad de xp. El valor en xp de estas funciones

adicionales puede ser elegida arbitrariamente. Además, si la distribución

G = span{g1, . . . , gm}

es involutiva cerca de xp, es posible elegir φr+1(x(t)), . . . , φn(x(t)) de tal forma que

Lgjφi(x(t)) = 0

para todo r + 1 ≤ i ≤ n, para todo 1 ≤ j ≤ m, y todo x alrededor de xp.

Para obtener el primer conjunto de nuevas coordenadas, es decir, las primeras r
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coordenadas, se aplica lo siguiente

dφi1
dt

= φi2(t)

...

dφiri−1

dt
= φiri(t)

dφiri
dt

= Lrif hi(x(t)) +
m∑
j=1

LgjL
ri−1
f hi(x(t))uj(x(t)).

Ahora asignando

ξi =


ξi1
ξi2
...

ξiri

 =


φi1(x(t))

φi2(x(t))
...

φiri(x(t))


para 1 ≤ i ≤ m,

ξ = (ξ1, . . . , ξm)

η =


η1

η2

...

ηn−r

 =


φr+1(x(t))

φr+2(x(t))
...

φn(x(t))


y

aij(ξ, η) = LgjL
ri−1
f hi(Φ

−1(ξ, η)) para 1 ≤ i, j ≤ m

bi(ξ, η) = Lrif hi(Φ
−1(ξ, η)) para 1 ≤ i ≤ m.

Por lo tanto, las ecuaciones pueden ser reescritas como [27]

ξ̇i1 = ξi2 (2.5)

...

ξ̇iri−1 = ξiri

ξ̇iri = bi(ξ, η) +
m∑
j=1

aij(ξ, η)uj(x(t))

yi = ξi1
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para 1 ≤ i ≤ m. Para el conjunto restante de coordenadas, si la distribución abarcada

por el campo vectorial g1(x(t)), . . . , gm(x(t)) es no involutiva, se puede escribir las

ecuaciones como se muestra a continuación

η̇ = q(ξ, η) +
m∑
i=1

ρi(ξ, η)ui = q(ξ, η) + ρ(ξ, η)u. (2.6)

Por otro lado, si la distribución es involutiva, siempre es posible elegir el conjunto de

coordenadas restante φr+1(x(t)), . . . , φn(x(t)) de tal forma que [27]

η̇ = q(ξ, η)

Con lo cual se obtiene la forma normal del sistema no lineal (2.4).

2.2. Inversión de sistema caso MEMS

Considere el sistema en la forma (2.4) y suponga que r = n. Como la transformación

a la forma normal se realizó de tal manera que la matriz Λ(x) es de rango pleno y, si

se tienen las trayectorias deseadas ȳi con sus respectivos grados relativos ri es decir,

ȳi = ξ̄i1
˙̄ξi1 = ξ̄i2

...

˙̄ξiri−1 = ξ̄iri

˙̄ξiri = bi(ξ̄, η) +
m∑
j=1

aij(ξ̄, η)ūj(x(t))

entonces el control ū(x(t)) se puede obtener como

ū(x(t)) = a−1(ξ̄, η)( ˙̄ξ − bi(ξ̄, η)),

donde

ū(x(t)) =


ū1

ū2

...

ūm

 ; a(ξ̄, η) =


a11 a12 . . . a1m

a21 a22 . . . a2m

...
...

. . .
...

am1 am2 . . . amm

 ; ˙̄ξ =
[

˙̄ξ1
r1

. . . ˙̄ξiri

]
.

Para el caso cuando r < n se considera una pseudo inversión o inversión dinámica del

sistema, y además de obtener ū(x(t)), es necesario resolver en ĺınea la ecuación (2.6)

para encontrar las trayectorias deseadas.
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2.3. Control por linealización de trayectoria

El método de control por linealización de trayectoria, usa la dinámica de la

inversión del sistema, para transformar el problema de seguimiento a un problema de

estabilización del error.

Considere el siguiente sistema no lineal MEMS [28],

ẋ(t) = f(x(t), u(t))

donde x ∈ Rn y u(t) ∈ Rl, representan el estado y la entrada respectivamente, las

funciones f(x(t)) y u(t) están acotadas, son Lipschitz y de dimensiones apropiadas.

Considere el siguiente sistema de referencia

˙̄x(t) = f(x̄(t), ū(t))

donde x̄(t), ū(t) representan el valor de referencia del estado y la entrada del sistema,

respectivamente, obtenidos mediante la inversión del sistema.

Definiendo el error de seguimiento del sistema como se ve a continuación

x̃(t) = x(t)− x̄(t)

ũ(t) = u(t)− ū(t)

la dinámica del error se puede escribir como

˙̃x(t) = f(x̄(t) + x̃(t), ū(t) + ũ(t))− f(x̄(t), ū(t)) (2.7)

= F (x̃, ũ, x̄, ū)

donde ũ y x̃, representan el error de seguimiento de la entrada y el estado, respectiva-

mente.

Linealizando las dinámicas del error de seguimiento (2.7) a lo largo de la trayectoria

de referencia, se obtiene el siguiente sistema

˙̃x(t) =
∂

∂x
f(x, u)

∣∣∣∣
x=x̄
u=ū

x̃(t) +
∂

∂u
f(x, u)

∣∣∣∣
x=x̄
u=ū

ũ(t)
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el cual se puede ver como un sistema LVT de la forma

˙̃x(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t)

y(t) = C(t)x(t)

definiendo a

A(t) =
∂

∂x
f(x, u)

∣∣∣∣
x=x̄
u=ū

; B(t) =
∂

∂u
f(x, u)

∣∣∣∣
x=x̄
u=ū

.

Observe que si se asegura la estabilidad de la dinámica del error, se asegura el

seguimiento de la trayectoria, convirtiendo aśı el problema de seguimiento en un

problema de regulación.

2.4. Controlador RCL de horizonte finito

Considere el sistema [29]

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) (2.8)

donde A(t) ∈ Rn×n, x(t) ∈ Rn, B(t) ∈ Rn×m, y u(t) ∈ Rm. Se quiere encontrar una

ley de control que minimice el ı́ndice de desempeño

J =
1

2
(

∫ tf

t0

[xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)]dt+ xT (t)P1x(t)), (2.9)

donde Q ∈ Rn×n y P1 ∈ Rn×n son matrices semidefinidas positivas simétricas para

el estado en t ∈ [t0, tf) y tf respectivamente y R ∈ m×m es una matriz simétrica

definida positiva. La ley de control que minimiza al ı́ndice de desempeño J esta definida

como

u(t) = K(t)x(t)

siendo la ganancia K(t) = −R−1BT (t)P (t),

donde P (t) es la solución de la ecuación diferencial de Riccati:

−Ṗ (t) = Q− P (t)B(t)R−1BT (t)P (t) + P (t)A(t) + AT (t)P (t). (2.10)
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2.5. Conceptos principales del control por modos

deslizantes

Considere el siguiente sistema linear invariante en el tiempo (LIT)

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + d(t)

donde A ∈ Rn×n y B ∈ Rn×m son continuamente diferenciables, x(t) ∈ Rn es el vector

de estado, u(t) ∈ Rm es la entrada de control y d : R → Rn. Considere la siguiente

superficie

S = {x(t) : σ(x(t)) = 0} (2.11)

Definición [13]: Un modo deslizante ideal se presenta en (2.11) si el vector de

estado x(t) evoluciona en el tiempo tal que σ(x(tr)) = 0 para algún tiempo finito

tr ∈ R+ y σ(x(t)) = 0 para todo t > tr.

Definición [13]: El control equivalente es la acción de control necesaria para

mantener un movimiento deslizante ideal sobre la superficie (2.11).

El control equivalente usualmente no puede ser implementado, ya que depende explici-

tamente de la perturbación, la cual suele ser desconocida.

2.6. Control por MDI

Considere el siguiente sistema LIT [13]

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + φ(t); φ(t) = Bξ(t), (2.12)

donde x(t) ∈ Rn es el vector de estado, u(t) ∈ Rm es el vector de entrada de control,

y x(0) = xp. La función φ(t) representa incertidumbres que afectan al sistema, debido

a incertidumbres, dinamicas no modeladas, y/o perturbaciones externas, y también

considere el siguiente sistema LIT nominal

ẋn(t) = Axn(t) +Bun(t) (2.13)

Se quiere que el sistema (2.12) se comporte como (2.13) en tiempo finito. Con el

fin de diseñar un controlador que logre esto, asuma que

El rango de B = m.
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Se puede encontrar un cota superior para ξ(t), es decir

‖ξ(t)‖ ≤ ξ+.

Sea

u(t) = un(t) + uI(t)

donde un(t) es el control nominal diseñado para (2.13) y uI(t) es el control MDI el

cual compensa a φ(t), empezando desde t = 0.

En este caso, definiendo la superficie de deslizamiento σ(x(t)) como

σ(x(t)) = G(x(t)− x(0))−G
∫ t

0

(Ax(τ) +Buo(τ))dτ,

donde G ∈ Rm×n es una matriz de proyección diseñada tal que

det(GB) 6= 0.

La derivada con respecto del tiempo de σ(x(t)) tiene la forma

σ̇(x(t)) = GB(uI(t) + ξ(t)).

El control uI(t) es tomado como

uI(t) = −ρ (GB)Tσ(x(t))

‖(GB)Tσ(x(t))‖
,

donde ρ > 0. Para verificar estabilidad se propone v(t) = 1
2
σT (x(t))σ(x(t)) como

función candidata, su derivada con respecto del tiempo es

v̇(t) = σT (x(t))σ̇(x(t))

v̇(t) = σT (x(t))GB(uI + γ)

v̇(t) ≤ ‖(σT (x(t))‖(−ρ+ ‖GB‖ξ+) = −αv
1
2 ,

por lo tanto

v̇(σ) ≤ −αv
1
2 (σ); α = ρ− ‖GB‖ξ+, (2.14)

separando variables e integrado la desigualdad (2.14) sobre el intervalo de tiempo

0 ≤ τ ≤ t, obtenemos

v
1
2 (t) ≤ −1

2
αt+ v

1
2 (0),
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por lo tanto, v(t) converge a cero en tiempo finito tr que está acotado por

tr ≤
2v

1
2 (0)

α
.

Si ρ > ‖GB‖ξ+ entonces v̇(t) ya es estable y se asegura que σ es llevado a cero en

tiempo finito [13].

2.6.1. Algoritmo super-twisting

Considere el siguiente sistema escalar de grado relativo 1

ṡ(t) = u(t) + δ(t). (2.15)

El algoritmo super-twisting [30] está dado por las siguientes ecuaciones diferenciales

u(t) = −k1

√
|s(t)| sign(s(t)) + υ(t), (2.16)

υ̇(t) = −k2 sign(s(t)),

donde k1, k2 son parámetros positivos y la perturbación δ(t) es Lipschitz, y su derivada

está acotada por

|δ̇(t)| ≤ L.

Teorema 1 [31]: El sistema (2.15) es estable en tiempo finito si los parámetros

del sistema (2.16) satisfacen

k2 > L, k1 >
√
k2 + L.

2.7. Factorización de rango

Sea B(t) ∈ Rn×m una matriz con rango l, la matriz B(t) puede ser factorizada de

la forma [32]

B(t) = B1(t)B2(t)

donde ambas matrices B1(t) ∈ Rn×l y B2(t) ∈ Rl×m tienen rango l.

Una forma para realizar una factorización de rango es elegir B1(t) como cualquier

matriz que forme una base del espacio columna de B(t), y ya que cada columna de

B(t) puede ser expresada como una combinación lineal de las columnas de B1(t), los

coeficientes de las combinaciones lineales determinan una única matriz B2(t) tal que
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B(t) = B1(t)B2(t) [33].

Otra forma de realizar una factorización de rango es calculando la forma escalonada

reducida de la matriz B(t). Esta puede ser calculada por medio de las operaciones

elementales fila, que equivale a premultiplicar una matriz no singular E(t) ∈ Rn×n,

por lo que [26]

E(t)B(t) =

[
Y (t)

O

]
,

donde Y (t) ∈ Rl×m, y O ∈ R(n−l)×m es una matriz de ceros. Por lo tanto

B(t) = E−1(t)

[
Y (t)

O

]
.

Sea E1(t) ∈ Rn×l una matriz que consiste en las primeras l columnas de E−1(t) y

E2(t) ∈ Rn×(n−l) una matriz que consiste de las n− l columnas restantes de E−1(t).

Por lo que

B(t) =
[
E1(t) E2(t)

] [Y (t)

O

]
= E1(t)Y (t) + E2(t)O = E1(t)Y (t).

Debido a que E(t) es no singular, E−1(t) tiene columnas linealmente independientes,

y por lo tanto tiene rango por columnas completo.

2.8. Fallas

Definición [1]: Una falla en un sistema dinámico es un cambio en la estructura

o parámetros del sistema de un comportamiento nominal. Ejemplos de cambios

estructurales son la pérdida de un sensor, un actuador bloqueado, o la desconexión de

un componente del sistema. Los cambios en los parámetros son causados por daños en

el sistema, los cuales deforman al sistema.

2.8.1. Clasificación de las fallas

Las fallas usualmente se clasifican como [1]:

Fallas en los parámetros del sistema: Estas fallas cambian las caracteŕısticas del

sistema.
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Fallas en los sensores: Las mediciones tomadas por el sensor tienen error.

Fallas en los actuadores: Tales fallas modifican o anulan la influencia del controla-

dor sobre el sistema.

La tolerancia a fallas no puede ser llevada a cabo por un controlador por realimenta-

ción de estado t́ıpico, pero si por un controlador que cambia la estructura y parámetros

del control por realimentación de estado, o por un controlador que tolere los cam-

bios en la dinámica del sistema, como por ejemplo las metodoloǵıas de control como [1]:

Control Robusto: Un controlador es diseñado de tal forma que tolere cambios

en la dinámica del sistema. La tolerancia a fallas se logra sin la necesidad de cambiar

los parámetros del controlador, por lo tanto es llamada tolerancia a fallas pasiva. Sin

embargo, la teoŕıa de control ha demostrado que los controladores robustos pueden

tratar cambios en el comportamiento del sistema que fueron causados por las fallas.

Además, el controlador robusto trabaja de forma subóptima para el sistema nominal,

debido a que sus parámetros son fijados para mantener un equilibrio entre rendimiento

y robustes.

Control Adaptable: Los parámetros del controlador se adaptan a los cambios de

los parámetros del sistema. Si estos cambios con producidos por alguna falla, el control

adaptable provee tolerancia a fallas activa. Sin embargo, la teoŕıa del control adaptable

muestra que este principio es particularmente eficiente solo para plantas que son des-

critas por modelos lineales con parámetros que vaŕıan lentamente. Estas restricciones

usualmente no son cumplidas por los sistemas bajo el efecto de fallas, los cuales t́ıpi-

camente tienen un comportamiento no lineal con cambios repentinos en los parámetros.

Control por modos deslizantes: El control por modos deslizantes puede ser

utilizado para ver las fallas como una perturbación, usualmente al usar modos des-

lizantes se obtiene una tolerancia a fallas pasiva, pero se puede combinar con otros

controles que le ayuden a cambiar sus parámetros dependiendo de la gravedad de la

falla, logrando una tolerancia a fallas activa.
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Caṕıtulo 3

Control tolerante a fallas

En este trabajo nuestro objetivo es lograr el seguimiento de trayectoria en presencia

de fallas en los actuadores. Para lograr este objetivo se propone el siguiente esquema

Figura 3.1: Metodoloǵıa propuesta.

A continuación se diseña cada una de las partes del algoritmo propuesto.
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3.1. Asignación de control

Recordando el sistema (1.1) como se ve en el Caṕıtulo 1, sección 1.1, es un sistema

LVT sujeto a fallas en los actuadores el cual está en su forma normal y tiene redundancia

en los actuadores

˙̃z(t) = A(t)z̃(t) +Bν(t)B(t)W (t)u(t), (3.1)

y asuma lo siguiente,

1. El sistema es controlable.

2. La matriz Bν(t) es una función que se puede derivar al menos una vez. Además,

tanto Bν(t) como Ḃν(t) están acotadas y son conocidas.

Debido a que el sistema (3.1) tiene redundancia en los actuadores, se necesita una

forma de distribuir la señal de control, a lo largo de los actuadores. Una estrategia para

lograr esto, es por medio de la asignación de control la cual nos permite calcular la

entrada de control u(t). Para realizar la asignación de control se debe asumir que (3.1)

es un sistema ideal, es decir W (t) = Im. Con lo cual obtenemos el siguiente sistema

˙̃z(t) = A(t)z̃(t) +Bν(t)B(t)u(t), (3.2)

sea ν̃(t) = B(t)u(t), entonces u(t) puede ser reconstruido resolviendo el problema

de minimización

min uT (t)u(t),

sujeto a B(t)u(t) = ν̃(t),

donde la solución de este problema es [34]

u(t) = B+(t)ν̃(t),

siendo B+(t) = BT (t)(B(t)BT (t))−1.

Ahora que ya se ha calculado el control u(t) se reescribe el sistema (3.2) y se pueden

considerar las fallas en los actuadores como se muestra a continuación

˙̃z(t) = A(t)z̃(t) +Bν(t)B(t)W (t)B+(t)ν̃(t). (3.3)
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El conjunto de las posibles fallas en los actuadores esta definido como

W = {W (t) = diag(w1(t), w2(t), . . . , wm(t)) | det(Γ(t)) 6= 0 & ‖W (t)‖ ≥ wmin > 0},

donde

Γ(t) = B(t)W (t)B+(t).

Debido a que l < m el det(Γ(t)) 6= 0 incluso si m− l actuadores tienen una falla

total. Si más de m− l actuadores fallan totalmente, no se puede asegurar la estabilidad

del sistema [35].

3.2. Sistema nominal

En el caso de que el sistema este libre de fallas, es decir W (t) = I, el sistema (3.3)

se reduce a

˙̃zn(t) = A(t)z̃n(t) +Bν(t)νn(t). (3.4)

Este sistema nominal libre de fallas es el que se usa para diseñar el control nominal.

Por lo que, asuma que el par (A(t), Bν(t)) es controlable, por lo tanto es posible diseñar

una ley de control por realimentación de estado νn(t) = −K(t)z̃n(t), tal que el sistema

en lazo cerrado es exponencialmente estable. Para este trabajo el control nominal que

se va a utilizar, es un controlador RCL introducido en el Caṕıtulo 2 sección 2.4.

3.3. Modos deslizantes integrales continuos

Para compensar los efectos de las fallas en los actuadores, se define una superficie

de deslizamiento integral variante en el tiempo

s(z̃(t)) = G(t)(z̃(t)−z̃(t0))−
∫ t

t0

(G(τ)(A(τ)z̃(τ)+Bν(τ)vn(τ))+Ġ(τ)(z̃(τ)−z̃(t0)))dτ,

(3.5)

donde z̃(t0) = z̃o y G(t) es una matriz de diseñada tal que det(G(t)Bν(t)) 6= 0.

La derivada de la superficie de deslizamiento a lo largo de las trayectorias del

sistema (3.3) esta dada por

ṡ(z̃(t)) = G(t)Bν(t)Γ(t)ν̃(t)−G(t)Bν(t)νn.
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Asuma que ν̃(t) = νn(t) + νI(t) y G(t) = B+
ν (t), por lo tanto

ṡ(z̃(t)) = Γ(t)νI(t) + (Γ(t)− Il)νn(t), (3.6)

el control equivalente (νeq) que mantienen las trayectorias de (3.3) en la superficie,

es

veq(t) = −(Γ(t))−1(Γ(t)− Il)νn(t).

Durante el modo deslizante el sistema (3.3) toma la forma de

˙̃z(t) = A(t)z̃(t) +Bν(t)νn(t), (3.7)

observe que en el modo deslizante el sistema (3.7) es equivalente a (3.4).

3.4. Diseño de la ley de control por MDIC

El controlador es diseñado de tal forma, que el sistema (3.3) en el modo deslizante

llegue y se mantenga en la superficie. Por lo tanto, el controlador propuesto tiene la

forma siguiente

νI(t) = (Γ̂(t))−1 (−k1bs(z̃(t))e
1
2 − k2

∫ t

t0

bs(z̃(τ)e0dτ)︸ ︷︷ ︸
νb(t)

, (3.8)

donde Γ̂(t) ≈ Γ(t) y se menciona como calcularla en la siguiente subsección, k1, k2 son

constantes, y la función bs(z̃(t))eq está definida como

bs(z̃(t))eq =

|s1(z̃(t))|q sign(s1(z̃(t)))
...

|sl(z̃(t))|q sign(sl(z̃(t)))

 .
Por lo tanto la ecuación (3.6) se puede reescribir como

ṡ(z̃(t)) = −k1bs(z̃(t))e
1
2 + Ω(t) (3.9)

Ω̇(t) = −k2bs(z̃(τ)e0 + ˙̄W (t),

donde W̄ (t) = (Γ(t)−Il)νn(t), sabemos que la matriz Γ(t) y su derivada están acotadas,

la acción de control νn(t) fue construida de tal forma que estabiliza un sistema nominal,
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por lo que también está acotada al igual que su derivada, por lo tanto la derivada de

la perturbación W̄ (t) también está acotada, es decir ‖ ˙̄W (t)‖ ≤ L.

De acuerdo al desarrollo constructivo anterior, se puede ver que el sistema (3.9)

cumple con el Teorema 1 del Caṕıtulo 2, subsección 2.6.1, por lo que la estabilidad se

puede asegurar y se puede concluir que la superficie de deslizamiento s(z̃(t)) converge

a cero en tiempo finito y por lo tanto el sistema (3.3) en el modo deslizante se va a

comportar como (3.4).

3.4.1. Aproximación de la matriz de fallas

El controlador propuesto (3.8) utiliza a Γ(t), por lo que es necesario aproximarla de

tal forma que Γ̂(t) ≈ Γ(t). Considere el sistema no lineal (1.1) propuesto en el Caṕıtulo

1, sección 1.1, por simplicidad, asuma que el sistema (1.1) ha sido transformado a su

forma normal y está sujeto a fallas en los actuadores, por lo que se puede representar

como

ż(t) = f(z(t), t) +Bν(t)B(t)W (t)B+(t)ν̃(t),

ż(t) = f(z(t), t) +Bν(t)Γ(t)ν̃(t),

donde ν̃(t) = νn(t) + νI(t). Ya que el estado z(t) es completamente conocido, por

medio de un diferenciador de Levant [36] se puede calcular a ż(t) en tiempo finito.

Para obtener a Γ̂(t) se define el siguiente residuo, r = ż(t)− żn(t), donde żn(t) es el

sistema nominal, con lo cual

r = Bν(t)Γ(t)(νI(t) + νn(t))−Bν(t)νn(t). (3.10)

Como se puede ver, el control νI depende de la inversa de Γ̂(t), por lo cual, considerando

que νI(t) es una señal continua se aproxima su valor de la forma

νI(t) = Γ̂−1(t)νb(t) con Γ̂(t) = Γ(t− M t), por lo tanto

Γ(t) = (B+
ν (t)r + νn(t))(Γ̂−1(t)νb(t) + νn(t))−1.

Observe que no se sabe con exactitud el valor de la falla en cada actuador, por la

forma que tiene Γ(t), al intentar calcular el valor de las fallas wi; i = 1, . . . ,m, se

obtiene un sistema de ecuaciones que tiene mas ecuaciones que incógnitas, por lo que

no siempre es posible encontrar una solución única.
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Caṕıtulo 4

Modelo Matemático del Caso de

Estudio

En esta sección, se presenta el modelo matemático de un avión considerando solo el

movimiento longitudinal, el cual será el caso de estudio, es decir, se aplicará la teoŕıa

presentada en el Caṕıtulo anterior.

4.1. Modelo no Lineal de un Avión.

Las ecuaciones que describen el movimiento longitudinal de un avión son [37]

V̇t =
1

m
(−D + Tn cos(α + σt)−mg sin(γ)) (4.1)

α̇ =
1

mVt
(−L− Tn sin(α + σt) +mg cos(γ)) + q (4.2)

θ̇ = q (4.3)

q̇ =
1

Iy
(M + Tnιtz cos(σt)) (4.4)

donde Vt, α, θ, q, γ representan la velocidad verdadera, ángulo de ataque, ángulo de

cabeceo, velocidad de cabeceo y ángulo de trayectoria de vuelo, respectivamente. La

fuerza de arrastre, la fuerza de levantamiento y los momentos en cabeceo (D, L, M)

pueden ser escritos como

D = q̄SCD(x, δ), (4.5)

L = q̄SCL(x, δ), (4.6)

M = q̄Sc̄Cm(x, δ). (4.7)
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Los coeficientes de la fuerza de arrastre, la fuerza de levantamiento y el momento

en cabeceo CD(x, δ), CL(x, δ) y Cm(x, δ) son funciones del estado y de la superficie

de control (elevador y estabilizador horizontal), los cuales son usualmente obtenidos

mediante túneles de viento y pruebas de vuelo reales.

Variable Descripción

m Masa del avión

g Gravedad

Iy Momento de inercia del cuerpo

Tn Empuje total del motor

ιtz Distancia desde la ĺınea central del motor a la

ĺınea de referencia del fuselaje

σt Ángulo de inclinación del motor

q̄ = 1
2
ρV 2

t Presión dinámica

S Área del ala

c̄ Distancia entre el borde delantero y trasero del

ala

ρ Densidad del aire

Tabla 4.1: Parámetros.

Con la finalidad de describir las dinámicas longitudinales del avión de una forma más

simple, se hacen las siguientes aproximaciones:

Se asume que Vt permanece estable, es decir, los cambios en la velocidad son

pequeños y por lo tanto V̇tas ≈ 0.

Como es mencionado en la literatura de dinámicas de vuelo [38], la superficie

de control actúa principalmente en el momento en cabeceo, y los efectos en el

arrastre y levantamiento son mı́nimos, por lo tanto pueden ser ignorados.

En (4.2) α̇ puede ser remplazado por γ̇ para remover la dependencia de la

variable de estado q, con γ = θ − α y γ̇ = θ̇ − α̇.

Los otros parámetros en (4.1)-(4.7) se muestran en la Tabla 4.1. Usando estas aproxi-

maciones junto con (4.5)-(4.7), las dinámicas longitudinales en (4.1)-(4.4) pueden ser

reescritas como

γ̇ =
1

mVt
(q̄SCL(x) + Tn sin(α + σt)−mg cos(γ)), (4.8)

θ̇ = q, (4.9)

q̇ =
1

Iy
(q̄Sc̄Cm(x, δ) + Tnιtz cos(σt)). (4.10)
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Note que la señal de control solo afecta la dinámica del cabeceo (4.10). Como se

describe en la literatura de dinámicas de vuelo [38], el coeficiente del momento de

cabeceo puede ser escrito en detalle en función del estado y la superficie de control,

espećıficamente como

Cm(x, δ) = Cm(x) +
dCm
dδe

δe +
dCm
dδih

δih

donde δe es el elevador, δih es el estabilizador horizontal y los coeficientes aerodinámicos

CL(x), Cm(x) son [39]

CL(x) =CL0 + CLαα + CLqq; CL0 , CLα , CLq ∈ R,
Cm(x) =Cm0 + Cmαα + Cmqq; Cm0 , Cmα , Cmq ∈ R.

Por lo tanto las ecuaciones (4.8)-(4.10) pueden ser escritas como [40]

γ̇θ̇
q̇


︸︷︷︸
ẋ

=


1

mVt
(q̄SCL(x) + Tn sin(α + σt)−mg cos(γ))

q
1
Iy

(q̄Sc̄Cm(x) + Tnιtz cos(σt))


︸ ︷︷ ︸

f(x(t))

+

 0

0
1
Iy
q̄Sc̄dCm

dδe︸ ︷︷ ︸
B0(x(t))

0

0
1
Iy
q̄Sc̄dCm

dδih


︸ ︷︷ ︸

Bs(x(t))︸ ︷︷ ︸
g(x(t))

[
δe

δih

]
︸ ︷︷ ︸
u(t)

(4.11)

4.2. Forma Normal del Sistema con Redundancia

en los Actuadores

Para realizar la linealización por trayectoria y asi obtener un sistema LVT, se

requiere de un modelo de referencia o deseado y para obtener este modelo se transforma

al sistema (4.11) en su forma normal como se muestra en [27], ya que al tener al

sistema (4.11) en esta forma hace que encontrar la ley de control u(t) sea más sencillo.

Tomando como salida del sistema a

y(t) =

[
y1(t)

y2(t)

]
; y1(t) = θ = h1(x(t)); y2(t) = q = h2(x(t)),
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LB0h1(x(t)) = 0,

LB0Lfh1(x(t)) =
1

Iy
q̄Sc̄

dCm
dδe
6= 0,

LBsh1(x(t)) = 0,

LBsLfh1(x(t)) =
1

Iy
q̄Sc̄

dCm
dδih

6= 0,

por lo que r1 = 2 para h1(x(t)) con respecto de B0(x(t)) y Bs(x(t)).

LB0h2(x(t)) =
∂h2(x(t))

∂x
B0(x(t)) =

1

Iy
q̄Sc̄

dCm
dδe
6= 0

LBsh2(x(t)) =
∂h2(x(t))

∂x
Bs(x(t)) =

1

Iy
q̄Sc̄

dCm
dδih

6= 0

por lo tanto r2 = 1 para h2(x(t)) con respecto de B0(x(t)) y Bs(x(t)).

Calculando la matriz Λ(x(t)) como se ve en el Caṕıtulo 2, subsección 2.1.2

Λ(x(t)) =

[
LB0Lfh1(x(t)) LBsLfh1(x(t))

LB0h2(x(t)) LBsh2(x(t))

]
=

[
1
Iy
q̄Sc̄dCm

dδe
1
Iy
q̄Sc̄dCm

dδih
1
Iy
q̄Sc̄dCm

dδe
1
Iy
q̄Sc̄dCm

dδih

]
.

Observe que bajo estas suposiciones el det(Λ(x(t))) = 0 para todo t, por lo tanto es

una matriz singular. Entonces el sistema con redundancia en actuadores (4.11) no

puede ser llevado a la forma normal. Para eliminar la redundancia en los actuadores,

es necesario reescribir el sistema y encontrar la señal de control total que es aplicada al

sistema en cada canal de control, por lo que es necesario realizar primero la asignación

del control.

Con el fin de simplificar el análisis se reescribe al sistema (4.11) en forma generalizada

como se ve a continuación [40][
ẋ1(t)

ẋ2(t)

]
=

[
f1(x(t))

f2(x(t))

]
+ g(x(t))u(t) (4.12)

con

g(x(t)) =
[
B0(x(t)) Bs(x(t))

]
=

[
0 0

B21(x(t)) B22(x(t))

]
,

donde el subvector de estado x1(t) ∈ R2 y corresponde a γ y θ, mientras que x2(t) ∈ R y

corresponde a q. Las matrices de distribución de entrada B0(x(t)) ∈ R3 y Bs(x(t)) ∈ R3

corresponden al elevador y al estabilizador horizontal, respectivamente. Por último,

las matrices B21(x(t)) ∈ R y B22(x(t)) ∈ R están asociadas con la contribución del

control.
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4.2.1. Asignación de Control

Considere el sistema (4.12), factorizando la matriz g(x) como se muestra a conti-

nuación [
ẋ1(t)

ẋ2(t)

]
=

[
f1(x(t))

f2(x(t))

]
+

[
0

B21(x(t))

]
︸ ︷︷ ︸

Bu(t)

[
1 Bs

2(x(t))
]

︸ ︷︷ ︸
B(t)

u(t)

con

Bs
2(x(t)) = B22(x(t))/B21(x(t)),

cabe resaltar que la variable B21(x(t)) nunca es cero, ya que está conformada por

parámetros constantes del sistema.

Definiendo

ν(t) =
[
1 Bs

2(x(t))
]
u(t)

podemos llegar a una descripción alternativa del sistema[
ẋ1(t)

ẋ2(t)

]
=

[
f1(x(t))

f2(x(t))

]
+

[
0

B21(x(t))

]
ν(t) (4.13)

donde ν(t) ∈ R puede ser interpretado como una entrada de control virtual que

contiene el esfuerzo de control total producido por lo actuadores.

4.2.2. Forma normal

Ahora se va a transformar al sistema (4.13) a su forma normal.

Tomando como salida a

y(t) = θ = h(x(t)),

Lgh(x(t)) =
∂h(x(t))

∂x
g(x(t)) = 0,

LgLfh(x(t)) =
∂Lfh(x(t))

∂x
g(x(t)) =

1

Iy
q̄Sc̄

dCm
dδe
6= 0,

por lo tanto h(x(t)) tiene un grado relativo r = 2 con respecto de g(x(t)). Sea

z1(t) = φ1(x(t)) =h(x(t)) = θ,

z2(t) = φ2(x(t)) =Lfh(x(t)) = q,
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tenemos que buscar a φ3(x(t)) tal que

∂φ3(x(t))

∂x
g(x(t)) = 0,

eligiendo φ3(x(t)) = γ satisfacemos la condición anterior por lo tanto

z1(t) = φ1(x(t)) =θ,

z2(t) = φ2(x(t)) =q,

z3(t) = φ3(x(t)) =γ.

Con lo que obtenemos una matriz Φ(x(t))

Φ(x(t)) =

θq
γ

 ,
la cual tiene una matriz jacobiana

∂Φ

∂x
=

0 1 0

0 0 1

1 0 0


no singular para todo xp. Por lo tanto la matriz Φ(x(t)) califica como una transforma-

ción en coordenadas locales en una vecindad de xp.

En las nuevas coordenadas el sistema está descrito por

ż1(t) = z2(t), (4.14)

ż2(t) =
1

Iy
(q̄Sc̄Cm(x) + Tnιtz cos(σt)) +

1

Iy
(q̄Sc̄

dCm
dδe

)ν(t),

ż3(t) =
1

mVt
(q̄SCL(x) + Tn sin(z1(t)− z3(t) + σt)−mg cos(z3(t))).

4.2.3. Linealización por Trayectoria

Ahora que tenemos al sistema (4.13) en su forma normal (4.14) se puede obtener

al control virtual ν(t) usando la inversión de sistema (ver Caṕıtulo 2, sección 2.2),

para esto, se propone como trayectoria de referencia a

z̄1(t) = H sin(t)⇒ ˙̄z1(t) = z̄2(t) = H cos(t)⇒ ˙̄z2 = −H sin(t); H ∈ R,
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por lo tanto

−H sin(t) =
1

Iy
(q̄Sc̄Cm(x) + Tnιtz cos(σt)) +

1

Iy
(q̄Sc̄

dCm
dδe

)ν̄(t)

con lo cual obtenemos el siguiente control virtual que asegura el seguimiento de la

trayectoria de referencia

ν̄(t) = −
H sin(t) + 1

Iy
(q̄Sc̄Cm(x) + Tnιtz cos(σt))

1
Iy
q̄Sc̄dCm

dδe

(4.15)

representando al sistema (4.14) en su forma matricial como se muestra a continuación

ż(t) = f(z(t)) + g(z(t))ν(t). (4.16)

Sustituyendo el control virtual (4.15) en (4.16) obtenemos el siguiente sistema de

referencia

˙̄z(t) = f(z̄(t)) + g(z̄(t))ν̄(t). (4.17)

Definiendo el error de seguimiento como

z̃(t) = z(t)− z̄(t)

νn(t) = ν(t)− ν̄(t)

la dinámica del error se puede escribir como

˙̃z(t) = f(z̄(t) + z̃(t)) + g(ν̄(t) + νn(t))− f(z̄(t))− g(z̄(t))ν̄(t) (4.18)

Linealizando las dinámicas del error de seguimiento (4.18) a lo largo de la trayectoria

de referencia,

˙̃z(t) =
∂

∂z
f(z, ν)

∣∣∣∣
z=z̄
ν=ν̄

z̃(t) +
∂

∂ν
g(z, ν)

∣∣∣∣
z=z̄
ν=ν̄

νn(t),

por lo que se obtiene el siguiente sistema LVT

˙̃z(t) = A(t)z̃(t) +Bννn(t) (4.19)

donde

A(t) =

 0 1 0
1
Iy
q̄Sc̄Cmα

1
Iy
q̄Sc̄Cmq − 1

Iy
q̄Sc̄Cmα

q̄SCLα
mVt

+ Tn cos(z̄1(t)−z̄3(t)+σt)
mVt

q̄S
mVt

CLq
mg sin(z̄3(t))

mVt
− q̄SCLα

mVt
− Tn cos(z̄1(t)−z̄3(t)+σt)

mVt

,

Bν =

 0
1
Iy
q̄Sc̄dCm

dδe

0

 .
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4.2.4. Control nominal para el sistema LVT

Como se mencionó anteriormente, para estabilizar al sistema LVT (4.19) se va

a utilizar un control RCL. Como se sabe, para obtener la ganancia K(t) de este

controlador, se tiene que calcular el valor de la variable P (t) resolviendo la ecuación

diferencial de Riccati, pero es muy dif́ıcil resolver una ecuación diferencial con términos

variables en el tiempo de forma anaĺıtica [41], y es aún mas complicado si estos términos

son matrices, por lo que para resolver este tipo de ecuaciones diferenciales se suelen

emplear emplear métodos numéricos [42]. Para este trabajo se va a utilizar un método

conocido como Integración hacia atrás (IA)[43].

Considere el sistema (2.7) descrito en la sección 2.4, con ı́ndice de desempeño

(2.8). La IA es un método numérico para resolver (2.9). Particionando t en N partes,

entonces sea Nt = t(i+ 1)− t(i) en el cual 1 ≤ i ≤ N − 1, la solución de (2.9) es

P (i− 1) = P (i) + (P (i)A(i) + ATP (i)− P (i)B(i)R−1BT (i)P (i) +Q)Nt

+ (Ṗ (i)A(i) + P (i)Ȧ(i) + ȦT (i)P (i) + AT (i)Ṗ (i)− Ṗ (i)B(i)R−1BT (i)P (i)

− P (i)Ḃ(i)R−1BT (i)P (i)− P (i)B(i)R−1ḂT (i)P (i)

− P (i)B(i)R−1B
T (i)Ṗ (i))N2

t /2 +O(t3),

donde P (i) provee una ganancia óptima aproximada. Con lo cual obtenemos el control

nominal (νn(t)) para estabilizar al sistema (4.19).

4.2.5. Control integral para el sistema LVT

Para la realización del control integral, considere el sistema (4.19) pero sujeto a

fallas en los actuadores como se muestra a continuación

˙̃z(t) = A(t)z̃(t) +BνBW (t)B+ν̃(t). (4.20)

Para compensar las fallas de los actuadores, se define la siguiente superficie de

deslizamiento

s(z̃(t)) = G(z̃(t)− z̃(t0))−
∫ t

t0

(G(A(τ)z̃(τ) +Bννn) + Ġ(z̃(τ)− z̃(t0)))dτ. (4.21)

Siguiendo el mismo procedimiento que en el Caṕıtulo 3, sección 3.3 pero asumiendo

que Γ(t) = BW (t)B+, G = B+
ν y ν̃(t) = νn(t) + νI(t), se obtiene que la derivada de la

superficie de deslizamiento a lo largo de las trayectorias del sistema (4.20) es

ṡ(z̃(t)) = Γ(t)νI(t) + (Γ(t)− Il)νn(t), (4.22)
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y por lo tanto el control equivalente es

νeq(t) = (Γ(t))−1(Γ(t)− Il)ν(t)

.

Durante el modo deslizante el sistema (4.20) toma la forma de

˙̃z(t) = A(t)z̃(t) +Bννn(t).

4.2.6. Diseño del control integral

Utilizando el controlador (3.8) propuesto en el Caṕıtulo 3, sección 3.4, es decir

νI(t) = (Γ̂(t))−1(−k1bs(z̃(t))e
1
2 − k2

∫ t

t0

bs(z̃(τ)e0dτ),

por lo que (4.22) puede ser reescrito como

ṡ(z̃(t)) = −k1bs(z̃(t))e
1
2 + Ω(t)

Ω̇(t) = −k2bs(z̃(τ)e0 + ˙̄W (t),

y proponiendo las constantes k1 y k2 como en [31], es decir

k1 = 1.5
√
L, k2 = 1.1L, con L = 3,

satisfacemos el Teorema 1, con lo cual podemos asegurar que la superficie de des-

lizamiento converge a cero en tiempo finito y que el sistema sujeto a fallas en los

actuadores (4.20) se va a comportar como el sistema nominal (4.19).
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Caṕıtulo 5

Simulaciones

En el presente caṕıtulo se muestran los resultados obtenidos de las simulaciones

hechas del caso de estudio con el programa Matlab.

Figura 5.1: Sistema nominal.

En la Figura 5.1 se muestra como se construyó el sistema nominal, al introducir el

control virtual ν(t) (4.15) en el modelo de referencia, del cual obtenemos el siguiente

comportamiento en las variables de estado, es decir, la trayectoria que se desea seguir.

41
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Figura 5.2: Variables de estado z1, z2 y z3 deseadas.

Las simulaciones fueron hechas tomando en cuenta que el avión se encuentra a

6100 m sobre el nivel del mar y con una velocidad de 0.8 mach (velocidad del sonido).

En las siguientes subsecciones, se van a analizar 2 casos:

En el primer caso, se inicia la simulación tomando en cuenta que no hay fallas

en los actuadores, para después de un tiempo introducir una falla parcial en el

elevador horizontal, la cual al pasar el tiempo se convertirá en una falla total, y

finalmente se agregará una falla parcial en el elevador. Las fallas se introducen

de esta forma para observar como la señal de control se adapta a cada falla con

el fin de asegurar que el sistema siga la trayectoria deseada aún en presencia de

las fallas.

En el segundo caso, se simula una falla variante en el tiempo en el estabilizador

horizontal.

5.1. Falla continua a pedazos

Para esta simulación, al inicio ni el elevador ni el estabilizador horizontal tienen

fallas, después de 300s se introduce una falla parcial del 50 % en el estabilizador

horizontal, a partir del segundo 600, la falla parcial del estabilizador horizontal se
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convierte convierte en una falla total. Finalmente, después de 900s se agrega una falla

parcial al elevador del 70 %.

0 200 400 600 800 1000 1200

0

0.5

1

0 200 400 600 800 1000 1200

0

0.5

1

Figura 5.3: Γ(t) y Γ̂(t) del caso 1.

En la Figura 5.3 podemos observar que la aproximación de Γ(t) fue lograda en

tiempo real, es decir, desde el primer momento se sabe el valor de Γ(t).
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Figura 5.4: Error caso 1.

En la Figura 5.4 se puede notar que el error es cero en las tres variables de estado,
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debido a la forma de la falla, si se hace un aumento, se puede observar que hay unos

picos en la variable de estado z2(t), pero al ser tan pequeños se puede decir que está

en cero.

0 200 400 600 800 1000 1200
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20

40
Elevador

0 200 400 600 800 1000 1200

0

20

40
Estabilizador horizontal

0 200 400 600 800 1000 1200

-15

-10

-5

0

10
-3 Superficie de deslizamiento

Figura 5.5: Señal de control y superficie de deslizamiento del caso 1.

En la Figura 5.5 se muestra la señal de control conformada por el RCL y el MDIC,

el cual se introduce en el elevador y en el estabilizador horizontal, respectivamente.

Observe como aumenta la señal de control en los segundos donde se introduce la falla.

La superficie de deslizamiento se mantiene en cero, pero como era de esperarse, en los

segundos donde se introduce la falla la superficie deja de ser cero, para después volver

a converger en tiempo finito.

5.2. Falla variante en el tiempo

Para esta simulación se tiene una falla variante en el tiempo en el estabilizador

horizontal, la cual es 1
2

cos( π
21
t) + 0.5, donde t es el tiempo de simulación.
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Figura 5.6: Γ(t) y Γ̂(t) del caso 2.

En la Figura 5.6 se puede ver que entre Γ(t) y su aproximación Γ̂(t) el error es

cero.
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Figura 5.7: Error caso 2.

Como se puede ver en la Figura 5.7, el error es cero en las tres variables de estado,

por lo que se puede concluir que se tiene un buen seguimiento de la trayectoria deseada.
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Figura 5.8: Señal de control y superficie de deslizamiento del caso 2.

Como se ve en la Figura 5.8, la señal de control del elevador y el estabilizador

horizontal tienen varios picos, esto se debe a que en esos momentos la falla en el

elevador horizontal están cerca de cero, es decir, en ese momento la falla es total, es-

ta falla también genera esa oscilación alrededor de cero de la superficie de deslizamiento.

Los resultados de las simulaciones han mostrado que incluso con la presencia de

fallas en los actuadores en los dos casos se asegura el seguimiento de la trayectoria de

manera exponencial al compensar los efectos de las fallas en tiempo finito.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

La forma normal permite representar a un sistema de una forma en la que es más

fácil aplicar una inversión de sistema, aunque, como se observó en el Caṕıtulo 4, no

siempre es posible representar un sistema en esta forma, por lo cual se tiene que optar

por realizar diferentes transformaciones que nos entreguen un sistema más simple antes

de poder llevarlo a su forma normal. La inversión de sistema permite encontrar la señal

de control que asegura el seguimiento de una trayectoria de referencia, y una vez que se

tiene ese control, se puede hacer una linealización por trayectoria, la cual nos entrega

un sistema LVT y transforma el problema de seguimiento a un problema de regu-

lación, por lo que si se estabiliza al sistema LVT, se resuelve el problema de seguimiento.

Además, como se mencionó en el Caṕıtulo 3, sección 3.4, el controlador propuesto

necesita conocer expĺıcitamente a Γ(t), y como se puede observar en los 2 casos del

Caṕıtulo 5, Γ(t) fue aproximado de forma satisfactoria, aunque por la forma en que fue

aproximada Γ(t), no se puede saber exactamente el valor de la falla en cada actuador

como fue mencionado en el Caṕıtulo 3, subsección 3.4.1.

Finalmente el trabajo principal de esta tesis consistió en el análisis y desarrollo

hecho en el Caṕıtulo 3 y Caṕıtulo 4, ya que se presentó un nuevo esquema para

sistemas lineales variantes en el tiempo. El esquema propuesto utiliza el RCL para

la estabilización del sistema nominal y cuando en este se presentan las fallas en los

actuadores, el modo deslizante se activa, reconstruyendo en tiempo finito las fallas,

volviendo al sistema robusto. Mientras la asignación de control se encarga de distribuir

la señal de control, asegurando que el sistema con fallas se comporte como el sistema

nominal en tiempo finito.

48
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6.1. Trabajo futuro

Diseñar el algoritmo de tal forma que se aplique directamente en sistemas no

lineales.

Encontrar otra forma de reconstruir las fallas, ya que el método empleado en

este trabajo no se puede saber el valor explicito de las fallas.

Diseñar el esquema de tolerancia a fallas por salida.
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