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Resumen

En el presente trabajo de tesis, se busca estabilizar el mecanismo del péndulo flexible sobre
un carro, el cual puede ser representado como una clase de sistema lineal de segundo orden
con retardos y con dindmicas inciertas.

Para poder emular el comportamiento del péndulo flexible, se hara una modificaciéon sobre
el sistema péndulo doble que se encuentra en el laboratorio.

La propuesta del algoritmo de control consta de dos partes:

= Mediante modos deslizantes, se diseniard una superficie de deslizamiento que garan-

tice la convergencia de las trayectorias sobre la superficie en tiempo finito.

» Una vez alcanzada la superficie de deslizamiento el segundo objetivo es estabilizar
las dindmicas del sistema mediante una re-alimentacion de estado implementando

el analisis de D-particiones.
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Abstract

In the present thesis work, we seek to stabilize the mechanism of the flexible pendulum
on a car, which can be represented as a kind of second order linear system with delays
and with uncertain dynamics.

In order to emulate the behavior of the flexible pendulum, a modification will be made
on the double pendulum system found in the laboratory.

The proposal of the control algorithm consists of two parts:

= By means of sliding modes, a sliding surface will be designed, which guarantees the

convergence of the trajectories on the surface in finite time.

= Once the sliding surface has been reached, the second objective is to stabilize the
dynamics of the system by means of a re-feeding of the state by implementing the

analysis of D-partitions.



Indice de Notacion

m. es la masa del carro del péndulo (kg).
myp es la masa del péndulo 1 (kg).

myp2 es la masa del péndulo 2 (kg).

l1 es la longitud media del péndulo 1 (m).
L2 es la longitud media del péndulo 2 (m).
I,1 es el momento de inercia del péndulo 1 (kgm?).
I

2 €s el momento de inercia del péndulo 2 (kgm?).

m
g es la constante de gravedad (—).
s

K es la constante de elasticidad (%)
b es el coeficiente de amortiguamiento.
xc es la posicion del carro en x (m).
Zc es la velocidad del carro (m/seg).
6,1 es la posicion del péndulo 1 (rad).
6,2 es la posicion del péndulo 2 (rad).

6,1 es velocidad del péndulo 1 (rad/seg).
0,2 es velocidad del péndulo 2 (rad/seg).

@ es el vector de regresion.

0 es la matriz de parametros estimados.
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ACRONIMOS

SMC Sliding Mode Control. (Control por modos deslizantes)

VSC Variable Structure Controller. (Control por estructura variable)
DAC Digital Analog Converter. (Convertidor de sefial digital a analdogica)
PWM Pulse Width Modulation. (Modulacién por ancho de pulso)

CAD Computer aided design. (Disefio asistido por computadora)
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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo de tesis se presenta un sistema retardado no lineal con perturbaciones,
el cual es controlado mediante dos estrategias de control con el fin de llevarlo hasta su
punto de equilibrio inestable.

Para el desarrollo de este trabajo fue necesario modelar matematicamente el sistema
desde su configuracion mas simple hasta llegar a la etapa final. A su vez se implement6
la identificaciéon de parametros con el fin de conocer aquellos valores que conforman las
matrices del sistema. Para ese punto es posible implementar las estrategias de control
propuestas, con el fin no solo de estabilizar el sistema, sino también de atenuar las per-

turbaciones.

Asimismo, en este capitulo se explican los objetivos por los cuales se desarrollo esta
tesis, se plantean los problemas a resolver y la justificacion, asi como los fundamentos
principales para llevar acabo el trabajo.

Al final se incluye el diseno del prototipo que servirda para emular el sistema del pén-
dulo flexible, los experimentos que se llevaron a cabo y lo que se espera realizar en el

futuro.

1.1. Antecedentes

Los sistemas con retardo son aquellos, cuya evoluciéon del sistema requiere de informacion
pasada; dada su naturaleza en el control, puede existir un retraso entre la aplicaciéon de la
entrada y la respuesta que tiene la planta [1]|. Los sistemas con retardo pueden presentar

3



4 Capitulo 1: Introduccion

ciertos problemas, como por ejemplo las oscilaciones, las cuales en algunos casos conducen
a la inestabilidad de la planta y complican el poder controlarlo.

Por otra parte uno de los problemas mas comunes en teoria de sistemas, es la presencia
de perturbaciones externas, que pueden resultar en respuestas no deseadas. Estas se pue-
den definir como una senal que tiende a afectar adversamente el valor de la salida de un

sistema. [1].

Una herramienta para reducir los efectos de las perturbaciones, es el control por modos
deslizantes, este se encarga de adicionar robustez al sistema respecto a perturbaciones
externas. La idea basica consiste en llevar las trayectorias del sistema sobre una super-
ficie conocida como variedad de deslizamiento, la cual representa una relacion entre las
variables que describen el comportamiento del sistema. Asi el comportamiento dinamico
del sistema en estas condiciones queda determinado por las ecuaciones que definen esta
superficie en el espacio de estado, lo cual hace al estado teoricamente insensible a varia-
ciones en los parametros de la planta y a las perturbaciones externas |[3].

El diseno de esta estrategia de control se realiza en dos pasos:
= Generar la superficie de deslizamiento.

= Disenar un control u dependiente de la superficie de deslizamiento, que se encargue

de dirigir las trayectorias dinamicas del sistema hacia una referencia en un tiempo

finito [2].
I I

L —Trayectoria X,

6 Tl . — Trayectoria x, [l
\‘u\ - - -Superficie de deslizamiento (sigma)
4 [ ‘s_\ I I I —
2 2
0 X e
| | | | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Tiempo (segundos)

Figura 1.1: Ejemplo de un control por modos deslizantes.
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Esto se puede ejemplificar en la Figura 1.1, cuando se tiene un sistema de la forma:

&= f(x,t)
z(0) =x9, z€R", f(z,t) €R™

La estrategia de control mediante una superficie de deslizamiento o representada por la
linea punteada (Figura 1.1) que pasa por el origen, hace que las trayectorias del sistema
se deslicen sobre ésta, y mediante un control u (Figura 1.2) asegurar la convergencia de

dichas trayectorias.

0.05

— ool ]|

25| | ‘ ] ‘ 1.0.05
0 1 2 3 4 5 4 4.5 5

Tiempo (seg)

Figura 1.2: Efecto chattering sobre el control.

En la Figura 1.2 se puede observar el efecto chattering (término del ingles que significa
oscilacion) sobre el control como consecuencia de esta estrategia de control. Dicho efecto
se describe como senales oscilantes de frecuencia y amplitud finita, que aparecen al imple-
mentar esta estrategia de control debido a la rapida conmutacion en la accion de control
excitando las caracteristicas dinamicas sin modelar del lazo de control.

Cuando se habla de dinamica sin modelar, se puede referir a sensores y actuadores que no
se toman en cuenta para el modelado del proceso debido a que estos son significativamente
més rapidos que la dinamica principal del sistema [7]. Si no se tiene un adecuado manejo
del chattering en el proceso de diseno, se pueden tener consecuencias como el el desgaste

en los actuadores [8].
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1.2. Planteamiento del problema

El problema que se plantea, es controlar un sistema de segundo orden no lineal en el cual

se consideraran perturbaciones y un retardo de la forma:

§(t) = Awy(t) + Agy(t) + Biy(t — h) + Boy(t — h) + Bu+ ... + &(y(t), y(t — h),t), (1.1)

y(0) = ¢(0), con 0 € [—h,0]

y(0) = p(0), con 6 € [—h,0].
Donde:

= y € RP | esla variable de salida en el tiempo.

Ay, Ay € RP*P, By, By € RP,

= h >0, es un retardo constante en el tiempo.

¢, define la informacion minima para construir la solucion y(¢; p; to).

u € R es la entrada de control.

¢ contiene dinadmicas inciertas y /o perturbaciones externas bajo el supuesto que las

perturbaciones son acotadas por ||£|| <.

Las perturbaciones y/o incertidumbres asociadas a la dinamica del sistema, son uno de
los problemas de control més comunes en la estabilizacién de sistemas.

Este problema puede ser atacado desde diferentes perspectivas de control: desde el enfoque
de control robusto mediante el segundo método de Lyapunov, modos deslizantes, redes-
neuronales, control difuso, control adaptable, entre otros.

Sin embargo, el problema se torna mas complejo cuando los retardos estén presentes en

las dindmicas del sistema [6].
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1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Conjuntar dos estrategias de control, una de estructura variable y otra lineal con el fin de
estabilizar una clase de sistemas no lineales con retardo y perturbaciones acotadas.

1.3.2. Objetivos especificos

» Estudiar los conceptos de control por modos deslizantes, para conocer lo fundamen-

tos necesarios.
s Estudiar las bases de teoria de control de sistemas con retardo.

= Estabilizar un sistema no lineal con perturbaciones acopladas mediante modos des-

lizantes dindmicos.

= Estabilizar un sistema con retardos mediante una retroalimentacion de estado, don-
de las ganancias sean encontradas mediante el método de D-particiones.

= Ajustar la estructura del péndulo sobre el carro, para emular el efecto de flexibilidad.
= Obtener una aproximaciéon del modelo del sistema.

= Realizar un bosquejo de estabilidad para un sistema no lineal con retardo y pertur-

baciones acopladas.

= Evaluar la estrategia de control sobre el sistema carro-péndulo flexible.
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1.4. Justificacion

Los sistemas pendulares flexibles son muy comunes en la industria, sin embargo al mo-
mento de estudiarlos, el modelo usa una aproximacion lineal para representar la dindmica
flexible. Estrictamente, dicha dindmica deberia ser representada por un sistema de ecua-
ciones diferenciales parciales, y su representacion en una ecuacion diferencial ordinaria
con retardo puede ser obtenida mediante una transformacion [4]. Por ello el estudiar el
diseno de controles para esta clase de sistemas es uno de los problemas que actualmen-
te se abordan, mas atin cuando el sistema presenta dinamicas inciertas o perturbaciones

externas.

1.5. Hipotesis

Se disenara un control mediante modos deslizantes el cual lleve al sistema a una con-
figuracion especifica. Es decir el SMC (Control por modos deslizantes) se encargard de
transformar al sistema retardado no lineal con perturbaciones (3.2), a uno lineal con
retardo de la forma general, mediante la tranformacion de D’Alembert [4]

i(t) = Agx(t) + Ayx(t — h) (1.2)

z(©) = p(0), x; :=2z(t +0), con © € [—h,0],
Ay = Ay + BK,, Ay = A, + BK,
zeR", Ay, A, e R™", BeR", K,y K, € R™™.

Para poder llegar a la ecuacion (1.2) se propone realizar una aproximacion mediante el
método de identificacion de pardmetros del modelo péndulo flexible sobre el carro, y asi
obtener los valores de los parametros Ay y A;.

También para la ecuacién (1.2) se busca analizar la estabilidad asintética mediante el
método de D-particiones, para poder obtener las fronteras de estabilidad en el plano de
parametros y dividirlo en regiones de estabilidad e inestabilidad y encontrar las ganancias
Ko, K; [9].
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Sistema péndulo simple invertido sobre

el carro

2.1. Introduccion

Para llegar al andlisis del péndulo flexible sobre el carro, fue necesario comenzar con el
estudio del sistema méas simple, es por ello que en este capitulo se estudia el sistema del
péndulo simple invertido sobre el carro. Al cual primero se describird mediante un dia-
grama que represente sus componentes, caracteristicas y la manera en la que se hace la
lectura de sus variables, para posteriormente llevar a acabo el modelado del sistema.

Una vez que se conoce la forma matricial del sistema, se implementaron los conocimien-
tos descritos en el Apéndice A sobre la identificacion de parametros mediante minimos
cuadrados recursivos con el fin de obtener aquellos que se aproximen a los reales, para
posteriormente poder implementar un control por modos deslizantes dinamicos.

2.2. Modelado y analisis

El sistema (Figura 2.1) consta de una barra de aluminio sobre un carro de la compania
Quanser [5]. El angulo del péndulo se obtiene mediante la lectura de un encoder incre-
mental .Mientras que la lectura del angulo del segundo péndulo se obtiene a través de un
Arduino MEGA el cual adquiere y acondiciona la senal digital de un encoder éptico. A
la salida la tarjeta Arduino genera una senial PWM (Modulacion por ancho de pulso), la
cual se puede definir como un tipo de senal de voltaje utilizada para enviar informacion
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o para modificar la cantidad de energia que se envia a una carga, dicha senal es enviada
a un DAC (Convertidor de sefal digital a analdgica) el cual se encarga de generar una
senal analégica comprendida entre 0 y 5 volts [15].

Segiin la posicion del carro y los 4ngulos de los péndulos, el control calculado es un voltaje
que se aplica al motor del carro, con la finalidad de generar un moviendo hacia adelante
y hacia atras para equilibrar al par de péndulos y mantenerlos en posicion vertical [5].

Y,

|
0 €<x 7

Figura 2.1: Sistema péndulo invertido

El modelo matematico de un sistema dinamico se define como el conjunto de ecuaciones

diferenciales que representan la dindmica del sistema.



Capitulo 2: Sistema péndulo simple invertido sobre el carro 11

Los pardmetros obtenidos de la pagina web de la compania se muestran continuacion.

Parametro Nombre Valor | Unidad
me Masa del carro 0.52 kg
Mp1 Masa péndulo 1 0.23 kg
I Longitud media del péndulo 1 | 0.3302 m

g Constante de gravedad 9.81 | m/seg?

Tabla 2.1: Tabla de parametros del sistema péndulo simple.

Considerando la figura anterior (2.1) se definen las coordenadas (z, y) del centro de

gravedad del carro y del pendulo como:

Posicion en (x,y) del carro = (z, y.),
Posicién en (x,y) del péndulo = (z,,y,),

= Posicion del carro:
Te = T,
Ye = 0.
= Posicion del péndulo:
Ty = Te + lpisen(6,),
Yp = lpcos(Op1).
La energia potencial total (V) es solo analizada en el péndulo:
Vr = mgh

Vi = my1glcos(0,1).

La energia cinética total (Tr ) esta compuesta por la suma de la energia cinética de
traslacion del péndulo (7)), la energia cinética de rotacion del péndulo (7)) y la energia
cinética del carro (T),

Tr =T.+ Ty + T

Se obtiene la energia cinética traslacional de los péndulos, mediante la siguiente ecuacion:

T

_ 2
pt = 2mplv ;
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la velocidad en sus componentes x e vy,

v = [ Up] [-p] = xp2 + yp27
Yp

si se sustituye v? en Ty;
1 . :
Tpt = §mp1 ($p2 + yp2) .
Para obtener la velocidad es necesario obtener la derivada de @, , v, :

Tp = Ze+ lplﬁz')lcos(epl),

Ypr = —lp1Oprsen(Op1).
Elevando al cuadrado las ecuaciones anteriores,

. . . : © 2
T % = 32 + 20l 0p1c08(0,1) + lilﬁpl cos(0,1)?,

. -2
yp12 = lilﬁpl sen(9p1)2.
La energia cinética traslacional del péndulo es:

1 . . . -2
Ty = 571 (2.2 + 22 1,1 0,1c08(0,1) + lglepl ).

Los marcos inerciales del péndulo es la ecuacion siguiente:
1 .2
Tpr - §Ip6p1 .

La energia cinética de traslacion del carro (7, ) esta definida por:

1
T. = —m.2.>.
2

Por lo tanto para obtener la energia cinética total se debe sustituir T;,7},,Tc.en Tr,

. 5 ’ ‘ 2
Tr = %mpl (l'cz + Qxclpleplcoswpl) t lzlepl

.9 .
)+ 51,0, + smeac’.
Mediante T, Vr es posible obtener el Lagrangiano del sistema. [10]

L:TT_VT7

L= %x’f(mc + my1) + mpllplicépcos(epl) + %Hf(mpllfﬂ + I,) — mp1glcos(0,p).
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La ecuacion de Euler-Lagrange [10],

d (aL) - 8_L = Fexta

dt 8_q dq
q= xcaeplv
q.: rmgz.)l'

Se trata de una ecuacion diferencial de segundo orden en la que g es la variable dependiente
y t la independiente.
Es necesario aplicar la formula de Fuler-Lagrange con respecto a x.:
d (0L oL
dt (&éc) T ow, e
Para ello se debe derivar a L con respecto a .,
oL
0%,

después, la ecuacion obtenida se deriva con respecto al tiempo,

= Zc(me +mp1) + lplmplﬁé)lcos(@pl),

% (3—;) = Ze(mpr + me) + lpimp <9plcos(9p1) — 9218671(91,1)> =T,

para g—ch se deriva a L. con respecto a x.
oL
5. = 0.
Euler-Lagrange con respecto a x.
Te(mp +me) + lpymy (6;1605(9[, ) — Hilsen(8p1)> =T (2.1)

Aplicando Euler-Lagrange con respecto a 0;:
d { OL oL
-\ = | — = F26$t7
dt \ 96, 00,1

se deriva a L con respecto a 0,

Mptlp1Eecos(Op1) + 9p(mp1l;%1 + 1) = 0,

oL
90,1

d [ 0L . . - ;
— (87) = mp1lp {Zccos(0p1) — tesen(0,1)0,} + Qp{mpllf)l + 1},
pl

después se deriva respecto a t,

dt

para % se deriva a L con respecto a 0,
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8%51 = —mpllplabcé’,;lsen(ﬁpl) + mp1glyisen(6,1),
Por lo tanto,
Mp1lp1Zecos(Op1) + Hgl(mpllil + I,) — mpiglsen(fy) = 0. (2.2)

Gracias a las ecuaciones (2.2) y (2.1) es posible obtener la representacion matricial de las

dinamicas del sistema, dado el modelo dindmico de un robot [12]:
D(q)i+Clq,4)q + G(q) + F(g,4) =0, (2:3)
donde:
= D(q) representa a las fuerzas inerciales debidas a las aceleraciones.
» (g, q) representa a los pares de Coriolis.
= (G(q) son los pares gravitatorios asociados a la masa.
= F(q,q) es el vector de entradas.

Por lo tanto se puede representar el sistema de la siguiente forma:

D(q)i = mp1 +me  Lyymyicos(Op1) Te
lymprcos(Op1) — 12ymp + 1, b,
N 0 -l 1m 19'18671(9 1) .fc
Clq,4)d = p1Mp1Vp P &
(2.9) [O 0 01

0
G(q) = ,
(9) —mplglplsen(epl)]

F(q,q) = [g]

2.2.1. Puntos de equilibrio

Considerando un sistema de la forma @ = f(x,u) con u* = 0 se dice que z* es un punto
de equilibrio si el sistema tiene condicion inicial xg = x*, entonces la solucion a lo largo
del tiempo z(t,z,) = z* [1].

Las técnicas de anélisis y control lineales son bien conocidas, por ello es conveniente al
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analizar un sistema no lineal, comenzar linealizando el sistema alrededor de un punto de
equilibrio y estudiar el sistema lineal resultante.

Se puede representar el sistema péndulo doble invertido sobre el carro de la forma #(t) =
f(z,u) si se despeja ., 9;1 de (2.3) y efectuando un cambio de variable,

Ty — Xo = Ty — T,
Ty = Lo —> Lo = T,
13 = 0) — 23 = @4,
$4:9.1—>I'4:9"1;

expandiendo el lado derecho del sistema no lineal en series de Taylor alrededor de los
puntos de equilibrio, se obtiene [22]

TPk %\ F % % af(ac,u) 8f(a:,u)j| r—ax* .
rT=flz",u) = fle,u) + | === +o0
flarr) = flat,uty + [l oltewt] [ ] et
siendo
_afg(x’u) . afé(mvu) 7]
a r X1 Tn
%kx,@(w*,u*) - B = A, (24)
O fn(z,u) Ofn(z,u)
L O Y Ozn - (zu)=(x*u*)
rofi(z,u) o Of1(x,u) ]
a— ’ Oouy Oun,
#hz,u):(z*,u*) = e = B, (2'5)
Ofn(z,u) O fn(z,u)
L Ow T Oun A (zu)=(x*u*)

=1t =A(r —2*) + B(u —u"),
siz*=0u" =0,
T =~ Ar + Bu,

si = 0, para que x3, x4 sea 0, entonces x7, x5, deben ser igual a ¢, siendo ¢ = constante,
por lo tanto para que ., 61 sean 0,

*
T3 =T
u* =0

entonces la representacion espacio estado linealizada queda de la siguiente manera:
&(t) = Ax(t) + Bu(t), (2.6)

up = u(0),
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xo = x(0),
reR), AeRY™, BeR!' ueR,
) 0 1 0 0] [z, 0
@ 00 -2 90| |z :
Gl =loo o allmT] |
2y 0 0 W 0] |24 —

Donde:
s 11— Posicion del carro.
» 29— Velocidad del carro.
= 13— Posicion del péndulo.

= 14— Velocidad del péndulo.

2.2.2. Controlabilidad del sistema

La controlabilidad es la propiedad que indica si el comportamiento de un sistema puede
ser controlado por medio de sus entradas. Si se considera un sistema como el (2.6):

z(t) = Az(t) + Bu(t)

zo(t) = x(0)

Definicion 2.2.2.1 La ecuacion de estados (2.6) o el par (A,B), se dice controlable si
para cualquier estado inicial x(0) = xg € R"™ y cualquier estado final x(1) € R™ eziste una

entrada que transfiere xo a x1 en tiempo finito. En otro caso se dice no controlable.

Un sistema es controlable si la matriz de controlabilidad C' es de rango completo, es decir,
el rango de C es igual a n; el nimero de estados C' se construye de la siguiente manera:

C =B, AB, A’B, ..., A" 'B], C ¢ R™",

Para el sistema (2.6) se sustituyeron los valores de los parametros obtenidos de Quanser,
por lo que las matrices A y B quedaron de 1 asiguiente forma:

0 1 0 0 0
A 0 0 —4.3390 0 _ | 19231

00 0 1]’ 0 ’

0 0 42.8499 0 —5.8240
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y su matriz de controlabilidad es la siguiente:

0 1.9231 0 25.2705
C— 1.9231 0 25.2705 0
0 —5.8240 0 —249.5568 | ’
—5.8240 0 —249.5568 0

la cual tiene un rango igual a 4, por lo que el par (A,B) es controlable, aclarado este
punto, es posible seguir con la siguiente secciéon del capitulo, en la cual se busca controlar
al sistema mediante una estrategia de control.

2.2.3. Control lineal para el sistema péndulo invertido sobre el

carro.

Conociendo la representacion en espacio estado (2.6) del péndulo invertido sobre el carro,
es posible disenar un control que se encargue de llevar al péndulo a su punto de equilibrio
inestable.

Para ello se propone aplicar un control por realimentacién de estado en donde K € R*"
es un vector de ganancias [19]. Proponiendo u como — Kz se obtiene el siguiente sistema
en lazo cerrado:

i(t) = (A = BK)x(t),
xo = z(0),

cuyo polinomio caracteristico es:
det|sI — A+ BK|.

Mediante la asignacion de polos es posible determinar las ganancias K, tal que los polos
del sistema en lazo cerrado tengan ciertos valores. [19]
El polinomio caracteristico deseado propuesto es el siguiente:

A(N) = s* + 75195 + 526.915% + 1489.55° + 1575.1%.

Si el polinomio caracteristico del sistema se iguala al deseado se obtienen las siguientes
ganancias:
K =[-27.5681 —26.0701 — 106.9325 — 21.5188]. (2.7)

En la siguiente Figura (2.2) se observa el comportamiento de la planta cuando se aplica
el control u propuesto, durante un tiempo ¢t = 50 seg.
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0.4 T

T
‘ J Posicion Carro
‘ l | ll |y | ’ Velocidad Carro
Posicion Péndulo
— Velocidad Péndulo

0.3

0.2

0.1

-0.4 : ' '
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tiempo (segundos)

Figura 2.2: Dinamica del péndulo sobre el carro.

En la siguiente figura se aprecia individualmente como las variables del sistema se en-

cuentran alrededor de punto de equilibrio. También se observa que el porcentaje de error

de las variables de estado respecto a la referencia es de 0.52 porciento

0.1 . I
Posicién Carro 0.2 [ Velocidad Carro| |
0.05 YT N [
0 0
-0.05 -0.2
0 50 100 150 0 10 20 30 40 50

Tiempo (segundos) Tiempo (segundos)

T 0.5
—— Posicion Péndulo

v

14 T

Velocidad Péndulo|

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Tiempo (segundos) Tiempo (segundos)

Figura 2.3: Comportamiento de las variables del péndulo invertido.
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2.2.4. Identificaciéon de parametros del péndulo invertido sobre el

Carro.

De acuerdo a lo visto en el apéndice A.4 es posible identificar los parametros de un sistema
cuando estos son desconocidos [29)].
Como ya se ha mencionado en el Apéndice la identificaciéon puede ser en linea o bien
procesar las medidas previamente guardadas. Para este caso, se implement6 una identi-
ficacion por minimos cuadrados en linea mediante la simulaciéon en el software Matlab.
El principio del método de minimos cuadrados consiste en buscar los parametros desco-
nocidos de tal forma que la suma de los cuadrados de las diferencias entre los valores
observamos y calculados multiplicados por un numero que mide el grado de precision sera
un minimo.
Para poder obtener una solucion analitica los valores calculados deben ser funciones li-
neales de los parametros desconocidos [29)].
Sea el sistema:

t(t) = Az(t) + Bu, (2.8)

zo = z(0),
donde:
» 2 € R* es el vector de estados;
» AcR¥™ B ecR* son las matrices constantes;

s u € R es una senal de entrada.

En la forma del regresor:

©=[A, B], o=

O e R »eR?,

En el Apéndice A.4.2 se encuentra el desarrollo para llegar a las ecuaciones que rigen el

algoritmo de minimos cuadrados recursivos, las cuales son:

P=-Plpp" +v(t)} P,
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é = —Pye.

Siendo:

ecRY ZeR', PecR>™, p(t) R,

Con esas ecuaciones fue posible hallar los parametros estimados del sistema. Se realizo el
experimento en linea con el sistema en lazo cerrado, utilizando las ganancias anteriores
(2.7). Se anadi6 un vector con las siguientes funciones de excitacion persistente, sobre las

dinamicas del carro,

0.03sen(5t)
0.15cos(5t)
0
0

UV =

Se propuso la siguiente matriz © con parametros distintos a los propuestos por la empresa

(Quanser, pero si con la misma relaciéon de tamano en los valores.

0.01 09 0.1 0.1 0.1
0.02 05 -2 0.009 2
0.002 0.05 0.02 1.0000 0.6
0.09 02 70 0.006 -4

Los parametros obtenidos después de 50 segundos se muestran en la siguiente Figura 2.4.

80 T T

N | | ]

60 - -

50 - -

40 - | | | -

30 | | | -

Parametros

20 - -

10 =

20 | I | I | | | | I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo (seg)
Figura 2.4: Parametros estimados para el péndulo simple.
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Estos fueron los valores estimados obtenidos,

—0.01 09899 -0.01014 -0.01014 —-0.01014

o 0.4 0.4 2.4 —0.4083 0.49
| =0.1121 —0.103 —0.103  0.8879 —0.022
9461  9.371 79.37 9.371 —1.453

Las raices del sistema con estos parametros se encuentran del lado izquierdo del mapa,
por lo tanto se puede decir que los parametros estimados son correctos.

A1 = —1.8251 4 6.9448:

Ay = —1.8251 — 6.9448:
A = —7.2516 + 0.0000:
Ay = —1.3647 4 0.0000¢
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2.2.5. Control por modos deslizantes dinamicos para el sistema
péndulo invertido sobre el carro.

De acuerdo a lo aprendido en el apéndice A.3.2 cuando un sistema como el que se ha
estudiado en este capitulo, es perturbado, toma la siguiente forma:

@(t) = Ax(t) + Bu(t) + £(1),

zo = 2(0), &€ RS

Para poder aplicar un control por modos deslizantes es importante garantizar la estabili-
dad del sistema mediante un control de tipo lineal, como es el caso de la retroalimentacion,
por lo que se volieron a utilizar las ganancias ya calculadas.

K =[-27.5681 —26.0701 — 106.9325 — 21.5188],

Para este experimento las perturbaciones , se consideraron acotadas.
Como se indico en el A.3.2 para aplicar este tipo de control, es necesario proponer una
superficie de deslizamiento o, la cual dependa de las dinamicas del sistema. La superficie

propuesta fue:
o= Kux(t) + u(t).

Si la derivada respecto al tiempo del control u, bajo el conocimiento de la matriz de

ganancias K es
= —K[Ax(t) + Bu(t)] — psign(o),
u(0) = uyg,
entonces:
ceR, zeR) KeRY, AcR¥™, BeR! peR
V(e ()

«

Como se menciono en dicho apéndice, después de un tiempo ¢t = tr, donde tr = +

tyg, 0 sera igual a cero.
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Después de tener en claro la parte teorica, se llevo a acabo el experimento en la planta

real, en le cual p tuvo un valor igual —120. Después de 50 segundos, se obtuvieron los
siguientes resultados:

0.5 T T

—— Posicion Carro
— Velocidad Carro
—— Posicion Péndulo

— Velocidad Péndulo

IHL “H\”! i) |NH||}|M|1“””” m '”4 r“|||m| l‘lxh"}b‘ I ‘M.“HH ‘I Al ”M“'““ |||:m|f|:m”|{|illmn /

il ”"Hl"m i
i il i N'I"”i'H"‘HI"”’*'UH\i!‘!""'l f‘\ A w‘w ”W‘I'W“‘ I ;!yw:w |

i

05 I | I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tiempo (segundos)

Figura 2.5: Control por modos deslizantes dindmicos para la planta real del sistema del péndulo
invertido sobre el carro.

La siguiente figura presenta el comportamiento de las variables de estado del sistema
individualmente.

0.1

0.05
0
-0.05
0.1

0 1 20 30 40 5 o 10 20 30 40 50

Tiempo (segundos) Tiempo (Segundos)
0.5
0.04 Posicion Péndulo Velocidad Péndulo
0.02
0 0
-0.02
-0.04
-0.5
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Tiempo (segundos) Tiempo (segundos)

Figura 2.6: Comportamiento de las variables del péndulo invertido.

Como se ha dicho, o después de un tiempo tr, tiende a oscilar alrededor del punto de
referencia (Figura 2.7).
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Figura 2.7: Sigma.

2.3. Conclusiones del capitulo

En este capitulo se trabajoé con el caso mas simple, el cual es el péndulo invertido sobre el
carro, esta configuracion permitié poner en practica todo lo visto en los apéndices, pero
también sirvié para conocer como trabaja la planta real, como capturar los datos de las
variables de estado, como mandar correctamente la senal de control, etc.

El trabajo con este sistema fue el primer paso para llegar hasta el péndulo flexible.



Capitulo 3

Sistema péndulo flexible sobre el carro

3.1. Introduccion

En este capitulo se continua con el sistema péndulo flexible, para llegar a este sistema
fue necesario trabajar con el péndulo doble invertido con resorte (Apéndice C ), el cual

emula la flexibilidad entre el primer péndulo con el segundo.

En esta parte se conoceran los parametros que rigen al sistema del péndulo flexible, y
como mediante la identificacién de pardmetros se puede pasar de un modelo de ciertas

dimensiones y caracteristicas a otro.

Una vez que se han hallado los parametros del sistema final, en este mismo capitulo,
se explicaran por separado las dos estrategias que son el objetivo de esta tesis, una vez
hecho esto, se podra observar como implementandolas se consigue no solo controlar un

sistema con retardo, si no también uno que cuente con perturbaciones.

25
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3.2. Control lineal para el péndulo doble invertido con

resorte sobre un carro

Gracias a que se conoce la representacion matricial del sistema C.3 vist6 en el Apéndice C,
es posible proponer una estrategia de control, como lo es una re-alimentaciéon de estado,
mediante la asignaciéon de polos, es asi que se iguala el polinomio caracteristico al deseado:

A(X) = s°+17351.181325°+13606505*+10277781.245>+33130882.365°+47196083.825+19650986,
por lo que se obtienen las siguientes ganancias,
K = [-27.568, —25.4, —102.11, —18.407, —50.583, —10.618],

Ya que se calcularon las ganancias se efectud aplico la estrategia de control lineal a la
planta real, durante 50 segundos.

2

—Posicién Carro
—Velocidad Carro
—Posicién Péndulo 1
110 ——Velocidad Péndulo 1
‘ Posicion Péndulo 2

| —Velocidad Péndulo 2
||,\(' ‘|\\I\“\ |\I‘ \||‘\I||\‘II‘I“‘MIU.H\‘I‘II‘ ||‘I“'MHH 1'\[“‘\1 ,n“‘

“\"“ u‘\\ Mw-u““"w"“\w\‘\ ‘wall"l||‘ ‘|||"\|\ |\| n""" "l ‘|"‘| If

2 | | | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tiempo (segundos)

Figura 3.1: Dindamica de la planta real con un control lineal.

En la siguiente figura se puede observar el comportamiento individual de las dindmicas
del sistema.
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bl , 04 | ‘ Pt P |
A T mmwmwwwwl
waw Wn 'wm W" L it |
50 0 10 20 30 40 50
T|emp0 segundos) Tiempo (segundos)

0.1

(’ W™ wwwwwwwwww

10 20 30 40 50
Tiempo (segundos)

o

»WWWW WWWWWW i

Tlempo (segundos)

-0.1

— Velocidad Péndulo 2
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Figura 3.2: Dinamica de cada variable de estado de la planta real con un control lineal.

Se puede ver en las figuras que la planta real logra ser controlada gracias a la estrategia
de control propuesta. La diferencia visible entre el comportamiento en la simulacion y
en la planta real, es el hecho que las variables de estado de la planta real se mantienen

oscilando alrededor del punto de equilibrio inestable.

3.3. Identificacion del retardo (experimental)

Para poder llevar a cabo una correcta simulacién del comportamiento del péndulo flexible,
fue necesario realizar experimentos sobre la planta real.

La funcion del resorte es generar un desfasamiento en cuanto al tiempo de respuesta entre
el primer y segundo péndulo, pero es necesario conocer le tiempo de dicho desfasamiento,
es por ello que mientras la planta real se mantenia en funcionamiento, siendo controlada
por las ganancias previamente calculadas, se tomaron los datos de las posiciones de ambos
péndulos para después ser analizadas.

En la grafica obtenida se buscaron los desfasamientos mas visibles, por ejemplo en la
Figura 3.3 entre el tiempo t=[45,50] se alcanza a observar varios momentos en los que
retardo es visible.

Este proceso se llevo a acabo en una senal de 100 segundo, hasta que se llego a la conclusion
que el mayor retardo posible del sistema era igual a h = 0.6.
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I

I | |~ Posicion Péndulo 1||

|| |—Posicién Péndulo 2
‘ T

0.01

-0.01
[ ! |
sz i —iHH———HE

-0.03 | : .J—

45 45.5 46 46.5 47 47.5 48 48.5 49 49.5 50
Tiempo (segundos)
Figura 3.3: Analisis de la posicién del péndulo 1 y péndulo 2.

3.4. Minimos cuadrados Recursivo para identificar al

sistema péndulo flexible (Experimental)

No es facil estimar un modelo como el de un péndulo flexible, para ello es necesario
efectuar una transformacion al sistema antecesor (péndulo doble con resorte), ya que
debido al resorte, el comportamiento de este sistema puede llegar a aproximarse al de un
flexible.

Por ejemplo, una barra flexible se puede modelar si se divide su estructura en n barras con
resorte, asi para conocer la dinamica de dicha barra, serd necesario conocer la dinadmica

de cada sub-barra con sus respectivo retardo (Figura 3.4).

gt

Figura 3.4: Barra flexible.
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O =q(t—h1)+ gt —he)+ ...+ qu(t — hy).

El doble péndulo invertido sobre el carro, cuenta con dos sub-barras, por lo tanto para
conocer el modelo es necesario efectuar la siguiente transformacion (Figura 3.5):

Y 1 — X1
: &Y L x> X1 =—p
[ - X3 X2 !
I — X4 X3
—> X5
0l 1 o X5 X3 | = —

Sistema péndulo

Sistema péndulo doble h
flexible

invertido con resorte

Figura 3.5: Transformacion de R3 a R2.

Siendo estas las variables de estado del sistema (C.3),

x1 = Posicion carro,
xo = Velocidad carro,
r3 = Posiciéon Péndulo 1,
x4 = Velocidad Péndulo 1,
x5 = Posiciéon Péndulo 2,
r¢ = Velocidad Péndulo 2

Y estas las variables del sistema péndulo flexible,
x1 = Posicion carro (péndulo flexible),
xe = Velocidad carro (péndulo flexible),
x3 = Posicion Péndulo flexible,
x4 — Velocidad Péndulo flexible

La figura 3.5 intenta explicar como las 6 variables de un sistema, pueden representar el
estado del péndulo flexible.
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Es necesario mencionar que la forma que corresponde al modelo lineal del péndulo doble

invertido con resorte sobre el carro es la siguiente:
x(t) = Ax(t) + Bu(t), (3.1)
uo = u(0), xo = x(0),
x € RS A ecR*S BeR® weR,

Mediante una identificaciéon de parametros se espera que el modelo del péndulo flexible
tenga la siguiente forma:

x(t) = Aox(t) + A1y (t — h) + Bu + &(1), (3.2)

x(0) = p(0), con 6 € [—h,0]

x(0) = p(0), con 6 € [—h,0].
Donde:

x € R* | es la variable de salida en el tiempo.

Aoy, A, € R4 B e RY,

= />0, es un retardo constante en el tiempo.

v, define la informacion minima para construir la solucion y(¢; ; to).

u € R es la entrada de control.

¢ contiene dindmicas inciertas y /o perturbaciones externas bajo el supuesto que las

perturbaciones son acotadas por ||| < 4.

Como se ha mencionado el modelo del péndulo flexible depende del sistema (3.1), por lo

que la ecuacion (3.2) puede representarse de la siguiente manera:

X1 0
50 = Ao | 7| 0+ A | | (6= 1)+ But )

Ty Te
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La identificacion de parametros se realizo en linea mientras el sistema (3.1) era controlado

mediante una realimentacion de estados con las siguientes ganancias
Ky = —27.5681,
Ky = —25.3998,

K3 = —102.1079,

K, = —18.4066,
K5 = —50.583,
Kg = —10.6178.

Es claro que para obtener el modelo del péndulo flexible son necesarias las variables
de estado del sistema doble con resorte, tomando en cuenta el retardo existente en las
variables de estado que corresponden al segundo péndulo el cual tiene el resorte.

Para llegar a la aproximacién de la estructura de las matrices Ay, A; vy B, fue necesario
implementar una trasformacion de D’Alembert [4].

Recordando el algoritmo de minimos cuadraticos, la ecuaciéon anterior se puede representar

de la forma;:
y(t)
[Ag, A1, B] |y(t — h) | =07, (3.3)

u(t)
y(t),y(t —h) € R u € R,
Ay, Ay, € R B e R,
0T e R™ . »eR h=0.6 seg.

Con la forma (3.3) se puede implementar el algoritmo de minimos cuadrados recursivo, el

cual se rige por las siguientes ecuaciones:
e=7— (:)c,p7 Z =1,
P=-P {oe" + v} P,
é = —Pye.

ecRY ZcR', PcR™, y(t)eR
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Con la forma (3.3) se puede implementar el algoritmo de minimos cuadrados recursivo el
cual se describe en el Apéndice A.4

El experimento que se realizo con la planta real, consisti6é en identificar los parametros
en linea, mientras el sistema del péndulo doble con resorte era controlado mediante las
ganancias ya utilizadas.

K = [-27.568, —25.4, —102.11, —18.407, —50.583, —10.618],

El siguiente vector contiene las funciones de excitacion persistente,

0.025sen(t)
0.025c0s(t)
0
0

v(t) =

Después de un tiempo de 100 segundos se encontraron los parametros que corresponden
al modelo del péndulo flexible,

100 | |

50 7

Parametros
o

_100 | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 ~ 50 60 70 80 90 100
Tiempo (segundos)

Figura 3.6: Parametros estimados del péndulo flexible.
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—-0.007 0.99 —.0037 —.0074
| —6.14 5528 5.067 —6.142
7 0801 07209 04005 1.801 |’

—6.954 —6.259 63.05 —6.954

—0.0074 —0.0037 —0.0074 —0.0081
—6.142 -3.071 —5.841 —6.321
0.801 0.4005 0.801 1.881 |’
—6.954 3477 —65.78 —182.3

Alz

—0.007414
—1.116
0.801 ’
11.68

3.5. Control por modos deslizantes dinamicos al siste-
ma péndulo doble invertido con resorte sobre el

carro.

De acuerdo con lo aprendido en el Apéndice A.3, es posible atenuar las perturbaciones
al momento de controlar una planta, es por ello que para el sistema C.3 con la siguiente

forma:
z(t) = Ax(t) + Bu + £(t)
xo = z(0)
t,x €RS, AeR™ BeR® vweR

De acuerdo a los conceptos del Apéndice mencionado, es necesario proponer una superficie
de deslizamiento o = Kx(t) + u(t), la cual depende de las dinamicas del sistema.

Si la derivada respecto al tiempo de la accién de control u, conociendo las ganancias K
es tal que:

i = —K[Ax(t) + Bu(t)] — psign(o),
u(0) = uo,

ceR, 2R’ KeR™, AcR™ BeR® peR
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Después de un tiempo t = tr, donde tr = ng(t))

+ g, 0 sera igual a cero.
Una vez que se tiene claro las ecuaciones, llevo a cabo el experimento sobre la planta real,

durante 50 segundos.

050
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’\ ‘h
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Velocidad Carro
Posicion Péndulo 1
— Velocidad Péndulo 1
——Posicion Péndulo 2
Nil— Velmdad Pendulo 2

10

15

20 30
Tiempo (segundos)

Figura 3.7: Control por modos deslizantes para el péndulo doble invertido sobre el carro con

50

resorte.
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0.01
; MMWM Wy o
-0.01 -0.05
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Figura 3.8: Variables de estado del sistema péndulo doble invertido sobre el carro con resorte

ante un control por modos deslizantes.
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Se concluyo que mediante este control, y ante alguna perturbacion externa, el péndulo se
mantuvo todo el tiempo en su punto de equilibrio inestable, ya que también el tiempo de
respuesta del carro era mejor en comparacion al control lineal.

Después del experimento anterior se almacenaron los datos de la variables de estado
x € RS, asi como el control u(t), con estas variables y conociendo las matrices Ay, A; v B
que corresponden al péndulo flexible, es posible conocer la dinamica del péndulo flexible.

006 T T T T T [ [
—Posicién Carro

—Velocidad Carro
Posicic’)n Péndulo ﬂexible

1“ hM il

it
A

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tiempo (segundos)
Figura 3.9: Dinamica del péndulo flexible ante un control por modos deslizantes dindmicos.

‘\

-0.04

1 10" %x10"
Tl I
0
-1
0 10 20 30 40 50 ‘ ‘ ‘ '
: 0 10 20 30 40 50
, 10_3 Tiempo (segundos) Tiempo (segundo)
2 0.05
A i —Velocidad Péndulo flexibl
\ Posicién Péndulo flexible ’I"ﬂ "”' "‘['H'!\"‘l’]‘
0 0
2 -0.05
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Tiempo (segundo) Tiempo (segundo)

Figura 3.10: Variables de estado del sistema péndulo flexible ante un control por modos desli-

zantes.
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Las figuras anteriores corresponden al comportamiento de las variables de estado del
péndulo flexible (y(t)). se puede observar que estas se mantiene oscilando alrededor del
punto de equilibrio inestable.

3.6. D-particiones para el sistema péndulo flexible.

Se sabe que el sistema del péndulo flexible tiene la siguiente forma:

&(t) = Aoz (t) + Awx(t — h) + Bul(t),
zo =x(0), z(0)=p(0), x:=x(t+0) con 6¢€[—h,0],
z(t) € R Ag, AL e RY™ BeR' weR, h>0, h=0.0001

Si se propone un control u = Kyz(t) + Kix(t — h), en el cual Ky, K; € R4
t(t) = Apx(t) + Ayx(t — h) + B(Kox(t) + Kyz(t — h)), (3.4)
es necesario calcular el quasipolinomio caracteristico del sistema,
A(s) = |sI,, — (Ag + BKy) — (Al 4+ BK;)e ",

Sea Ky = [Ko1, Koz, —90.1079, —8.4066], K; = [—17.5681, —15.4, —40.5830, —0.6178],
Para obtener las D - Particiones del sistema con los parametros Ky; contra Ky, es necesario

analizar los siguientes casos:

s Casos = 0:
Koy = 26.81, (3.5)

s Casos =j w.
Si e/ se representa en la forma de Euler, y se separa en dos ecuaciones, real e

imaginaria.

A A A A A A A
Ky = 1+ Qg+ 3+H;1+ 5+ Qg + Ay (3.6)

Substituyendo Ky, en la ecuacion R y despejando Ko,

Ag = (0.062(2.3¢™w — 1.0e*®sen(5.0hw) + 1.9 sen(3.0hw) + 9.6¢> sen(hw),
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Ag = 1.5e"sen(2.0hw) — 4.2¢°°sen(4.0hw) — 6.5¢*w?cos(2.0hw) + 2.0e”>w?cos(4.0hw),
Ay = —1.6""w?cos(2.0hw)—8.7ewcos(2.0hw)+1.3¢”w?sen(2.0hw)+-6.4e*>w? sen(4.0hw),
Aj = 1.2ew*sen(2.0hw) —8.7e*whsen(2.0hw) +6.9e*w?cos (3.0hw) —1.8¢*w?cos (3.0hw),

Ay = 2.6e7"w?sen(3.0hw) + 8.0 w?sen(3.0hw) — 3.1e*°wcos(hw) — 6.4 wsen(hw),
Az = —1.3¢’ wcos(2.0hw) + 1.0’ wcos(4.0hw) + 6.8 wsen(2.0hw) — 3.4e>wsen(4.0hw),
Ay = 4.2 wcos(5.0hw) + 4.5e7w? + 7.8e™w? + 8.7e7w? — 5.1€7%w° + 1.6e™w",

A5 = —6.9¢*w?cos(hw) + 1.1ewcos(hw) — 3.8¢™ wcos(hw) + 9.8¢>w’cos(hw),

Ajg = 2.7€*%wcos(3.0hw) — 2.0’ w?sen(hw) — 2.2¢”w3sen(hw) + 1.9 wsen(hw),
Arr = —8.4e”wsen(5.0hw) — 1.0e**w’sen(hw) + 3.5 wsen(3.0hw),

I, = (1.9¢"3w?cos(4.0hw) — 6.5 w?cos(2.0hw) — 2.9¢>w + 1.0e”*w3cos(2.0hw),

I3 = —8.4¢ wcos(2.0hw)—1.8e7w?sen(2.0hw)+6.9¢>w? sen(4.0hw)+5.7*°w3sen(2.0hw),

I, = —1.3¢"%w*sen(2.0hw)5.0e°%w?cos(3.0hw) — 1.1e**w?cos(3.0hw) +2.5e*w? sen(3.0hw),
5 = 3.7¢™w?sen(3.0hw) — 5.9¢”*weos(hw) — 1.6e**wsen(hw) — 1.0e**wcos(2.0hw),
Ils = 7.6e°%wcos(4.0hw) + 1.7e**wsen(2.0hw) — 8.4 wsen(4.0hw) + 1.1e*weos(5.0hw),
II; = 4.6e%w? + 4.1 w® + 8.4e%w?* — 5.0e™w?cos(hw) — 3.7e%*wcos(hw),

Ig = 4.8¢49w°cos(hw) — 2.1’ wsen(5.0hw) — 1.0e**wcos(3.0hw) + 5.1e*w?sen(hw),
Iy = —1.1e"w?sen(hw) + 4.0e49w*sen(hw) — 4.8e49w’sen(hw) + 8.8¢™wsen(3.0hw)),

Koo — Ag +Ajg+ Ay + Ajg + Ayg + Ay + Ags + Agg (3.7)
02 Tl + II5 + [, + s + g + 17 + g + Ilo. ‘

Se obtienen las ecuaciones para Ky v Ko, con las cuales se grafica el mapa de para-

metros.
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1000 T T T T
—— Par de parametros en el origen
Par de parametros en el gje imaginario
500 - I b
g B —
h4 u
III
-500 1I -
-1000 1 1 1 L
10 15 20 25 30 35

Ko1
Figura 3.11: Mapa de parametros Kp; vs Kopsa.

El mapa de pardmetros que se muestra divide en cuatro zonas, para encontrar el par
de ganancias que hacen estable al sistema, para comprobar la zona con los parametros
necesarios, se hicieron 4 pruebas, teniendo como resultado que la zona con parametros
estables es la zona 4, para demostrarlo se graficaron los polos del sistema en lazo ce-
rrado con K11 = —30, K12 = —20, dichos polos se localizaron del lado izquierdo por
lo que se concluyo que las ganancias a utilizar en los siguientes experimentos serian
Ky =[-30, —20, —90.1079, —8.4066], K; = [—-17.5681, —15.4, —40.5830, —0.6178]
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3.6.1. Estrategia de control

El sistema final péndulo flexible se puede representar como se muestra a continuacion,
agregando una perturbacion.

x(t) = Aox(t) + A1x(t — h) + Bu(t) + £(t),
o =x(0), z(0)=p(0), x:==x(t+0) con 6¢€[—h,0,
z(t) €eRY, Ag, AL e R BeRY weR, h=0.6,
&(t) contiene dinamicas inciertas y/o perturbaciones externas bajo el supuesto de que las
perturbaciones son acotadas por [le|| < < oo.
Para poder implementar un control por modos deslizantes que se encargue de atenuar las
perturbaciones es necesario proponer una superficie de deslizamiento o la cual dependa

del estado del sistema, se espera que el error de seguimiento se haga cero en un tiempo
finito.

o=Kzx+u, (3.8)
K eR™" o¢eR™

Cuando las trayectorias evolucionen sobre la superficie de deslizamiento, se puede decir
que el sistema se encuentra en modo deslizante. Cuando esto ocurre un sistema puede tener
cualquier comportamiento dindmico como tender hacia un punto de equilibrio dentro de
la superficie de deslizamiento o seguir una trayectoria que lo lleve a abandonar la region
de deslizamiento [16].
Se desea comprobar que o es asintoticamente estable, asi que se propone una funcion de
energia:

V(o) =0o"0, (3.9)

V(o) >0,
la funcion propuesta es definida positiva, si se analiza su dinamica se obtiene la siguiente
ecuacion:

Vie) =06+ "0 =206,
€s necesario conocer o,
0 =Ki+u=K[Agx(t) + A1z(t — h) + Bu(t) + £(t)] + .

Se puede suponer que u contrarresta el estado si se propone de la siguiente manera,

u=—KApzx(t) — KAjz(t — h) — KBu(t) + us(t).
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Si la ecuacion anterior se sustituye en o
o= KE(t) + ua(t),

sustituyendo & en V(0),
V(o) = 20T [KE(t) 4 us(t)).

Se puede proponer us(t) = —psign(o), p € R™*™ con la finalidad de atenuar los efectos
de la perturbacion, la cual como ya se menciono acotada y desconocida.

V(o) = 20T [KE(t) — psign(a)],
V(o) = 20" KE(t) — 207 psign(o).
Si 20T KE(t) < 20T KE(t)]
V(o) < 2|6TKE®)] — 207 psign(o).
Si se aplica la traza al segundo elemento de la diferencia,
V(o) < 2|6TKE(t)| — 2tr (o" psign(o)),
De acuerdo a la propiedad de la traza [30:
» tr(AB) =tr(BA),
w trA+ B =tr(A) +tr(B),

V(o) < 2|6TKE(t)| — 2tr (psign(o)o™).

Si:
sign(o) = 7 -
(cTo)2
entonces el sign(o)ot
T
sign(0)o” = 7.
(0To)2
sign(o)o’ = O'O'T(O'TO')_%,
sign(o)o’ = (O'T0'>%,
si o] = (070)2,

sign(o)o’ = |o].

V(o) < 2|0" K¢(t)] - 2tr (p) |o.
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Si se define § = tr(p)
V(o) < 2|0" K¢(t)] - 20]o],

V(o) < 2[o]|KE()] — 20]0],

£(t) es una perturbacion o dindmica no modelada desconocida y acotada,

€@ < o,

V(o) < 2|lo| Koy — 260,

V(o) < =2[6 — K& |o|.
Es necesario garantizar que 6 > K¢, para que V(J) < 0, lo cual significaria que tiene un
comportamiento descendiente. Otro aspecto a analizar es que V(o) tienda a cero en un
tiempo tr. Recordando que |o| = (070)2.
Sustituyendo d — K9, por «,

Recordando V(o) de (A.8)

/t: \/%d‘/(a) < —2a/t: dt.

Si se la solucién a las ecuaciones:

2/ V(0)ly, < —2atl;,,

2/ V(a(t)) — 24/ V(00) < —2a(t — 1),
VV (e (1) < V/V(eg) — ot —to).

Si V(og) =0,
VV(e(t) < —alt =),

despejando t, de la ecuaciéon anterior,



42 Capitulo 3: Sistema péndulo flexible sobre el carro

Por lo tanto o va a tender a cero en un tiempo tr cuando t > tr.

Una vez que se obtuvieron mediante el anélisis por D-particiones, las ganancias K que
estabilizan al sistema y mediante un control por modos deslizantes se analiz6 al sistema
cuando presenta una perturbacién acotada.

Aplicando las ecuaciones anteriores ¢ y 4 y las ganancias obtenidas mediante D-particiones,
fue posible llevar la prueba al laboratorio y aplicarlo al péndulo flexible real.

A continuacion se presenta el comportamiento del péndulo flexible:

1><10'3W\ M , x10° ‘| “ =
ATy i J\Jl AN
-10 10 20 30 40 50 o %0
Tiempo (segundos) Tlempo (segundos)
21 [ Posicion Pénduio fexible]| Ve'OC'dad De"dU"’ ﬂe"'b'e
|
2 10 20 30 40 0 40 50

Tiempo (segundos) T|empo (segundos)

3.7. Conclusiones capitulo 3.

En este punto del trabajo, ya se logré encontrar los parametros que componen el modelos
matemaético del péndulo flexible, y para ellos fue necesario el andlisis del péndulo doble
invertido sobre el carro con resorte.

Una vez que se tuvo conocimiento de estos parametros, fue posible implementar las estra-
tegias de control. Se puede concluir que el trabajo conjunto de ambas estrategias tiene un
comportamiento satisfactorio del sistema, ya que por un lado se encuentras las ganancias
K que garantizan la estabilidad del sistema, y a su vez se atentian las perturbaciones

acotadas que pudieran provocar inestabilidad en el sistema.
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Apéndice A
Preliminares

Para el desarrollo de este trabajo se emplearon las siguientes metodologias.

A.1. Sistemas con retardos.

El comportamiento de la mayoria de los sistemas reales, ante senales externas, no ocurre
inmediatamente, por lo que suponer que el estado siguiente no depende de los estados
pasados, puede no ser suficiente para conocer el comportamiento del sistema. La forma
de resolver este problema es incluir en el modelo matematico informacion de los estados
pasados. A estos se les conoce como sistemas con retardos, de los cuales la evolucion fu-
tura de sus variables de estado depende no solamente del valor actual, sino de los valores
pasados dentro de una cierta ventana temporal [18].

En esta seccion se considerara una clase de sistemas lineales con retardo, ya que este tipo
de sistemas con retardo ayuda a la comprension de los conceptos basicos, y crea una base

para el estudio de casos mas generales.

Sea un sistema con retardo de la forma [24],
&= Agx(t) + A1x(t — h),t > 0. (A.1)

Donde Ay, Ay € R y h > 0 es un retardo. ¢[—h,0] — R™ es una condicion inicial.
Suponemos que la condicion pertenece al espacio, PC([—h, 0], R"). Sea x(t, ¢) la solucion
de (A.1) con condiciones iniciales:
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v x(p) es la solucion en [t — h, t]
z(p) : 0 = x(t+0,¢),0 € [—h,0].
Para los elementos en el espacio PC([—h, 0], R") usamos la norma uniforme [21]

lelln = supliell, 0 € [=h,0]

A.1.1. Matriz fundamental.

Definicion A.1.1.1 Se dice que la matriz K(t) € R™™ es matriz fundamental del siste-
ma (A.1), si satisface [24]:

CE () = K(0)Ao(t) + K(t —h)Ar,t >0, (A2)

K(t) = 0pxpn para t <0, K(0) = I donde I es la matriz identidad.

A.1.2. Foérmula de Cauchy.

Teorema A.1.2.1 Dada una funcion inicial p € PC([—h,0], R") , se cumple la siguiente
la igualdad [24]

x(t, o) = K(t)e(0) + /[; K({t—60—h)Aip(0)dd, t >0 (A.3)

A.1.3. Tipos de Sistemas con retardo.

= Sistemas de tipo retardado y con retardo puntual discreto: Cuando el retardo afecta
al estado en valores puntuales de tiempo:

(t) = Apx(t) + Ava(t — h). (A4)

= Sistemas de tipo retardado con retardo distribuido: Este tipo de retardo no tiene
un valor puntual, sino que su valor se encuentra repartido dentro de una ventana

temporal
0

i(t) = Aga(t) +A1/ x(t — 0)df.

—h
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= Sistemas tipo neutral con retardo puntual discreto: Este tipo de sistemas, ademas de
necesitar valores puntuales del pasado para conocer las trayectorias futuras, cuenta

con un retardo en la diferencial.

#(t) + di(t — h) = Aoz (H)arb(t — h). (A.5)

La diferencia entre estos sistemas estd en la informacién necesaria de las condiciones

iniciales para conocer las variables futuras.
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A.2. D-particiones.

Las D-particiones son fronteras que dividen un mapa de parametros en regiones de es-
tabilidad e inestabilidad. Los parametros que se encuentran sobre estas fronteras, hacen
que un sistema tenga algunos polos sobre el eje imaginario y que ante alguna variacion
el sistema pueda pasar de estable a inestable o viceversa. La estabilidad de las zonas
no se puede determinar a simple vista, para ello es necesario tomar un punto de alguna
zona y mediante otro método observar en donde se encuentran sus polos, si el sistema es
estable o inestable con estos parametros, cualquier otro punto de la misma zona tendré
el mismo resultado, esto debido a la propiedad de continuidad las raices con respecto a
los parametros [13].

Para trazar un mapa de parametros, es necesario conocer el cuasipolinomio caracteristico

del sistema mediante la transformada de Laplace con condiciones iniciales igual a cero.

Definicion A.2.0.1 Un nudmero complejo sy es un eigenvalor del sistema (A.4) si es una

raiz de la funcion caracteristica [21],
f(s) = det(sI — Ay — Aje™"),
el conjunto A = {s/ f(s) =0}.

Teorema A.2.0.1 Fl sistema (A.4) es exponencialmente estable si y solo si el espectro

del sistema se encuentra en el semiplano izquierdo del plano complejo [21],
Re(So) <0, s € A.

Definicién A.2.0.1 Un nimero complejo sy es un eigenvalor del sistema (A.5) si es una

raiz de la funcion caracteristica [21],
f(s) = det(sI — dse™*" — Ay — Aje™*"),
el conjunto\ = {s,/f(s) = 0}.

Teorema A.2.0.1 Fl sistema (A.5) es exponencialmente estable si y solo si existe € > 0
tal que el espectro del sistema se encuentra en el semiplano izquierdo del plano complejo

[21],

Re(s) = —e, Re(sg) < —¢, So.
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A.2.1. Propiedades del cuasipolinomio.

= Son funciones analiticas, tienen un ntimero infinito de raices, lo cual complica sus-

tancialmente su anélisis.

= Estos sistemas son exponencialmente estables con decaimiento exponencial o, si y
solo si todas sus raices estan ubicadas a la izquierda de la lineal vertical de —o,
o> 0.

= Sus raices se desplazan de manera continua ante variaciones del retardo o de los
parametros del sistema. Asi mismo las transiciones de estabilidad a inestabilidad y

viceversa ocurren en el eje imaginario [21].

A.2.2. Metodologia para D-particiones.

1. Obtener el cuasipolinomio caracteristico del sistema mediante la transformada de

Laplace con condiciones iniciales igual a cero.
2. Establecer dos parametros a variar, el resto son fijos.

3. Evaluar el cuasipolinomio en s = 0 para el caso en el que algunos los polos estén
sobre el centro del plano complejo.

4. Obtener una expresion para los parametros uno y dos.
5. Evaluar el cuasipolinomio en s = jw, para algunos polos sobre el eje imaginario.

6. Dividir la expresion anterior en parte real e imaginaria, ambas expresiones igualarlas

a Cero.

7. Variar w para obtener las soluciones para los parametros uno y dos.
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A.3. Modos Deslizantes.

El estudio de los sistemas de control por modos deslizantes ha sido de mucho interés en la
comunidad cientifica durante las iltimas dos décadas debido a su buen comportamiento
ante incertidumbres acopladas y no acopladas, y el rechazo de perturbaciones externas

[25].

El control por modos deslizantes SMC es un tipo particular de control por estructura.
Los sistemas de VSC (Control por estructura variable) se caracterizan por estar descritos
a través de dos o méas leyes de control y una regla de decision. La regla de decision se
denomina funciéon de conmutacion. Su entrada es alguna medida del comportamiento del
sistema en el instante actual y su salida es la ley de control que deberia aplicarse en ese
instante de tiempo [26].

En los modos deslizantes, los sistemas VSC se disenan para conducir y restringir el estado
del sistema a permanecer en un entorno de la funcién de conmutaciéon llamada superficie
deslizante. Cuando se satisfacen ciertas condiciones, el estado se desliza sobre esta super-
ficie, permaneciendo insensible a un tipo particular de incertidumbres o perturbaciones
externas, lo es la caracteristica principal para su aplicacion en los sistemas de control [16].

Para mantener el régimen de deslizamiento ideal, la senal de control debe ser capaz de
conmutar con una frecuencia infinita entre valores positivos a negativos, esto produce un
efecto indeseado denominado chattering, asi que las trayectorias oscilan alrededor de la
superficie de deslizamiento [17].

La metodologia de diseno de un controlador por modos deslizantes, implica primero esta-
blecer la dinamica de la superficie de deslizamiento, verificar la estabilidad y la existencia
del modo deslizante disenando una ley de control que garantice un régimen de desliza-
miento. Una vez que el sistema es atrapado en la superficie, la dindmica del sistema en
lazo cerrado es determinada sbélo por la superficie de deslizamiento. El control que se
disefia permite que las dinamicas del sistema permanezcan en dicha superficie |27].

A.3.1. Perturbaciones.

Son seniales que tienden a afectar negativamente el valor de la salida de un sistema. Se
pueden clasificar por el origen de esta senal, es decir si la perturbacién se genera dentro
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del sistema se denomina interna, en tanto que una perturbacion externa se produce fuera
del sistema, y se considera una entrada. Estas incertidumbres se pueden deber a errores
de modelaje, falta de informacién sobre el sistema a modelar, errores de mediciéon o las
caracteristicas de los sensores empleados [28].

A.3.2. Modos deslizantes dinamicos.

Para una mejor comprension de las ideas basicas y caracteristicas de ésta técnica de
control, a continuacién se presenta el desarrollo de modos deslizantes dindmicos para el

siguiente sistema.

&(t) = Az(t) + Bu(t) + £(2), (A.6)
reR", xy=1x0),
AER™™ BeR™™ 4eR" ¢cR”,

&(t) contiene dinamicas inciertas y/o perturbaciones externas bajo el supuesto de que las
perturbaciones son acotadas por [le|| < < oo.

Es necesario proponer una superficie de deslizamiento o la cual dependa del estado del
sistema, se espera que el error de seguimiento se haga cero en un tiempo finito.

o=Kzx+u, (A7)
KeR™" oeR™.

Se espera que las trayectorias evolucionen sobre la superficie de deslizamiento, en ese
instante se puede decir que el sistema se encuentra en modo deslizante. Cuando esto
ocurre un sistema puede tener cualquier comportamiento dindmico como tender hacia un
punto de equilibrio dentro de la superficie de deslizamiento o seguir una trayectoria que
lo lleve a abandonar la regiéon de deslizamiento [16].

Se desea comprobar que o es asintoticamente estable, asi que se propone una funcion de
energia:

V(o) =o"0, (A.8)
V(o) >0,

se puede observar que la funcién propuesta es definida positiva, si se analiza su dindmica:

V(o)=0c"6+6"0=20"0,
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es necesario conocer o,
06 =Ki+ = K[Az(t) + Bu(t) + £(t)] + «,

se puede suponer que,
i =—KAx(t) — KBu(t) + us(t).

Si la ecuacion anterior se sustituye en o
o= KE(t) + ua(t),

sustituyendo en V (o),
V(o) = 20T [KE(t) 4 us(t)].

Se puede proponer uy(t) = —psign(o), p € R™*™
V(o) = 20T [KE(t) — psign(o)],
V(o) = 20" KE(t) — 207 psign(o),
como 20T KE(t) < 20T KE(t)],
V(o) <207 KE(t)| — 207 psign(o).
De acuerdo a la propiedad de la traza [30:
» {r(AB) = tr(BA),
» trA+ B =tr(A) +tr(B),
V(o) < 2|6TKE(t)| — 2tr (o" psign (o)),
V(o) < 2[0" K&(t)| — 2tr (psign(o)a™),

COINO.
()

(070)?’

sign(o)o’ = |o]|.

sign(o) =

V(o) < 2|0" K&(t)] - 2tr (p) |o],

si 0 =tr(p)
V(o) < 20" KE(1)] — 20]0],

V(o) < 2[o]|K&()] — 26]0],
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£(t) es una perturbacion o dindmica no modelada desconocida y acotada,

1€ < 61,

V(o) < 2|o|Ké; — 260,

V(o) < =2[6 — K& |o],
es necesario garantizar que 0 > KJ; para que V(U) < 0, lo cual significaria que tiene un
comportamiento descendiente.

También se espera que V(o) tienda a cero en un tiempo tr,

o] = (67 0)3,
sia=0— K(Sl,
V(o) < ~2a|(c"0)} | |o

% V() < ~20 [(070)}] o],

dt

N

recordando V(o) de (A.8)

/: \/%cﬂ/(a) < —204/: dt,

2V V(o) < =20t
2/V(a(t)) — 2¢/V(0p) < —2a(t — t),
V(e (t)) < V(o) —alt —t),

por lo tanto o tiende a cero en un tiempo tr, t > tr. Si V(o) = 0,

VV(e(t) < —alt =),
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A.4. Identificaciéon de parametros.

La identificacion de sistemas tiene diversos significados en la literatura cientifica. La mas
usada es la que define la identificacion o modelo de un sistema como el proceso de deter-
minar un conjunto de ecuaciones diferenciales o en diferencias, o los parametros de tales

ecuaciones, que describen un proceso fisico de acuerdo a un determinado criterio [29).

La identificacion de parametros para diferentes clases de sistemas dindmicos ha sido am-
pliamente estudiado durante las tltimas tres décadas. Basicamente, se consideran los
sistemas dinamicos cuya dinamica depende linealmente de los parametros desconocidos
132].

Desde el punto de vista de procesamiento, la identificacién puede ser hecha en linea con
el proceso o bien las medidas efectuadas son guardadas en un archivo y posteriormente
procesadas. Por otro lado, si la identificacién en linea se hace cada periodo de muestreo, se
tiene lo que se llama identificacion en tiempo real, por lo que se utiliza la version recursiva
de los algoritmos [29].

La identificaciéon de un sistema comprende las siguientes tareas:

Estudio experimental (Adquisicion de datos).

Formulacién de un criterio.

Seleccionar la estructura del modelo.

Estimaciéon de los parametros.

Validacién del modelo obtenido.

A.4.1. Minimos cuadrados

El principio del método de minimos cuadrados consiste en buscar los parametros desco-
nocidos de tal forma que la suma de los cuadrados de las diferencias entre los valores
observamos y calculados multiplicados por un numero que mide el grado de precision sera
un minimo.

Para poder obtener una solucion analitica los valores calculados deben ser funciones li-
neales de los parametros desconocidos [29).

Sea el sistema:
t(t) = Az(t) + Bu, (A.9)
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xo = x(0),
donde:

» 2 € RY es el vector de estados;
» Ac RVN B e RY*M son las matrices constantes;
» u € R” es una senal de entrada.

En la forma del regresor:
Z(t) = O,

@6RNX(N+M), SDGRN-'—My

O—[A B], p— lzg]

La diferencia entre la salida real y su prediccion es el error residual:
e(t) = Z(t) — Op, (A.10)

e € RV,

siendo O los parametros estimados. El método de minimos cuadrados consiste en mini-

mizar el cuadrado del error [29]:

J = /OO e(t)e(t)ot,

7= [z -607 (20 - B0
J = / OO(ZT(t)Z(t) — Z()T0p — TOTZ(t) + ¢"OTOy)ot,

J = / OO(ZT(t)Z(t) —2Z(t)T0p 4 o070 )0t

El minimo serd el valor de © que hace la derivada cero:

0F _

=0,
00

aj /ooa T T A TAT A
O _ [ L I2mm2(t) — 22(1)T6p + ,TOTO] o1,
96 = )y 56 (71070 221000 + 5700,
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0T > T AT
— = —27(t + 20 ot,
%6/ (—=2Z(t)p )
8‘? = —2/ Z(t) o ot + 2@)/ 0T Ot
00 0 0

resolviendo se llega a la ecuacion de

-1

O = /OOO o Z(t)ot [/Ooo @@Tﬁt} (A.11)

A.4.2. Forma Recursiva.

La forma recursiva aprovecha parte de los calculos realizados en un paso para el siguiente,

por lo que el calculo de los parametros en un instante se realiza como:
Oni1 = On + correcion

Si el sistema esta variando, se suelen ponderar las medidas que se van tomando, dandole
mas peso a las mas recientes . La solucion conduce a los siguientes pasos [29]

1. Seleccionar los valores iniciales de Py o.

2. Obtener los valores de x(t) y u(t).

3. Formar el vector regresor ¢

4. Calcular el error residual: e(t + 1) = @(y 4+ 1) — O(t)p(t + 1).
5. Calcular P.

6. Calcular los nuevos parametros estimados o.

7. Volver al paso 2.

De la ecuaciéon (A.11) definimos P,

P‘lz/ pp’ oL,
0

oo -1
P = (/ g0g0T8t> ,
0

P e RIVHM)x(N+M)_
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Por otro lado,

por otra parte

obtenemos P:

substituyendo P!

sustituyendo P en (A.11)

dindmica de O:

sustituyo P

si conozco P!

Recordando (A.13)

d T

P =wet

PP = O(nar)x (M42)
d d d

—ppt=p—pl4_ppl=y
it a T !
d . .
— PP '=pp-14+ PPl =0,
dt
P=—-PP1P,
P=-pP {cpgoT} P,
. t
0= P/ wZ0t,
0
d . d ¢
—O=—|P Z0t
it~ dt { /0 4 } ’

. t
O = P/ ©Z0t + PyZ,
0

o

t
—-P [EP*] P/ ©Z Ot + PoZ,
dt 0

o

¢
= —ngngP/ @ZOt + PpZ,
0

. t
6 =—Pyp [ngp/ ©Zdd — Z} .
0

é:—Pgo

—

wT@—Z} :

utilizando la ecuacion del error (A.10):

0= —Pye.

(A.12)

(A.13)

(A.14)

En consecuencia el algoritmo de minimos cuadrados se describe con las ecuaciones (A.10),

(A.12), (A.14).
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Sistema péndulo doble invertido sobre

el carro

B.1. Modelo dinamico del sistema péndulo doble inver-

tido sobre el carro.

Para poder llegar a analizar y conocer el ultimo sistema, es necesario analizar un sistema

pendular con dos barras, el cual se puede observar en la siguiente Figura B.1, Consta de

‘6;

0

Figura B.1: Diagrama del péndulo doble invertido sobre el carro

dos barras de aluminio mecanizadas con precisién sobre un carro de la compania Quanser
[5]. El angulo del primer péndulo se detecta mediante la lectura de un encoder incremental,
mientras que la lectura del &ngulo del segundo péndulo se obtiene a través de un Arduino
MEGA el cual adquiere y acondiciona la senal digital de un encoder 6ptico. A la salida

29
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la tarjeta Arduino genera una sefial PWM (Modulacion por ancho de pulso), la cual se

puede definir como un tipo de senal de voltaje utilizada para enviar informacién o para

modificar la cantidad de energia que se envia a una carga, dicha senal es enviada a un

DAC (Convertidor de senal digital a analogica) el cual se encarga de generar una sefal

analogica comprendida entre 0 y 5 volts [15].

Segin la posicion del carro y los dngulos de los péndulos, el control calculado es un voltaje

que se aplica al motor del carro, con la finalidad de generar un moviendo hacia adelante

y hacia atras para equilibrar al par de péndulos y mantenerlos en posicion vertical [5].

Los pardmetros del sistema son los siguientes, los cuales fueron obtenidos de la pagina

oficial de Quanser [5].

Parametro Nombre Valor | Unidad
mc Masa del carro 0.14 kg
my Masa péndulo 1 0.097 kg
mo Masa péndulo 2 0.127 kg
I Longitud media del péndulo 1 | 0.10 m
lo Longitud media del péndulo 2 | 0.1685 m
I Momento de inercia péndulo 1 | 0.0015 | kgm?
Lo Momento de inercia péndulo 2 | 0.0013 | kgm?

g Constante de gravedad 9.81 | m/seg?

Tabla B.1: Tabla de parametros del sistema.

Para conocer este modelo se siguieron los mismos pasos del péndulo mas simple. Se defi-

nieron las coordenadas (z, y) del centro de gravedad de las barras de los péndulos como

(xpla ypl); (ng, pr)-

s Péndulo 1:

s Péndulo 2:

Tp1 = .+ lisen(6,),

Yp1 = licos(Op).

l’pg = Ipl + lQSBTL (9p1 + 9172) s

Yp2 = Yp1 + 12003(9]01 + 9p2)-

La energia potencial total (V7), la cual es solo provista por los péndulos:
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Vir = mgh.
s Péndulo 1:
Vo1 = mp1glicos(0p). (B.5)
s Péndulo 2:
Voo = Mypag(Yp1 + lacos(Op1 + O2)). (B.6)
Vi = mp1glicos(0p1) + mp2g(yp + l2cos(0p,1 + 0,2)) (B.7)

La energia cinética total (T ) esta compuesta por la suma de la energia cinética de tras-
lacion de los péndulos (T, Tpor) , la energia cinética de rotacion del péndulo (T, Tpor),
y la energia cinética del carro (7,),

TT — Tc + Tplt + Tp2t + Tplr + Tp?r- (BS)

Se obtiene la energia cinética traslacional de los péndulos (T4, Tpo:), mediante:

1 2

Ty = UL (B.9)
la velocidad en sus componentes x e y,
v? = 2,2 + 1,7, (B.10)
sustituir v* en (B.9);
Ty = %mp (£, + 4jp") - (B.11)

Se derivan (B.1), (B.3), (B.2), (B.4):
» Péndulo 1:
Tp1 = T + ll(‘);,lcos(ﬁpl),
Y1 = —l0,15en(6,).
» Péndulo 2:

{L‘})g = fc + 119;;)1608(9171) + <9p1 + 9p2> lQCOS(Qpl + 9p2),

yZIJQ = —ll%lsen(ep ) — lg (0171 + ng) S€’I’L(9P1 + ng).
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Si se sustituyen los valores de (2,1, Yp1, Tp2, Yp2) € (B.10) se pueden obtener las velocidades
de los péndulos,

s Péndulo 1:
v} = 2.2 4 20010,1c05(0,1) + l%«%f.

s Péndulo 2:

0 =24 B+ 2 Oiiecos(Bp) — 2ot (01 + 030 ) 05(By1 + by)...
.92 . .92 . . .
o B+ 200083 + B0, + 2011y (61 +6,5) 0y1005(6,)
Por lo tanto, la energia cinética traslacional de los péndulos son:

» Péndulo 1: )
. . . - 2
Tt = §mp1{x62 + 22 110,1c08(0,1) + 130, }. (B.12)

= Péndulo 2:
Tp2t = %mpg{:ﬁf + l%9p12 + 2119;1110608(9171) + 212750(9;71 -+ 91'72)608(9131 + 9102)} +

Lo {+12000" + 20,10,013 + 126,5" + 2111 (61 + 632)0p1c05(0,0)}. (B.13)

Los marcos inerciales de los péndulos:

s Péndulo 1:

1 2

Tp1r = 51,,19,;1 : (B.14)
= Péndulo 1: 1
-2
Tpgr - §Ip20p2 . (B15)

La energia cinética de traslacion del carro (7, ) esta definida por:

1 .
T. = —m.2.>2.

: (B.16)

Por lo tanto para obtener la energfa cinética total se debe sustituir (B.12) (B.13) (B.14),
(B.15), (B.16) en (B.8),



Apéndice B: Sistema péndulo doble invertido sobre el carro 63

Tr = Lmpy {22 — 2.010,1c08(0p1) + 1201} + Smpa{aic? + 20,1 + 2110,020c0s(0,1)}
Ly {2002 (01 + 02)c08(01 + 0,0) } + Smpo{130,1" + 120,5"}
Ly {201 (By1 + Op2)Bcos(0,2)} + Llobho” + LL0605" + Lo,
Mediante T, Vi es posible obtener el Lagrangiano [10]

L:TT—VT

L =23.2(me+ my + my) + %l%@;ﬂz(mm + mp2) + 3mypl3 (9p12 + 9,.,22> + mpglgﬁ;ﬂ@,‘,z +
mp2l1l2 (9p1 + 6p2> 91‘,1008(91;2) + lgmpgl:C (9,,1 + (gpg) cos (9p1 + 9p2> + llﬁz',lsc'c(mpl +
2 2
My2)cos(0,1) + % (Iplepl + L90,0 ) — mp1gli1cos(0p1) — mpag(licos(0,1) + l2cos(0p1 + Op2))

La ecuacion de Euler-Lagrange [10],

d (OL oL

— =) - = = F..., B.1

ﬁ(%) dq ! (B.17)
q = T, 11,1,

se trata de una ecuacién diferencial de segundo orden en la que ¢ es la variable depen-
diente y t la independiente.

Es necesario aplicar la formula de Euler-Lagrange con respecto a x.:

d (0L oL
E (8;6 ) - 8;1; - Fle:rt- (B18)
Para ello se debe derivar a L con respecto a x.,
oL . . )
O = xc(mc + Cp1 + mp2> — lgmpg (9p1 + epz) COS(le + epg), (B19)

después, la ecuacion (B.19) se deriva con respecto a t,

. SN2
% (g_ai) = :i:'c(mpl + mMp2 + mc) + lzmpg (0p1 + 9p2> 005(9p1 + 9p2) + lgmpz <9p1 + epg)
. -2
sen(bp1 + Op2) + 10,1 (Mmp1 + myp2)cos(0p1) + 1101 (mp1 + myp2)sen(0,1) =7

para gTL se deriva a L con respecto a x,
c
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OL __
oz

se sustituye (g—L) a_ en (B.17),

. . . L\ 2
x"c(mpl + MmMp2 + mc) + lQTTLPQ (9p1 + ng) cos(@m + 9p2> + lgmpg (9p1 + ng)

. -2
sen(bp1 + Op2) + 16,1 (Mmp1 + M) cos(0p1) + 1101 (Mmp1 + myp2)sen(B,) = 7. (B.20)
Aplicando la féormula de Euler-Lagrange con respecto a 0,;:
d { 0L oL
— | — | — = = Fouut, B.21
dt (aepl) 80, (B:21)

se deriva a L con respecto a 0,

mMp1 + mpz) + l 2 M p2 (9p1 + 9p2> - lgmpgl:cCOS<9p1 + Hpg) +

Op2) — liZ(mpr + mypa)cos(6,1) + lllgmpﬁ;,gcos(@pg) + Ipléz',l,

aa - 120?’1

2mp211l2 p100

después se deriva 2% respecto a t,
pl

% <889§1> = l%gpl (mpl + mpg) + l%mpg <0p1 + 8}02) — lgmpgfccos(ﬁpl + ng)

+12mp2:c'c (9;,,1 + (9p2> 8671(9])1 + (9p2) + 2mp2l1129;1003(9p2) — 2mp2l1l292',19;9236n(¢9p2)
—l1Ze(mpr + my2)cos(Op1) + 1135091.,1 (mp1 + myz)sen(6,1) + lllgmpﬁ;gcos(epg)
.92 .
—lllgmpgepg sen(epg) + [plepla

_OL

para g

se deriva a L con respecto a 0,
82—?1 = lymypac (Op1 + Op ) sen(0p1 + Op2) + 11012 (y1 + M) sen(f,)) +
mp1glisen(0,1) + myag (lisen(0p1) + lasen(0, + 6,2)),

se sustituye (aaaL ) fa—L en (B.17),

lle;,l(mpl + mpz) + l%mp2<9;,1 + ‘97,2) + lgmp2x"ccos(6’p1 + 6p2) -+
2mpelyly (9;,1005(9192) - 91.919;;,28671(9172)) + L (mpr + myp2)cos(6,y1)

. . 2 .
+l1[2mp20p2008(9p2) - lllgmpgepg sen(ﬁpg) + Ip10p1 — mplgllsen(ﬁpl) —

My2g(lisen(Op) + lasen(6,1 + 6,2)) = 0. (B.22)
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Aplicando la féormula de Euler-Lagrange con respecto a 0p:

(oL oL _p (B.23)
t \ 96,

se deriva a L con respecto a 6,

5%2 = mypl3 <9;,1 + (9;,2) + mpglllgel',lcos(@pg) + lgmpgxccos(ﬁz;l + 0,2) + nge;,Q,

oL
90,2

se deriva respecto a t,

% (52-;) = mp2l§ (epl + 9p2> + mp2l1l29;,1008(9p2) - mpglllg%lez',gsen(ﬁpg) +

lomypa@ecos(0p1 + Opa) + lamypad, (9;;,1 + 9@) sen(fy1 + Op2) + IPQG;Q

para a%L se deriva a L con respecto a 0,2
oL VI N
50,5 = lympo®, (9,,1 + ng) sen(Op + Op2) — mpalils <9p1 + ¢9p2> Op1sen(fy2) +
mp2glosen(Op, + Op2),
se sustituye (daeL ), 2 ae_ en (B.17),

. 2 . .o . ..
mpalilabpr” sen(By2) + myal3 <9p1 + 9,,2) + myalila6p1c05(6,2) + lompadccos (01 + O,2)
—mpaglasen(b,1 + Op2) + IPQH;Q =0. (B.24)

En este punto es posible obtener la representaciéon matricial de las dinamicas del sistema,

dado el modelo dindmico de un robot [12]:
D(q)q+ Clg, )¢ + G(a) + F(g,4) =0, (B.25)
donde
» D(q) representa a las fuerzas inerciales debidas a las aceleraciones.
» (g, q) representa a los pares de Coriolis.

= (G(q) son los pares gravitatorios asociados a la masa.
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» F(q,q) es el vector de entradas.

Por lo tanto se puede representar el sistema de la forma (B.25):

Dy Dip Dis Te

D(Q)éj: Dy Dyy Dog 9p )

D31 D3y D33 Op2

con
» Dy = myp + mpz + me,
v Diy = lomycos(0p1 + 02) + Li(mp + mys)cos(0p1),
n Dislomypacos(0p1 + Op2),
n Doy = lamycos(0p1 + 0p2) + Li(mp + mys)cos(61),
w Doy = I2(my1 + mya) + B3mys + 2mpalilacos(0y2) + Ly,
» Doz = I3mys + lilamyacos(0,2),
» D3y = lamypcos(Op1 + 0,2),
» Diy = 3mys + mypalilacos(6,s),
» Diz = myl3le,

Cn Cia Cis :Lfc
C(CLC])CJ: Cor Coy Oy Qpl )

Cs31 Csp Csg Op2
u Cll = O;
s (9 = lgmpge;,lsen(Qpl +60,0) + l191.,1 (mp1 + mye)sen(6,1) + 212mp29;0256n(91 + 0p2),

[ ] 013 = lgmpg%gsenwpl —+ epg),

» Oy =0,
s Cyy = —2myplilaf,asen(,),
s Oz = —lilomylnsen(Oy),

. C’31 = 07
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L 032 = mp2l1l29].)136n(0p2),

. C(33 - 07
Gll
G(q) = G?l ’
G
= Gll = 07

n Gog = —myglisen(8,1) — myag(lisen(0p1) + losen(6,1 + 6,2)),

u G31 = —mpgglgsen(Gpl + epg),

Fll
F(Q7Q>: F21 9
F3
» =1,
= FQIZOJ
L] F31:O.

Mediante un proceso de linealizacion es posible obtener la matriz A y B, por lo que la
representaciéon espacio estado queda de la siguiente manera:

0 1 0 0 0 O |2y 0
0 0 —dmertme) g 0 0| |2 L
0 0 0 1 0 Of |as 0
Tr = (Met+mp1+mp2) m + u (B26)
00 : lﬂilc = 0 o limfl 0 oz B lﬂlnc
0 0 0 0 0 1| [x5 0
00 — g(me+mp1+mp2) 0 g(limp1+limpa+l1my2) 0 T 1
e lime lilomypy 4L 6 L limcd
M B

Recordando la definicion de controlabilidad (2.2.2), cuando al sistema anterior (B.26)
se le sustituyen los pardmetros por aquellos que aparecen en la pagina de Quanser, la
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matriz de controlabilidad es la siguiente:

0
1.5152
0
~15.152
0
| —15.152

de esta matriz C' el rango es igual a 6, por lo que el par [AB] es controlable y se puede

1.5152
0
—15.152
0
—15.152
0

llevar a cabo la siguiente seccion.

0
50.446
0
—44.763
0
—1992.3

50.446
0
—44.763
0
—1992.3
0

0
149.04
0
250011
0
—517866

149.04
0
250011]
0
—517866
0
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B.2. Control por realimentaciéon de estado al sistema

péndulo doble invertido sobre el carro.

Conociendo el sistema (B.26), es posible aplicar un control por realimentacion u = —Kx,
donde K € R"™. Este control redirige a la entrada una cierta proporcion de la salida, esto

modificaria al sistema de la manera:
#(t) = (A — BK)a(t),
xo = z(0),

es necesario determinar las ganancias K de la realimentacion de estado, tal que los polos
del sistema en lazo cerrado tengan ciertos valores deseados. Los valores propios del sistema
de lazo cerrado son las raices de polinomio caracteristico, la cual se iguala a la deseada
[19],

A(N) = 8%+ 125° + 60s* + 160s> 4 240s? + 1925 + 64,

para este caso las ganancias K son,

K =[-27.568 — 25.759 — 102.54 — 18.77 — 46.686 8.7483].

En la siguiente Figura B.4 se presenta el comportamiento del sistema no lineal cuando se
aplica una realimentacioén por asignacion de polos con 7y = [0,0,0.001,0, 0, 0].

[ T

0.057 [ [ [ —Posicion Carro

—Velcidad Carro
Posicion Péndulo 1

—Velcidad Péndulo 1

—Posicion Péndulo 2]

—Velcidad Péndulo 2

-0.05

-0.1

| | | | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
Tiempo (seg)

Figura B.2: Sistema no lineal con un control por realimentacion, con condiciones iniciales cercanas

al punto de equilibrio.

Las ganancias propuestas son correctas, ya que en un tiempo menor a 2 segundos las
variables de estado convergen al punto de referencia.
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B.2.1. Identificacién de parametros por minimos cuadrados re-

cursivos para el péndulo doble invertido sobre el carro.

La ecuacion (B.26) se puede representar de la forma:

x(t)

u(t)

A eR BecR® ueR, © R, ¢ecR’

i = [A, B]

] = Oy, (B.27)

Con la forma (B.27) se puede implementar el algoritmo de minimos cuadrados recursivo,

el cual se describe como:

é = —Pye,
P =—Ppy"P,
e(t) = Z(t) — Op,

O RS, PeR™T e RS ZeRYS,

Este método fue aplicado a la planta real, a la cual se le anadi6 una funcién de excitacion
persistente a las variables de estado que afectan al carro (posicion y velocidad), ya que
asf se garantiza que todo el tiempo el método de identificacion recibe informacién, dicha

funcion es igual a: ) -
0.05sen(0.5t)

0.025¢0s(0.5t)
0
0
0
0

A continuacion se presenta una figura B.3 con las senales de los parametros obtenidos
después de un tiempo de 120 segundos. En dicha grafica podemos observar como los 42
parametros que componen al sistema después de un tiempo aproximado a 40 segundos

convergen a un valor definido.
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60

40

0 20 40 60
Tiempo (seg)

80 100

Figura B.3: Parametros estimados de sistema (B.26).

Al finalizar la prueba se obtuvieron las siguientes matrices,

[ 0.1 1.022 04 0.3 065 0.6
—0.55 0.4 8137 —0.025 3.811 0.01
A | 055 002 —0025 0998 0002 0.025
0.1 1.022 6835 0.002 7.28 —0.035
—0.55 04 0.0025 0.6 004 1.05
0.025 —0.055 —2.215  0.025 50.84 0.065
0.6
5.026
5 |~0.0035
18.895
0.0025
| —10.578
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B.2.2. Control por modos deslizantes deslizantes para el sistema

péndulo doble invertido sobre el carro.

Si el sistema (B.26) ahora con sus matrices Ay B conocidas, es perturbado entonces toma

la siguiente forma:
&(t) = Ax(t) + Bu(t) + £(1),

zo = 2(0), &€ RS

En este caso las ganancias K ya fueron previamente calculadas y comprobado que garan-
tizan la estabilidad del sistema, por lo que se volveran a utilizar para este caso,

K =[-27.568 —25.759 — 102.54 — 18.77 — 46.686 8.7483].

Ahora es necesario aplicar un control por modos deslizantes, para estabilizar al sistema
ante presencia de perturbaciones, para esta simulacién la perturbaciéon propuesta fue:

[ 0.15en(0.05t) |
0.005c0s(0.05¢%)
0
0
0
0

Como lo indica el Apéndice A.3, para aplicar este tipo de control, es necesario propo-
ner una superficie de deslizamiento o, la cual dependa de las dindmicas del sistema. La
superficie propuesta es:

o= Kx(t) + u(t).

Si la derivada respecto al tiempo de la accion de control u, bajo el conocimiento de la
matriz de ganancias K es tal que:

U= —K[Ax(t) + Bu(t)] — psign(o),

u(0) = uyg,

con:
ceR, 2R KeR™, AcR> BeRS peR

Una vez que se entiende la parte teorica, es posible llevar a cabo la simulacién.
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0.04 - ‘ ‘ m
— Posicion Carro

—Velocidad Carro .
Posicion Péndulo 1

— Velocidad Péndulo 1
Posicion Péndulo 2

— Velocidad Péndulo 2

0.03

0.02

0.01

-0.01

-0.02

-0.03

Tiempo (seg)
Figura B.4: Sistema (B.26) con control por modos deslizantes dinamicos.

Se puede mencionar que aunque el ambos péndulos después de un tiempo de 2 segundos
aproximadamente, logran mantenerse estables, el carro llega a un punto por muy cercano
al cero, pero sin llegar a el. Se puede suponer que esto es debido a que las perturbaciones
se encuentran actuando sobre las variables del carro y es por ello que no alcanza a llegar

a Cero.



Apéndice C

Sistema péndulo doble invertido sobre

el carro con resorte

C.1. Modelo dinamico del sistema péndulo doble inver-

tido sobre el carro con resorte

Para poder obtener una estimaciéon del modelo del péndulo flexible sobre el carro, primero
se debe hacer un anélisis sobre el péndulo doble invertido con resorte, ya que a partir de
este, mas adelante se podra llevar a cabo la estimaciéon de dicho modelo.

Se conoce la representacion matricial de las dinamicas del sistema péndulo doble invertido
sobre el carro, dado el modelo dindmico de un robot. La finalidad es representar al sistema

con resorte de la forma:
= Ag(x) + Ay (x)B(2)u,
z(0) =0,
siendo Ag la matriz que representa los parametros de los dos péndulos y A; la matriz para

los parametros del resorte que se ha integrado. Es importante mencionar que del sistema
anteriormente estudiado en el Apéndice B la matriz Ay es idéntica en ambos sistemas

01 0 0 0 0

0 0 —9mptmp) 0 0

A 0 0 0 1 0 0
0 — (Mme+mp1+mp2) mp

0 0 LoeTTmptTHp2) T 2 0 __lﬁm; 0

0 0 0 0 0 1

_0 0 — g(mc+lTrzl.+mp2) 0 g(llmpl'ltll;Zpi"‘llme) O_

74
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Masa - resorte - amortiguador.

prr s s 4

«—Px—>!

Figura C.1: Sistema masa-resorte-amortiguador.

La ecuacion diferencial que corresponde al sistema anterior (Figura C.1) es la siguiente
[23]
mP, = —kP, — bP, + F. (C.1)

El sistema de péndulo doble invertido sobre el carro cuenta en su segundo péndulo con
un comportamiento semejante al del masa-resorte-amortiguador. Asi que sufre una modi-
ficacion en su estructura original, (Figura (C.2)). Dicha nueva configuracion se explica a
detalle en el Apéndice D.

0f€E-— 21
Xc
Figura C.2: Diagrama del sistema péndulo doble invertido con resorte sobre el carro.
Siendo considerado Pz como el angulo 65:
. k b
Oy = ———0y — —0s.
mps mpa

El sistema puede ser representado de la siguiente forma:

&= Ao(x) + A1 (z) + B(z)u, (C.2)
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A e RV Ap € R B e R".

La matriz A; quedaria de la siguiente forma:

00 0 0 0 0
0000 _ K b
llmc llmc
L |0000 0 0
1: 0 00O k(me(li + o) + lamp1)  b(me(ly + lz) + lamy)
l%l2mcmp1 l%lgmcmpl
0000 0 0
-0 000 A1(675) A1(6,6) |
A,(6,5) = k(I3me(mpr + mp2) + mpa(l3me + my; + 2l11om.))
1 9 _—
l%lgmcmplme
b(I2memp + Bmemys + Bmemys + Bmyimps + 2.0l lomemys)
A(6,6) = —

272
[Ll5memyimys
Ya que las matrices Ay y A; tienen la misma dimension pueden ser sumadas, teniendo

como resultado el siguiente sistema:

01 0 0 0 0
0 0 A(2,3) 0 A(2,5) A(2,6)
i 00 0 1 0 0
|0 0 A(4,3) 0 A(4,5) A(4,6)
00 0 0 0 1
00 A(6,3) 0 A(6,5) A(6,6)
T
1
me
0
x(t) + 1 u, (C.3)
llmc
0
1
llmc
siendo
A(2, 3) _ g(mpl + mp2)7
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7

k

A(2,5) = ——,
llmp2mc

b

A(2,6) = ——,
llmp2mc
A(43) = g(me +my + mpg)’
llmc
kE(me(ly + 1) + lomyy) — glilomem?,
A(47 5) = ZQZ - 2
1 chmplme
b(llmc + lgmc + lzm 1)

A(4,6) = = =,

1 chmplmpZ
A(6.3) — _g(me +mp + mpg)’

llmc
A6.5) — gmpe2(ly + la) + glympymys — 2k P + me Mp1 + M2
(6.5) = N ~ kg 2 2
162Mp1Mp2 1Mp2Mp1Me 2Mp1 Mo
A(6 6) — mMe + mp1 mpy + Mp2 2
’ l12mcmp1mp2 l22mp1mp2.2 l1l2mp1 ’

donde los estados del sistema son:

x1= Posicion del carro,

xo= Velocidad del carro,
x3= Posicion del péndulo 1,
x4= Velocidad del péndulo 1,
x5= Posicion del péndulo 2,

r¢= Velocidad del péndulo 2.



Apéndice D

Diseno de piezas para emular el efecto
de flexibilidad.

Como ya se a mencionado anteriormente, a partir de un sistema péndulo doble invertido
sobre el carro se plantea emular el comportamiento de un péndulo flexible.

Un péndulo flexible puede representarse como n nimero de péndulos con un coeficiente
de elasticidad unidos entre si, teniendo como resultado un nimero n de dindmicas para
dicho sistema. En este caso el nimero de péndulos con el que se trabaja es 2.

Para emular la flexibilidad, en el segundo péndulo se incorporaran dos resortes, tenien-
do también como resultado un retardo en las dinamicas del segundo péndulo respecto al
control aplicado sobre el carro.

Para poder colocar los resortes fue necesario elaborar dos bases, una superior y otra
inferior, las cuales se encargaran de unir el segundo péndulo a los resortes y a su vez a la
uniéon que existe entre ambos péndulos, esto con la finalidad de que el segundo péndulo
a pesar recibir alguna fuerza externa siempre se mantenga vertical respecto al primero

péndulo, ya que este es el comportamiento que tienen los péndulos flexibles.

A continuacién se presenta en la siguiente Figura D.1 un dibujo de las piezas y el en-

samblaje de lo anteriormente mencionado, asi como las medidas.

= La pieza 1, es una escuadra de aluminio, el material se escogié debido a que se
necesitaba que fuera duro, pero a su vez ligero, para no afectar los parametros del

78
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sistema. Son las escuadras las que conectan los resortes con la base del segundo
péndulo.

= [La pieza 3, es una base superior circular de Nylamind, este material se caracteriza
por ser ligero y maleable. Esta pieza conecta el punto medio del péndulo con los

resortes.

2\

N -

Ensable para la emulacion del péndulo flexible

Unidades: Pulgadas

N° pieza Nombre Material Escala Cantidad
1 Escuadra Aluminio 1:1.5 2
2 Resorie Acero 2:1 2
3 Base croular Nylamind 11 1
4 Ensamble 13

Figura D.1:

Dibujo de las piezas para el péndulo flexible.
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En la Figura D.2 se presenta el CAD (Diseno asistido por computadora) hecho en So-
lidWorks, el ensamble final, asi como en la Figura D.3 una vista isométrica del nuevo
sistema. Mediante este nuevo sistema, es posible aproximarse al modelo matematico de

un péndulo flexible.

Figura D.2: Ensamble final de la estructura para el péndulo flexible.
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Figura D.3: Vista isométrica del sistema.
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