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Resumen

En el presente trabajo de tesis, se busca estabilizar el mecanismo del péndulo �exible sobre

un carro, el cual puede ser representado como una clase de sistema lineal de segundo orden

con retardos y con dinámicas inciertas.

Para poder emular el comportamiento del péndulo �exible, se hará una modi�cación sobre

el sistema péndulo doble que se encuentra en el laboratorio.

La propuesta del algoritmo de control consta de dos partes:

Mediante modos deslizantes, se diseñará una super�cie de deslizamiento que garan-

tice la convergencia de las trayectorias sobre la super�cie en tiempo �nito.

Una vez alcanzada la super�cie de deslizamiento el segundo objetivo es estabilizar

las dinámicas del sistema mediante una re-alimentación de estado implementando

el análisis de D-particiones.
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Abstract
In the present thesis work, we seek to stabilize the mechanism of the �exible pendulum

on a car, which can be represented as a kind of second order linear system with delays

and with uncertain dynamics.

In order to emulate the behavior of the �exible pendulum, a modi�cation will be made

on the double pendulum system found in the laboratory.

The proposal of the control algorithm consists of two parts:

By means of sliding modes, a sliding surface will be designed, which guarantees the

convergence of the trajectories on the surface in �nite time.

Once the sliding surface has been reached, the second objective is to stabilize the

dynamics of the system by means of a re-feeding of the state by implementing the

analysis of D-partitions.
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Indice de Notación

mc es la masa del carro del péndulo (kg).

mp1 es la masa del péndulo 1 (kg).

mp2 es la masa del péndulo 2 (kg).

lp1 es la longitud media del péndulo 1 (m).

lp2 es la longitud media del péndulo 2 (m).

Ip1 es el momento de inercia del péndulo 1 (kgm2).

Ip2 es el momento de inercia del péndulo 2 (kgm2).

g es la constante de gravedad (
m

s2
).

κ es la constante de elasticidad (
N

m
).

b es el coe�ciente de amortiguamiento.

xc es la posición del carro en x (m).

ẋc es la velocidad del carro (m/seg).

θp1 es la posición del péndulo 1 (rad).

θp2 es la posición del péndulo 2 (rad).

˙θp1 es velocidad del péndulo 1 (rad/seg).

˙θp2 es velocidad del péndulo 2 (rad/seg).

ϕ es el vector de regresión.

θ̂ es la matriz de parámetros estimados.
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ACRONIMOS

SMC Sliding Mode Control. (Control por modos deslizantes)

VSC Variable Structure Controller. (Control por estructura variable)

DAC Digital Analog Converter. (Convertidor de señal digital a analógica)

PWM Pulse Width Modulation. (Modulación por ancho de pulso)

CAD Computer aided design. (Diseño asistido por computadora)
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Capítulo 1

Introducción

En este trabajo de tesis se presenta un sistema retardado no lineal con perturbaciones,

el cual es controlado mediante dos estrategias de control con el �n de llevarlo hasta su

punto de equilibrio inestable.

Para el desarrollo de este trabajo fue necesario modelar matemáticamente el sistema

desde su con�guración mas simple hasta llegar a la etapa �nal. A su vez se implementó

la identi�cación de parámetros con el �n de conocer aquellos valores que conforman las

matrices del sistema. Para ese punto es posible implementar las estrategias de control

propuestas, con el �n no solo de estabilizar el sistema, sino también de atenuar las per-

turbaciones.

Asimismo, en este capítulo se explican los objetivos por los cuales se desarrolló esta

tesis, se plantean los problemas a resolver y la justi�cación, así como los fundamentos

principales para llevar acabo el trabajo.

Al �nal se incluye el diseño del prototipo que servirá para emular el sistema del pén-

dulo �exible, los experimentos que se llevaron a cabo y lo que se espera realizar en el

futuro.

1.1. Antecedentes

Los sistemas con retardo son aquellos, cuya evolución del sistema requiere de información

pasada; dada su naturaleza en el control, puede existir un retraso entre la aplicación de la

entrada y la respuesta que tiene la planta [1]. Los sistemas con retardo pueden presentar

3



4 Capítulo 1: Introducción

ciertos problemas, como por ejemplo las oscilaciones, las cuales en algunos casos conducen

a la inestabilidad de la planta y complican el poder controlarlo.

Por otra parte uno de los problemas más comunes en teoría de sistemas, es la presencia

de perturbaciones externas, que pueden resultar en respuestas no deseadas. Estas se pue-

den de�nir como una señal que tiende a afectar adversamente el valor de la salida de un

sistema. [1].

Una herramienta para reducir los efectos de las perturbaciones, es el control por modos

deslizantes, este se encarga de adicionar robustez al sistema respecto a perturbaciones

externas. La idea básica consiste en llevar las trayectorias del sistema sobre una super-

�cie conocida como variedad de deslizamiento, la cual representa una relación entre las

variables que describen el comportamiento del sistema. Así el comportamiento dinámico

del sistema en estas condiciones queda determinado por las ecuaciones que de�nen esta

super�cie en el espacio de estado, lo cual hace al estado teoricamente insensible a varia-

ciones en los parámetros de la planta y a las perturbaciones externas [3].

El diseño de esta estrategia de control se realiza en dos pasos:

Generar la super�cie de deslizamiento.

Diseñar un control u dependiente de la super�cie de deslizamiento, que se encargue

de dirigir las trayectorias dinámicas del sistema hacia una referencia en un tiempo

�nito [2].

Figura 1.1: Ejemplo de un control por modos deslizantes.
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Esto se puede ejempli�car en la Figura 1.1, cuando se tiene un sistema de la forma:

ẋ = f(x, t)

x(0) = x0, x ∈ Rn, f(x, t) ∈ Rn.

La estrategia de control mediante una super�cie de deslizamiento σ representada por la

línea punteada (Figura 1.1) que pasa por el origen, hace que las trayectorias del sistema

se deslicen sobre ésta, y mediante un control u (Figura 1.2) asegurar la convergencia de

dichas trayectorias.

Figura 1.2: Efecto chattering sobre el control.

En la Figura 1.2 se puede observar el efecto chattering (término del ingles que signi�ca

oscilación) sobre el control como consecuencia de esta estrategia de control. Dicho efecto

se describe como señales oscilantes de frecuencia y amplitud �nita, que aparecen al imple-

mentar esta estrategia de control debido a la rápida conmutación en la acción de control

excitando las características dinámicas sin modelar del lazo de control.

Cuando se habla de dinámica sin modelar, se puede referir a sensores y actuadores que no

se toman en cuenta para el modelado del proceso debido a que estos son signi�cativamente

más rápidos que la dinámica principal del sistema [7]. Si no se tiene un adecuado manejo

del chattering en el proceso de diseño, se pueden tener consecuencias como el el desgaste

en los actuadores [8].
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1.2. Planteamiento del problema

El problema que se plantea, es controlar un sistema de segundo orden no lineal en el cual

se considerarán perturbaciones y un retardo de la forma:

ÿ(t) = A1ẏ(t) + A2y(t) +B1ẏ(t− h) +B2y(t− h) +Bu+ ...+ ξ(y(t), y(t− h), t), (1.1)

y(θ) = ϕ(θ), con θ ∈ [−h, 0]

,

ẏ(θ) = ϕ̇(θ), con θ ∈ [−h, 0].

Donde:

y ∈ Rp , es la variable de salida en el tiempo.

A1, A2 ∈ Rp×p, B1, B2 ∈ Rp,

h > 0, es un retardo constante en el tiempo.

yt, de�ne la información mínima para construir la solución y(t;ϕ; t0).

u ∈ R es la entrada de control.

ξ contiene dinámicas inciertas y/o perturbaciones externas bajo el supuesto que las

perturbaciones son acotadas por ‖ξ‖ ≤ δ.

Las perturbaciones y/o incertidumbres asociadas a la dinámica del sistema, son uno de

los problemas de control más comunes en la estabilización de sistemas.

Este problema puede ser atacado desde diferentes perspectivas de control: desde el enfoque

de control robusto mediante el segundo método de Lyapunov, modos deslizantes, redes-

neuronales, control difuso, control adaptable, entre otros.

Sin embargo, el problema se torna más complejo cuando los retardos estén presentes en

las dinámicas del sistema [6].
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1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Conjuntar dos estrategias de control, una de estructura variable y otra lineal con el �n de

estabilizar una clase de sistemas no lineales con retardo y perturbaciones acotadas.

1.3.2. Objetivos especí�cos

Estudiar los conceptos de control por modos deslizantes, para conocer lo fundamen-

tos necesarios.

Estudiar las bases de teoría de control de sistemas con retardo.

Estabilizar un sistema no lineal con perturbaciones acopladas mediante modos des-

lizantes dinámicos.

Estabilizar un sistema con retardos mediante una retroalimentación de estado, don-

de las ganancias sean encontradas mediante el método de D-particiones.

Ajustar la estructura del péndulo sobre el carro, para emular el efecto de �exibilidad.

Obtener una aproximación del modelo del sistema.

Realizar un bosquejo de estabilidad para un sistema no lineal con retardo y pertur-

baciones acopladas.

Evaluar la estrategia de control sobre el sistema carro-péndulo �exible.
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1.4. Justi�cación

Los sistemas pendulares �exibles son muy comunes en la industria, sin embargo al mo-

mento de estudiarlos, el modelo usa una aproximación lineal para representar la dinámica

�exible. Estrictamente, dicha dinámica debería ser representada por un sistema de ecua-

ciones diferenciales parciales, y su representación en una ecuación diferencial ordinaria

con retardo puede ser obtenida mediante una transformación [4]. Por ello el estudiar el

diseño de controles para esta clase de sistemas es uno de los problemas que actualmen-

te se abordan, más aún cuando el sistema presenta dinámicas inciertas o perturbaciones

externas.

1.5. Hipótesis

Se diseñará un control mediante modos deslizantes el cual lleve al sistema a una con-

�guración especí�ca. Es decir el SMC (Control por modos deslizantes) se encargará de

transformar al sistema retardado no lineal con perturbaciones (3.2), a uno lineal con

retardo de la forma general, mediante la tranformacion de D'Alembert [4]

ẋ(t) = Ã0x(t) + Ã1x(t− h) (1.2)

x(Θ) = ϕ(Θ), xt := x(t+ Θ), con Θ ∈ [−h, 0],

Ã0 = A0 +BK0, Ã1 = A1 +BK1,

x ∈ Rn, Ã0, Ã1 ∈ Rn×n, B ∈ Rn, K0, K1 ∈ R1×n.

Para poder llegar a la ecuación (1.2) se propone realizar una aproximación mediante el

método de identi�cación de parámetros del modelo péndulo �exible sobre el carro, y así

obtener los valores de los parámetros A0 y A1.

También para la ecuación (1.2) se busca analizar la estabilidad asintótica mediante el

método de D-particiones, para poder obtener las fronteras de estabilidad en el plano de

parámetros y dividirlo en regiones de estabilidad e inestabilidad y encontrar las ganancias

K0, K1 [9].



Capítulo 2

Sistema péndulo simple invertido sobre

el carro

2.1. Introducción

Para llegar al análisis del péndulo �exible sobre el carro, fue necesario comenzar con el

estudio del sistema más simple, es por ello que en este capítulo se estudia el sistema del

péndulo simple invertido sobre el carro. Al cual primero se describirá mediante un dia-

grama que represente sus componentes, características y la manera en la que se hace la

lectura de sus variables, para posteriormente llevar a acabo el modelado del sistema.

Una vez que se conoce la forma matricial del sistema, se implementaron los conocimien-

tos descritos en el Apéndice A sobre la identi�cación de parámetros mediante mínimos

cuadrados recursivos con el �n de obtener aquellos que se aproximen a los reales, para

posteriormente poder implementar un control por modos deslizantes dinámicos.

2.2. Modelado y análisis

El sistema (Figura 2.1) consta de una barra de aluminio sobre un carro de la compañía

Quanser [5]. El ángulo del péndulo se obtiene mediante la lectura de un encoder incre-

mental .Mientras que la lectura del ángulo del segundo péndulo se obtiene a través de un

Arduino MEGA el cual adquiere y acondiciona la señal digital de un encoder óptico. A

la salida la tarjeta Arduino genera una señal PWM (Modulación por ancho de pulso), la

cual se puede de�nir como un tipo de señal de voltaje utilizada para enviar información

9
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o para modi�car la cantidad de energía que se envía a una carga, dicha señal es enviada

a un DAC (Convertidor de señal digital a analógica) el cual se encarga de generar una

señal analógica comprendida entre 0 y 5 volts [15].

Según la posición del carro y los ángulos de los péndulos, el control calculado es un voltaje

que se aplica al motor del carro, con la �nalidad de generar un moviendo hacia adelante

y hacia atrás para equilibrar al par de péndulos y mantenerlos en posición vertical [5].

Figura 2.1: Sistema péndulo invertido

El modelo matemático de un sistema dinámico se de�ne como el conjunto de ecuaciones

diferenciales que representan la dinámica del sistema.
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Los parámetros obtenidos de la página web de la compañía se muestran continuación.

Parámetro Nombre Valor Unidad

mc Masa del carro 0.52 kg

mp1 Masa péndulo 1 0.23 kg

lp1 Longitud media del péndulo 1 0.3302 m

g Constante de gravedad 9.81 m/seg2

Tabla 2.1: Tabla de parámetros del sistema péndulo simple.

Considerando la �gura anterior (2.1) se de�nen las coordenadas (x, y) del centro de

gravedad del carro y del pendulo como:

Posición en (x,y) del carro = (xc, yc),

Posición en (x,y) del péndulo = (xp, yp),

Posición del carro:

xc = xc,

yc = 0.

Posición del péndulo:

xp = xc + lp1sen(θp1),

yp = lp1cos(θp1).

La energía potencial total (VT ) es solo analizada en el péndulo:

VT = mgh

VT = mp1glcos(θp1).

La energía cinética total (TT ) esta compuesta por la suma de la energía cinética de

traslación del péndulo (Tpt), la energía cinética de rotación del péndulo (Tpr) y la energía

cinética del carro (Tc),

TT = Tc + Tpt + Tpr.

Se obtiene la energía cinética traslacional de los péndulos, mediante la siguiente ecuación:

Tpt =
1

2
mp1v

2,
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la velocidad en sus componentes x e y,

v2 = [ẋp, ẏp]

[
ẋp

ẏp

]
= ẋp

2 + ẏp
2,

si se sustituye v2 en Tpt;

Tpt =
1

2
mp1

(
ẋp

2 + ẏp
2
)
.

Para obtener la velocidad es necesario obtener la derivada de ẋp , ẏp :

˙xp1 = ẋc + lp1 ˙θp1cos(θp1),

˙yp1 = −lp1 ˙θp1sen(θp1).

Elevando al cuadrado las ecuaciones anteriores,

˙xp1
2 = ẋ2

c + 2ẋclp1 ˙θp1cos(θp1) + l2p1
˙θp1

2
cos(θp1)2,

˙yp1
2 = l2p1

˙θp1
2
sen(θp1)2.

La energía cinética traslacional del péndulo es:

Tpt =
1

2
mp1(ẋc

2 + 2ẋclp1 ˙θp1cos(θp1) + l2p1
˙θp1

2
).

Los marcos inerciales del péndulo es la ecuación siguiente:

Tpr =
1

2
Ip ˙θp1

2
.

La energía cinética de traslación del carro (Tc ) está de�nida por:

Tc =
1

2
mcẋc

2.

Por lo tanto para obtener la energía cinética total se debe sustituir Tpt,Tpr,Tc,en TT ,

TT = 1
2
mp1(ẋc

2 + 2ẋclp1 ˙θp1cos(θp1) + l2p1
˙θp1

2
) + 1

2
Ip ˙θp1

2
+ 1

2
mcẋc

2.

Mediante TT , VT es posible obtener el Lagrangiano del sistema. [10]

L = TT − VT ,

L = 1
2
ẋc

2(mc +mp1) +mp1lp1ẋcθ̇pcos(θp1) + 1
2
θ̇2
p(mp1l

2
p1 + Ip)−mp1glcos(θp1).
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La ecuación de Euler-Lagrange [10],

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= Fext,

q = xc, θp1,

q̇ = ẋc, ˙θp1.

Se trata de una ecuación diferencial de segundo orden en la que q es la variable dependiente

y t la independiente.

Es necesario aplicar la fórmula de Euler-Lagrange con respecto a xc:

d

dt

(
∂L

∂ẋc

)
− ∂L

∂xc
= F1ext.

Para ello se debe derivar a L con respecto a ẋc,

∂L

∂ẋc
= ẋc(mc +mp1) + lp1mp1

˙θp1cos(θp1),

después, la ecuación obtenida se deriva con respecto al tiempo,

d
dt

(
∂L
∂ẋc

)
= ẍc(mp1 +mc) + lp1mp1

(
θ̈p1cos(θp1)− θ2

p1sen(θp1)
)

= τ ,

para ∂L
∂xc

se deriva a L con respecto a xc
∂L
∂xc

= 0.

Euler-Lagrange con respecto a xc

ẍc(mp1 +mc) + lp1mp1

(
θ̈p1cos(θp1)− θ2

p1sen(θp1)
)

= τ. (2.1)

Aplicando Euler-Lagrange con respecto a θp1:

d

dt

(
∂L

∂ ˙θp1

)
− ∂L

∂θp1
= F2ext,

se deriva a L con respecto a ˙θp1

mp1lp1ẋccos(θp1) + θ̇p(mp1l
2
p1 + Ip) = 0,

después se deriva ∂L
∂ ˙θp1

respecto a t,

d

dt

(
∂L

∂ ˙θp1

)
= mp1lp1{ẍccos(θp1)− ẋcsen(θp1)θ̇p}+ θ̈p{mp1l

2
p1 + Ip},

para ∂L
∂θp1

se deriva a L con respecto a θp1
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∂L
∂θp1

= −mp1lp1ẋc ˙θp1sen(θp1) +mp1glp1sen(θp1),

Por lo tanto,

mp1lp1ẍccos(θp1) + θ̈p1(mp1l
2
p1 + Ip)−mp1glp1sen(θp1) = 0. (2.2)

Gracias a las ecuaciones (2.2) y (2.1) es posible obtener la representación matricial de las

dinámicas del sistema, dado el modelo dinámico de un robot [12]:

D(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +G(q) + F (q, q̇) = 0, (2.3)

donde:

D(q) representa a las fuerzas inerciales debidas a las aceleraciones.

C(q, q̇) representa a los pares de Coriolis.

G(q) son los pares gravitatorios asociados a la masa.

F (q, q̇) es el vector de entradas.

Por lo tanto se puede representar el sistema de la siguiente forma:

D(q)q̈ =

[
mp1 +mc lp1mp1cos(θp1)

lp1mp1cos(θp1) l2p1mp1 + Ip

] [
ẍc

θ̈p1

]
,

C(q, q̇)q̇ =

[
0 −lp1mp1

˙θp1sen(θp1)

0 0

] [
ẋc
˙θp1

]
,

G(q) =

[
0

−mp1glp1sen(θp1)

]
,

F (q, q̇) =

[
τ

0

]
,

2.2.1. Puntos de equilibrio

Considerando un sistema de la forma ẋ = f(x, u) con u∗ = 0 se dice que x∗ es un punto

de equilibrio si el sistema tiene condicion inicial x0 = x∗, entonces la solución a lo largo

del tiempo x(t, xo) = x∗ [1].

Las técnicas de análisis y control lineales son bien conocidas, por ello es conveniente al
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analizar un sistema no lineal, comenzar linealizando el sistema alrededor de un punto de

equilibrio y estudiar el sistema lineal resultante.

Se puede representar el sistema péndulo doble invertido sobre el carro de la forma ẋ(t) =

f(x, u) si se despeja ẍc, θ̈p1 de (2.3) y efectuando un cambio de variable,

x1 = xc → ẋ1 = x2,

x2 = ẋc → ẋ2 = ẍc,

x3 = θ1 → ẋ3 = x4,

x4 = θ̇1 → ẋ4 = θ̈1,

expandiendo el lado derecho del sistema no lineal en series de Taylor alrededor de los

puntos de equilibrio, se obtiene [22]

¯̇x = f̄(x∗, u∗) = f̄(x∗, u∗) +
[
∂f̄(x,u)
∂x

∂f̄(x,u)
∂u

]
(x,u)=(x∗,u∗)

[
x− x∗

u− u∗

]
+ o(·)

siendo

∂f̄(x, u)

∂x
|(x,u)=(x∗,u∗) =


∂f1(x,u)
∂x1

. . . ∂f1(x,u)
∂xn

...
. . .

...
∂fn(x,u)
∂x1

. . . ∂fn(x,u)
∂xn


(x,u)=(x∗,u∗)

= A, (2.4)

∂f̄(x, u)

∂u
|(x,u)=(x∗,u∗) =


∂f1(x,u)
∂u1

. . . ∂f1(x,u)
∂un

...
. . .

...
∂fn(x,u)
∂u1

. . . ∂fn(x,u)
∂un


(x,u)=(x∗,u∗)

= B, (2.5)

⇒ ẋ = A(x− x∗) +B(u− u∗),
si x∗ = 0 u∗ = 0,

ẋ ≈ Ax+Bu,

si ¯̇x = 0, para que x2, x4 sea 0, entonces x∗1, x
∗
3, deben ser igual a c, siendo c = constante,

por lo tanto para que ẍc, θ̈1 sean 0,

x∗3 = ±π
u∗ = 0

entonces la representación espacio estado linealizada queda de la siguiente manera:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), (2.6)

u0 = u(0),
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x0 = x(0),

x ∈ R4, A ∈ R4×4, B ∈ R4, u ∈ R,
ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

 =


0 1 0 0

0 0 −mpg

mc
0

0 0 0 1

0 0 (mp+mc)g

mclp
0



x1

x2

x3

x4

+


0
1
mc

0

− 1
lpmc

u
Donde:

x1= Posición del carro.

x2= Velocidad del carro.

x3= Posición del péndulo.

x4= Velocidad del péndulo.

2.2.2. Controlabilidad del sistema

La controlabilidad es la propiedad que indica si el comportamiento de un sistema puede

ser controlado por medio de sus entradas. Si se considera un sistema como el (2.6):

˙x(t) = Ax(t) +Bu(t)

x0(t) = x(0)

De�nición 2.2.2.1 La ecuación de estados (2.6) o el par (A,B), se dice controlable si

para cualquier estado inicial x(0) = x0 ∈ Rn y cualquier estado �nal x(1) ∈ Rn existe una

entrada que trans�ere x0 a x1 en tiempo �nito. En otro caso se dice no controlable.

Un sistema es controlable si la matriz de controlabilidad C es de rango completo, es decir,

el rango de C es igual a n; el número de estados C se construye de la siguiente manera:

C = [B, AB, A2B, ..., An−1B], C ∈ Rn×np.

Para el sistema (2.6) se sustituyeron los valores de los parámetros obtenidos de Quanser,

por lo que las matrices A y B quedaron de l asiguiente forma:

A =


0 1 0 0

0 0 −4.3390 0

0 0 0 1

0 0 42.8499 0

 , B =


0

1.9231

0

−5.8240

 ,
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y su matriz de controlabilidad es la siguiente:

C =


0 1.9231 0 25.2705

1.9231 0 25.2705 0

0 −5.8240 0 −249.5568

−5.8240 0 −249.5568 0

 ,
la cual tiene un rango igual a 4, por lo que el par (A,B) es controlable, aclarado este

punto, es posible seguir con la siguiente sección del capitulo, en la cual se busca controlar

al sistema mediante una estrategia de control.

2.2.3. Control lineal para el sistema péndulo invertido sobre el

carro.

Conociendo la representación en espacio estado (2.6) del péndulo invertido sobre el carro,

es posible diseñar un control que se encargue de llevar al péndulo a su punto de equilibrio

inestable.

Para ello se propone aplicar un control por realimentación de estado en donde K ∈ R1×n

es un vector de ganancias [19]. Proponiendo u como −Kx se obtiene el siguiente sistema

en lazo cerrado:

ẋ(t) = (A−BK)x(t),

x0 = x(0),

cuyo polinomio característico es:

det|sI − A+BK|.

Mediante la asignación de polos es posible determinar las ganancias K, tal que los polos

del sistema en lazo cerrado tengan ciertos valores. [19]

El polinomio característico deseado propuesto es el siguiente:

∆(λ) = s4 + 75.19s3 + 526.91s2 + 1489.5s3 + 1575.14.

Si el polinomio característico del sistema se iguala al deseado se obtienen las siguientes

ganancias:

K = [−27.5681 − 26.0701 − 106.9325 − 21.5188]. (2.7)

En la siguiente Figura (2.2) se observa el comportamiento de la planta cuando se aplica

el control u propuesto, durante un tiempo t = 50 seg.
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Figura 2.2: Dinámica del péndulo sobre el carro.

En la siguiente �gura se aprecia individualmente como las variables del sistema se en-

cuentran alrededor de punto de equilibrio. También se observa que el porcentaje de error

de las variables de estado respecto a la referencia es de 0.52 porciento

Figura 2.3: Comportamiento de las variables del péndulo invertido.
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2.2.4. Identi�cación de parámetros del péndulo invertido sobre el

carro.

De acuerdo a lo visto en el apéndice A.4 es posible identi�car los parametros de un sistema

cuando estos son desconocidos [29].

Como ya se ha mencionado en el Apéndice la identi�cación puede ser en línea o bien

procesar las medidas previamente guardadas. Para este caso, se implementó una identi-

�cación por mínimos cuadrados en linea mediante la simulación en el software Matlab.

El principio del método de mínimos cuadrados consiste en buscar los parámetros desco-

nocidos de tal forma que la suma de los cuadrados de las diferencias entre los valores

observamos y calculados multiplicados por un numero que mide el grado de precisión será

un mínimo.

Para poder obtener una solución analítica los valores calculados deben ser funciones li-

neales de los parámetros desconocidos [29].

Sea el sistema:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu, (2.8)

x0 = x(0),

donde:

x ∈ R4 es el vector de estados;

A ∈ R4×4, B ∈ R4, son las matrices constantes;

u ∈ R es una señal de entrada.

En la forma del regresor:

Z(t) = Θϕ,

Θ = [A, B], ϕ =

[
x(t)

u(t)

]
.

Θ ∈ R4×5, ϕ ∈ R5,

En el Apéndice A.4.2 se encuentra el desarrollo para llegar a las ecuaciones que rigen el

algoritmo de mínimos cuadrados recursivos, las cuales son:

e(t) = Z(t)− Θ̂ϕ,

Ṗ = −P
{
ϕϕT + ν(t)

}
P,
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˙̂
Θ = −Pϕe.

Siendo:

e ∈ R4, Z ∈ R4, P ∈ R5×5, ν(t) ∈ R4,

Con esas ecuaciones fue posible hallar los parámetros estimados del sistema. Se realizo el

experimento en linea con el sistema en lazo cerrado, utilizando las ganancias anteriores

(2.7). Se añadió un vector con las siguientes funciones de excitación persistente, sobre las

dinámicas del carro,

ν =


0.03sen(5t)

0.15cos(5t)

0

0


Se propuso la siguiente matriz Θ con parámetros distintos a los propuestos por la empresa

Quanser, pero si con la misma relación de tamaño en los valores.
0.01 0.9 0.1 0.1 0.1

0.02 0.5 −2 0.009 2

0.002 0.05 0.02 1.0000 0.6

0.09 0.2 70 0.006 −4


Los parámetros obtenidos después de 50 segundos se muestran en la siguiente Figura 2.4.

Figura 2.4: Parámetros estimados para el péndulo simple.
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Estos fueron los valores estimados obtenidos,

Θ̂ =


−0.01 0.9899 −0.01014 −0.01014 −0.01014

−0.4 −0.4 −2.4 −0.4083 0.49

−0.1121 −0.103 −0.103 0.8879 −0.022

9.461 9.371 79.37 9.371 −1.453


Las raíces del sistema con estos parámetros se encuentran del lado izquierdo del mapa,

por lo tanto se puede decir que los parámetros estimados son correctos.

λ1 = −1.8251 + 6.9448i

λ2 = −1.8251− 6.9448i

λ3 = −7.2516 + 0.0000i

λ4 = −1.3647 + 0.0000i
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2.2.5. Control por modos deslizantes dinámicos para el sistema

péndulo invertido sobre el carro.

De acuerdo a lo aprendido en el apéndice A.3.2 cuando un sistema como el que se ha

estudiado en este capitulo, es perturbado, toma la siguiente forma:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + ξ(t),

x0 = x(0), ξ ∈ R6.

Para poder aplicar un control por modos deslizantes es importante garantizar la estabili-

dad del sistema mediante un control de tipo lineal, como es el caso de la retroalimentación,

por lo que se volieron a utilizar las ganancias ya calculadas.

K = [−27.5681 − 26.0701 − 106.9325 − 21.5188],

Para este experimento las perturbaciones , se consideraron acotadas.

Como se indico en el A.3.2 para aplicar este tipo de control, es necesario proponer una

super�cie de deslizamiento σ, la cual dependa de las dinámicas del sistema. La super�cie

propuesta fue:

σ = Kx(t) + u(t).

Si la derivada respecto al tiempo del control u, bajo el conocimiento de la matriz de

ganancias K es

u̇ = −K[Ax(t) +Bu(t)]− ρsign(σ),

u(0) = u0,

entonces:

σ ∈ R, x ∈ R4, K ∈ R1×4, A ∈ R4×4, B ∈ R4, ρ ∈ R

Como se menciono en dicho apéndice, después de un tiempo t = tr, donde tr =

√
V (σ(t))

α
+

t0, σ sera igual a cero.
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Después de tener en claro la parte teorica, se llevo a acabo el experimento en la planta

real, en le cual ρ tuvo un valor igual −120. Después de 50 segundos, se obtuvieron los

siguientes resultados:

Figura 2.5: Control por modos deslizantes dinámicos para la planta real del sistema del péndulo

invertido sobre el carro.

La siguiente �gura presenta el comportamiento de las variables de estado del sistema

individualmente.

Figura 2.6: Comportamiento de las variables del péndulo invertido.

Como se ha dicho, σ después de un tiempo tr, tiende a oscilar alrededor del punto de

referencia (Figura 2.7).
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Figura 2.7: Sigma.

2.3. Conclusiones del capítulo

En este capitulo se trabajó con el caso mas simple, el cual es el péndulo invertido sobre el

carro, esta con�guración permitió poner en practica todo lo visto en los apéndices, pero

también sirvió para conocer como trabaja la planta real, como capturar los datos de las

variables de estado, como mandar correctamente la señal de control, etc.

El trabajo con este sistema fue el primer paso para llegar hasta el péndulo �exible.



Capítulo 3

Sistema péndulo �exible sobre el carro

3.1. Introducción

En este capitulo se continua con el sistema péndulo �exible, para llegar a este sistema

fue necesario trabajar con el péndulo doble invertido con resorte (Apéndice C ), el cual

emula la �exibilidad entre el primer péndulo con el segundo.

En esta parte se conocerán los parámetros que rigen al sistema del péndulo �exible, y

como mediante la identi�cación de parámetros se puede pasar de un modelo de ciertas

dimensiones y características a otro.

Una vez que se han hallado los parámetros del sistema �nal, en este mismo capitulo,

se explicaran por separado las dos estrategias que son el objetivo de esta tesis, una vez

hecho esto, se podrá observar como implementandolas se consigue no solo controlar un

sistema con retardo, si no también uno que cuente con perturbaciones.

25
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3.2. Control lineal para el péndulo doble invertido con

resorte sobre un carro

Gracias a que se conoce la representación matricial del sistema C.3 vistó en el Apéndice C,

es posible proponer una estrategia de control, como lo es una re-alimentación de estado,

mediante la asignación de polos, es así que se iguala el polinomio característico al deseado:

∆(λ) = s6+17351.18132s5+1360650s4+10277781.24s3+33130882.36s2+47196083.82s+19650986,

por lo que se obtienen las siguientes ganancias,

K = [−27.568, −25.4, −102.11, −18.407, −50.583, −10.618],

Ya que se calcularon las ganancias se efectuó aplicó la estrategia de control lineal a la

planta real, durante 50 segundos.

Figura 3.1: Dinámica de la planta real con un control lineal.

En la siguiente �gura se puede observar el comportamiento individual de las dinámicas

del sistema.
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Figura 3.2: Dinámica de cada variable de estado de la planta real con un control lineal.

Se puede ver en las �guras que la planta real logra ser controlada gracias a la estrategia

de control propuesta. La diferencia visible entre el comportamiento en la simulación y

en la planta real, es el hecho que las variables de estado de la planta real se mantienen

oscilando alrededor del punto de equilibrio inestable.

3.3. Identi�cación del retardo (experimental)

Para poder llevar a cabo una correcta simulación del comportamiento del péndulo �exible,

fue necesario realizar experimentos sobre la planta real.

La función del resorte es generar un desfasamiento en cuanto al tiempo de respuesta entre

el primer y segundo péndulo, pero es necesario conocer le tiempo de dicho desfasamiento,

es por ello que mientras la planta real se mantenía en funcionamiento, siendo controlada

por las ganancias previamente calculadas, se tomaron los datos de las posiciones de ambos

péndulos para después ser analizadas.

En la grá�ca obtenida se buscaron los desfasamientos mas visibles, por ejemplo en la

Figura 3.3 entre el tiempo t=[45,50] se alcanza a observar varios momentos en los que

retardo es visible.

Este proceso se llevo a acabo en una señal de 100 segundo, hasta que se llego a la conclusión

que el mayor retardo posible del sistema era igual a h = 0.6.
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Figura 3.3: Análisis de la posición del péndulo 1 y péndulo 2.

3.4. Mínimos cuadrados Recursivo para identi�car al

sistema péndulo �exible (Experimental)

No es fácil estimar un modelo como el de un péndulo �exible, para ello es necesario

efectuar una transformación al sistema antecesor (péndulo doble con resorte), ya que

debido al resorte, el comportamiento de este sistema puede llegar a aproximarse al de un

�exible.

Por ejemplo, una barra �exible se puede modelar si se divide su estructura en n barras con

resorte, así para conocer la dinámica de dicha barra, será necesario conocer la dinámica

de cada sub-barra con sus respectivo retardo (Figura 3.4).

Figura 3.4: Barra �exible.
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Θ = q1(t− h1) + q2(t− h2) + ...+ qn(t− hn).

El doble péndulo invertido sobre el carro, cuenta con dos sub-barras, por lo tanto para

conocer el modelo es necesario efectuar la siguiente transformación (Figura 3.5):

Figura 3.5: Transformación de R3 a R2.

Siendo estas las variables de estado del sistema (C.3),

x1 = Posición carro,

x2 = Velocidad carro,

x3 = Posición Péndulo 1,

x4 = Velocidad Péndulo 1,

x5 = Posición Péndulo 2,

x6 = Velocidad Péndulo 2

Y estas las variables del sistema péndulo �exible,

x1 = Posición carro (péndulo �exible),

x2 = Velocidad carro (péndulo �exible),

x3 = Posición Péndulo �exible,

x4 = Velocidad Péndulo �exible

La �gura 3.5 intenta explicar como las 6 variables de un sistema, pueden representar el

estado del péndulo �exible.



30 Capítulo 3: Sistema péndulo �exible sobre el carro

Es necesario mencionar que la forma que corresponde al modelo lineal del péndulo doble

invertido con resorte sobre el carro es la siguiente:

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), (3.1)

u0 = u(0), x0 = x(0),

x ∈ R6, A ∈ R6×6, B ∈ R6, u ∈ R,

Mediante una identi�cación de parámetros se espera que el modelo del péndulo �exible

tenga la siguiente forma:

ẋ(t) = A0x(t) + A1y(t− h) + Bu+ ξ(t), (3.2)

x(θ) = ϕ(θ), con θ ∈ [−h, 0]

,

ẋ(θ) = ϕ̇(θ), con θ ∈ [−h, 0].

Donde:

x ∈ R4 , es la variable de salida en el tiempo.

A0, A1 ∈ R4×4, B ∈ R4,

h > 0, es un retardo constante en el tiempo.

yt, de�ne la información mínima para construir la solución y(t;ϕ; t0).

u ∈ R es la entrada de control.

ξ contiene dinámicas inciertas y/o perturbaciones externas bajo el supuesto que las

perturbaciones son acotadas por ‖ξ‖ ≤ δ.

Como se ha mencionado el modelo del péndulo �exible depende del sistema (3.1), por lo

que la ecuación (3.2) puede representarse de la siguiente manera:

ẏ(t) = A0


x1

x2

x3

x4

 (t) + A1


0

0

x5

x6

 (t− h) + Bu+ ξ(t).
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La identi�cación de parámetros se realizo en linea mientras el sistema (3.1) era controlado

mediante una realimentación de estados con las siguientes ganancias

K1 = −27.5681,

K2 = −25.3998,

K3 = −102.1079,

K4 = −18.4066,

K5 = −50.583,

K6 = −10.6178.

Es claro que para obtener el modelo del péndulo �exible son necesarias las variables

de estado del sistema doble con resorte, tomando en cuenta el retardo existente en las

variables de estado que corresponden al segundo péndulo el cual tiene el resorte.

Para llegar a la aproximación de la estructura de las matrices A0, A1 y B, fue necesario

implementar una trasformación de D'Alembert [4].

Recordando el algoritmo de mínimos cuadráticos, la ecuación anterior se puede representar

de la forma:

[A0, A1, B]

 y(t)

y(t− h)

u(t)

 = ΘTϕ, (3.3)

y(t), y(t− h) ∈ R4, u ∈ R,

A0, A1,∈ R4×4, B ∈ R4,

ΘT ∈ R4×9, ϕ ∈ R9, h = 0.6 seg.

Con la forma (3.3) se puede implementar el algoritmo de mínimos cuadrados recursivo, el

cual se rige por las siguientes ecuaciones:

e = Z − Θ̂ϕ, Z = ẏ,

Ṗ = −P
{
ϕϕT + ν

}
P,

˙̂
Θ = −Pϕe.

e ∈ R4, Z ∈ R4, P ∈ R5×5, ν(t) ∈ R4
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Con la forma (3.3) se puede implementar el algoritmo de mínimos cuadrados recursivo el

cual se describe en el Apéndice A.4

El experimento que se realizo con la planta real, consistió en identi�car los parámetros

en linea, mientras el sistema del péndulo doble con resorte era controlado mediante las

ganancias ya utilizadas.

K = [−27.568, −25.4, −102.11, −18.407, −50.583, −10.618],

El siguiente vector contiene las funciones de excitación persistente,

ν(t) =


0.025sen(t)

0.025cos(t)

0

0

 .
Después de un tiempo de 100 segundos se encontraron los parámetros que corresponden

al modelo del péndulo �exible,

Figura 3.6: Parámetros estimados del péndulo �exible.
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A0 =


−0.007 0.99 −.0037 −.0074

−6.14 −5.528 5.067 −6.142

0.801 0.7209 0.4005 1.801

−6.954 −6.259 63.05 −6.954

 ,

A1 =


−0.0074 −0.0037 −0.0074 −0.0081

−6.142 −3.071 −5.841 −6.321

0.801 0.4005 0.801 1.881

−6.954 −3.477 −65.78 −182.3

 ,

B =


−0.007414

−1.116

0.801

11.68

 ,

3.5. Control por modos deslizantes dinámicos al siste-

ma péndulo doble invertido con resorte sobre el

carro.

De acuerdo con lo aprendido en el Apéndice A.3, es posible atenuar las perturbaciones

al momento de controlar una planta, es por ello que para el sistema C.3 con la siguiente

forma:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu+ ξ(t)

x0 = x(o)

ẋ, x ∈ R6, A ∈ R6×e, B ∈ R6, u ∈ R

De acuerdo a los conceptos del Apéndice mencionado, es necesario proponer una super�cie

de deslizamiento σ = Kx(t) + u(t), la cual depende de las dinámicas del sistema.

Si la derivada respecto al tiempo de la acción de control u, conociendo las ganancias K

es tal que:

u̇ = −K[Ax(t) +Bu(t)]− ρsign(σ),

u(0) = u0,

σ ∈ R, x ∈ R6, K ∈ R1×6, A ∈ R6×6, B ∈ R6, ρ ∈ R
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Después de un tiempo t = tr, donde tr =

√
V (σ(t))

α
+ t0, σ sera igual a cero.

Una vez que se tiene claro las ecuaciones, llevó a cabo el experimento sobre la planta real,

durante 50 segundos.

Figura 3.7: Control por modos deslizantes para el péndulo doble invertido sobre el carro con

resorte.

Figura 3.8: Variables de estado del sistema péndulo doble invertido sobre el carro con resorte

ante un control por modos deslizantes.
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Se concluyo que mediante este control, y ante alguna perturbación externa, el péndulo se

mantuvo todo el tiempo en su punto de equilibrio inestable, ya que también el tiempo de

respuesta del carro era mejor en comparación al control lineal.

Después del experimento anterior se almacenaron los datos de la variables de estado

x ∈ R6, así como el control u(t), con estas variables y conociendo las matrices A0, A1 y B

que corresponden al péndulo �exible, es posible conocer la dinámica del péndulo �exible.

Figura 3.9: Dinámica del péndulo �exible ante un control por modos deslizantes dinámicos.

Figura 3.10: Variables de estado del sistema péndulo �exible ante un control por modos desli-

zantes.
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Las �guras anteriores corresponden al comportamiento de las variables de estado del

péndulo �exible (y(t)). se puede observar que estas se mantiene oscilando alrededor del

punto de equilibrio inestable.

3.6. D-particiones para el sistema péndulo �exible.

Se sabe que el sistema del péndulo �exible tiene la siguiente forma:

ẋ(t) = A0x(t) + Atx(t− h) +Bu(t),

x0 = x(0), x(θ) = ϕ(θ), xt := x(t+ θ) con θ ∈ [−h, 0],

x(t) ∈ R4, A0, A1 ∈ R4×4, B ∈ R4, u ∈ R, h > 0, h = 0.0001

Si se propone un control u = K0x(t) +K1x(t− h), en el cual K0, K1 ∈ R1×4.

ẋ(t) = A0x(t) + Atx(t− h) +B(K0x(t) +K1x(t− h)), (3.4)

es necesario calcular el quasipolinomio característico del sistema,

∆(s) = |sIn − (A0 +BK0)− (A1 +BK1)e−sh,

SeaK0 = [K01, K02, −90.1079, −8.4066],K1 = [−17.5681, −15.4, −40.5830, −0.6178],

Para obtener las D - Particiones del sistema con los parámetrosK01 contraK02 es necesario

analizar los siguientes casos:

Caso s = 0:

K01 = 26.81, (3.5)

Caso s = j ω.

Si ejωh se representa en la forma de Euler, y se separa en dos ecuaciones, real e

imaginaria.

K01 =
∆1 + ∆2 + ∆3 + ∆4 + ∆5 + ∆6 + ∆7

Π1

(3.6)

Substituyendo K01 en la ecuación R y despejando K12,

∆8 = (0.062(2.3e56ω − 1.0e56sen(5.0hω) + 1.9e56sen(3.0hω) + 9.6e55sen(hω),
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∆9 = 1.5e56sen(2.0hω)− 4.2e55sen(4.0hω)− 6.5e55ω2cos(2.0hω) + 2.0e55ω2cos(4.0hω),

∆10 = −1.6e57ω3cos(2.0hω)−8.7e55ω4cos(2.0hω)+1.3e56ω2sen(2.0hω)+6.4e55ω2sen(4.0hω),

∆11 = 1.2e55ω3sen(2.0hω)−8.7e55ω4sen(2.0hω)+6.9e54ω2cos(3.0hω)−1.8e56ω3cos(3.0hω),

∆12 = 2.6e57ω2sen(3.0hω) + 8.0e55ω3sen(3.0hω)− 3.1e56ωcos(hω)− 6.4e54ωsen(hω),

∆13 = −1.3e57ωcos(2.0hω)+1.0e57ωcos(4.0hω)+6.8e53ωsen(2.0hω)−3.4e53ωsen(4.0hω),

∆14 = 4.2e54ωcos(5.0hω) + 4.5e55ω2 + 7.8e54ω3 + 8.7e55ω4 − 5.1e52ω5 + 1.6e50ω6,

∆15 = −6.9e54ω2cos(hω) + 1.1e56ω3cos(hω)− 3.8e51ω4cos(hω) + 9.8e53ω5cos(hω),

∆16 = 2.7e56ωcos(3.0hω)− 2.0e57ω2sen(hω)− 2.2e56ω3sen(hω) + 1.9e53ω4sen(hω),

∆17 = −8.4e53ωsen(5.0hω)− 1.0e54ω5sen(hω) + 3.5e54ωsen(3.0hω),

Π2 = (1.9e53ω2cos(4.0hω)− 6.5e53ω2cos(2.0hω)− 2.9e52ω + 1.0e52ω3cos(2.0hω),

Π3 = −8.4e51ω4cos(2.0hω)−1.8e53ω2sen(2.0hω)+6.9e53ω2sen(4.0hω)+5.7e50ω3sen(2.0hω),

Π4 = −1.3e52ω4sen(2.0hω)5.0e52ω2cos(3.0hω)−1.1e54ω3cos(3.0hω)+2.5e53ω2sen(3.0hω),

Π5 = 3.7e53ω3sen(3.0hω)− 5.9e52ωcos(hω)− 1.6e53ωsen(hω)− 1.0e53ωcos(2.0hω),

Π6 = 7.6e52ωcos(4.0hω) + 1.7e52ωsen(2.0hω)− 8.4e51ωsen(4.0hω) + 1.1e53ωcos(5.0hω),

Π7 = 4.6e53ω2 + 4.1e51ω3 + 8.4e51ω4 − 5.0e52ω2cos(hω)− 3.7e53ω3cos(hω),

Π8 = 4.8e49ω5cos(hω)− 2.1e52ωsen(5.0hω)− 1.0e53ωcos(3.0hω) + 5.1e52ω2sen(hω),

Π9 = −1.1e54ω3sen(hω) + 4.0e49ω4sen(hω)− 4.8e49ω5sen(hω) + 8.8e52ωsen(3.0hω)),

K02 =
∆9 + ∆10 + ∆11 + ∆12 + ∆13 + ∆14 + ∆15 + ∆16

Π2 + Π3 + Π4 + Π5 + Π6 + Π7 + Π8 + Π9.
(3.7)

Se obtienen las ecuaciones para K01 y K02, con las cuales se grá�ca el mapa de pará-

metros.
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Figura 3.11: Mapa de parámetros K01 vs K02.

El mapa de parámetros que se muestra divide en cuatro zonas, para encontrar el par

de ganancias que hacen estable al sistema, para comprobar la zona con los parámetros

necesarios, se hicieron 4 pruebas, teniendo como resultado que la zona con parámetros

estables es la zona 4, para demostrarlo se gra�caron los polos del sistema en lazo ce-

rrado con K11 = −30, K12 = −20, dichos polos se localizaron del lado izquierdo por

lo que se concluyo que las ganancias a utilizar en los siguientes experimentos serian

K0 = [−30, −20, −90.1079, −8.4066], K1 = [−17.5681, −15.4, −40.5830, −0.6178]
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3.6.1. Estrategia de control

El sistema �nal péndulo �exible se puede representar como se muestra a continuación,

agregando una perturbación.

ẋ(t) = A0x(t) + A1x(t− h) +Bu(t) + ξ(t),

x0 = x(0), x(θ) = ϕ(θ), xt := x(t+ θ) con θ ∈ [−h, 0],

x(t) ∈ R4, A0, A1 ∈ R4×4, B ∈ R4, u ∈ R, h = 0.6,

ξ(t) contiene dinámicas inciertas y/o perturbaciones externas bajo el supuesto de que las

perturbaciones son acotadas por ‖ε‖ ≤ δ <∞.

Para poder implementar un control por modos deslizantes que se encargue de atenuar las

perturbaciones es necesario proponer una super�cie de deslizamiento σ la cual dependa

del estado del sistema, se espera que el error de seguimiento se haga cero en un tiempo

�nito.

σ = Kx+ u, (3.8)

K ∈ Rm×n, σ ∈ Rm.

Cuando las trayectorias evolucionen sobre la super�cie de deslizamiento, se puede decir

que el sistema se encuentra en modo deslizante. Cuando esto ocurre un sistema puede tener

cualquier comportamiento dinámico como tender hacia un punto de equilibrio dentro de

la super�cie de deslizamiento o seguir una trayectoria que lo lleve a abandonar la región

de deslizamiento [16].

Se desea comprobar que σ es asintóticamente estable, así que se propone una función de

energía:

V (σ) = σTσ, (3.9)

∴ V (σ) > 0,

la función propuesta es de�nida positiva, si se analiza su dinámica se obtiene la siguiente

ecuación:

V̇ (σ) = σT σ̇ + σ̇Tσ = 2σT σ̇,

es necesario conocer σ̇,

σ̇ = Kẋ+ u̇ = K[A0x(t) + A1x(t− h) +Bu(t) + ξ(t)] + u̇.

Se puede suponer que u̇ contrarresta el estado si se propone de la siguiente manera,

u̇ = −KA0x(t)−KA1x(t− h)−KBu(t) + u2(t).
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Si la ecuación anterior se sustituye en σ̇

σ̇ = Kξ(t) + u2(t),

sustituyendo σ̇ en V̇ (σ),

V̇ (σ) = 2σT [Kξ(t) + u2(t)].

Se puede proponer u2(t) = −ρsign(σ), ρ ∈ Rm×m, con la �nalidad de atenuar los efectos

de la perturbación, la cual como ya se menciono acotada y desconocida.

V̇ (σ) = 2σT [Kξ(t)− ρsign(σ)],

V̇ (σ) = 2σTKξ(t)− 2σTρsign(σ).

Si 2σTKξ(t) ≤ |2σTKξ(t)|

V̇ (σ) ≤ 2|σTKξ(t)| − 2σTρsign(σ).

Si se aplica la traza al segundo elemento de la diferencia,

V̇ (σ) ≤ 2|σTKξ(t)| − 2tr
(
σTρsign(σ)

)
,

De acuerdo a la propiedad de la traza [30]:

tr(AB) = tr(BA),

trA+B = tr(A) + tr(B),

V̇ (σ) ≤ 2|σTKξ(t)| − 2tr
(
ρsign(σ)σT

)
.

Si:

sign(σ) =
σ

(σTσ)
1
2

,

entonces el sign(σ)σT

sign(σ)σT =
σσT

(σTσ)
1
2

,

sign(σ)σT = σσT (σTσ)−
1
2 ,

sign(σ)σT = (σTσ)
1
2 ,

si |σ| = (σTσ)
1
2 ,

sign(σ)σT = |σ|.

V̇ (σ) ≤ 2|σTKξ(t)| − 2tr (ρ) |σ|.
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Si se de�ne δ = tr(ρ)

V̇ (σ) ≤ 2|σTKξ(t)| − 2δ|σ|,

V̇ (σ) ≤ 2|σ||Kξ(t)| − 2δ|σ|,

ξ(t) es una perturbación o dinámica no modelada desconocida y acotada,

‖ξ(t)‖ ≤ δ1,

V̇ (σ) ≤ 2|σ|Kδ1 − 2δ|σ|,

V̇ (σ) ≤ −2 [δ −Kδ1] |σ|.

Es necesario garantizar que δ > Kδ1 para que V̇ (σ) < 0, lo cual signi�caría que tiene un

comportamiento descendiente. Otro aspecto a analizar es que V (σ) tienda a cero en un

tiempo tr. Recordando que |σ| = (σTσ)
1
2 .

Sustituyendo δ −Kδ1 por α,

V̇ (σ) ≤ −2α
[
(σTσ)

1
2

]
,

d

dt
V (σ) ≤ −2α

[
(σTσ)

1
2

]
.

Recordando V (σ) de (A.8)

V (σ) = (σTσ)

d

dt
V (σ) ≤ −2α

[
V (σ)

1
2

]
.∫ t

t0

1√
V (σ)

dV (σ) ≤ −2α

∫ t

t0

dt.

Si se la solución a las ecuaciones:

2
√
V (σ)|tt0 ≤ −2αt|tt0 ,

2
√
V (σ(t))− 2

√
V (σ0) ≤ −2α(t− t0),√

V (σ(t)) ≤
√
V (σ0)− α(t− t0).

Si V (σ0) = 0, √
V (σ(t)) ≤ −α(t− t0),

despejando tr de la ecuación anterior,

tr =

√
V (σ(t))

α
+ t0.
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Por lo tanto σ va a tender a cero en un tiempo tr cuando t ≥ tr.

Una vez que se obtuvieron mediante el análisis por D-particiones, las ganancias K que

estabilizan al sistema y mediante un control por modos deslizantes se analizó al sistema

cuando presenta una perturbación acotada.

Aplicando las ecuaciones anteriores σ y u̇ y las ganancias obtenidas mediante D-particiones,

fue posible llevar la prueba al laboratorio y aplicarlo al péndulo �exible real.

A continuación se presenta el comportamiento del péndulo �exible:

3.7. Conclusiones capítulo 3.

En este punto del trabajo, ya se logró encontrar los parámetros que componen el modelos

matemático del péndulo �exible, y para ellos fue necesario el análisis del péndulo doble

invertido sobre el carro con resorte.

Una vez que se tuvo conocimiento de estos parámetros, fue posible implementar las estra-

tegias de control. Se puede concluir que el trabajo conjunto de ambas estrategias tiene un

comportamiento satisfactorio del sistema, ya que por un lado se encuentras las ganancias

K que garantizan la estabilidad del sistema, y a su vez se atenúan las perturbaciones

acotadas que pudieran provocar inestabilidad en el sistema.
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Apéndice A

Preliminares

Para el desarrollo de este trabajo se emplearon las siguientes metodologías.

A.1. Sistemas con retardos.

El comportamiento de la mayoría de los sistemas reales, ante señales externas, no ocurre

inmediatamente, por lo que suponer que el estado siguiente no depende de los estados

pasados, puede no ser su�ciente para conocer el comportamiento del sistema. La forma

de resolver este problema es incluir en el modelo matemático información de los estados

pasados. A estos se les conoce como sistemas con retardos, de los cuales la evolución fu-

tura de sus variables de estado depende no solamente del valor actual, sino de los valores

pasados dentro de una cierta ventana temporal [18].

En esta sección se considerará una clase de sistemas lineales con retardo, ya que este tipo

de sistemas con retardo ayuda a la comprensión de los conceptos básicos, y crea una base

para el estudio de casos mas generales.

Sea un sistema con retardo de la forma [24],

ẋ = A0x(t) + A1x(t− h), t ≥ 0. (A.1)

Donde A0, A1 ∈ Rn×n y h > 0 es un retardo. ϕ[−h, 0] → Rn es una condición inicial.

Suponemos que la condición pertenece al espacio, PC([−h, 0], Rn). Sea x(t, ϕ) la solución

de (A.1) con condiciones iniciales:

x(θ, ϕ) = ϕ(θ), θ ∈ [−h, 0],
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y xt(ϕ) es la solución en [t− h, t]

xt(ϕ) : θ → x(t+ θ, ϕ), θ ∈ [−h, 0].

Para los elementos en el espacio PC([−h, 0], Rn) usamos la norma uniforme [21]

‖ϕ‖h = sup‖ϕ‖, θ ∈ [−h, 0]

.

A.1.1. Matriz fundamental.

De�nición A.1.1.1 Se dice que la matriz K(t) ∈ Rn×n es matriz fundamental del siste-

ma (A.1), si satisface [24]:

d

dt
K(t) = K(t)A0(t) +K(t− h)A1, t ≥ 0, (A.2)

K(t) = 0n×n para t < 0, K(0) = I donde I es la matriz identidad.

A.1.2. Fórmula de Cauchy.

Teorema A.1.2.1 Dada una función inicial ϕ ∈ PC([−h, 0], Rn) , se cumple la siguiente

la igualdad [24]

x(t, ϕ) = K(t)ϕ(0) +

∫ 0

−h
K(t− θ − h)A1ϕ(θ)dθ, t ≥ 0 (A.3)

A.1.3. Tipos de Sistemas con retardo.

Sistemas de tipo retardado y con retardo puntual discreto: Cuando el retardo afecta

al estado en valores puntuales de tiempo:

ẋ(t) = A0x(t) + A1x(t− h). (A.4)

Sistemas de tipo retardado con retardo distribuido: Este tipo de retardo no tiene

un valor puntual, sino que su valor se encuentra repartido dentro de una ventana

temporal

ẋ(t) = A0x(t) + A1

∫ 0

−h
x(t− θ)dθ.
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Sistemas tipo neutral con retardo puntual discreto: Este tipo de sistemas, ademas de

necesitar valores puntuales del pasado para conocer las trayectorias futuras, cuenta

con un retardo en la diferencial.

ẋ(t) + dẋ(t− h) = A0x(t)a1b(t− h). (A.5)

La diferencia entre estos sistemas está en la información necesaria de las condiciones

iniciales para conocer las variables futuras.
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A.2. D-particiones.

Las D-particiones son fronteras que dividen un mapa de parámetros en regiones de es-

tabilidad e inestabilidad. Los parámetros que se encuentran sobre estas fronteras, hacen

que un sistema tenga algunos polos sobre el eje imaginario y que ante alguna variación

el sistema pueda pasar de estable a inestable o viceversa. La estabilidad de las zonas

no se puede determinar a simple vista, para ello es necesario tomar un punto de alguna

zona y mediante otro método observar en donde se encuentran sus polos, si el sistema es

estable o inestable con estos parámetros, cualquier otro punto de la misma zona tendrá

el mismo resultado, esto debido a la propiedad de continuidad las raíces con respecto a

los parámetros [13].

Para trazar un mapa de parámetros, es necesario conocer el cuasipolinomio característico

del sistema mediante la transformada de Laplace con condiciones iniciales igual a cero.

De�nición A.2.0.1 Un número complejo s0 es un eigenvalor del sistema (A.4) si es una

raíz de la función característica [21],

f(s) = det(sI − A0 − A1e
−sh),

el conjunto Λ = {s�f(s) = 0} .

Teorema A.2.0.1 El sistema (A.4) es exponencialmente estable si y solo si el espectro

del sistema se encuentra en el semiplano izquierdo del plano complejo [21],

Re(s0) < 0, s0 ∈ Λ.

De�nición A.2.0.1 Un número complejo s0 es un eigenvalor del sistema (A.5) si es una

raíz de la función característica [21],

f(s) = det(sI − dse−sh − A0 − A1e
−sh),

el conjuntoΛ = {s�f(s) = 0} .

Teorema A.2.0.1 El sistema (A.5) es exponencialmente estable si y solo si existe ε > 0

tal que el espectro del sistema se encuentra en el semiplano izquierdo del plano complejo

[21],

Re(s) = −ε, Re(s0) < −ε, s0.



50 Apéndice A: Preliminares

A.2.1. Propiedades del cuasipolinomio.

Son funciones analíticas, tienen un número in�nito de raíces, lo cual complica sus-

tancialmente su análisis.

Estos sistemas son exponencialmente estables con decaimiento exponencial σ, si y

solo si todas sus raíces están ubicadas a la izquierda de la lineal vertical de −σ,
σ > 0.

Sus raices se desplazan de manera continua ante variaciones del retardo o de los

parámetros del sistema. Así mismo las transiciones de estabilidad a inestabilidad y

viceversa ocurren en el eje imaginario [21].

A.2.2. Metodología para D-particiones.

1. Obtener el cuasipolinomio característico del sistema mediante la transformada de

Laplace con condiciones iniciales igual a cero.

2. Establecer dos parámetros a variar, el resto son �jos.

3. Evaluar el cuasipolinomio en s = 0 para el caso en el que algunos los polos estén

sobre el centro del plano complejo.

4. Obtener una expresión para los parámetros uno y dos.

5. Evaluar el cuasipolinomio en s = jω, para algunos polos sobre el eje imaginario.

6. Dividir la expresión anterior en parte real e imaginaria, ambas expresiones igualarlas

a cero.

7. Variar ω para obtener las soluciones para los parámetros uno y dos.



Apéndice A: Preliminares 51

A.3. Modos Deslizantes.

El estudio de los sistemas de control por modos deslizantes ha sido de mucho interés en la

comunidad cientí�ca durante las últimas dos décadas debido a su buen comportamiento

ante incertidumbres acopladas y no acopladas, y el rechazo de perturbaciones externas

[25].

El control por modos deslizantes SMC es un tipo particular de control por estructura.

Los sistemas de VSC (Control por estructura variable) se caracterizan por estar descritos

a través de dos o más leyes de control y una regla de decisión. La regla de decisión se

denomina función de conmutación. Su entrada es alguna medida del comportamiento del

sistema en el instante actual y su salida es la ley de control que debería aplicarse en ese

instante de tiempo [26].

En los modos deslizantes, los sistemas VSC se diseñan para conducir y restringir el estado

del sistema a permanecer en un entorno de la función de conmutación llamada super�cie

deslizante. Cuando se satisfacen ciertas condiciones, el estado se desliza sobre esta super-

�cie, permaneciendo insensible a un tipo particular de incertidumbres o perturbaciones

externas, lo es la característica principal para su aplicación en los sistemas de control [16].

Para mantener el régimen de deslizamiento ideal, la señal de control debe ser capaz de

conmutar con una frecuencia in�nita entre valores positivos a negativos, esto produce un

efecto indeseado denominado chattering, así que las trayectorias oscilan alrededor de la

super�cie de deslizamiento [17].

La metodología de diseño de un controlador por modos deslizantes, implica primero esta-

blecer la dinámica de la super�cie de deslizamiento, veri�car la estabilidad y la existencia

del modo deslizante diseñando una ley de control que garantice un régimen de desliza-

miento. Una vez que el sistema es atrapado en la super�cie, la dinámica del sistema en

lazo cerrado es determinada sólo por la super�cie de deslizamiento. El control que se

diseña permite que las dinámicas del sistema permanezcan en dicha super�cie [27].

A.3.1. Perturbaciones.

Son señales que tienden a afectar negativamente el valor de la salida de un sistema. Se

pueden clasi�car por el origen de esta señal, es decir si la perturbación se genera dentro
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del sistema se denomina interna, en tanto que una perturbación externa se produce fuera

del sistema, y se considera una entrada. Estas incertidumbres se pueden deber a errores

de modelaje, falta de información sobre el sistema a modelar, errores de medición o las

características de los sensores empleados [28].

A.3.2. Modos deslizantes dinámicos.

Para una mejor comprensión de las ideas básicas y características de ésta técnica de

control, a continuación se presenta el desarrollo de modos deslizantes dinámicos para el

siguiente sistema.

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + ξ(t), (A.6)

x ∈ Rn, x0 = x(0),

A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, u ∈ Rm, ξ ∈ Rn,

ξ(t) contiene dinámicas inciertas y/o perturbaciones externas bajo el supuesto de que las

perturbaciones son acotadas por ‖ε‖ ≤ δ <∞.

Es necesario proponer una super�cie de deslizamiento σ la cual dependa del estado del

sistema, se espera que el error de seguimiento se haga cero en un tiempo �nito.

σ = Kx+ u, (A.7)

K ∈ Rm×n, σ ∈ Rm.

Se espera que las trayectorias evolucionen sobre la super�cie de deslizamiento, en ese

instante se puede decir que el sistema se encuentra en modo deslizante. Cuando esto

ocurre un sistema puede tener cualquier comportamiento dinámico como tender hacia un

punto de equilibrio dentro de la super�cie de deslizamiento o seguir una trayectoria que

lo lleve a abandonar la región de deslizamiento [16].

Se desea comprobar que σ es asintóticamente estable, así que se propone una función de

energía:

V (σ) = σTσ, (A.8)

∴ V (σ) > 0,

se puede observar que la función propuesta es de�nida positiva, si se analiza su dinámica:

V̇ (σ) = σT σ̇ + σ̇Tσ = 2σT σ̇,
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es necesario conocer σ̇,

σ̇ = Kẋ+ u̇ = K[Ax(t) +Bu(t) + ξ(t)] + u̇,

se puede suponer que,

u̇ = −KAx(t)−KBu(t) + u2(t).

Si la ecuación anterior se sustituye en σ̇

σ̇ = Kξ(t) + u2(t),

sustituyendo en V̇ (σ),

V̇ (σ) = 2σT [Kξ(t) + u2(t)].

Se puede proponer u2(t) = −ρsign(σ), ρ ∈ Rm×m

V̇ (σ) = 2σT [Kξ(t)− ρsign(σ)],

V̇ (σ) = 2σTKξ(t)− 2σTρsign(σ),

como 2σTKξ(t) ≤ |2σTKξ(t)|,

V̇ (σ) ≤ 2|σTKξ(t)| − 2σTρsign(σ).

De acuerdo a la propiedad de la traza [30]:

tr(AB) = tr(BA),

trA+B = tr(A) + tr(B),

V̇ (σ) ≤ 2|σTKξ(t)| − 2tr
(
σTρsign(σ)

)
,

V̇ (σ) ≤ 2|σTKξ(t)| − 2tr
(
ρsign(σ)σT

)
,

como:

sign(σ) =
σ

(σTσ)
1
2

,

sign(σ)σT = |σ|.

V̇ (σ) ≤ 2|σTKξ(t)| − 2tr (ρ) |σ|,

si δ = tr(ρ)

V̇ (σ) ≤ 2|σTKξ(t)| − 2δ|σ|,

V̇ (σ) ≤ 2|σ||Kξ(t)| − 2δ|σ|,
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ξ(t) es una perturbación o dinámica no modelada desconocida y acotada,

‖ξ(t)‖ ≤ δ1,

V̇ (σ) ≤ 2|σ|Kδ1 − 2δ|σ|,

V̇ (σ) ≤ −2 [δ −Kδ1] |σ|,

es necesario garantizar que δ > Kδ1 para que V̇ (σ) < 0, lo cual signi�caría que tiene un

comportamiento descendiente.

También se espera que V (σ) tienda a cero en un tiempo tr,

|σ| = (σTσ)
1
2 ,

si α = δ −Kδ1,

V̇ (σ) ≤ −2α
[
(σTσ)

1
2

]
|σ|,

d

dt
V (σ) ≤ −2α

[
(σTσ)

1
2

]
|σ|,

recordando V (σ) de (A.8) ∫ ∞
t0

1√
V (σ)

dV (σ) ≤ −2α

∫ ∞
t0

dt,

2
√
V (σ)|tt0 ≤ −2αt|tt0 ,

2
√
V (σ(t))− 2

√
V (σ0) ≤ −2α(t− t0),√

V (σ(t)) ≤
√
V (σ0)− α(t− t0),

por lo tanto σ tiende a cero en un tiempo tr, t ≥ tr. Si V (σ0) = 0,√
V (σ(t)) ≤ −α(t− t0),

tr =

√
V (σ(t))

α
+ t0.
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A.4. Identi�cación de parámetros.

La identi�cación de sistemas tiene diversos signi�cados en la literatura cientí�ca. La más

usada es la que de�ne la identi�cación o modelo de un sistema como el proceso de deter-

minar un conjunto de ecuaciones diferenciales o en diferencias, o los parámetros de tales

ecuaciones, que describen un proceso físico de acuerdo a un determinado criterio [29].

La identi�cación de parámetros para diferentes clases de sistemas dinámicos ha sido am-

pliamente estudiado durante las últimas tres décadas. Básicamente, se consideran los

sistemas dinámicos cuya dinámica depende linealmente de los parámetros desconocidos

[32].

Desde el punto de vista de procesamiento, la identi�cación puede ser hecha en línea con

el proceso o bien las medidas efectuadas son guardadas en un archivo y posteriormente

procesadas. Por otro lado, si la identi�cación en línea se hace cada periodo de muestreo, se

tiene lo que se llama identi�cación en tiempo real, por lo que se utiliza la versión recursiva

de los algoritmos [29].

La identi�cación de un sistema comprende las siguientes tareas:

Estudio experimental (Adquisición de datos).

Formulación de un criterio.

Seleccionar la estructura del modelo.

Estimación de los parámetros.

Validación del modelo obtenido.

A.4.1. Mínimos cuadrados

El principio del método de mínimos cuadrados consiste en buscar los parámetros desco-

nocidos de tal forma que la suma de los cuadrados de las diferencias entre los valores

observamos y calculados multiplicados por un numero que mide el grado de precisión será

un mínimo.

Para poder obtener una solución analítica los valores calculados deben ser funciones li-

neales de los parámetros desconocidos [29].

Sea el sistema:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu, (A.9)
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x0 = x(0),

donde:

x ∈ RN es el vector de estados;

A ∈ RN×N , B ∈ RN×M , son las matrices constantes;

u ∈ RP es una señal de entrada.

En la forma del regresor:

Z(t) = Θϕ,

Θ ∈ RN×(N+M), ϕ ∈ RN+M ,

Θ = [A, B], ϕ =

[
x(t)

u(t)

]
.

La diferencia entre la salida real y su predicción es el error residual:

e(t) = Z(t)− Θ̂ϕ, (A.10)

e ∈ RN ,

siendo Θ̂ los parámetros estimados. El método de mínimos cuadrados consiste en mini-

mizar el cuadrado del error [29]:

J =

∫ ∞
0

e(t)T e(t)∂t,

J =

∫ ∞
0

(Z(t)− Θ̂ϕ)T (Z(t)− Θ̂ϕ)∂t,

J =

∫ ∞
0

(ZT (t)Z(t)− Z(t)T Θ̂ϕ− ϕT Θ̂TZ(t) + ϕT Θ̂T Θ̂ϕ)∂t,

J =

∫ ∞
0

(ZT (t)Z(t)− 2Z(t)T Θ̂ϕ+ ϕT Θ̂T Θ̂ϕ)∂t.

El mínimo será el valor de Θ̂ que hace la derivada cero:

∂J
∂Θ̂

= 0,

∂J
∂Θ̂

=

∫ ∞
0

∂

∂Θ̂

[
ZT (t)Z(t)− 2Z(t)T Θ̂ϕ+ ϕT Θ̂T Θ̂ϕ

]
∂t,
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∂J
∂Θ̂

=

∫ ∞
0

(−2Z(t)ϕT + 2Θ̂ϕϕT )∂t,

∂J
∂Θ̂

= −2

∫ ∞
0

Z(t)ϕT∂t+ 2Θ̂

∫ ∞
0

ϕϕT∂t,

resolviendo se llega a la ecuación de

Θ̂ =

∫ ∞
0

ϕTZ(t)∂t

[∫ ∞
0

ϕϕT∂t

]−1

(A.11)

A.4.2. Forma Recursiva.

La forma recursiva aprovecha parte de los cálculos realizados en un paso para el siguiente,

por lo que el cálculo de los parámetros en un instante se realiza como:

Θ̂N+1 = Θ̂N + correción

Si el sistema esta variando, se suelen ponderar las medidas que se van tomando, dándole

mas peso a las mas recientes . La solución conduce a los siguientes pasos [29]

1. Seleccionar los valores iniciales de P y Θ̂.

2. Obtener los valores de x(t) y u(t).

3. Formar el vector regresor ϕ

4. Calcular el error residual: e(t+ 1) = ẋ(y + 1)− Θ̂(t)ϕ(t+ 1).

5. Calcular P.

6. Calcular los nuevos parámetros estimados Θ̂.

7. Volver al paso 2.

De la ecuación (A.11) de�nimos P−1,

P−1 =

∫ ∞
0

ϕϕT∂t,

P =

(∫ ∞
0

ϕϕT∂t

)−1

,

P ∈ R(N+M)×(N+M).
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Por otro lado,
d

dt
P−1 = ϕϕT ,

por otra parte

PP−1 = 0(N+M)×(M+N),

d

dt
PP−1 = P

d

dt
P−1 +

d

dt
PP−1 = 0,

d

dt
PP−1 = P ˙P−1 + ṖP−1 = 0,

obtenemos Ṗ :

Ṗ = −P ˙P−1P,

substituyendo Ṗ−1

Ṗ = −P
{
ϕϕT

}
P, (A.12)

sustituyendo P en (A.11)

Θ̂ = P

∫ t

0

ϕZ∂t, (A.13)

dinámica de ˙̂
Θ:

d

dt
Θ̂ =

d

dt

[
P

∫ t

0

ϕZ∂t

]
,

˙̂
Θ = Ṗ

∫ t

0

ϕZ∂t+ PϕZ,

sustituyo Ṗ
˙̂
Θ = −P

[
d

dt
P−1

]
P

∫ t

0

ϕZ∂t+ PϕZ,

si conozco Ṗ−1

˙̂
Θ = −PϕϕTP

∫ t

0

ϕZ∂t+ PϕZ,

˙̂
Θ = −Pϕ

[
ϕTP

∫ t

0

ϕZ∂d− Z
]
.

Recordando (A.13)
˙̂
Θ = −Pϕ

[
ϕT Θ̂− Z

]
,

utilizando la ecuación del error (A.10):

˙̂
Θ = −Pϕe. (A.14)

En consecuencia el algoritmo de mínimos cuadrados se describe con las ecuaciones (A.10),

(A.12), (A.14).



Apéndice B

Sistema péndulo doble invertido sobre

el carro

B.1. Modelo dinámico del sistema péndulo doble inver-

tido sobre el carro.

Para poder llegar a analizar y conocer el ultimo sistema, es necesario analizar un sistema

pendular con dos barras, el cual se puede observar en la siguiente Figura B.1, Consta de

Figura B.1: Diagrama del péndulo doble invertido sobre el carro

dos barras de aluminio mecanizadas con precisión sobre un carro de la compañía Quanser

[5]. El ángulo del primer péndulo se detecta mediante la lectura de un encoder incremental,

mientras que la lectura del ángulo del segundo péndulo se obtiene a través de un Arduino

MEGA el cual adquiere y acondiciona la señal digital de un encoder óptico. A la salida

59
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la tarjeta Arduino genera una señal PWM (Modulación por ancho de pulso), la cual se

puede de�nir como un tipo de señal de voltaje utilizada para enviar información o para

modi�car la cantidad de energía que se envía a una carga, dicha señal es enviada a un

DAC (Convertidor de señal digital a analógica) el cual se encarga de generar una señal

analógica comprendida entre 0 y 5 volts [15].

Según la posición del carro y los ángulos de los péndulos, el control calculado es un voltaje

que se aplica al motor del carro, con la �nalidad de generar un moviendo hacia adelante

y hacia atrás para equilibrar al par de péndulos y mantenerlos en posición vertical [5].

Los parámetros del sistema son los siguientes, los cuales fueron obtenidos de la pagina

o�cial de Quanser [5].

Parámetro Nombre Valor Unidad

mc Masa del carro 0.14 kg

m1 Masa péndulo 1 0.097 kg

m2 Masa péndulo 2 0.127 kg

l1 Longitud media del péndulo 1 0.10 m

l2 Longitud media del péndulo 2 0.1685 m

Ip1 Momento de inercia péndulo 1 0.0015 kgm2

Ip2 Momento de inercia péndulo 2 0.0013 kgm2

g Constante de gravedad 9.81 m/seg2

Tabla B.1: Tabla de parámetros del sistema.

Para conocer este modelo se siguieron los mismos pasos del péndulo mas simple. Se de�-

nieron las coordenadas (x, y) del centro de gravedad de las barras de los péndulos como

(xp1, yp1), (xp2, yp2).

Péndulo 1:

xp1 = xc + l1sen(θp1), (B.1)

yp1 = l1cos(θp1). (B.2)

Péndulo 2:

xp2 = xp1 + l2sen (θp1 + θp2) , (B.3)

yp2 = yp1 + l2cos(θp1 + θp2). (B.4)

La energía potencial total (VT ), la cual es solo provista por los péndulos:
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VT = mgh.

Péndulo 1:

Vp1 = mp1gl1cos(θp1). (B.5)

Péndulo 2:

Vp2 = mp2g(yp1 + l2cos(θp1 + θp2)). (B.6)

VT = mp1gl1cos(θp1) +mp2g(yp1 + l2cos(θp1 + θp2)) (B.7)

La energía cinética total (TT ) esta compuesta por la suma de la energía cinética de tras-

lación de los péndulos (Tp1t, Tp2t) , la energía cinética de rotación del péndulo (Tp1r, Tp2r),

y la energía cinética del carro (Tc),

TT = Tc + Tp1t + Tp2t + Tp1r + Tp2r. (B.8)

Se obtiene la energía cinética traslacional de los péndulos (Tp1t, Tp2t), mediante:

Tpt =
1

2
mpv

2, (B.9)

la velocidad en sus componentes x e y,

v2 = ẋp
2 + ẏp

2, (B.10)

sustituir v2 en (B.9);

Tpt =
1

2
mp

(
ẋp

2 + ẏp
2
)
. (B.11)

Se derivan (B.1), (B.3), (B.2), (B.4):

Péndulo 1:

˙xp1 = ẋc + l1 ˙θp1cos(θp1),

˙yp1 = −l1 ˙θp1sen(θp1).

Péndulo 2:

˙xp2 = ẋc + l1 ˙θp1cos(θp1) +
(

˙θp1 + ˙θp2

)
l2cos(θp1 + θp2),

˙yp2 = −l1 ˙θp1sen(θp1)− l2
(

˙θp1 + ˙θp2

)
sen(θp1 + θp2).
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Si se sustituyen los valores de ( ˙xp1, ˙yp1, ˙xp2, ˙yp2) en (B.10) se pueden obtener las velocidades

de los péndulos,

Péndulo 1:

v2
1 = ẋc

2 + 2ẋcl1 ˙θp1cos(θp1) + l21
˙θp1

2
.

Péndulo 2:

v2
2 = ẋc

2 + l21
˙θp1

2
+ 2l1 ˙θp1ẋccos(θp1)− 2l2ẋc

(
˙θp1 + ˙θp2

)
cos(θp1 + θp2)...

...+ l22
˙θp1

2
+ 2 ˙θp1 ˙θp2l

2
2 + l22

˙θp2
2

+ 2l1l2

(
˙θp1 + ˙θp2

)
˙θp1cos(θp2).

Por lo tanto, la energía cinética traslacional de los péndulos son:

Péndulo 1:

Tp1t =
1

2
mp1{ẋc2 + 2ẋcl1 ˙θp1cos(θp1) + l21

˙θp1
2}. (B.12)

Péndulo 2:

Tp2t = 1
2
mp2{ẋc2 + l21

˙θp1
2

+ 2l1 ˙θp1ẋccos(θp1) + 2l2ẋc( ˙θp1 + ˙θp2)cos(θp1 + θp2)}+

1
2
mp2{+l22 ˙θp1

2
+ 2 ˙θp1 ˙θp2l

2
2 + l22

˙θp2
2

+ 2l1l2( ˙θp1 + ˙θp2) ˙θp1cos(θp2)}. (B.13)

Los marcos inerciales de los péndulos:

Péndulo 1:

Tp1r =
1

2
Ip1 ˙θp1

2
. (B.14)

Péndulo 1:

Tp2r =
1

2
Ip2 ˙θp2

2
. (B.15)

La energía cinética de traslación del carro (Tc ) está de�nida por:

Tc =
1

2
mcẋc

2. (B.16)

Por lo tanto para obtener la energía cinética total se debe sustituir (B.12) (B.13) (B.14),

(B.15), (B.16) en (B.8),
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TT = 1
2
mp1{ẋc2 − 2ẋcl1 ˙θp1cos(θp1) + l21

˙θp1
2}+ 1

2
mp2{ẋc2 + l21

˙θp1
2

+ 2l1 ˙θp1ẋccos(θp1)}

+1
2
mp2{2l2ẋc( ˙θp1 + ˙θp2)cos(θp1 + θp2)}+ 1

2
mp2{l22 ˙θp1

2
+ l22

˙θp2
2}

+1
2
mp2{2l1l2( ˙θp1 + ˙θp2) ˙θp1cos(θp2)}+ 1

2
Ip2 ˙θp2

2
+ 1

2
Ip2 ˙θp2

2
+ 1

2
mcẋc

2.

Mediante TT , VY es posible obtener el Lagrangiano [10]

L = TT − VT

L = ẋc
2(mc +mp1 +mp2) + 1

2
l21

˙θp1
2
(mp1 +mp2) + 1

2
mp2l

2
2

(
˙θp1

2
+ ˙θp2

2
)

+mp2l
2
2

˙θp1 ˙θp2 +

mp2l1l2

(
˙θp1 + ˙θp2

)
˙θp1cos(θp2) + l2mp2ẋc

(
˙θp1 + ˙θp2

)
cos (θp1 + θp2) + l1 ˙θp1ẋc(mp1 +

mp2)cos(θp1) + 1
2

(
Ip1 ˙θp1

2
+ Ip2 ˙θp2

2
)
−mp1gl1cos(θp1)−mp2g(l1cos(θp1) + l2cos(θp1 + θp2))

La ecuación de Euler-Lagrange [10],

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= Fext, (B.17)

q = xc, t1, t2,

se trata de una ecuación diferencial de segundo orden en la que q es la variable depen-

diente y t la independiente.

Es necesario aplicar la fórmula de Euler-Lagrange con respecto a xc:

d

dt

(
∂L

∂ẋc

)
− ∂L

∂xc
= F1ext. (B.18)

Para ello se debe derivar a L con respecto a ẋc,

∂L

∂ẋc
= ẋc(mc + cp1 +mp2)− l2mp2

(
˙θp1 + ˙θp2

)
cos(θp1 + θp2), (B.19)

después, la ecuación (B.19) se deriva con respecto a t,

d
dt

(
∂L
∂ẋc

)
= ẍc(mp1 +mp2 +mc) + l2mp2

(
θ̈p1 + θ̈p2

)
cos(θp1 + θp2) + l2mp2

(
˙θp1 + ˙θp2

)2

sen(θp1 + θp2) + l1θ̈p1(mp1 +mp2)cos(θp1) + l1 ˙θp1
2
(mp1 +mp2)sen(θp1) = τ

para ∂L
∂xc

se deriva a L con respecto a xc
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∂L
∂xc

= 0,

se sustituye d
dt

( ∂L
∂ẋc

), ∂L
∂xc

en (B.17),

ẍc(mp1 +mp2 +mc) + l2mp2

(
θ̈p1 + θ̈p2

)
cos(θp1 + θp2) + l2mp2

(
˙θp1 + ˙θp2

)2

sen(θp1 + θp2) + l1θ̈p1(mp1 +mp2)cos(θp1) + l1 ˙θp1
2
(mp1 +mp2)sen(θp1) = τ. (B.20)

Aplicando la fórmula de Euler-Lagrange con respecto a θp1:

d

dt

(
∂L

∂ ˙θp1

)
− ∂L

∂θp1
= F2ext, (B.21)

se deriva a L con respecto a ˙θp1

∂L
∂ ˙θp1

= l21
˙θp1 (mp1 +mp2) + l22mp2

(
˙θp1 + ˙θp2

)
− l2mp2ẋccos(θp1 + θp2) +

2mp2l1l2 ˙θp1cos(θp2)− l1ẋc(mp1 +mp2)cos(θp1) + l1l2mp2
˙θp2cos(θp2) + Ip1 ˙θp1,

después se deriva ∂L
∂ ˙θp1

respecto a t,

d
dt

(
∂L
∂ ˙θp1

)
= l21θ̈p1(mp1 +mp2) + l22mp2

(
θ̈p1 + θ̈p2

)
− l2mp2ẍccos(θp1 + θp2)

+l2mp2ẋc

(
˙θp1 + ˙θp2

)
sen(θp1 + θp2) + 2mp2l1l2θ̈p1cos(θp2)− 2mp2l1l2 ˙θp1 ˙θp2sen(θp2)

−l1ẍc(mp1 +mp2)cos(θp1) + l1ẋc ˙θp1(mp1 +mp2)sen(θp1) + l1l2mp2θ̈p2cos(θp2)

−l1l2mp2
˙θp2

2
sen(θp2) + Ip1θ̈p1,

para ∂L
∂θp1

se deriva a L con respecto a θp1

∂L
∂θp1

= l2mp2ẋc

(
˙θp1 + ˙θp2

)
sen(θp1 + θp2) + l1 ˙θp1ẋc(mp1 +mp2)sen(θp1) +

mp1gl1sen(θp1) +mp2g (l1sen(θp1) + l2sen(θp1 + θp2)),

se sustituye d
dt

( ∂L
∂ ˙θp1

), ∂L
∂θp1

en (B.17),

l1θ̈p1(mp1 +mp2) + l22mp2(θ̈p1 + θ̈p2) + l2mp2ẍccos(θp1 + θp2) +

2mp2l1l2

(
θ̈p1cos(θp2)− ˙θp1 ˙θp2sen(θp2)

)
+ l1ẍc(mp1 +mp2)cos(θp1)

+l1l2mp2θ̈p2cos(θp2)− l1l2mp2
˙θp2

2
sen(θp2) + Ip1θ̈p1 −mp1gl1sen(θp1)−

mp2g(l1sen(θp1) + l2sen(θp1 + θp2)) = 0. (B.22)
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Aplicando la fórmula de Euler-Lagrange con respecto a θp2:

d

dt

(
∂L

∂ ˙θp2

)
− ∂L

∂θp2
= F3ext, (B.23)

se deriva a L con respecto a ˙θp2

∂L
∂ ˙θp2

= mp2l
2
2

(
˙θp1 + ˙θp2

)
+mp2l1l2 ˙θp1cos(θp2) + l2mp2

˙xccos(θp1 + θp2) + Ip2 ˙θp2,

se deriva ∂L
∂ ˙θp2

respecto a t,

d
dt

(
∂L
∂ ˙θp2

)
= mp2l

2
2

(
θ̈p1 + θ̈p2

)
+mp2l1l2θ̈p1cos(θp2)−mp2l1l2 ˙θp1 ˙θp2sen(θp2) +

l2mp2ẍccos(θp1 + θp2) + l2mp2ẋc

(
˙θp1 + ˙θp2

)
sen(θp1 + θp2) + Ip2θ̈p2

para ∂L
∂θp2

se deriva a L con respecto a θp2

∂L

∂θp2
= l2mp2ẋc

(
˙θp1 + ˙θp2

)
sen(θp1 + θp2)−mp2l1l2

(
˙θp1 + ˙θp2

)
˙θp1sen(θp2) +

mp2gl2sen(θp1 + θp2),

se sustituye d
dt

( ∂L
∂ ˙θp2

), ∂L
∂θp2

en (B.17),

mp2l1l2 ˙θp1
2
sen(θp2) +mp2l

2
2

(
θ̈p1 + θ̈p2

)
+mp2l1l2θ̈p1cos(θp2) + l2mp2ẍccos(θp1 + θp2)

−mp2gl2sen(θp1 + θp2) + Ip2θ̈p2 = 0. (B.24)

En este punto es posible obtener la representación matricial de las dinámicas del sistema,

dado el modelo dinámico de un robot [12]:

D(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +G(q) + F (q, q̇) = 0, (B.25)

donde

D(q) representa a las fuerzas inerciales debidas a las aceleraciones.

C(q, q̇) representa a los pares de Coriolis.

G(q) son los pares gravitatorios asociados a la masa.
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F (q, q̇) es el vector de entradas.

Por lo tanto se puede representar el sistema de la forma (B.25):

D(q)q̈ =

D11 D12 D13

D21 D22 D23

D31 D32 D33


 ẍcθ̈p1
θ̈p2

,
con

D11 = mp1 +mp2 +mc,

D12 = l2mp2cos(θp1 + θp2) + l1(mp1 +mp2)cos(θp1),

D13l2mp2cos(θp1 + θp2),

D21 = l2mp2cos(θp1 + θp2) + l1(mp1 +mp2)cos(θp1),

D22 = l21(mp1 +mp2) + l22mp2 + 2mp2l1l2cos(θp2) + Ip1,

D23 = l22mp2 + l1l2mp2cos(θp2),

D31 = l2mp2cos(θp1 + θp2),

D32 = l22mp2 +mp2l1l2cos(θp2),

D33 = mp2l
2
2Ip2,

C(q, q̇)q̇ =

C11 C12 C13

C21 C22 C23

C31 C32 C33


 ẋc˙θp1

˙θp2

,
C11 = 0,

C12 = l2mp2
˙θp1sen(θp1 + θp2) + l1 ˙θp1(mp1 +mp2)sen(θp1) + 2l2mp2

˙θp2sen(θ1 + θp2),

C13 = l2mp2
˙θp2sen(θp1 + θp2),

C21 = 0,

C22 = −2mp2l1l2 ˙θp2sen(θp2),

C23 = −l1l2mp2
˙θp2sen(θp2),

C31 = 0,
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C32 = mp2l1l2 ˙θp1sen(θp2),

C33 = 0,

G(q) =

G11

G21

G31

,
G11 = 0,

G21 = −mp1gl1sen(θp1)−mp2g(l1sen(θp1) + l2sen(θp1 + θp2)),

G31 = −mp2gl2sen(θp1 + θp2),

F (q, q̇) =

F11

F21

F31

,
F11 = τ ,

F21 = 0,

F31 = 0.

Mediante un proceso de linealización es posible obtener la matriz A y B, por lo que la

representación espacio estado queda de la siguiente manera:

ẋ =



0 1 0 0 0 0

0 0 −g(mp1+mp2)

mc
0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 g(mc+mp1+mp2)

l1mc
0 − gmp2

l1mp1
0

0 0 0 0 0 1

0 0 −g(mc+mp1+mp2)

l1mc
0 g(l1mp1+l1mp2+l1mp2)

l1l2mp1
0


︸ ︷︷ ︸

A



x1

x2

x3

x4

x5

x6


+



0
1
mc

0

− 1
l1mc

0

− 1
l1mc


︸ ︷︷ ︸

B

u (B.26)

Recordando la de�nición de controlabilidad (2.2.2), cuando al sistema anterior (B.26)

se le sustituyen los parámetros por aquellos que aparecen en la pagina de Quanser, la
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matriz de controlabilidad es la siguiente:

C =



0 1.5152 0 50.446 0 149.04

1.5152 0 50.446 0 149.04 0

0 −15.152 0 −44.763 0 250011]

−15.152 0 −44.763 0 250011 0

0 −15.152 0 −1992.3 0 −517866

−15.152 0 −1992.3 0 −517866 0


,

de esta matriz C el rango es igual a 6, por lo que el par [A,B] es controlable y se puede

llevar a cabo la siguiente sección.
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B.2. Control por realimentación de estado al sistema

péndulo doble invertido sobre el carro.

Conociendo el sistema (B.26), es posible aplicar un control por realimentación u = −Kx,
donde K ∈ Rn. Este control redirige a la entrada una cierta proporción de la salida, esto

modi�caría al sistema de la manera:

ẋ(t) = (A−BK)x(t),

x0 = x(0),

es necesario determinar las ganancias K de la realimentación de estado, tal que los polos

del sistema en lazo cerrado tengan ciertos valores deseados. Los valores propios del sistema

de lazo cerrado son las raíces de polinomio característico, la cual se iguala a la deseada

[19],

∆(λ) = s6 + 12s5 + 60s4 + 160s3 + 240s2 + 192s+ 64,

para este caso las ganancias K son,

K = [−27.568 − 25.759 − 102.54 − 18.77 − 46.686 8.7483].

En la siguiente Figura B.4 se presenta el comportamiento del sistema no lineal cuando se

aplica una realimentación por asignación de polos con x̄0 = [0, 0, 0.001, 0, 0, 0].

Figura B.2: Sistema no lineal con un control por realimentación, con condiciones iniciales cercanas

al punto de equilibrio.

Las ganancias propuestas son correctas, ya que en un tiempo menor a 2 segundos las

variables de estado convergen al punto de referencia.
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B.2.1. Identi�cación de parámetros por mínimos cuadrados re-

cursivos para el péndulo doble invertido sobre el carro.

La ecuación (B.26) se puede representar de la forma:

ẋ = [A,B]

[
x(t)

u(t)

]
= Θϕ, (B.27)

A,∈ R6×6, B ∈ R6, u ∈ R, Θ ∈ R6×7, ϕ ∈ R7

Con la forma (B.27) se puede implementar el algoritmo de mínimos cuadrados recursivo,

el cual se describe como:

˙̂
Θ = −Pϕe,

Ṗ = −PϕϕTP,
e(t) = Z(t)− Θ̂ϕ,

Θ̂ ∈ R7×6, P ∈ R7×7, e ∈ R1×6, Z ∈ R1×6.

Este método fue aplicado a la planta real, a la cual se le añadió una función de excitación

persistente a las variables de estado que afectan al carro (posición y velocidad), ya que

así se garantiza que todo el tiempo el método de identi�cación recibe información, dicha

función es igual a:

δ =



0.05sen(0.5t)

0.025cos(0.5t)

0

0

0

0


A continuación se presenta una �gura B.3 con las señales de los parámetros obtenidos

después de un tiempo de 120 segundos. En dicha grá�ca podemos observar como los 42

parámetros que componen al sistema después de un tiempo aproximado a 40 segundos

convergen a un valor de�nido.
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Figura B.3: Parámetros estimados de sistema (B.26).

Al �nalizar la prueba se obtuvieron las siguientes matrices,

A =



0.1 1.022 0.4 0.3 0.65 0.6

−0.55 0.4 8.137 −0.025 3.811 0.01

0.55 0.022 −0.025 0.998 0.002 0.025

0.1 1.022 68.35 0.002 7.28 −0.035

−0.55 0.4 0.0025 0.6 0.04 1.05

0.025 −0.055 −2.215 0.025 50.84 0.065


,

B =



0.6

5.026

−0.0035

18.895

0.0025

−10.578


,
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B.2.2. Control por modos deslizantes deslizantes para el sistema

péndulo doble invertido sobre el carro.

Si el sistema (B.26) ahora con sus matrices A y B conocidas, es perturbado entonces toma

la siguiente forma:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + ξ(t),

x0 = x(0), ξ ∈ R6.

En este caso las ganancias K ya fueron previamente calculadas y comprobado que garan-

tizan la estabilidad del sistema, por lo que se volverán a utilizar para este caso,

K = [−27.568 − 25.759 − 102.54 − 18.77 − 46.686 8.7483].

Ahora es necesario aplicar un control por modos deslizantes, para estabilizar al sistema

ante presencia de perturbaciones, para esta simulación la perturbación propuesta fue:

ξ =



0.1sen(0.05t)

0.005cos(0.05t)

0

0

0

0


.

Como lo indica el Apéndice A.3, para aplicar este tipo de control, es necesario propo-

ner una super�cie de deslizamiento σ, la cual dependa de las dinámicas del sistema. La

super�cie propuesta es:

σ = Kx(t) + u(t).

Si la derivada respecto al tiempo de la acción de control u, bajo el conocimiento de la

matriz de ganancias K es tal que:

u̇ = −K[Ax(t) +Bu(t)]− ρsign(σ),

u(0) = u0,

con:

σ ∈ R, x ∈ R6, K ∈ R1×6, A ∈ R6×6, B ∈ R6, ρ ∈ R

Una vez que se entiende la parte teorica, es posible llevar a cabo la simulación.
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Figura B.4: Sistema (B.26) con control por modos deslizantes dinámicos.

Se puede mencionar que aunque el ambos péndulos después de un tiempo de 2 segundos

aproximadamente, logran mantenerse estables, el carro llega a un punto por muy cercano

al cero, pero sin llegar a el. Se puede suponer que esto es debido a que las perturbaciones

se encuentran actuando sobre las variables del carro y es por ello que no alcanza a llegar

a cero.



Apéndice C

Sistema péndulo doble invertido sobre

el carro con resorte

C.1. Modelo dinámico del sistema péndulo doble inver-

tido sobre el carro con resorte

Para poder obtener una estimación del modelo del péndulo �exible sobre el carro, primero

se debe hacer un análisis sobre el péndulo doble invertido con resorte, ya que a partir de

este, más adelante se podrá llevar a cabo la estimación de dicho modelo.

Se conoce la representación matricial de las dinámicas del sistema péndulo doble invertido

sobre el carro, dado el modelo dinámico de un robot. La �nalidad es representar al sistema

con resorte de la forma:

ẋ = A0(x) + A1(x)B(x)u,

x(0) = 0,

siendo A0 la matriz que representa los parámetros de los dos péndulos y A1 la matriz para

los parámetros del resorte que se ha integrado. Es importante mencionar que del sistema

anteriormente estudiado en el Apéndice B la matriz A0 es idéntica en ambos sistemas

A0 =



0 1 0 0 0 0

0 0 −g(mp1+mp2)

mc
0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 g(mc+mp1+mp2)

l1mc
0 − gmp2

l1mp1
0

0 0 0 0 0 1

0 0 −g(mc+mp1+mp2)

l1mc
0 g(l1mp1+l1mp2+l1mp2)

l1l2mp1
0



74
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Masa - resorte - amortiguador.

Figura C.1: Sistema masa-resorte-amortiguador.

La ecuación diferencial que corresponde al sistema anterior (Figura C.1) es la siguiente

[23]

mP̈x = −kPx − bṖx + F. (C.1)

El sistema de péndulo doble invertido sobre el carro cuenta en su segundo péndulo con

un comportamiento semejante al del masa-resorte-amortiguador. Así que sufre una modi-

�cación en su estructura original, (Figura (C.2)). Dicha nueva con�guración se explica a

detalle en el Apéndice D.

Figura C.2: Diagrama del sistema péndulo doble invertido con resorte sobre el carro.

Siendo considerado Px como el angulo θ2:

θ̈2 = − k

mp2

θ2 −
b

mp2

θ̇2.

El sistema puede ser representado de la siguiente forma:

ẋ = A0(x) + A1(x) +B(x)u, (C.2)
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A1 ∈ Rn×n, A0 ∈ Rn×n, B ∈ Rn.

La matriz A1 quedaría de la siguiente forma:

A1 =



[0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 − k

l1mc

− b

l1mc

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
k(mc(l1 + l2) + l2mp1)

l21l2mcmp1

b(mc(l1 + l2) + l2mp1)

l21l2mcmp1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 A1(6, 5) A1(6, 6)


A1(6, 5) = −k(l21mc(mp1 +mp2) +mp2(l22mc +mp1 + 2l1l2mc))

l21l
2
2mcmp1mp2

A1(6, 6) = −b(l
2
1mcmp1 + l21mcmp2 + l22mcmp2 + l22mp1mp2 + 2.0l1l2mcmp2)

l21l
2
2mcmp1mp2

Ya que las matrices A0 y A1 tienen la misma dimensión pueden ser sumadas, teniendo

como resultado el siguiente sistema:

˙̃x =



0 1 0 0 0 0

0 0 A(2, 3) 0 A(2, 5) A(2, 6)

0 0 0 1 0 0

0 0 A(4, 3) 0 A(4, 5) A(4, 6)

0 0 0 0 0 1

0 0 A(6, 3) 0 A(6, 5) A(6, 6)



x̃(t) +



0
1

mc

0

− 1

l1mc

0
1

l1mc


u, (C.3)

siendo

A(2, 3) = −g(mp1 +mp2)

mc

,
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A(2, 5) = − k

l1mp2mc

,

A(2, 6) = − b

l1mp2mc

,

A(4, 3) =
g(mc +mp1 +mp2)

l1mc

,

A(4, 5) =
k(mc(l1 + l2) + l2mp1)− gl1l2mcm

2
p2

l21l2mcmp1mp2

A(4, 6) =
b(l1mc + l2mc + l2mp1)

l21l2mcmp1mp2

,

A(6, 3) = −g(mc +mp1 +mp2)

l1mc

,

A(6, 5) =
gmp2.

2(l1 + l2) + gl1mp1mp2 − 2k

l1l2mp1mp2

− k(
mp1 +mc

l21mp2mp1mc

+
mp1 +mp2

l22mp1m2
p2

),

A(6, 6) = −b
(

mc +mp1

l12mcmp1mp2

+
mp1 +mp2

l22mp1mp2.2
+

2

l1l2mp1

)
,

donde los estados del sistema son:

x1= Posición del carro,

x2= Velocidad del carro,

x3= Posición del péndulo 1,

x4= Velocidad del péndulo 1,

x5= Posición del péndulo 2,

x6= Velocidad del péndulo 2.



Apéndice D

Diseño de piezas para emular el efecto

de �exibilidad.

Como ya se a mencionado anteriormente, a partir de un sistema péndulo doble invertido

sobre el carro se plantea emular el comportamiento de un péndulo �exible.

Un péndulo �exible puede representarse como n número de péndulos con un coe�ciente

de elasticidad unidos entre si, teniendo como resultado un número n de dinámicas para

dicho sistema. En este caso el número de péndulos con el que se trabaja es 2.

Para emular la �exibilidad, en el segundo péndulo se incorporarán dos resortes, tenien-

do también como resultado un retardo en las dinámicas del segundo péndulo respecto al

control aplicado sobre el carro.

Para poder colocar los resortes fue necesario elaborar dos bases, una superior y otra

inferior, las cuales se encargarán de unir el segundo péndulo a los resortes y a su vez a la

unión que existe entre ambos péndulos, esto con la �nalidad de que el segundo péndulo

a pesar recibir alguna fuerza externa siempre se mantenga vertical respecto al primero

péndulo, ya que este es el comportamiento que tienen los péndulos �exibles.

A continuación se presenta en la siguiente Figura D.1 un dibujo de las piezas y el en-

samblaje de lo anteriormente mencionado, así como las medidas.

La pieza 1, es una escuadra de aluminio, el material se escogió debido a que se

necesitaba que fuera duro, pero a su vez ligero, para no afectar los parámetros del

78
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sistema. Son las escuadras las que conectan los resortes con la base del segundo

péndulo.

La pieza 3, es una base superior circular de Nylamind, este material se caracteriza

por ser ligero y maleable. Esta pieza conecta el punto medio del péndulo con los

resortes.

Figura D.1: Dibujo de las piezas para el péndulo �exible.
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En la Figura D.2 se presenta el CAD (Diseño asistido por computadora) hecho en So-

lidWorks, el ensamble �nal, así como en la Figura D.3 una vista isométrica del nuevo

sistema. Mediante este nuevo sistema, es posible aproximarse al modelo matemático de

un péndulo �exible.

Figura D.2: Ensamble �nal de la estructura para el péndulo �exible.
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Figura D.3: Vista isométrica del sistema.
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