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Resumen

Es bien sabido que los retardos aparecen frecuentemente en aplicaciones de la vida real,
por lo cual, el obtener condiciones de estabilidad sobre esta clase de sistemas es de suma
importancia. Actualmente, existen diversos métodos que permiten determinar condiciones
de estabilidad para sistemas con retardos, tanto en el marco frecuencia como en el marco
temporal. Sin embargo, los métodos temporales suelen proporcionar condiciones conser-
vadoras, en contraste a los métodos frecuenciales. No obstante, los métodos frecuenciales
dificultan el analisis cuando el sistema es de orden relativamente grande, mayor a tres;
v/o el sistema es no lineal. En el presente trabajo de investigacion se propone un estudio
analitico mediante el empleo de bifurcaciones de Hopf para determinar pardmetros criticos
en una clase de sistemas no lineales con retardos que coadyuven a establecer condiciones
de estabilidad y ciclos limite cuando los métodos geométricos son limitados o complejos.
Ademas, este andlisis conlleva a la obtencién de condiciones de estabilidad dependientes
e independientes del retardo para esta clase de sistemas. Para fines ilustrativos de los
resultados teodricos propuesto aqui, se ejemplifica la implementacion sobre dos sistemas
no lineales de interés: un sistema financiero conocido como duopolio de Cournot de orden

4 y en un sistema biolégico denominado bioreactor de orden fraccionario.
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Abstract

In this manuscript an analysis to determine parametric conditions of the bifurcations of
a class non-linear time-delay systems is presented. This analysis also allows to determine
delay-dependent and delay-independent stability conditions. Which appear frequently in
applications on real life, therefore, obtaining stability conditions of this class of systems is
very important. At present, there are methods that allow to determine the stability in this
class of systems, both in the frame of the frequency and in the time frame. However, the
temporary framework usually provide conservative conditions, in contrast to the methods
of the frequency framework. Nevertheless, the frequency methods make analysis difficult
when the system is of a large order. In this research work, an analytical study is proposed
through the use of Hopf bifurcations, to determine critical parameters of time delay system
such that to establish stability conditions when the geometric methods are limited or
complex. The theoretical results are implemented on a financial system known as Cournot
duopoly of fourth-order and a fractional-order biological system for illustrative purposes.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo se dan a conocer los antecedentes acerca de la teoria empleada en el presente
trabajo de investigacion, asi como el estado del arte. Ademés, se establece el planteamiento
del problema, la justificacién, los objetivos, la hipotesis, los alcances y las limitaciones de la

investigacion.

1.1. Antecedentes

La teoria de bifurcaciones es un campo matemaético centrado en el estudio de los cambios en
la estructura cualitativa o topolégica del comportamiento de un conjunto de ecuaciones, la cual
tiene importancia practica en ingenierfa [1], fisica [1|, quimica [2|, economia [25], biologia [2],
entre otros. Una bifurcacién se da cuando ocurre una pequena variacién en los valores de los
parametros de un sistema no lineal que causa un cambio cualitativo o topolégico, los parametros
que cambia son conocidos como pardmetros de bifurcacién. En algunos sistemas dindmicos,
cuando se produce una bifurcacién, consecuentemente ocurre la apariciéon de caos, o viceversa,
el caos es la denominaciéon popular de la rama de las mateméticas que trata ciertos tipos de

comportamientos impredecibles de los sistemas dinamicos.

La teoria de bifurcaciones estudia el comportamiento de familias de soluciones de ecuaciones
diferenciales. Las bifurcaciones pueden producirse tanto en sistemas continuos o discretos, el
concepto de bifurcacién fue introducido por primera vez por el francés Jules Henri Poincaré en
1885, [3]. Posteriormente el matematico austriaco Eberhard Hopf en 1942 brinda las condiciones
necesarias para la aparicion de bifurcaciones con mas de dos parametros de bifurcacion, [4]. Desde
entonces, una gran cantidad de literatura sobre generalizaciones y problemas relacionados se han
desarrollado. Asi como la clasificacion de los tipos de bifurcacion, dentro de lo cuales se pueden

mencionar: la bifurcacion de silla-nodo, la bifurcacion tridente y la bifurcacion de Hopf [5]. El
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presente trabajo se centra en el estudio bifurcaciones en una clase de sistemas no lineales con

retado.

La bifurcacién de Hopf se presenta cuando se varia el parametro de bifurcacién, esto produce
un cambio en la estabilidad del punto critico estudiado, esencialmente con este tipo de bifurcacion
se produce la aparicién de ciclos limite en las cercanias del punto de equilibrio del sistema. Las
bifurcaciones de Hopf (también conocidas como bifurcacion de Poicaré - Andronov - Hopf) son
objeto de estudio en multiples areas. Existe una gran cantidad de literatura que aborda este tema
atacando problemas y generando muchos mas, sin embargo es poco lo que se ha investigado sobre

bifurcaciones de Hopf en sistemas con retardos.

Los sistemas con retardos, pertenecen a la clase de ecuaciones diferenciales funcionales (EDF)
que son de dimensién infinita. Los cuales aparecen en sistemas que tienen tiempos de procesa-
miento considerables (procesamiento del control o tratamiento de senales), retardos en el trans-
porte de variables, retardos en las mediciones o intrinsecos del sistema. Los retardos aparecen
en sistemas como: columnas de destilacion [6], procesos de secado de papel [7], plantas de re-
ciclado [8], procesos termicos |9] , sistemas teleoperados [10], sistemas financieros [11], sistemas

biologicos [12], entre otros.

En 1978, Tsoi desarrolld la teorfa del sistema algebraico de ecuaciones diferenciales con retardo,
[13]. En 1996, Watanabe et al. publicaron un articulo en el cual se proponen algunos criterios para
aplicar un control robusto en sistemas con retardo y una aplicacion del retrado, [14]. En 1997,
Niculescu et al. desarrollaron condiciones para garantizar la estabilidad y estabilidad robusta de
los sistemas con retardo, [15]. En 1997, Loiseau et al. proponen técnicas para relizar el analisis
en sistemas con reardos, [16]. Actualmente existen una gran cantidad de bibliografia dedicadas
a este campo de investigacion entre las cuales, el lector puede consultar trabajos como [17], [18],
[19], [20], [21], [22], [23], [24].

El analisis de bifurcaciones en sistemas con retados es un tema poco explorado, sin embargo
existe bibliografia aplicada a economia [25], finanzas [26], biologia [2], entre otros. Dicho anéalisis
se enfoca en mostrar como una ecuaciéon pierde o gana estabilidad al variar el retardo (parametro
de bifurcacion), por lo cual la bifurcacion de Hopf ocurre cuando el retardo, toma un valor critico
[27].

Un gran ntumero de temas en economia tedrica se formalizan matematicamente como sistemas
dinamicos (no lineales) y ecuaciones diferenciales. Ejemplos notables de esta clase de problemas
son los modelos de desequilibrio de los ciclos econémicos, los modelos evolutivos de los mercados
financieros, modelos que se centran en el estudio del comportamiento dindmico de las empresas

en los mercados mundiales.

Los modelos dindmicos de duopolio han estado recibiendo una atencién creciente en los tultimos

anos, ya que el comportamiento de dichos modelos tiene un papel relevante, ya sea por las
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consecuencias econdmicas en el marco estratégico o por las propiedades dinamicas de los sistemas
que describen sus evoluciones. Razén por la cual, en el presente trabajo, se propone la aplicacion

la teoria desarrollada sobre un modelo dindmico conocido como duopolio de Cournot.

El anélisis de este tipo de modelos provenientes de la teoria de juegos, consiste en la caracte-
rizacién del comportamiento del sistema cuando los jugadores tienen el mismo conocimiento del
mercado y toman sus decisiones siguiendo la misma regla (heuristica). Solo para citar algunas,
Puu [28] estudié la dindmica de dos empresas competidoras con funciéon de la demanda y el
costo de produccion unitario constante en un duopolio de Cournot, donde cada empresa toma su
decisién de produccién basada en la mejor funcién de respuesta, ademés tiene un conocimiento
perfecto de la demanda del mercado y asumen que el otro jugador no cambia sus decisiones
de produccién. Mostré que la teoria del duopolio de Cournot es capaz de producir dindmicas
cadticas. Bischi y Naimzada en [29] consideraron un juego dinédmico de duopolio de Cournot, ca-
racterizado por firmas limitadamente racionales con respecto a la demanda del mercado, donde
el mecanismo de ajuste se basa en el pseudo gradiente de las funciones de ganancia, es decir, cada
jugador decide si aumentara 6 disminuira su produccién futura si obtiene beneficios marginales
positivos. Con este tipo de mecanismo de ajuste local, los dos competidores no estan obligados
a poseer un conocimiento completo de las funciones de demanda y costo del mercado. Bischi y
Kopel en [30] analizan un juego de duopolio de Cournot de tiempo discreto no lineal, donde los
jugadores tienen expectativas de adaptacion y el comportamiento a largo plazo se caracteriza por
la estabilidad multiple; en tal contexto, el proceso dindmico se vuelve dependiente de la trayecto-

ria, es decir, qué equilibrio se elige a largo plazo depende de las creencias iniciales de los jugadores.

En sistemas biologicos (bioreactores) existe una gran cantidad de problematicas que generan
una gran necesidad de minimizar el costo de operacién y maximizar la produccién en este tipo
de sistemas. En las ultimas décadas se ha generado una gran cantidad de literatura sobre anélisis
de sistemas utilizados para modelar la dindmica de bioreactores en la produccién de sustancias

bioquimicas derivadas de organismos [33].

Debido a que estos sistemas exhiben un comportamiento no-lineal a causa de su complejidad y
a su interaccion con el medio ambiente (perturbaciones), sin contar con la aparicion de multipli-
cidades en estados estacionarios y las bifurcaciones, que afectan los rendimientos de produccion,

el control de bioreactores se ha convertido en una tarea un tanto complicada.

La produccién de etanol a base de sustratos y biomasa ha sido una pieza central en la generacién

de biocombustibles, sin embargo este proceso no se salva de los problemas antes mencionados.

Las oscilaciones en la concentracion de biomasa, sustrato y producto (etanol) es un fenémeno
comun que se observa en los cultivos [31], Este comportamiento espontaneo se presenta, incluso,

cuando las condiciones en la alimentacién y los parametros fisicos como temperatura, velocidad
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de agitacion, y pH, entre otros, se mantienen constantes [32].

Durante el comportamiento oscilatorio se distinguen periodos de tiempo en los cuales hay una
disminucién en la productividad del etanol y se presenta una alta cantidad de sustrato residual.
Esto indica una pérdida de sustrato, que es inaceptable para las fermentaciones continuas a
escala industrial debido al alto gasto que representa el costo del sustrato en la produccién global
de etanol [33]. Por ello, se ha considerado importante investigar los factores que causan dicho
fenémeno, con el fin de sugerir estrategias para eliminarlo o controlarlo, o determinar si ofrece
algin beneficio. En contraste durante tltimos afios el comportamiento oscilatorio, ha llevado a
generar estrategias nuevas de disefio de control para lograr o mantener las células, sustratos y

concentraciones de productos a niveles deseados.

Por ello la importancia de saber cuando ocurren este tipo de comportamientos oscilatorios, con
fin de prevenir algin comportamiento no deseado o de ser posible utilizar dicho comportamiento

a favor para la estabilizacién del bioreactor.
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1.2. Planteamiento del problema

El estudio de bifurcaciones en sistemas con retardos es un tema poco explorado, por esa razén
el presente trabajo se enfoca a analizar un sistema no lineal con un retardo en la entrada del
tipo

(t) = F(z(t)x(t) + G(z(t))z(t — 1), (1.1)

¢(0) = x(0), 0 € [-,0],

donde F(.) : R®™ — R™ ™ es una funcién matricial tal que F'(z(t))x(t) es un campo vectorial
Lipschitz, G(.) : R" — R™ " es una funciéon matricial, 0 < 7 € R" es el retardo, z(t) € R"
es el estado del sistema y ¢ € C([—7,0],R") es la funcién inicial o condicion inicial, donde
C([-T,0],R™) es el espacio de Banach de funciones continuas en el intervalo [—7,0], con la
norma siguiente

max

|| ¢ H’T:: m

16(0) 2 -

Empleando la metodologia de bifurcaciones de Hopf y bajo la variacion de valores criticos del
retardo se quieren contestar las preguntas siguientes, ; El retardo puede ser visto como un paré-
metro critico para la aparicion de ciclos limite en sistemas de la forma (1.1)? ;Qué condiciones

se pueden establecer para que un sistema del tipo (1.1) pierda o gane estabilidad?

1.3. Justificacion

En muchos sistemas de la vida real aparecen los retardos, sin embargo son pocos los resultados
que garantizan la estabilidad ante la presencia de estos, el andlisis de bifurcaciones de Hopf
nos servird para establecer valores bajo variaciones paramétricas para determinar estabilidad o
inestabilidad y como consecuencia directa el diseno y la sintonizacién de leyes de control. A este

tipo de leyes se les denominada controladores de oscilaciones alrededor de la bifurcacion.
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1.4. Objetivos

A continuacion se postulan tanto el objetivo general como los objetivos especificos para dar

solucién del problema planteado.

1.4.1. Objetivo general

Analizar una clase de sistemas no lineales con retardos empleando criterios para determinar
valores criticos en los parametros del sistema con el fin de obtener ciclos limite, bifurcacién de

Hopf y condiciones de estabilidad dependientes e independientes del retardo.

1.4.2. Objetivos especificos

= Realizar una btisqueda bibliografica de los antecedentes sobre sistemas con retardo y bifur-
caciones de Hopf, mediante el empleo de bases de datos electronicas y literatura aceptada
por la comunidad cientifica internacional para construir el estado del arte, alcances y apor-

taciones del presente trabajo.

= Realizar la recopilacién de conceptos y definiciones, mediante el estudio y sintesis de in-
formacién relacionadas con el topico a estudiar empleando la bibliografia anteriormente

encontrada para hacer el desarrollo del marco teérico.

= Determinar criterios para la existencia de valores criticos de estabilidad para sistemas
no lineales con retardos empleando conceptos de estabilidad alrededor de un punto de

operacién en el marco frecuencial.

= Obtener condiciones paramétricas de estabilidad dependiente e independiente del retardo

para sistemas no lineales con retardos mediante la variacién de retardo.

» Ejemplificar los resultados obtenidos en el sistema financiero conocido como duopolo de
Cournot y en un sistema biolégico de orden fraccionario para determinar la efectividad y

diversidad de los resultados postulados.

1.5. Hipotesis

El empleo de bifurcaciones de Hopf ayudaran a obtener condiciones paramétricas para deter-
minar algunos criterios de estabilidad dependiente e independiente del retardo en sistemas no

lineales con retardos.
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1.6. Metodologia

Con el propésito de establecer el estatus de la presente investigacion, se realizé una btusqueda
bibliografica detallada sobre los antecedentes acerca de los sistemas con retardo [34] y bifurca-

ciones de Hopf [35], mediante el empleo de fuentes aceptadas por la comunidad cientifica .

Para el analizar de estabilidad de sistemas con retardo se emplea el concepto de Hurwhitz,
mientras que para la obtencién de valores criticos de los parametros del sistema se utiliza el

método de D-particiones.

Una vez realizado este analisis se buscaran criterios mediante la implementacion de la teoria

de bifurcaciones para poder encontrar los puntos criticos, ciclos limite y bifurcaciones de Hopf.

Se aplicara la teoria desarrollada al duopolio de Cournot y a un bioreactor, esto con el fin
de validar e ilustrar la diversidad de los resultados teéricos. Mediante la simulacién de dichos
sistemas se obtendran de manera grafica la respuesta del sistema y se observara como afecta el
retardo a la estabilidad del sistema, se obtendrian los diagramas de fase y podremos observar
cuando aparecen las 6rbitas periddicas. Para esto se empleara Software de analisis mateméatico

como son Matlab y Maple.
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1.7. Organizaciéon de la tesis

A lo largo de la investigacion se abordaran diversos temas para la conclusion del trabajo. Den-

tro de lo planeado se considera lo siguiente.

En Capitulo 1 se da una breve introduccion sobre el tema a tratar en esta trabajo de investiga-
cion, en el cual se presentan los antecedentes en el estado del arte, el planteamiento del problema,

la justificacion, los objetivos, la hipotesis, la metodologia y la organizacién de este trabajo.

En Capitulo 2 se presentan los resultados preliminares en el cual se dan las definiciones y
teorfas utilizadas para el desarrollo de esta investigaciéon como son: la definicién de los sistemas
con retardo y su clasificacion, del mismo modo se presenta una breve introduccion sobre bifurca-
ciones asi como la clasificacién de estas, entre las cuales se presentan las siguientes: la bifurcacion
silla-nodo, la bifurcacién tridente y la bifurcacién de Hopf. En cada una de estas secciones se
presenta la definicién formal de cada bifurcacién y su teorema, ademés se da un pequeno ejemplo

de cada teorema.

En el Capitulo 3 se establece un algoritmo para encontrar los puntos criticos en los cuales
ocurre una bifurcacién, también se definen los modelos dindmicos del duopolio de Cournot y el
de un sistema bioldgico los cuales son ocupados para realizar el anélisis que propone el algoritmo
planteado en la primera seccién de este capitulo, también se muestran los resultados principales
los cuales estaran dados por los resultados obtenidos a lo largo de esta investigacién como pueden

ser criterios y condiciones para la existencia de valores criticos de estabilidad.

El Capitulo 4 muestra la aplicacién de los resultados, esto serd mediante simulaciones de siste-
mas con retardos en la entrada, con dichos resultados se corroborard que todo el planteamiento
tedrico es correcto y que existen los ciclos limite en los puntos criticos que se propusieron teori-

camente.

Finalmente en el Capitulo 5 se presentan las conclusiones y los trabajos futuros. Por tltimo,

se muestra la bibliografia utilizada durante este trabajo de investigacién.



Capitulo 2

Resultados Preliminares

2.1. Sistemas con retardo

En esta seccién se establece una definicién formal y su clasificacién en base a la naturaleza y
origen del retardo. Bien conocido es que la respuesta de un sistema dinamico se puede caracterizar

mediante ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) de la siguiente forma

o(t) = f(t,x(t)), (2.1)

donde z(t) € R™ representa las variables de estado del sistema. Por tanto, mediante el modelo
del sistema la evolucion futura de las variables de estado a partir de cierto instante ¢ (conocido
como tiempo inicial) se puede determinar a partir del valor actual del estado z(tp).

No obstante, el comportamiento de ciertos sistemas dindmicos no pueden ser modelados a partir
de EDO. Concretamente, existen ciertos sistemas en los que la evolucion futura de las variables
de estado no sélamente depende del valor actual del estado z(tg) sino de los valores pasados
dentro de una cierta ventana temporal z(0), to — 7 < 6 < ty,7 > 0. Este tipo de sistemas son

conocidos en la literatura como sistemas hereditarios o sistemas con retardo [34].
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2.1.1. Ecuaciones Diferenciales Funcionales

Definicion 2.1 [36] Las ecuaciones diferenciales funcionales (EDF) se distinguen bdsicamente
de las ecuaciones diferenciales ordinarias en que al menos uno de los arqgumentos de la ecuacion

no depende directamente del tiempo t, sino a través de una cierta funcion g(t) de modo que

w(t) = f(t,x(g(t)))- (2.2)

FEl comportamiento de los sistemas con retardos temporales se pueden describir a partir de EDF
[37]. Es fdacil ver, por tanto, que siempre que el retardo sea constante, la funcion g(t) es lineal en t
con pendiente 1. Por ejemplo, para un cierto sistema con retardo 7, la dindmica viene gobernada
por

z(t) = f(t,z(t — 7)), (2.3)

donde la condicion inicial del estado x(t) en cualquier instante de tiempo arbitrario se define a

partir de la evolucion del estado en la ventana temporal t — ™ <t <t como

z(t+60) = ¢(0); —-7<60<0, (2.4)

condicion a partir de la cual se puede obtener la evolucion futura del estado desde el instante
t, siempre que la parte derecha de la ecuacion (2.4) sea continua en todos sus argumentos, y
Lipschitz (cumple con los principios de existencia y unicidad), de forma andloga a las EDO con

las condiciones iniciales definidas en un instante puntual.

Clasificaciéon EDF de sistemas con retardos

En términos generales, la ecuacion diferencial funcional de un sistema con retardos puede escri-

birse como

g™ (t) = f(t, a1 (8), 2D @), ., 2 (= (1)), (2.5)

Dependiendo de si el argumento con mayor grado en la derivada contiene o no retardos cabe

distinguir los siguientes casos

» Ecuaciones diferenciales funcionales retardadas (EDFR): Cuando el término de mayor

grado en la derivada (m) se situa en el término libre de retardo (m > méx(mq, ma, ..., mg))

» Ecuaciones diferenciales funcionales neutrales (EDFN): Cuando el término de mayor grado

en la derivada se sitia en el término con retardo de modo que (m = méax(mq, ma, ..., my)).

Existencia, unicidad y resolucion de EDF: Analogamente al caso de las ecuaciones dife-

renciales ordinarias, resulta fundamental probar la existencia de una solucién que, ademas, sea
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univoca. En [34] (Teorema 1.2) se prueba que en términos generales las ecuaciones diferenciales
funcionales tienen solucién tGnica. Para el caso particular de las ecuacién diferencial retarda-
das (EDFR), con retardo constante, en [38] se propone un método denominado paso-a-paso. El

siguiente ejemplo ilustra este método

(t) = —x(t— 1)
z(t+6)=K eR;
—7<6<0.

Tal y como se ha visto, en este tipo de ecuaciones la solucion de x(t) es tnica a partir de la
condicion inicial definida en la ventana historica | ¢ — 7, ¢ |. De ello, sobre el ejemplo se desprende
que el valor de z(t) entre 0 <t < 7 es z(t) = K — Kt, solucién que satisface la ecuacion en este
intervalo. En general, el procedimiento se repite en cada uno de los intervalos definidos de forma

anéloga obteniendo la solucién:

2.1.2. Clasificacion de Sistemas con Retardos

Segtin el argumento de mayor grado en su derivada:

» Sistemas Retardados [24] Cuando la dindmica del sistema se puede modelar a partir de
una EDFR.

» Sistemas Neutrales [39] Cuando la dinadmica del sistema se puede modelar a partir de una
EDFN.

Segiin el nimero de retardos:

» Sistemas con retardo tnico [40]: Sistemas en los que s6lamente aparece un unico retardo

diferente:

z(t) = f(t,z(t), z(t — 1)), (2.6)
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» Sistema con multiples retardos [40]: Sistemas en los que aparece mas de un retardo

i(t) = ft,xt), x(t —71)), s x(t — ). (2.7)

En el caso particular de que todos los retardos 7;(t), 1 < i < m sean multiplos enteros de

un cierto retardo base 7 , se denomina retraso conmensurado (commensurate delays)
z(t) = f(t,z(t),z(t — di7), ..., x(t — dpmT), (2.8)
d; e N+,1 <i<m.

Segtin el tipo de retardo:

» Retardo puntual [40]: Cuando el retardo afecta al estado en valores puntuales de tiempo.

Cualquiera de los casos expuestos anteriormente son retardos puntuales.

» Retardo distribuido [40]: Este tipo de retardo no tiene un valor puntual sino que su valor

se encuentra repartido dentro de una ventana temporal:

o) = f (t,g(m (/O_Tx(t+9)d0)>) (2.9)

Segiin la ubicacién del retardo:

= Retardos en la entrada: Tiene lugar cuando existe un retardo entre el instante de generacion
de la accién de control y el instante en que ésta se aplica a la planta. Ejemplos tipicos se
dan en sistemas en los que existe transporte de materia o energia o en sistemas de control

distribuidos donde el controlador y el actuador se encuentran fisicamente separados.

= Retardos en la salida: Tiene lugar cuando existe un retardo entre el instante en que el
sensor mide la salida y el instante de calculo de la accién de control. Ejemplos tipicos se
dan en sistemas en los que existe transporte de materia o energia o en sistemas de control

distribuidos donde el sensor y el controlador se encuentran fisicamente separados.

= Retardos en el estado: Afecta al estado interno del proceso. Por ejemplo, los sistemas fisicos
en los que existen lazos cerrados internos en los que hay recirculacion de materia/energia

con el correspondiente retardo interno de propagacion.

En el presente trabajo, se analizaran sistemas del tipo (2.2) de la forma siguiente.

dz L
D _ 5,7,) (2.10)
donde Z(t) = (z1(t), x2(t),...,xn(t)), Zr(t) = (z1(t — 7),22(t — 7),...,2p(t — 7)), G(Z,Z;) =

(91(7, 7+, ga(
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2.2. Estabilidad

La estabilidad es una propiedad bésica para cualquier sistema de control disenado para satis-
facer unas especificaciones deseadas. Esto es, todo sistema de control, aparte de otras caracte-
risticas, ha de ser siempre estable por lo que el estudio de la estabilidad constituye una parte

importante tanto del diseno como del analisis de los sistemas de control.

La estabilidad de los sistemas se puede estudiar desde dos enfoques diferentes: la estabilidad
absoluta y la estabilidad relativa. La estabilidad absoluta es de naturaleza cualitativa. Se trata
de responder simplemente s{ 0 no a la pregunta de si el sistema es estable. Mientras que la esta-
bilidad relativa, es de naturaleza cuantitativa, se trata de averiguar en qué grado el sistema es
estable. Aunque esta dltima es mas dificil de resolver que la primera, su solucién da, evidente-
mente, mas informacién sobre el sistema y es un puente entre la informacién dada por el estudio
de la estabilidad absoluta y la dada por el estudio de la respuesta temporal total del sistema.
El estudio de la estabilidad relativa de un sistema de control supone muchas veces su andlisis en
profundidad, y con ello obtener informacién no solo de su estabilidad sino del comportamiento

temporal del mismo ante diversas seniales de entrada.

A finales de 1800, A. Hurwitz y J. Routh publicaron un método para el analisis de la estabili-

dad de sistemas a partir de su ecuacion caracteristica (EC), el método puede ser estudiado en [41].

Considere un sistema lineal con retardos e invariante en el tiempo (SLIT) de la forma
&(t) = Az(t) + Bx(t — 1) (2.11)

es estable si ante una entrada acotada responde con una salida acotada. La estabilidad de un
sistema (2.11) es determinada por la ubicacion de las raices en el plano complejo de su corres-

pondiente EC,
Q(s) =det{A+ e B - X} =0, (2.12)

donde I es la matriz identidad de dimensiones adecuadas y det{} es el determinante.

Definicion 2.2 Un sistema de la forma (2.11) es estable si y sdlo si todas las raices de (2.12)

se encuentran del lado izquierdo del plano complejo.

Estabilidad Un sistema es estable si y sélo si todas las raices de (2.12) se encuentran del lado

izquierdo del plano complejo.
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Inestabilidad Para que un sistema sea inestable vasta con que exista alguno cambio de signo

en alguno de los términos de (2.12).

Estabilidad Marginal Si alguna raiz se ubica en el eje imaginario, se obtiene un sistema
con estabilidad marginal, es decir, un sistema que se halla en el limite entre la estabilidad y la
inestabilidad.

Si se quiere saber si un sistema es estable o no, basta con analizar las raices de la ecuacién

caracteristica.

2.3. Meétodo de D-particiones

Las D-particiones son fronteras que dividen un mapa de parametros en regiones de estabilidad
e inestabilidad. Los paradmetros que se encuentran sobre estas fronteras, hacen que un sistema
tenga algunos polos sobre el eje imaginario y que ante alguna variacion el sistema pueda pasar de
estable a inestable o viceversa. La estabilidad de las zonas no se puede determinar a simple vista,
para ello es necesario tomar un punto de alguna zona y mediante otro método observar en donde
se encuentran sus polos, si el sistema es estable o inestable con estos parametros, cualquier otro
punto de la misma zona tendra el mismo resultado, esto debido a la propiedad de continuidad las
rafces con respecto a los pardmetros. Para trazar un mapa de pardmetros, es necesario conocer el
cuasi-polinomio caracteristico del sistema mediante la transformada de Laplace con condiciones

iniciales igual a cero [42].

Algoritmo del método de D-particiones, [42].

= Obtener la EC del sistema lineal por analizar y elegir los parametros a1 y ao de la EC para

los cuales se desea obtener valores criticos de estabilidad,

Q(A,a1,a2) = 0. (2.13)

» Determinar candidatos a ventanas de cruce de la EC (2.13) sobre el eje imaginario, para
lo cual se evalia A = 0 y A = +iw en la EC y se obtienen ecuaciones paramétricas a partir
de la sintetizacion de a; y ag de las expresiones Q(0,a1,a2) = 0, Re{Q(iw,a1,a2)} =0y
Im{Q(iw, a1,a2)} = 0. Aqui, Re{Q} v Im{Q} son las parte real y la parte imaginaria de

Q, respectivamente.

» La ventanas de cruce son puntos sobre el eje imaginario donde las raices de (2.13) pueden

cruzar del semi-plano izquierdo complejo al semi-plano derecho complejo, y viceversa.
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» Determinar conjuntos Dy y Ds bajo los cuales las raices de (2.13) cruzan del semi-plano

izquierdo al semi-plano derecho complejo o viceversa, cuando a; € D1y ag € Ds.

2.4. Bifurcaciones

La teoria de bifurcaciones presenta un conjunto de técnicas para ecuaciones diferenciales no
lineales. En este contexto ;Qué es exactamente lo que se quiere decir con bifurcacion? La bi-
furcacién indica un cambio en las condiciones de funcionamiento que tiene un sistema no lineal
cuando un parametro es variado. El pardmetro que cambia es conocido como parametro de bi-
furcacién. Un sistema dindmico no lineal puede presentar varios parametros de bifurcaciéon. En
1997 Loiseau et al, proponen técnicas para realizar el analisis en sistemas con retardos, [16].
Actualmente existen una gran cantidad de referencias dedicadas a este campo de investigacion
por ejemplo los trabajos [17], [18], [19], [20], [21], [22], [23], [24].

En esta seccién, se analizan bifurcaciones locales de sistemas dindmicos continuos, en otras
palabras son bifurcaciones que tienen lugar entorno a un punto fijo. Considere el siguiente sistema

dinadmico

= f(x,p),r € R", u e RP, (2.14)

donde f es una funcién de clase C™ en un conjunto abierto G C R™ x RP.
El punto fijo (xo, po) es la solucion trivial f(zg, po) = (0,0), para no perder generalidad, toman-

do esto en cuenta nos podemos hacer las siguientes preguntas:

1. ;El punto fijo es estable o inestable?

2. ;Como se afecta la estabilidad del sistema cuando variamos el parametro p?

La primera pregunta se resuelve obteniendo la matriz jacobiana D, f(xg, o) del sistema en el
punto fijo. Asi, si el punto fijo es hiperbdlico, es decir, no hay autovalores con parte real nula,

entonces la estabilidad del punto (xg, o) viene dada por la ecuacion lineal

£ = D, f(z*, o), &€ €R™

Ademas si el punto fijo es hiperboélico, entonces el sistema es estrictamente estable en ese punto
fijo. Con lo que variando ligeramente el pardmetro p, no cambia la naturaleza de la estabilidad

del punto fijo.
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Esto se puede aclarar un poco mas de las siguiente forma:

Sabemos que f(xg, o) = 0, y que D, f(xo, o) no tiene autovalores sobre el eje real, por que la
matriz D, f(xg, po) es invertible, luego por el teorema de la funcion implicita existe una tnica
funcion x(u), tal que f(z(p), u) = 0 para p suficientemente cercano a pg, con (i) = xo. Ahora
bien por la continuidad de los autovalores con respecto a los parametros, para u suficientemente
cercanos a po, la matriz jacobiana D, f(zo, o) no tiene valores sobre el eje imaginario, con lo
que para p suficientemente cercanos a pg, el punto fijo hiperbolico (zg, o) de (2.14) persiste y

el tipo de estabilidad no cambia.

El problema surge cuando el punto fijo (zg, o) no es hiperbdlico ya que en este caso para p
muy cercano a po (y para T cercanos a o), pueden ocurrir nuevos comportamientos. Asi, puede
ocurrir que los punto fijos desaparezcan, o que puedan obtenerse comportamientos periédicos,

cuasiperiodicos o cadticos.

Las bifurcaciones surgen cuando la parte real de las raices del sistema es nula . A continuacion
se establecen algunos conceptos sobre bifurcaciones y sus clasificacién de manera mas detallada

y precisa.

2.4.1. Bifurcacién Silla-Nodo
Teorema de la bifurcacién Silla-Nodo (BSN)

Definiciéon 2.3 [/3] Una BSN es una bifurcacion local o global de una ecuacion diferencial or-
dinaria en la que dos puntos fijos (o equilibrios, o criticos) de un sistema dindmico chocan y
se aniquilan entre ellos mismos. La frase bifurcacion silla-nodo se utiliza con frecuencia en re-
ferencia a sistemas dindmicos continuos. En los sistemas discretos, la misma bifurcacidon tiene
el mombre bifurcacion de fold. Bifurcaciones silla-nodo son la forma genérica que el nimero de

soluciones de equilibrio de un sistema dindmicos cambia cuando algin pardmetro es variado.

La BSN se puede considerar como el tipo de bifurcaciéon més simple, en la cual hay un proceso
de creacién y destruccién de puntos fijos, si partimos de un sistema en cual no hay puntos fijos,
a medida que variamos el pardmetro pasamos de no tener ningin punto fijo a la apariciéon de
dos, uno estable y otro inestable, o viceversa pasamos de tener dos puntos fijos a la desaparicion

de los mismos.
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Para estudiar esta bifurcacién comenzaremos con el siguiente sistema dindmico,

&= flz,u)=p—2* xR, puck, (2.15)

como se puede comprobar facilmente se verifican las propiedades:

of

f0.00=0  =(0,0)=0.

Ademas, el conjunto de puntos fijos de (2.15) viene dado por u — x? = 0, que representa una

parabola en el plano fase.

Por tanto, si i < 0 no hay puntos fijos, si © = 0 hay un s6lo punto fijo y si u > 0 hay dos puntos
fijos w1 = /p inestable y o = —,/u estable. A medida que variamos el pardmetro p de un
valor negativo hacia un valor positivo, observamos como se produce una creacién de puntos fijos,
siendo el valor de ;= 0 el valor en el cual se produce el cambio. Entonces, existe una bifurcacion
fold o Silla-Nodo.

Una manera geométrica de apreciar una BSN esta dado por siguiente el sistema de primer

orden:

&= p— a2
haciendo el cambio de variable y = r tenemos.
& =r— a2

donde r es un parametro que puede ser negativo, positivo o cero. Cuando r es negativo existen
dos puntos fijos, uno estable y otro inestable. En este ejemplo ocurre una BSN en r = 0, ya que

los campos vectoriales para r < 0y r > 0 son cualitativamente diferentes.
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X 7 \ X X
— —4—%\ X —_ L e 3 — | — -
(a) r<0 (b r=0 (c) r>0

Figura 2.1: Variacién del pardmetro r del sistema & = r — 22, [1].

Caso 1 Cuando r se aproxima a cero (0) desde abajo, la parabola se mueve hacia arriba y los 2
puntos fijos se mueven el uno hacia el otro, Figura 2.1 a.

Caso 2 Cuando los puntos fijos se unen en cero se forma un punto de bifurcacién z* = 0, Figura
2.1b.

Caso 3 Este tipo de punto es extremadamente delicado pues se desvanece tan pronto r > 0

ahora no existe ningin punto fijo Figura 2.1 c.

- - r>0
-0 — r=0
@O <0
-

X

Figura 2.2: Vectores de campo para la variacion de r, [1].

Otra forma de representar la bifurcacién ocurrida, es mostrando los vectores de campo para

diferentes valores discretos de r, Figura 2.2.
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En la Figura 2.3 se muestra una pila de campos vectoriales continuos y la curva r = —22 | es

decir, cuando 2’ = 0 la cual da los puntos fijos para diferentes valores de r. La linea continua

distingue los puntos fijos estables, y la linea punteada los puntos fijos inestables.

r
E—— i —l
L1
5
L]
i
—_— —— ' —_—
L]
¥
i

Figura 2.3: Campos vectoriales r vs z.

Sin embargo, la forma mas comin de describir la bifurcaciéon es invertir los ejes de la Figura
2.3. La raz6n es que r desempena el papel de una variable independiente, y as{ debe ser trazada
horizontalmente. El inconveniente es que ahora el eje "x” tiene que ser trazado verticalmente,

lo que parece extrano a primera vista. Las flechas son a veces incluidas en el cuadro, pero no

siempre.
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INESTABLE ~ _

ESTABLE -

Figura 2.4: Diagrama de bifurcaciones.

A la Figura 2.4 se le conoce como el diagrama de bifurcacion. La terminologia de la teoria de
las bifurcaciones presenta varias redacciones por diferentes autores, asi es como en la literatura
se encuentra que la BSN es a veces llamada una doble bifurcacion (porque la curva de la Figura
2.4 tiene un pliegue en ella) o un punto de inflexién bifurcaciéon (porque el punto (x,t) = (0,0)
es un "punto de inflexion."). El nombre deriva de una bifurcacion completamente andloga, en un
contexto de mayor dimensién, tales como los campos de vectores en el plano, donde los puntos
fijos son mas conocidos como sillas de montar y los nodos pueden colisionar y desaparecer.

La forma de hallar una BSN radica en encontrar el pardmetro r de bifurcacién cuando el sistema

tiene £ = 0 y para determinar su estabilidad lineal, se calcula su derivada.

2.4.2. Bifurcacidn tridente
Teorema de la bifurcacion tridente (BT)

Definicién 2.4 [/4] En matemdticas, una BT (en inglés pitchfork) es un tipo de bifurcacion
local de una ecuacion diferencial de un sistema dindmico. Las BT pueden ser supercriticas o

subcriticas.

Las BT se producen en sistemas con simetria. Es decir, que esta bifurcacion estd relacionada
a simetria del sistema. Por ejemplo, en sistemas que tienen una simetria espacial entre puntos

fijos, izquierdo y derecho, estos tienden a aparecer y desaparecer en pares simétricos.
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Teorema 2.1 [}5] Considere una ecuacion diferencial ordinaria de la forma
j::f(x’ﬂ)vxeR?MER? (216)

supongamos que f es una funcion de clase C3 (continuamente diferenciable)y tal que se verifiquen

las condiciones:

(al) y (a2) son para un punto fijo no hiperbolico si

af B 0% f B
0% f o3 f
6:r8,u(0’0) #0 @(an) # 0,

entonces en (0,0) hay una BT. Ademds bajo estas condiciones el sistema es topoldgicamente
equivalente a uno de los sistemas
&= px + a3,

que no son mds que las formas normales para este tipo de bifurcacion.

Este tipo de bifurcacién se clasifica en dos categorias, bifurcacion pitchfork supercritica y bi-

furcacion pitchfork subcritica. En el primer caso el sistema dindmico de referencia es:

&= f(z,p) =pr—2°> =0,z € R, ucR, (2.17)

si p < 0 existe un tnico punto fijo (z, u) = (0,0) estable, sin embargo para u > 0, (z, u) = (0,0)
pasa a ser un punto fijo inestable y ademés aparecen dos nuevos puntos fijos simétricos respecto
del origen que seran estables. Para el caso de la bifurcacion subcritica se toma el mismo sistema
de referencia. Si p < 0, existen tres puntos fijos (0, 0) inestable y dos puntos simétricos estables.
si u > 0, el punto (0,0) pasa a ser estable y los otros puntos fijos desaparecen.

Para el sistema (2.17) los puntos de equilibrio son

Teo = O)

‘Tel = \/ﬁ7
Te2 = _\/IE7
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si < 0, solo x¢p tiene sentido fisico.

of

or ‘I&Ne = _3373 + e,

como es funcién de una sola variable también es equivalente al valor propio

A= =322 + e,

entonces, si A < 0 el sistema es estable.
Si A < 0 la dnica solucién es z.9 = 0 y entonces A = ., por lo que es estable. Por el contrario

si A > 0 hay tres soluciones reales

i) Inestable

Zeo =0,

A= _31:(230 + e = les

ii) Estable

Tel = \/ﬁv
A= _3le + fte = —2fle,

iii) Estable

Te2 = _\//ju

A= =322 + e = —2,

De acuerdo con lo propuesto anteriormente como p < 0 se presenta una bifurcacién subcritica la
cual nos dice que el origen es inestable y aparecen dos puntos que son simétricos y ademés son

estables.
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1.5} - '

inestable

~—

-1.5 estable .

_2 L L L L —
-1 0 1 2 3 4

Figura 2.5: Diagrama de bifurcacion (tipo tridente)

En la figura 2.5 se observa un diagrama de bifurcacién en el cual aparecen 2 trayectorias simé-

tricas estables y una es inestable por lo cual podemos decir que esta es una BT del tipo subcritica.

Las bifurcaciones anteriores son las mas estudiadas en sistemas dindmicos. Note que estas se
caracterizan por la aparicién o desaparicién de puntos fijos al variar el parametro de bifurcacion
el cual puede también cambiar la estabilidad del sistema, sin embargo a continuacién vamos a
tratar otro tipo de bifurcacién en la cual hacen aparicién las érbitas periédicas, este fenémeno
es de interés en la aplicacién de sistemas dindmicos, debido a que las 6rbitas periddicas suelen

modelar mejor las dindmicas de un sistema.

2.4.3. Bifurcaciéon de Hopf
Teorema de la bifurcacion de Hopf (BH)

Definiciéon 2.5 [35] La BH, es un tipo de bifurcacion que presentan algunos sistemas, de tal
manera que al variar el valor del pardmetro de bifurcacion del sistema, este sufre un cambio en
lo estabilidad del punto critico estudiado, dando origen o desapareciendo una drbita periddica.

La caracteristica esencial de la BH es que, para valores del pardmetro cercanos al valor de bi-
furcacion, se produce la aparicion de un ciclo limite del sistema en las cercanias del estado de

equilibrio. Eristen dos casos diferentes, de propiedades y consecuencias prdacticas muy distintas:

e Bifurcacion de Hopf subcritica (BHSC): Es un ciclo limite (que serd inestable), puede

coexistir con el punto de equilibrio estable, antes de que el pardmetro alcance el valor de bifurca-
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cion y supone en la prdactica una limitacion del dominio de atraccion del punto de equilibrio.

e Bifurcacion de Hopf supercritica (BHSP): El ciclo limite (que serd estable), puede

surgir una vez que se ha traspasado el valor de bifurcacion. En este supuesto el ciclo constituye

un atractor que mitiga la inestabilidad del punto de equilibrio.
Teorema 2.2 [35] Sea un sistema
&= f(z,a),z € R? a € R,
tiene un equilibrio en x = 0 V |«a| suficientemente pequenio, con autovalores
Atz = p(a) +iw(a),

con p(0) = 0,w(0) = wp > 0, y supongamos que se verifican las siguientes condiciones:

(B1) 11(0) # 0, donde 1y es el primer coeficiente de Lyapunov

(B2) u(0) # 0.

Entonces la ecuacion (2.18) es es topoldgicamente equivalente a:

v\ (B -1\ (wn st 1 u2) [V
()= 5) () et )
donde s = signo(l,(0)).

La ecuacion (2.20) se denomina forma normal de Hopf.

Considere el sistema parametrizado
&= f(z,p),
con x € R™ y u € R. Supongamos que existe (xg, po) tal que

(H1) f(zo, po) =0,

(H2)  Dif(xo,1o),

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(H2) posee un tinico par de valores propios en el eje imaginario y el resto estan fuera de €l.

d

(H3) %

(ROA()|u = po = d # 0,

donde \(u) es una valor propio de D, f(xo, o).

Entonces, existe una tnica variedad central tridimensional que pasa por (xg, po) € R™ x R.

La dindmica sobre la variedad central estd dada por

= (dp + Lir?)r,
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0 =w+ cp+ br2.

Si 11 # 0 entonces existe una superficie de drbitas periddicas en la variedad central, las cuales
tienen tangencia cuadrdtica con el eigenespacio generado por A(uo), Mpo) Si ly < 0 las drbitas
periddicas son estables (caso supercritico), mientras que sily > 0 son inestables (caso subcritico).
El coeficiente 11 se define como el primer coeficiente de Lyapunov. Existe una formula para
calcular el primer coeficiente de Lyapunov, la cual estd dada para sistemas en el plano.

Considere el siguiente sistema en el plano:
Z1 = —woZs + Fi(Z1, Z5),

Zé = wpZ1 + FQ(Zl, Zg),
El primer coeficiente de Lyapunov estd dado por la férmula

1
16wy

ll (Rl + WORQ)a

donde

R = (Fiz122(Fiz121 + Fl22:2) — For122(Foz121 + Foz2:2) — Fiz121F22121 + Flz2:2F%2222) |20,

Ry = (Fiz12121 + Fiz12222 + Foz22121 + F2222222) |20,

La BHSP, se presenta cuando l1 < 0. Se caracteriza por el nacimiento o desvanecimiento de una
drbita periddica atractora, ol momento de variar el pardmetro de bifurcacion alrededor de pyg.
La SHHSC, se presenta cuando ly > 0. Se caracteriza por el nacimiento o desvanecimiento de
una orbita periddica repulsora, al momento de variar el pardmetro de bifurcacion alrededor de
Ho-

Otro tipo de BH que se presenta es la bifurcacion de Hopf degenerada, la cual se presenta cuan-
do 11 = 0. Se caracteriza por la presencia de un centro de drbitas periddicas, justo cuando el

pardmetro de bifurcacion es igual a ug.
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Capitulo 3

Analisis de estabilidad y puntos de

bifurcacion

En este capitulo, se presenta la metodologia para realizar el andlisis de bifurcaciones para sis-

temas con retardo.

Vamos a trabajar con una clase de sistemas con retardo de la forma (2.10), ya definida anterior-

mente en el Capitulo 2.

-
dit” = G(&, 1),

Un punto de equilibrio Z*(t) = (7, 23, ..., 2) es aquel que satisface G(T*,7%) = G(*, &) = 0.

Proposicion 3.1 [25] linealizacion del sistema (2.10) en un punto de equilibrio es

dr - L
= A7+ BT, (3.1)
donde:
Digi Dogr ... Dng1 Dni1gt Dny2gr .. Dopgn
Digs Da2go ... Dypgo Dypi192 Dpi2ge ... Dapgo
A= ) ) , B= . . .
Dign Dagn ... Dypgn Dypy1gn Dniogn  -.. Dongn

y las derivadas parciales se evaliian en el punto de equilibrio dado. La ecuacion caracteristica

(EC) correspondiente estd dado por la formula

Q(\) =det(A+e B —\)=0.

27
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En el presente trabajo se realiza un anélisis sobre la EC, cuya forma es un cuasi-polinomios

con la estructura siguiente

Q) =p1(\)p2(A) — e Mg (N g2(A). (3.2)

Es bien sabido que la estabilidad de un sistema estd gobernada por la posicién de las raices de
su EC, en el criterio de estabilidad de Routh-Hurwhitz se establece que un sistema es estable si

y s6lo si todos sus polos se encuentran en el semiplano izquierdo del plano complejo.

Para sistemas libres de retardo de orden n se obtiene una EC de orden n con n raices y la
estabilidad del sistema esta dada por la posicién de sus raices. Mientras que, para un sistema
con retardos de orden n, el nimero de raices es infinito, la estabilidad del sistema es gobernada
tnicamente por la posicion de sus raices dominantes (son las que se encuentran més a la derecha

del plano complejo.

Como ya se ha mencionado anteriormente en este trabajo se pretende encontrar un tipo de bifur-
cacion mediante el uso del retardo 7 como paramento de bifurcaciéon. Con este anélisis se pueden

dar condiciones para determinar la estabilidad de un sistema y para encontrar ciclos limite.

El método de D-particiones es una herramienta importante para realizar el analisis de estabili-
dad en un sistema con retardo, el cual trabaja con el cuasi-polinomio caracteristico del sistema y
mediante variaciones paramétricas nos dice cuando las raices dominantes del sistema se encuen-

tran sobre el eje imaginario.

Teniendo esto en mente comenzamos con el analisis de Q(\)

Q) = p1(N)p2(N) — e a1 (N)g2(N).

mediante el uso del método de D-particiones, se hace el cambio de variable A = iw

—iwT

Q(iw) = p1(iw)p2(iw) — e *“Tq1 (iw)q1 (iw).

Ahora definimos

® = Re{p(iw)p2(iw)},
0 = Im{p1 (iw)p2(iw)},
v = Re{q (iw

S~—
S~—
—

g2 (iw

@2 (iw)},

~—

¢ = Im{q (iw
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entonces

Qiw) =P+ 6 — e ™7 (v +5),

se hace uso de la formula de Euler e = cos(\7) + isin(A7)

Q(iw) = ® + 0 — (cos(AT) + isin(A7)) (v + ),
=& + 6 — cos(AT)y — cos(AT)si + sin(A7)yi + sin(A7)c,

separamos la parte real y la parte imaginaria

Re = & — cos(A7)y + sin(A7)s = 0,
Im = O — cos(AT)s + sin(A1)y = 0,

v obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

® — cos(AT)y +sin(A1)s = 0,
© — cos(AT)s +sin(A1)y =0,
Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos
P — O
COS()\T) = — <M> s

sin(\1) = (W) )

Ahora, usando sin?(w7) + cos?(wT) = 1, lo anterior es cierto si

P(w) = N + N3 — Q?

(3.3)
= apw" + ap_ 1" .+ aw + ag.
con
Ny =7y® — 0O
Ny =—¢®+10
Q=7 —¢?

Teorema 3.1 [/6] Sea f una funcion real continua en el intervalo [a,b]. St f(a) < f(b) y c es

un ndmero tal que f(a) < c < f(b), entonces existe un punto x en (a,b) tal que f(z) = c.
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Teorema 3.2 [46] Sea [ una funcion real continua en un intervalo cerrado [a,b] con f(a) y

f(b) de signos contrarios. Entonces eziste al menos un punto c¢ del intervalo abierto (a,b) con

f(e)=o.
Proposicion 3.2 Un polinomio de la forma P(xz) = apz™ + Ap_12" L+ ...+ a1z + ag tiene al

menos una raiz real positiva si y sélo si ap, >0 y ag < 0.

Proposicion 3.3 FEl cuasi-polinomio (3.2) tiene raices dominantes en \og = +iwg, st hay una

solucion del polinomio P(w), mds aun esto ocurre cuando el retardo tiene un valor en

1 N
70 = —tan~t ( 2(“’0)> + M 0,41, 42, (3.4)
wo Ni(wo) wo
Proposicion 3.4 Si (3.8) tiene algin cambio de signo en sus términos (an,an—1,...a1,0a0),

existe una raiz real positiva wy solucion de P(w), entonces existe una bifurcacion de Hopf en el

estado estacionario.

3.1. Algoritmo para encontrar puntos de bifurcaciéon

El objetivo de esta seccién es ilustrar paso a paso el algoritmo con el cual se pueden encontrar

los puntos criticos de 7 visto como pardmetro de bifurcaciéon, para una clase de sistemas del tipo
(2.10).

= Obtener la ecuacion caracteristica del sistema.
= Evaluar el polinomio caracteristico en A = iw.
= Dividir la expresién anterior en parte real y parte imaginaria.

= Obtener un polinomio P(w) de la forma (3.3) y observar si existe un cambio de signo entre

el termino de mayor orden y el termino independiente.

= Si existe algin cambio de signo es posible encontrar un valor de g con la férmula propuesta

en la Proposiciéon 3.3 en donde aparece una bifurcaciéon de Hopf
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3.2. Duopolio de Cournot

3.2.1. Modelo matematico
Modelo estatico de duopolio de Cournot con evasiéon de impuestos

El modelo de duopolio de Cournot es un ejemplo clasico en teoria de juegos (47|, [48]. En el
que dos empresas ingresan al mercado con un producto de consumo homogéneo. Las empresas
no cooperan, en consecuencia la decision de salida de cada empresa afecta el precio del bien.
Ademsis, las empresas compiten en cantidades y eligen las cantidades simultaneamente . El pri-
mer estudio de un duopolio se debe a Antoine Augustin Cournot, quien en 1838 propuso que
las empresas ajustan sus niveles de produccion de tal forma que cada una de ellas maximiza sus
beneficios tomando la produccion de la empresa rival dada. A una pareja (x1,x2) de niveles de
produccién que satisface estas condiciones se le llama un equilibrio de Cournot. En este caso, la
primer empresa maximiza sus beneficios produciendo z; unidades al considerar que la segunda
empresa produce zo unidades. De igual forma, la segunda empresa maximiza sus beneficios pro-

duciendo x9 unidades al considerar que la primer empresa produce x1 unidades.

Comenzamos por denotar por x; > 0 al nivel de produccién de la firma i, ¢ = 1, 2. La funcién de
demanda inversa, denotada por p, determina el precio del producto en el mercado dependiendo
de la cantidad del producto que se introduce al mercado. La funcién p se asume dos veces dife-
renciable y estrictamente decreciente, y como ademas satisface la ley de la oferta y la demanda,

existen nimeros no negativos a y b, uno de ellos o ambos pueden ser infinito, tales que

lim p(z) =0 Yy lim p(z) = b.

T—a z—0
La cantidad a puede interpretarse como aquella cantidad de productos en el mercado a partir
de la cual el precio se desploma a cero, mientras que la cantidad b puede interpretarse como el
precio que llega a alcanzar un producto cuando tiende a desaparecer del mercado. Supondremos

también que para ¢ = 1,2, la funcién de demanda inversa satisface
Pl(x1 + 22) + 2ip" (21 4 22) <0, (3.5)

pues esta ecuacion tiene una interpretacién econémica importante sobre las producciones de las
empresas en el duopolio [49], [50]. Puesto que la funcién de demanda inversa es estrictamente

decreciente, también es verdad que p’(x) < 0. Junto con la suposicion (3.5) obtenemos

2p/(x1 + x9) + xip"(xl + x2) < 0. (3.6)



32 Capitulo 3: Andlisis de estabilidad y puntos de bifurcacion

El costo para producir z; productos para la empresa ¢ se denotara por C;(z;), que se asume
dos veces diferenciable, estrictamente creciente, convexa y satisface C;(0) = 0. Las entradas de
la empresa i estan dadas por lo tanto por la formula x;p(x; 4+ x2) y sobre esta cantidad es sobre
la cual se calcula el impuesto a pagar. Sin embargo, la empresa ¢ elige declarar que sus entradas
fueron por la cantidad z;, de modo que z; < x;p(x1 + x2). Note que se permite que z; sea una

cantidad negativa, lo que significaria que la empresa ¢ le reporta pérdidas al gobierno.

Vamos a suponer que el gobierno impone un impuesto 0 < ¢ < 1 sobre la cantidad declarada
y que con probabilidad 0 < g; < 1 el gobierno sorprende a la empresa ¢ evadiendo impuestos.
En caso de detectar que la empresa ¢ incurri6é en evasion fiscal, el gobierno procede a cobrar una
penalidad sobre la cantidad x;p(x1 + x2) — z; evadida al fisco. Denotaremos por F' a esta funcion
de penalidad y la supondremos positiva, diferenciable, estrictamente creciente y estrictamente
convexa. Ademas, se supondra que F(0) = 0, de modo que quien haga una declaracion honesta

no tenga por que pagar sanciéon alguna.

La funciéon P; = P;(x1, z2, 21, 22) de beneficio de la empresa i (i = 1,2), consiste en la suma

de dos términos.

El primer término consiste en multiplicar la probabilidad 1 — ¢; de no ser detectado evadiendo
impuestos por la ganancia esperada, donde por ganancia esperada se entiende el resultado de
substraer a las entradas x;p(x1 4+ p2) de la empresa ¢ el costo C;(z;) v la cantidad a pagar de

impuestos oz;.

El segundo término est4 dado por el producto de la probabilidad ¢; de que la empresa ¢ sea
descubierta evadiendo impuestos multiplicada por la ganancia resultante, la cual se calcula subs-
trayendo de las entradas z;p(x; +x2) de la empresa i el impuesto ox;p(x1+x2) que honestamente
se debe pagar, el costo de produccion Cj(z;) y la multa F(x;p(x1 + x2) — 2;) sobre la cantidad

de impuesto evadida. Luego, la funciéon de beneficio para la empresa ¢ estd dada por la féormula:

P = (21,22, 21, 22) = (1 — @) (wip(x1 + 22) — Ci(wi) — 0%;)
+¢i((1 — o)xip(xr + x2) — Ci(x;) — F(aip(xr + x2) — 2;)) (3.7)
= (1 = qio)zip(x1 + 22) — G F(7ip(71 + 72) — 24)

— (1 — qi)azi — Cz(a,’,)

Un equilibrio en el sistema del duopolio de Cournot con evasién de impuestos consiste en una
pareja de niveles de produccion (x1,x2) y una pareja de montos a declarar (z1, z2) de tal forma
que la empresa ¢ maximiza sus beneficios produciendo x; unidades y declarando un monto z; al

considerar que la empresa ¢ produce x; unidades y declara un monto z;. El problema de encontrar
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un equilibrio de Cournot con evasién de impuestos se reduce a la solucién de ciertas ecuaciones
como se establece a continuaciéon. Cabe mencionar que la siguiente proposicién se demuestra en
[49] para el caso general en que se tengan n > 2 firmas compitiendo en el mercado (oligopolio),
sin embargo, en dicho articulo los autores suponen que las funciones de costo son de manera par-
ticular de la forma C;(z;) = cx; con ¢ > 0 constante, cosa que nosotros no necesitamos. También
mencionamos que la siguiente proposicién aparece sin demostracion en [51]| Proposicion 1], sin
embargo, la autora omite suponer la desigualdad (3.5) aunque los ejemplos presentados en dicho

articulo si la satisfacen.

Proposicion 3.5 Los valores dptimos de x1, T2, 21 y 22 del problema del duopolio de Cournot

planteado arriba se obtienen al solucionar el sistema de ecuaciones

oF;
3 © = (1 - qio — iF' (zip(x1 + x2) — 2))
Z;
(p(a1 + 22) + 239 (21 + 22)) — Ci(23) = 0, (3.8)
oP; -
= (1= )0 + GF (@p(e1 +w2) = 2) = 0,
7
i=1,2.
. . . 1 2 .
Consideraremos la funcién de penalizaciéon como F(z) = 5303: , 8 > 1 y la funcién costo

definida como Cj(x;) = ¢z, ¢; > 0,1 =1,2.

Modelo dinamico del duopolio de Cournot con evasién de impuestos y tiempo
de retardo

El modelo dindmico describe la variacion en el tiempo de salida x;(t), ¢ = 1,2 teniendo en

,4 = 1,2. Suponga que cada empresa ajusta sus ingresos

Oy

declarados z;(t), i = 1,2 proporcionalmente a los beneficios marginales

cuenta los beneficios marginales

%,i = 1,2. El modelo
8Zi
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dindmico esta dado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

n1(0) = kG = i ([1 = 010 = P O (0) + 22(0)) = 210
[p(21(t) + z2(1)) + 21 ()p' (21(1) + 22(1))] — Cl(fﬁl(t)))v
2a(t) = gfj = k2( [1 = 20 — 2 F' (w2(t)p(1(t) + 22(t)) — 22(t)]

[p(x1(t) + 22 (t)) + 22(t)p' (21(t) + 22(1))] —02(962@))),

21(t) = ks gpl = ks( 1 —q)o + qF' (z1(t)p(ai(t) + 22(t)) - Zl(ﬂ);
z1

2o(t) = ka gPQ - I<:4(—(1 — 42)0 + @ F' (w2 (t)p(a1(t) + z2()) — zg(t)).
22

Consideramos el modelo (3.9) donde introducimos el retardo de tiempo 7. Suponemos que la
primera empresa es el lider y la segunda empresa es el seguidor. El seguidor conoce la cantidad

de la empresa lider, x1(t — 7), que entr6 en el mercado en el momento t — 7, 7 > 0.

El sistema diferencial que describe este modelo viene dado por:

il(t) = klg ” = /ﬁ([l —(q10 — qu/(l’l (t)p(xl (t) + xz(t)) — 21 (t)]
[p(a1(t) + 22(t)) + 22 ()P (21() + 22(1))] — Cl(wl(t)))7
a(t) = 74?28 = k‘2<[1 — q20 — @ F' (w2 (t)p(a1(t — 7) + 22(1)) — 22(1)]
O (3.10)
[p(x1(t = 7) + 22(8) + 22()p (21.(t) + 22(2))] — 02(552(15))),
40 = 15 = k(=0 = @)+ aF @ Op o)+ 22(0) - 21(0)
a(t) = ki = ka( (1 )0 + @ (ea(p(r(t —7) + 2(0) — 22(1)).
z2
Observe que el modelo no lineal anterior es de la forma (2.10), donde
S o o = 5 = 2 =2\ T
G(f, _»T) <k1 apla(i,le)akQaP2a(i;xT)uk3apl(§ji$7),k4ap28(z;l‘7>> (311)

Proposicion 3.6 Si (z7,x3, 25, 25) son los valores dptimos del problema del duopolio de Cournot
estdtico planteado en la seccion anterior, entonces la funcion T*(t) = (z7, x5, 2], 23) es un punto

de equilibrio del sistema de duopolio de Cournot dindmico con tiempo de retardo (2.10).
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Proposicion 3.7 La linealizacion del sistema (2.10) en el punto de equilibrio dado por los va-

lores dptimos del problema del duopolio de Cournot estdatico esta dado por (3.27) donde

%P %P %P
MGz Monon Monon 0 0 000
2 2
0 ke &2 0 ko 2P 92Py
A— 2 232231«2 _ kg D1, 012 0 0 0 (3 12)
kg P kg o7, ka”ﬁ 0 ’ 0 000 '
3 8901 821 8332621 3 02
9%P 82P 0Py
0 ks Bzzaiz 0 k4 7 ks 0z17022 000
y tiene como polinomio caracteristico al polinomio que se obtiene de la matriz C..
ol i} %P fod i}
kl Bx% kl Ox20x1 1921021 0
e, 07D 92Dy 2P,
C _ k 8:}0178:172 k % 0 k2 aZ28:B2
T k k 92 P; k 82P1 0
381’1821 36128'21 3
e AT 0P, %P, 82132
ka 4 921,022 k4aanZ2 0 k4
donde las derivadas parciales estin evaluadas en el punto de equilibrio.
Mas ain, el polinomio caracteristico de C; puede escribirse como
-
q(A\, 7) =p1(N)p2(A) —e " (aX — b)(cA —d) =0, (3.13)

donde p;(\) es el polinomio caracteristico de la submatriz de C- que consiste de sus renglones y
columnas i yi+2, a= Cri2 , c= Cpio, b es el determinante de la submatriz de C; que consiste

AT

de sus renglones 1 y 8 y sus columnas 2 y 3, y d es e mutiplicado por el determinante de la

submatriz de C; que consiste de sus renglones 2 y 4 y columnas 1 y 4.

donde p1(X) = A% — a1 A + ag, p2(X) = A2 = B1X + S, con

9%P, 9%P, 2P, 0*°P 9%P, 9%P,
o = <k1 022 + ks 9.2 > , o= <k1k3> (k:l 3216:U1k 8x18z1> ,

W& W& P’P, 9°P, 0?Py 0Py
hr= (ba +M02> %_<“a “a@>_G%@wf%mmJ’

o0*P o’p . 9*P, o0*p, 0*P
=k b= ki———k — |k k
@ 131‘281’1’ < 181‘283}1 3 82% ) ( 36:132621 18218$1) ’
02 Py 0?°P, | 0?°Py 02 Py 0Py
°= kz@xlﬁxg’ d= <k2a$18$2 k4 6,2% ) B <k48x1822 k2 aZang) '
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3.2.2. Analisis
Analisis de estabilidad del modelo del duopolio de Cournot

A continuacion, se estudia la estabilidad del cuasi-polinomio (3.13) en el espacio frecuencial ,
mediante el método de D-particiones [52] .

Considere el cambio de la variable A = iw en el cuasi-polinomio (3.13)

q(iw, 7) = p1(iw)p2(iw) — e (aX — b)(cA — d)
= p1(iw)p2(iw) — (cos(wT) — sin(wT)) (aX — b)(cA —d) =0, (3.14)
observe que
Re{q(iw,T)} = ® + (acw? — db)cos(wT) + (adw + bew)sin(wT),
Im{q(iw,7)} = © + (db — acw?)sin(wr) + (adw + bew)cos(wT),

¢:w4+(—a151 —Oéo—/BO)WQ‘f‘aO/BOa

0= —w3a1 - wgﬁl 4+ wag B+ wai Po-

cuando ® = Re{p; (iw)p2(iw)} y © = Im{p1 (iw)p2(iw)}. Claramente, q(iw, ) = 0si Re{q(iw, )} =

0y Im{q(iw,7)} = 0. En otras palabras , q(iw,7) = 0 si

(acw?® —db)  (adw + bew) | |cos(wT)| | —®
(adw + bew)  (db — acw?) | |sin(wr)|  |—©
cos(wr)| | (acw? —db) (adw + bew) |-
sin(wr)| | (adw + bew)  (db — acw?) -0
0
—® (acw? — bd) — Ow (ad + be)
cos(wt) =
a?cwt + a?d?w? 4 b?Pw? + b2d?
. —®w (ad + bc) + O (acw? — bd)
sin(wt) =

a?cwt + a?d?w? 4 b?cPw? + b2d?
Ahora, usando sin?(w7) 4 cos?(w7) = 1, lo anterior es cierto si
P(w) = Nf + Nj - @

= a12w12 + alowlo + ang + a6w6 + a4w4 + CLQUJ2 +ag = 0. (315)

con
Ny = — @ (acw? — bd) — Ow (ad + be)
Ny = — ®w (ad + be) + O (acw? — bd)

Q:a202w4—|—a2d2w2—}—b202w2+b2d2
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ademas,

ayp =a’c?,

a10 = ((a1® + 12 = 2 (o + Bo)) ¢ + d?) a® + b*c?

ag = (a1? + 512 — 2 (ag + Bo)) (a*d® + b*c?)
+ (a02 + Bo? + (—a12 + 2 ayg) (—612 +20)) a’c? + b*d? — a*c?

ag = (a*d* + b°c?) (ao® + Bo® + (—a1® + 2ap) (—B12 +23))
—20%c*a® + (?Bi? + a1?Bo® — 2 (ao?Bo + awfBo?)) *a?
+ (a1® + B2 = 2 (a0 + Bo)) b*d* — 2a*Pd?

ag = (—4b%d* + ap?Bo?) Fa® + (a1®B1% + ao® + Bo® — 2 (B12 — 2 Bo) ap — 212 By) d*b?
+ (20?17 + a1?Bo® — 2 (a?Bo + awfBo?)) (a®d® + b*c?) — a*d* — bic?

ag = (=20 + (081 + a1*Bo” — 2 (a0?Bo + a0fo”) ) b + an*Bo’a®) d?
+ ap?Bo2b*? — 2d%%d?

ap =2 Bo?b*d? — bid*.

Definiciéon 3.1 Sea p(z) = %, Cy(z1) = 11 y Co(xa) = peiza, donde o se define como la tasa

de costo marginal.

Proposicion 3.8 [25] La solucion del sistema (3.8) satisface las relaciones:

c:
p(z1 + z2) + zp (1 + 22) = 1 - e
. (3.16)
1—g¢
zi = zip(x1 + 2) — ;
q;S

De la Proposicion 3.8 obtenemos la siguiente proposicion

1
Proposicion 3.9 sip(x) = — y Ci(z) = ¢z, la solucion del sistema (3.16) esta dada por:
x

. c(l—o0) . c(l—o)
T} = 5 Ty =,
(01 + CQ) (Cl + 02) (3 17)
o l-a . a 1-g
Ve +e Qs 27 e 4o @s

Proposicion 3.10 El punto de equilibrio del modelo no lineal de duopolio de Cournot (3.10),
cuando C1(x1) = c1x1 y Co(x2) = pcixs, es

:I;*:MCl(l—O') Tk = 01(1_0)

Y a4 pa)? 27 (1 +pe)? (3.18)
« _ pa 1-—q « 1—qo

21 = — ZQ = —

c1+per sqr c1+per sqy
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Estabilidad dependiente del retardo

Aqui, se realiza un analisis de estabilidad del modelo de duopolio de Cournot cuando las

funciones de costo satisfacen la Proposicion 3.10.

Teorema 3.3 Considere el modelo lineal de duopolio de Cournot (3.27) y su correspondiente
cuasi-polinomio (3.13). La estabilidad del sistema serd dependiente del retardo si las funciones

de costo son

Cl(acl) =C1 Yy 02(332) = uc1 ra.

En otras palabras, si el polinomio es estable (inestable) para T = 0, entonces el polinomio es
inestable (estable) para todos T > T* esto se debe a que en este caso si existe un wy € R tal
que P(wy) = 0 y ocurre al menos un cambio de signo entre las constantes aiz := a12(7),a1p :=
a10(7), ..., ag = ao(7), mds aun, de acuerdo a la Proposicion 2.4 podemos obtener un 1o en el
que las raices dominantes del el cuasi-polinomio (3.14) se encuentran sobre el eje imaginario,
Ao = tiwg.

En este caso particular tenemos un P(w) de la siguiente forma

P(w) = ajpw'® + a1ow!® + agw® + agw® + agw® + aw?® + ag, (3.19)
donde
ki%c,8 (—,uq1 so + plo — p? —0+1)2k22 (,qu s0 4+ plo —p? —o+ 1)2
a2 =
(-1+0)°
kiter'0s% g ks to® (= 1) (u+ 1) kot qoky* (1? — 6p+ 1)
ayg = —
(-1+40)®

en este caso particular es evidente observar que a5 es positivo por que todos los términos estan
elevados por un exponencial par, mientras que para ag se observa que si el término (u? — 6y +1)
es positivo, ag < 0 entonces podemos decir que existe al menos un cambio en el término ag, esto
ocurre cuando p € (0,3 —2v/2) 0 p € (3 + 2v/2,0)
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f(w)

De acuerdo a la Proposicién 3.2 a;o9 > 0 y a9 < 0, cumpliendo estas condiciones entonces
podemos asegurar que P(w) tiene una raiz real positiva sin darle importancia a los términos
(a0, as, ag, aq, az). Mas atn, segun la Proposicion 3.3 podremos encontrar un 7y en el cual ocurre

un bifurcaciéon de Hopf, con este 19 podemos hacer que el sistema pierda o gane estabilidad.

Estabilidad independiente del retardo

A continuacion, se realiza un analisis de estabilidad del modelo de duopolio de Cournot cuando

las funciones de costo cumplen con ¢2 = cl € RT.

Proposicion 3.11 FEl punto de equilibrio del modelo no lineal de duopolio de Cournot (3.10),
cuando C1(xz1) = c1x1 y Co(we) = comwa, es
1—0

* *
1 401 2 1

- =z (3.20)
con c2 :=C1 Yy q1 =4 =q2-

Teorema 3.4 Considere el modelo lineal de duopolio de Cournot (3.27) y su correspondiente
cuasi-polinomio (3.13). La estabilidad del sistema sera independiente del retardo si las funciones

de costo son

Ci(z))=c1z1 y Cy(z2) =c1x9.
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En otras palabras, si el polinomio es estable (inestable) para 7 = 0, entonces el polinomio per-

manecerd estable (inestable) para todos T > 0.

Es bien sabido que la estabilidad (inestabilidad) del modelo lineal duopolio de Cournot (3.27)
depende de la ubicacion de las raices del polinomio en el plano complejo. Supongamos que el
sistema (3.27) es estable para T = 0, es decir, todas las raices de (3.13) se encuentran en la
mitad 1zquierda del plano complejo. Tomando T como pardmetro y el movimiento continuo de las
raices bajo la variacion de 7. El cuasi polinomio (3.13) pierde estabilidad si algunas de sus raices
cruzan a la mitad derecha del plano complejo. Claramente, lo anterior ocurre cuando las raices
cruzan el eje imaginario,A\g = Liwg. Por lo tanto, hay una solucidn de wy € R del polinomio
P(wo) dado en (3.15). En otras palabras, existe un wy € R tal que P(wp) = 0, si ocurre al menos

un cambio de signo entre las constantes a1z := a12(7), aio := a10(7), ..., ap := ao(7).

En este caso particular tenemos un P(w) de la siguiente forma

P(w) = ajow'® + ajpw'® + agw® + agw® + agw?, (3.21)
donde
- :k14018q143404
(~1+0)°
q1*os* (q1 so —404—4)2 c11? s806q16c110 s806q16c18 6
o =2 (—1+0)7 EEEL S
sToTq1” 656416 41%s50° g1tots? y
ag =( _16( 1+ 0050 1 i~ 1 13 1 12
-1+40) (-=1+o0) (-=1+0) (-1+0)
L4 0055q1% (q1 so — 40-i—4)2 c1t Bo8q18c1!®  sBo8q18c1®
(~1+0)" (-1+0)°  (~1+0)°
8 8 18 7T 47T 66,16
1 1 1
+(6 G A Vi Ry VA 10>c112)k18
(—140) (-1+o0) (—1+0)
- q1%60s8 (4 + (q1 s —4) 0)* k1'0¢1'0 64 s8k1108q18c1™ s808q18k110¢c112
(—1+o)™ (—1+0)" (—1+0)"
]{,‘1126116q18880'8
ay =256
(-1 +40)*

Es evidente notar que los términos ais y a4 siempre van a ser positivos puesto que estan

elevados a potencias pares, para los términos (ajg, as, ag) se calculé el minimo. En la siguiente
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tabla se puede observar que el minimo de cada término es 0 por lo cual no existe ningtin cambio

de signo entre estos términos.

Q; 10 as Qe Q4 a2
Min || O 0 0 0 0

7 0.17 3.72 0.48 2.99 3

c1 0 43693 31889.2 || 49734.3 || 50000
Kk 0 0 0 0 50000
ko 0 72553.2 || 10947.7 || 49388.4 || 50000
ks 50000 || 88383.8 || 13228.7 || 48492.4 || 50000
k4 50000 || 36467.5 || O 48746.1 || 50000
Q1 0 0.68 0.13 0.49 0.50
Q2 0 0.33 0.15 0.49 0.50

S 1 49881.6 || 10915.3 || 49318.5 || 50000.5
o 0 0.51 0.16 0.33 0

Tabla 3.1: Minimizacién de los pardmetros a;. .

Mediante el uso del software Maple se realizé la minimizacién de los pardmetros a; que se
muestran en la Tabla 3.1, con esto se asegura que el minimo de cada uno de estos elementos es
positivo y no existe ningin cambio de signo.

En otras palabras no existe un wg y en consecuencia la estabilidad del sistema es independiente

del retardo.

3.3. Bioreactor

Los logros de la biologia moderna revelaron numerosos hechos sobre la estructura y los tipos de
regulacién de muchos bioprocesos. Esto hizo posible construir modelos mateméticos computacio-
nales que permiten la formalizacion del conocimiento sobre objetos biolégicos complejos [53]. El
grado de especificacién de los modelos puede ser diferente dependiendo del objetivo del modela-
do. Si la modelacién se dirige al control, por ejemplo, se desea un aumento de la eficiencia en la
produccién de un proceso biotecnolégico, y luego a menudo es suficiente considerar los bloques

individuales como componentes y examinar los estados estacionarios de un sistema [54].

El control de los bioprocesos es una tarea delicada debido a al menos tres razones:
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1. La complejidad del proceso, la no linealidad y la no estacionariedad, que hacen que el mode-
lado y la estimacién de parametros sean particularmente dificiles.

2. La escasez de mediciones en linea de las concentraciones de los componentes (sustratos esen-
ciales, biomasa y productos de interés).

3. Ademsés, casi todos estos sistemas son sistemas no lineales: dado el gran nimero de interac-
ciones en tales sistemas, algunos estan vinculados a no lineales. Dado esto, y la gran cantidad de
entidades (y, por lo tanto, los grados de libertad), es casi seguro que tales sistemas muestren un

comportamiento caético en una amplia gama de condiciones.

Los sistemas complejos pueden mostrar aproximadamente cuatro tipos de comportamiento:
(i) estado estable

(ii) periodico

(iii) complejo
(

iv) altamente caético.

El estado estacionario es el mas simple: el sistema esta congelado en un estado particular. Aun-
que puede haber algunas oscilaciones iniciales, estas se extinguen y el sistema se establece en su
estado final [55].

Un sistema dinamico es un sistema simple que puede caracterizarse por

a) un conjunto de pardmetros cuyos valores definen su estado en un momento dado [56].

b) un conjunto de reglas especificadas matematicamente que definen el cambio de estado del sis-
tema. Estas reglas generalmente se especifican como ecuaciones diferenciales, que definen la tasa
de cambio de cada uno de los parametros que describen el sistema, en funcién del estado actual
del sistema. Esta definicién es muy amplia, y muchos sistemas en biologia, medicina, economia

y ciencias sociales pueden describirse y estudiarse como sistemas dindmicos [57].

El crecimiento de bacterias, ya sea de una sola especie, cultivos mixtos o ecosistemas completos,
se puede describir en términos de sistemas dindmicos. La caracteristica clave de la dinamica
de estos sistemas es que muestran bucles autocataliticos o inhibitorios: se necesita la presencia
de una bacteria para hacer mas de ese tipo de bacteria (obviamente) [58]|. El comportamiento
oscilatorio, ha llevado a generar estrategias nuevas de disefio del control para lograr o mantener
las células, sustratos y concentraciones de productos a un nivel deseado [59]. En este sentido, un
parametro poco estudiado en estos modelos cinéticos que representan la disminucién o aumento
de cada una de estas variable de estado (sustrato S, biomasa X , producto P) es el efecto

del tiempo de retardo sobre las dindmicas, lo anterior permitird indicar ya sea en el tiempo de
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muestreo operacional o el tiempo en el cual el bioreactor puede tener un punto de bifurcacién

que afecte al desempeno del bioreactor.

3.3.1. Modelo mateméatico

Un bioreactor es un recipiente o sistema que mantiene un ambiente biolégicamente activo.
En algunos casos, un bioreactor es un recipiente en el que se lleva a cabo un proceso quimico
que involucra organismos o sustancias bioquimicamente activas derivadas de dichos organismos.
Este proceso puede ser aerébico o anaerobio [60]. En términos generales, un bioreactor busca
mantener ciertas condiciones ambientales propicias (pH, temperatura, concentracion de oxigeno,
etc.) al organismo o sustancia quimica que se cultiva. El disefio de los bioreactores es una tarea
de ingenieria relativamente compleja y dificil. Los micro organismos o células son capaces de
realizar su funcién deseada con gran eficiencia bajo condiciones 6ptimas. Las condiciones am-
bientales de un bioreactor tales como flujo de gases (por ejemplo, oxigeno, nitrogeno, dioxido de
carbono, etc.), temperatura, pH, oxigeno disuelto y velocidad de agitacion o circulacion, deben

ser cuidadosamente monitoreadas y controladas [61].

Bioreactor
1T ——
Medio de cultivo T
-
D Salidas medibles
B - - - -
s
D

Figura 3.2: Esquema de un Bioreactor

Para nuestro caso de estudio vamos a trabajar con un reactor similar al de la Figura 3.2, donde
s esta denotado por el sustrato, z es la biomasa, el sistema tiene un comportamiento parecido
al sistema presa vs. depredador puesto que (s) es el alimento de (x) el cual es un organismo que
ingiere el sustrato y lo convierte en un gas, a este modelo se le ingresa un flujo constante de

sustrato denotado por D > 0.

El modelo presa vs. depredador [62], es un modelo ya muy conocido y estudiado, el cual esta
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denotado por

T =z(—c+dy), (3.22)

§ = yla—bo).
Donde:

a = tasa de crecimiento de las presas en ausencia de los cazadores.

b = éxito en la caza, que hace disminuir la poblacién de las presas.

¢ = tasa de disminucién de los depredadores en ausencia de las presas.
= d = éxito en la caza del depredador, que aumenta la poblacién de los cazadores.

Después de varias simulaciones por computadora se propone el siguiente modelo de biomasa

vs. sustrato
5= D (s0—s(t) + (a — ba(t — 7)) s(t)" -
& = Da(t) + (—a + bs(t)5> z(t)” :

Esté modelo esta inspirado en el sistema (3.22) y esta conformado por 2 partes fundamentales,
la primera son las entradas y las salidas (D(s0—s(t)) y Dx) y la segunda es la parte de reaccion
la cual es béasicamente el modelo (3.22) con la diferencia que a este modelo se le agregan los

exponentes fraccionarios a las variables de estado.

3.3.2. Analisis

5= D (s0—5(t) + (a —ba(t — 7)) s(t)" -
& = Da(t) + (—a + bs(t)ﬁ) z(t)” :

Proposicion 3.12 los puntos de equilibrio de x,s del sistema del bioreactor planteado arriba

son:

De la ecuacion namero dos del sistema (3.24) despejamos a x

Dz (t) + (—a + bs(t)’3> z(H)* =0,

Dz q = a — bs®,
1
)1—a_

(3.25)

a — bsP

= 5
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Para obtener s* sustituimos el valor de z* en la primera ecuacion del sistema (3.24)

1
)L =) | s(t)” (3.26)

a — bsP
D

s*=D(s0—s(t)+ | a—b((
cabe mencionar que esta solucién se tiene que hacer de forma numeérica.

De acuerdo con la Proposicién 3.1 la linealizacién del sistema es de la forma siguiente

dz

o = AT+ Bi,. (3.27)
Donde:
s bsP B x> br%a B
—D 428 _ b fat 0 0 —betast
A — s s . B= T
bsﬂfx“ D— ax;a + bsﬁ;raa 0 0

El polinomio caracteristico tiene la forma siguiente

qAT) =X =T A+ 7ye N — k.

Con

B z¥sPabs — 29sPbB x — x®aa s + sPaB x

T = ;
ST
b? (55)2 () a8
Y= or )
o (o (—bs” + a) 2* — Dz) (—bB s 2® + aB s" — Ds)

ST

Considere el cambio de variable A = iw en el cuasi-polinomio (3.3.2)

g\ T) =X =T A +ye T —k

2

(3.28)
—w” —iYw+ 7 (cos (wr) —isin (wr)) — K,

observe que

Re{q(iw, T) —w? + 7 cos (wT) — K,

)=
Im{q(iw,7)} = =T w — v sin (w7) ,

Claramente, q(iw,7) = 0 si Re{q(iw,7)} = 0y Im{q(iw,7)} = 0. En otras palabras , q(iw,7) =0

si
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T
sin (wr) = ——w,
v
2
cos (wT) = Wt s
~y

Ahora, usando sin?(w7) + cos?(wt) = 1, lo anterior es cierto si

P(w) = sin*(wr) + cos*(wT) — 1

B wt Lo K w? n K2 n Y202 1 (3.29)
2 2 ~2 2

En ecuacion (3.29) ag > 0y ap < 0 y de acuerdo con la Proposicion 3.3 existe al menos una

bifurcacién de Hopf la cual estd determinada por

_ Lian . = 0,4+1,42 3.30
TO—;OCLTL @ +w70,n—, s P ( )



Capitulo 4

Simulaciones y resultados

experimentales

En este Capitulo se presentan las simulaciones de los resultados mostrados en el Capitulo 3,
en la primera seccién me muestran los resultado aplicados al sistema del duopolio de Cournot
para esto presentamos dos simulaciones, la primer simulacién nos muestra como la estabilidad
del sistema es independiente del retardo y en una segunda simulacién mostramos como el retardo
afecta la estabilidad del sistema, en la segunda seccién se presentan los resultados aplicados al
Bioreactor asi como la aproximacién de nuestro modelo propuesto en el capitulo tres con algunos

resultados experimentes.

4.1. Duopolio de Cournot

4.1.1. Estabilidad dependiente del retardo

En esta seccién se presenta la simulacién de los resultados obtenidos en la subseccién 3.2 en
la cual se toma un valor de ¢; = 0.1 y ¢ = kcy con k£ = 10 el valor de ¢ = 0.1, s = 40,
q12 = 0.5y k1234 = 1. El punto de equilibrio se encuentra situado en ] = 0.7438016529,25 =
0.07438016529, 27 = .8840909091 y z5 = 0.06590909091

Con el siguiente polinomio P(w),

P(w) =1.320278407 w'? + 68.00683814 w'® 4 782.0090231 w® + 3347.588382 w°

(4.1)
+5413.212055 w?* + 2042.205808 w? — 414.9355445,

47
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6 * .
Ak i
of $ ,
*
Eor% *
*
2l - i
4+ |
= * -
-8 L L L L L L L
04 03 02 0.1 0 0.1 0.2 03 0.4
Re

Figura 4.1: Ubicacion de las raices de P(w).

como se puede observar en la Figura 4.1 el polinomio P(w) tiene una raiz real positiva en
wo = 0.3788 y segun con (3.4), podemos encontrar un 7y en el cual se encuentren las raices sobre

el eje imaginario .

1 an=! 9685670338 LT
©0.3788 —.2487526894  0.3788’

El sistema no lineal tiene la forma siguiente,

70

n=0,-+1,%2, .. 7o = 4.809451549. (4.2)

o -1 1 (t) _
7 =0.95 (z1 (t) + x2 (1)) 0.95 () + 22 (1) 0.10
492 ((z1(t) = 1.0) 1 (t) + 21 (t) 22 (1))
(a1 (8) + 22 (1))
o o 7 z -1 2 (t) _
xy = 0.95 (z1 (t — 7) + 22 (1)) 0.95 T =)+ 22 O 1 )
Lo (t —7) (zatxy (t —7) + (22 (t) — 1.0) 22 (t))
(1 (¢ —7) + 22 (1))
r_ 1 (t) _ 9
zy = —0.0542 o @) + 22 () 22 (1)
T2 (t)

2y =—0.05+2 —22z(1).

21 (t—7) + z2 (t)

El sistema lineal es el siguiente

x1 = —0.2691358003 ;1 (t) + 1.346913582 x4 (t) + 0.22 21 ()
5 = —0.8530864187 x1 (t — 7) — 4.913580245 25 (£) + 2.2 25 (t)
21 =0.2221 (t) —2.2225 () — 221 (¢)

29 =—0.22x1 (t —7)+2.2x2(t) — 222 ().

(4.4)
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El polinomio caracteristico es el siguiente

g(\, 7) =\t 4 9.182716045 \° + (21.06563021 +1.149033684 e_’\T) A2

(4.5)
+ (14.47352532 + 4.840000001 ef)”-) A + 2.390123434 + 4.840000002e 7.
5 I *
* 7=0
ar * r=1 % * |
* 7=2 * *
31 * 1 =48 * |
5 * 7=5 *
B * 7=8 N
**
1 — —
E0% * #* * % Bk -
* * x
1 * |
**
2L i
-3 * *
A+ s * #F % _
5 0 0.03 | | | * |
-6 -5 -4 -3 Re -2 -1 0 1

Figura 4.2: Ubicacion de las raices de g(\, 7).

En la Figura 4.2 se puede apreciar el movimiento de las raices de cuasi-polinomo ¢(A, 1), de
color rojo se observa que las raices dominantes se encuentran sobre el eje imaginario cuando 7
se evalua en el punto critico 7% = 4.8 y como es que al variar el valor de 7 el sistema pierde o

gana estabilidad.
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Estados (xI s X9y Zps 22)
[
[=,}

S —— AA

0 10 20 30 40 50 60 70
t

Figura 4.3: Respuesta del sistema lineal.

Estados (Xl’ X Z)5 22)

Figura 4.4: Respuesta del sistema no lineal.

En las Figuras 4.3 y 4.4 se observa el comportamiento del sistema lineal y no lineal respecti-
vamente es evidente notar que para ambos casos cuando 7 = 0 el sistema es estable , cuando se

evaliia a 7 = 7* es sistema es marginalmente estable, esto se debe a que las raices dominantes
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del sistema se encuentran sobre el eje imaginario del plano complejo, pero para cualquier valor
de T > 7" es sistema es inestable y se observa como la respuesta del sistema tiende a alejarse de

los puntos de equilibrio.

0075 — =0
* Pe
~0.07 - =
X
0.065 [~ -
0.06 L ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! L
0.745 0.75 0.755 0.76 0.765 X 0.77 0.775 0.78 0.785 0.79 0.795
1
01r- 7=4.8
* Pe
><(\,0.08 = * =
0.06 _
\ \ ! ! ! !
0.7 0.72 0.74 X 0.76 0.78 0.8
1
0.3 =5 T =
0.2 * Pe
o~ —
X 01+ —
0 e < Souaa
! ! \ . I 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09
X
1

Figura 4.5: Orbitas periodicas.

En la Figura 4.9 se observa que cuando 7 = 0 el sistema converge al punto de equilibrio,
cuando el valor de 7 € [0, 4.85] aparece una orbita atractora alrededor del punto de equilibrio, si
el valor de 7 = 4.85 aparece una 6rbita periédica alrededor del punto de equilibrio y para valores

de 7 € [4.85,00) surge una 6rbita que sera un repulsor.
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4.1.2. Estabilidad independiente del retardo

En esta seccién se presenta la simulacion del apartado 3.1 en la cual se toma un valor de
cip2 = 1lel valorde o = .1, s =40, g12 = .5y k1234 = 1 el punto de equilibrio se encuentra

situado en a7 5 = .225 y 27 5 = 0.475.

Con el siguiente polinomio P(w),

P(w) = 37.16891691 w'? 4-4584.721602 w'® + 145871.4478 w® + 362249.6093 w® + 232043.7190 w?,
(4.6)

10 I
8+ *
*
6 —
41—
2 —
*
Eof *
*
2k
A
6
*
-8+ *
210 | | | | | | | | |
-1 -0.8 -0.6 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
Re

Figura 4.6: Ubicacion de las raices de P(w)

como se puede apreciar en la Figura 4.6 el polinomio P(w) no tiene ninguna raiz real positiva, esto
indica que no existe ningin cambio de signo en el polinomio y siguiendo lo que dice el Teorema

3.1, al no existir una wy € R en esta caso la estabilidad del sistema es independiente del retardo.
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El sistema no lineal tiene la forma siguiente,

(1)
(z1(t) + z2(1))?
((21(t) = 1.0) 4 (¢) + 21 (¢) 32(2)) 22 (2)

(z1(t) + 2(1))? ’
z2(t)
(z1(t = 7) + 22(1))?

) = 0.95 (2 (t) + z2(t)) " — 0.95 - 1.0

+ 2.0

ah =0.95 (z1(t — 7) + z2(¢)) "' — 0.95 -1.0

(4.7)
4o m(t =)+ (2(t) — 1.0) 22(t) w1 (t — 7)
(@1 (t = 7) + 22 (1))° ’
t)
r 005420 —20 90,0,
g PIOETAORE
t)
[ = —0.05+ 2.0 1 —2.022(1).
= 21 (t —7) + 22(t) 22(1)
Y de acuerdo con la proposicion 2.1 el sistema lineal esta dado por
x1 = —6.91358024 x; (t) + 2.469135801 x5 (t) + 2.2 21 (t)
Ty = 2.469135801 z (£ — 7) — 6.913580248 x5 (t) + 2.2 25 (1) 48

21 =221 (t) — 2219 (t) -2z (t)
z9 = —2.22x1 (t—’]’) +2.229 (t) — 229 (t) .

El polinomio caracteristico esta dado por

g\, 7) =2t 4 17.82716050 \* + (97.22969064 — 6.096631604 e—“) 22

+ (158.4636490 + 0.000000009876543204 e_)‘T) A+ 79.01234581 — 4.0 x 1071877,
(4.9)
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[ [
, | % 720 % =1 % r=10 % r=100)
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Figura 4.7: Ubicacion de las raices de (A, 7).

Como se muestra en la Figura 4.7 a medida que el retardo va aumentando las raices de polino-
mio caracterfstico se aproximan cada vez mas al eje imaginario, cabe destacar que en este caso
las raices nunca cruzan el eje, por lo cual es correcto argumentar que la estabilidad del sistema

no depende del retardo.
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Figura 4.8: Respuesta del sistema lineal.
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Figura 4.9: Respuesta del sistema no lineal.
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En las Figuras 4.8 y 4.9 se muestra claramente como la influencia del retardo es despreciable

en la estabilidad del sistema.
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4.2. Biorreactor

4.2.1. Estabilidad dependiente del retardo

En esta seccion se presenta la simulacion del apartado 3.2 en el cual se toman los valores de
a=.45>b= .31, a=.95 6=.5s0=10, D = .12 y 2* =4.7993 , s* = 1.06695.

Con el siguiente polinomio P(w)

28.51315184w? 4 9.20089222w? — .9996688048 (4.10)

P(w) tiene una raiz real positiva en wy = 0.292956175588761 y segun con (3.4), podeos encon-

trar un 79 en el cual se encuentran las raices sobre el eje imaginario.

1 0.8791876797
-1 nr n=0,+1,+2,... (4.11)

0 0.202956175588761 ' 0.4764756278 * 0.292956175588761°

El sistema no lineal tiene la forma siguiente,

$=1.20—0.125 +0.45 "% — 0.31 (x (t — 7))*P s*?,

(4.12)
#=0.122 — 0.45 299 4+ 0.31 §%52°9°.

El sistema lineal es el siguiente

§=—0.12+0225 (s(£)) 7" = 0.155 (s (£) "7 (x (£))** = 0.2045 (s (£)*° (w (¢t — 7)),
T = (—0.4275 +0.2945 (s (t))0-5) ( (t))’O'OE’ +0.155 (s (t))fo.s (z (t))0'95 4012,
(4.13)

El polinomio caracteristico es el siguiente

A% 4 0.5620258906 A 4 0.1872739568 ¢~ — 0.003408155329 (4.14)
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Figura 4.10: Ubicacién de las raices de g(A, 7).

En la Figura 4.10 se observa el movimiento de las raices cuando el retardo es variado, existe

un punto critico en 7 = 3.666.
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Figura 4.11: Respuesta del sistema no lineal.

La Figura 4.11 muestra el comportamiento de las dindmicas del sistema, se observa de color

rojo el comportamiento del sistema libre de retardo el cual es asintoéticamente estable, cuando se
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le agrega el retardo al modelo se generan oscilaciones en el sistema en la grafica anterior estan
denotadas por una linea azul punteada, este sistema tiene un punto critico en 7* = 3.666 y como

se muestra en la figura el sistema es marginalmente estable,

14

0 | | I f |

0 2 4 6 8 10 12
X

Figura 4.12: Diagrama de fase 7 = 0.

En la Figura 4.12 se muestra el diagrama de fase del sistema libre de retardo, en el cual se

observa como el sistema converge al punto de equilibrio.
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0 | | | |
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X

Figura 4.13: Diagrama de fase 7 = 2.

En la Figura 4.13 se observa el efecto del retardo sobre el sistema, la parecencia de este genera

oscilaciones pero aun asi el sistema converge a su punto de equilibrio

14 .
—r =3.6666
* Pe

12

10

0 ! ! ! ! ! ! !
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

X

Figura 4.14: Diagrama de fase 7% = 3.6666.

En la Figura 4.14 se aprecia el ciclo limite alrededor del punto de equilibrio cuando el valor
de 7 = 7%, en este punto es donde se puede hacer que el sistema sea estable o inestable, sélo se

necesita variar infinitesimalmente el valor de 7 .
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4.2.2. Resultados experimentales

En esta secciéon se presentan algunos resultados obtenidos resultantes de la comparacién de
algunos datos experimentales otorgados por el Dr. Pablo A. Lopez Pérez de la Escuela Superior

de Apan, con nuestro modelo (3.23) propuesto para el sistema del Biorreactor.

§=D(s0—s(t)) + (a — ba(t — 7)) s(t)?
b= Da(t) + (—a+ bs(t)?) ()"

La sintonizacién de pardmentos del modelo anterior se realiz6 de manera experimental y los

valores que hicieron que el modelo se aproximara mas a los datos experimentales son a = .45,
b=.31,a=.95 =.5s0=10, D = .12

* () Sustrato (mg/ml) Dato experimental
% (x) Biomasa (mg/ml) Dato experimental
50~ (s) Sustrato Respuesta del modelo
— (x) Biomasa Respuesta del modelo
40
30~
z
>
g
20
105
O
| | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Tiempo (d)
Figura 4.15: Aproximacion de resultados experimentales.

En la Figura 4.15 se puede observar que el modelo propuesto tiende a aproximarse a los datos
experimentales.
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Conclusiones y trabajo futuro

5.1. Conclusiones

A lo largo de este trabajo de investigacion, se trabajoé con dos modelos dindmicos muy intere-
santes los cuales fueron el modelo dindmico del duopolio de Cournot y un modelo dindmico de
un bioreactor propuesto por nosotros. Kl sistema del duopolio de Cournot fue un modelo muy
interesante de analizar, el sistema inicialmente es asintéticamente estable pero al variar ciertos
parametros como son los costos, el impuesto ISR o la probabilidad de evasiéon fiscal podemos
afectar la estabilidad del sistema, un claro ejemplo es al jugar con los costos c; v c2 el sistema
muestra una independencia o dependencia del retardo para la estabilidad del sistema, cuando
ca =keryke[3— V2,3 + \/5] la estabilidad del sistema es independiente del retardo, caso

contrario cuando k € (5.8284, 00) la estabilidad de sistema es dependiente del retardo.

El modelo del bioreactor también fue un caso interesante y muy util para ejemplificar el al-
goritmo para la obtencién de los puntos de bifurcacion, sin embargo el mérito de este trabajo
también fue que dicho modelo fue propuesto y sintonizado durante el desarrollo de este trabajo,
se valido el modelo gracias a la comparaciéon de la respuesta del sistema y datos experimentales.
Se determino que el tiempo de retardo es un parametro que permite generar puntos de bifur-
cacion en modelos dindmicos de bioreactores, lo anterior, esta basado en que actualmente los
puntos de bifurcacién encontrados en este tipo de modelos son basados en la tasa de dilucién o
en algin parametro, la magnitud de este valor se puede considerar para el disefio de una ley de

control robusta a este tipo de perturbaciones.

Es importante recordar que es necesario que el polinomio P(w) tenga al menos una raiz real

positiva para que exista una dependencia del retardo en la estabilidad del sistema, si esta raiz

61
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existe entonces podemos encontrar el valor critico de 7 en el cual aparece una bifurcacién de Hopf.

Hasta ahora se ha desarrollado la metodologia para obtener el valor critico de 7 pero ain
no se tienen resultados para determinar el tipo de bifurcacion que aparece ya sea subcritica o

supercritica.
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5.2. Trabajo futuro

Como ya se ha mencionado podemos obtener el valor critico en el cual ocurre una bifurcacién
de Hopf pero aun no se ha obtenido un resultado para determinar si serd un ciclo limite estable
o inestable, para determinar el tipo de ciclo limite que aparece es necesario calcular el primer
coeficiente de Lyapunov, es por eso que estos meses se trabajara en la metodologia para obtener

este valor y poder asi estudiar méas a fondo la estabilidad de esta clase de sistemas.
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Apéndice A

Ejemplo canénico de la bifurcacion de
Hopft

Vamos a estudiar en detalle un ejemplo de sistema diferencial plano dependiente de un para-

metro que presenta una bifurcacién de Hopf. Consideremos el sistema dinamico bidimensional.

&= f(x,y) = px — woy + (az — by)(2” + y*) (A1)
§=9(z,y) = wor + py + (bz + ay)(z* + y?)

Donde la prima indica derivada respecto al tiempo, se supone que a, b y wg son tres valores
reales fijos y que p es un parametro real. Se supone ademas que wg > 0.

Para buscar los puntos de equilibrio que presenta este sistema, igualamos a cero las ecuaciones
de nuestro sistema bidimensional A.1, obteniendo un punto de equilibrio en el origen del plano.
Par estudiar la estabilidad de este punto de equilibrio, debemos hallar los autovalores de este

sistema. Por lo tanto, calculamos la matriz jacobiana de nuestro sistema.

p+ 3ax? + ay® — 2byxr  —wo + 2axy — bz — 3by?

Of(zy)  Of(zy)
- wo + 3bx? + by? + 2ayx 4 abxy + ax? + 3ay?

_ ox 0
Az,y) = [agw) d0(z)
oy ox

Si particularizamos esta matriz para el punto de equilibrio, se obtiene

A(0,0) = !“ _”‘)]

wo M

y ahora ya podemos calcular los autovalores, resolviendo la ecuacién

71
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wo  p—A

Enseguida vemos que los valores propios son el par de ntmeros complejos conjugados p = iwy,

de manera que puede asegurarse que el origen es un punto de equilibrio estable si el pardmetro
14 es negativo, e inestable si el pardmetro p es positivo. Obviamente, el valor g = 0 corresponde

a una situacion de bifurcacion. La estabilidad del origen en este caso se estudiard posteriormente.

Vamos a comprobar que ademas de este punto de equilibrio el sistema presenta, para determi-
nados valores del parametro p, un ciclo limite, que de hecho es un circulo centrado en el origen.

Introduciendo la funcion compleja
z(t) = x(t) +iy(t) (A.2)

es inmediato escribir que

|22 = 2z - z=2a%+y?
Esta variable satisface la ecuaciéon diferencial

i= d+ig= pr—wo+ (ax+by)(2? +y?) +ilwor + py + (bx + ay)(@? + )] =
plz+ib)  + dwo(z +iy) + (2° +y?)[(azx — by) + i(bx + ay)]

v por lo tanto podemos reescribir el sistema A.l en la forma
i=pz+iwez + (a+bi)z |z)?

Hemos comprobado asi que el sistema se puede escribir, facilmente, en la forma

2 = (p+iwe)z + (a+ib)z|z (A.3)
Si usamos la forma polar
2(t) = p(t)e?® (A4)
se tiene que
2 () = p' () D + p(t)e?Dig' (t) (A.5)

Sustituyendo la ecuacién (A.4) en la ecuacion (A.3) obtenemos:
2(t) = (1 + iwo)p(t)e?®) + (a + ib)p(t)3e?® (A.6)

e igualando las ecuaciones (A.5) y la (A.6) obtenemos:
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P + p(1)eDif) (1) = (1 + i) p(t) (V) + (a + ib)p(1) "
P(8) + p(1)if (£) = (1 + iwo) p(£) D + (a + ib) p(1)?

Si identificamos por separado la parte real y la imaginaria, resultan las ecuaciones

d
dif = pp + ap? (evolucion del radio polar),
do
o e + bp? (evolucion del angulo polar).

La primera ecuacion (que evidentemente solo tendra sentido para p > 0) no depende del angulo
polar, por lo tanto estd desacoplada y puede estudiarse por separado.
Para encontrar los puntos de equilibrio de la ecuaciéon diferencial del radio polar, debemos igualar

dicha ecuacién a cero. De esta manera llegamos
pp +ap® =0 < p(u+ap®) =0

y obtenemos claramente un punto de equilibrio en p = 0 para cualquier valor de u, que se
corresponde con el punto de equilibrio existente en el origen del sistema original. Ademés, la
ecuacion presenta en ciertos casos un segundo punto de equilibrio, que viene dada por la solucién

positiva de la ecuacion
p+ap? =0

en el supuesto de que esta ecuacién tenga raices positivas. Despejando, esta solucién viene dada

p(p) = \/_a»“

y existe como solucién real cuando el radicando es positivo, es decir, cuando el producto ap es

por

negativo.

La existencia de este punto de equilibrio p(u) para el radio polar supone que en el sistema original
existe un circulo estacionario centrado en el origen, cuyo radio es este valor de equilibrio p(u).
Esta érbita del sistema plano serd estable o inestable segiin que el punto de equilibrio de la
ecuacién diferencial del radio polar sea estable o inestable. Para analizar la estabilidad del ciclo

limite de radio p(u), bastaré analizar el signo de la derivada, que viene dada por

d 3 I
dp(uerap )!p: H p+3a(=") I
a

Se obtiene asi que el punto de equilibrio, y por tanto el ciclo limite asociado, es estable cuando

u > 0 e inestable cuando p < 0.
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Las Figuras 2.1 a 2.4 representan los diagramas de bifurcacién en funcién del signo de la cons-
tante a. El caso a > 0 corresponde a una bifurcacion subcritica (el ciclo limite existe s6lo si p < 0
y es inestable) y el caso a < 0 a una supercritica (ahora el ciclo limite existe cuando p > 0y es
estable).

Si representamos el ciclo limite en el espacio (z,y, 1) para cada valor del pardmetro u, obtene-
mos la familia de ciclos limite que forman una superficie parabdélica, como podemos apreciar en
las Figuras 2.1 y 2.3 de la siguiente pagina. Esta misma representacion la podemos hacer sobre
el plano p, u,

obteniendo para valores de a > 0 la Figura 2.2, donde la linea de circulos en blanco representa

la variacion con p del radio de la 6rbita inestable en la bifurcacién subcritica, y para valores de
a < 0 la Figura 2.4, donde la linea de circulos negros representa la variaciéon con p del radio del
ciclo limite estable en la bifurcacién supercritica.
Las ecuaciones diferenciales del sistema en coordenadas polares se pueden integrar con relativa
facilidad, obteniéndose con ello las soluciones del sistema, explicitamente. Para simplificar la
exposicién supondremos que b = 0y wg = 1, lo que supone practicamente que § = t. El caso
general se trata de modo idéntico.

Si la condicion inicial es p(0) = pp > 0, separando variables e integrando se tiene

P dp _ rt
po pptap® fO dt.

Para realizar el calculo, obtenemos la descomposicién del integrando del primer miembro en

fracciones simples, lo que conduce a la igualdad

1 _1<1 ap )
pp+ap®  pp ptap?’

Utilizando esta expresion, se tiene

p
p_dp 1 1 2P _ 1 p
oo iprars = 109 p = 3log lutap’(]] =3 [log W]
PO

a>0

X

Figura A.1: Bifurcacién de Hopf subcritica en el espacio (z,y, p)
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Apéndice A:

0
o o T
o
° a>0

Figura A.2: Diagrama de una bifurcaciéon de Hopf subcritica

a<0

y

Figura A.3: Bifurcacion de Hopf supercritica en el espacio (z,y, i)

* a<0

El quilibrio en el El eq\ﬁl:ilgrio se ha
origen es estable inestabilizado

Figura A .4: Diagrama de una bifurcaciéon supercritica de Hopf

v obtenemos entonces
P
P:| — L‘,

ln+ap?|2
o

1
m [log

de donde se deduce que la dependencia de p y t viene establecida por la ecuacién

2 2
p 2’ €2Mt

_ Po
|ptap?] ‘M-&-apo

Para analizar las soluciones, es conveniente distinguir dos casos, determinados por el signo del

producto au:

Caso 1ap >0
En este caso el signo de p coincide con el de a y, como ya hemos comentado anteriormente, no

existe ciclo limite. Haciendo = = 72, la relacion entre p y t se puede escribir claramente como
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P2 _ _Ph L out
ptap? T ptapl

despejando p se deduce la expresiln de su dependencia explicita de ¢, que es como sigue

_ poett
p=——Lr

PO (1 _e2ut
1473 (1—e?t)

Las soluciones presentan entonces un comportamiento radicalmente diferente segin que el
parametro p sea negativo o positivo.
En el primer caso, es decir, si u < 0, es claro que el radicando del denominador es siempre
positivo, por lo que la solucion esta definida en todo el intervalo [0, +00) : Ademas, se cumple

que

es decir, el origen es un punto de equilibrio asintéticamente estable cuyo dominio de atraccién
es todo el plano. La Figura 2.5 presenta el aspecto de una trayectoria en este caso.

En cambio, cuando p > 0 el radicando solo tiene sentido en el intervalo [0, t], siendo

<0, a<0

Figura A.5: Origen estable. No hay ciclo limite

2

1 r
too = 5—logu(l + —),
<2 I
v ademas se tiene
im0 p = o0

por lo tanto la solucién se hace no acotada en un tiempo finito. Esta situacién indica que el
origen es un punto de equilibrio inestable. La Figura 2.6 representa una trayectoria tipica del

sistema en este supuesto.
Caso 2 ap <0
En este supuesto, los signos de ¢ y a son diferentes y, como antes apuntamos, existe un

ciclo limite. Poniendo = = —72, el ciclo limite es un circulo centrado en el origen de radio r. La

a
relacién entre p y ¢ se escribe en la forma
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2
p? Po

— 2ut
G

(& .

Dado que la ecuaciéon presenta un punto de equilibrio en p = 7, es claro que si pg > r se

cumplird que p > r para todo t > 0. Alternativamente, si

450, a>0

L
0

Figura A.6: Origen estable. No existe ciclo limite

po < r también serd p < r para todo t > 0. Con esta observacién, se deduce que la anterior

relacién entre pyt se puede escribir en la forma

puesto que las diferencias p?> — 72, y pg — 72 tienen en todo caso el mismo signo. Despejando en

esa ecuacion el valor de , se obtiene la férmula

_ poet?
p= 2
50 (e2pt
I+ (e?#t—1)
De nuevo, el comportamiento de la solucién es diferente segiin que el valor del pardmetro u sea
positivo o negativo. Si u > 0, es claro que el radicando del denominador es siempre positivo,

cualquiera que sea el valor de p # r ademas, es facil comprobar que

limiyoo p = r

En el sistema original, esto viene a decir que el origen del sistema es un punto de equilibrio

inestable, el cual se encuentra rodeado por una érbita

1>0, a<0

Figura A.7: Origen inestable. Existe ciclo limite estable
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cerrada aislada (ciclo limite), que es tnica y estable. El ciclo limite es un circulo de radio
p(p) = r cuyo dominio de atraccion es todo el plano, salvo el origen que es un punto de equi-
librio inestable. Todas las orbitas que empiezan fuera o dentro del ciclo limite, excluyendo el
origen, tienden a este ciclo cuando t — co Este cambio de comportamiento al inestabilizarse el
origen y llegar a una oscilacion autosostenida es el tipico en una biurcacién de Hopf supercritica.
La Figura 2.5 presenta un par de trayectorias del sistema, una que comienza dentro del circulo

limite y la otra en su exterior.

En el supuesto de que p < 0 es necesario distinguir los dos casos pg < 7y pg > r, es decir, que
el punto inicial esté situado dentro o fuera del ciclo limite. Si pg > 7, es claro que el radicando
del denominador siempre toma valores positivos, con lo que la solucién existe para todot >0y

ademéas se cumple que
En cambio si pg > r la solucién sélo existe mientras

2
t < ilog(l—;—g)

Figura A.8: Origen estable. Existe ciclo limite inestable

Ademas se cumple que
lim;oo p=+0

Esta situacién se corresponde con el hecho de que el origen es un punto de equilibrio estable
cuyo dominio de atraccién es el circulo centrado en él mismo de radio r, y que este circulo es un

ciclo limite inestable. La Figura 2.8 adjunta representa dos soluciones de este caso.



Apéndice B
Términos de P(w)

En esta apéndice se muestran de manera explicita todos los términos de P(w) de la seccion
(3.2).
P(w) = a12w"? + a10w'® + agw® + asw® + asw’ + azw® + ag

k12((—kq15+k‘2—1)0'—k;2+1)2k22 ((kqu+k2—1)0—k2+1)2018
(-1+0)®

a12 =

79
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91 + 62 (03 + 94 + 65 + 06 — 97 + 0g)
(—1+0)15

a0 = —

donde

(k —kgis—1)° (02 —2(k-1)(k+1)0) + (k 1)2(k+1)2)
(SQkﬁq,@ —12(k+1)2 (0" —20° + o ))c
<k2—kq15—1) (02 =2 (k—1)(k+1)0) + (k — 1) (k+1)>k12k22
<k2+kq2371) (02 =2(k—1)(k+1)0) + (k- D2 (k+1) )01 ,
83 =—s ((kf; 1% + kg 2q22) (0% = To® +2107) +2 (K2ks ky qo2 + by ks q12) c1 )
64 =52 (10 (K2kz ky a2 + ki ks 012) (0° = 2) &1 — (Kha2q2® + ki 2as?) 1
+35 (1632¢112 + k42q22) (06 —05))

4 (k+1) (ko2 + ke%ar) s = (k+1) (Whe? + k%) ) er,
05 =S2(20 (k2k2 ky go? + ks ks th2) c1?+21 (k32q12 +k42¢122)
+3 (Kks2q22 + k12q12) ¢ )04

—4(k+1) <4 (k3k22q2 + k12q1) s—5 (k+1) (k%ko? + k12)>61404,
56 :(1032 (ko ky q2® + ki ks q1?) ¢ — 75% (ks®q1® + ky 2 q2?)
+ ((—3k4k22q22 —3ki%q:%) s® +24 (k+1) (Kke?a2 + k1%a1) s

—40 (k+1)? (k2ke? + klz))cl“) a3,

5 = (232 (K2kz ky g2 + k1 ks a12) e1? — 8% (ka1 + ky 2 q2?)
+ ((—k4k22q22 —ki1%¢:%) 8* +16 (k+1) (K®ke?q2 + k1%q1) 5
—40 (k+1)% (Kke? + kﬂ)) c14> o2,

by =it (k+1) ((K¥ko2az + ki%ar) s = 5 (b +1) (Whe? + k%) o

+act (k+1)2 (KPke? + k12).
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1+ P2 (Y3 4 Ya — ) + e (Y7 + P8 + Yo + Y10 (Y11 + Y12))
(=1+0)"

ag —

donde

$1 = <s2k42q22 (k=12 (k+1)20% — 252k 2q22 (k— 1)% (k+ 1)% 03 + 5%k, 2¢22 (k — 1)% (k + 1)202) cs8
(32k32q12 (k=12 (k+1)20% —25%k32q,2 (k — 1)% (k + 1) 0% + s2ks2q, 2 (k — 1)% (k + 1)2 02) ky2ko?
(—o"+70% —2106° +350* —350% +210% —To +1)

vo =((s%h;2 @22 (b = D2 (b + 120 = 282k 202% (k= D2 (kb + 1)20® + 52k, 2022 (k= 1)? (b +1)? 0?) e
((*qu s+k2—1)202 =2 (k—1)(k+1) (kg s+k271)0+(k71)2(k+1)2)
+<(kqgs+k2—1)2cf2—2 (k—1)(k+1) (qus+k2—1)a+(k—1)2(k+1)2) ci®
(52k32q12 (k—1)%(k+1)20% - 252ks2q:2 (k= 1)2 (k + 1)2 03 + 2ks2q,2 (k — 1)2 (k + 1)2 02))k12k22

Tks%q? n 7k42q22) $258
20 20

1 1
Y3 =—4 (Z k32q12 + 1 k42q22> 209 4+ 20 (

—25? ((k2k2 ky qo® + k1 ks ¢1%) c1? + % ks?qi® + % k42tI22) o’
41052 ((k% ky a2® + ki ks ai?) ei? + g ks?qi® + g k42q22) P
+(((—k4k22q22—k12q12) s?+4 (k+1) (KPke?qe + ki2q1) s — 4 (k+1)? (k2k22+k12)) er?
—20s2 (k:2k2 k; g2? 4 kq k3 q12) c1?2—35s2 (k32q12 + k42q22))cr5

Va =(((3 K k2o +3k1%q12) 8> — 16 (k+ 1) (KPko2q0 + k12q1) s+ 20 (k+ 1) (k%ke? + k12)) et
+205 (K2ks ky g2 + k1 ks q12) ¢4 + 2157 (ks?q1? + ky 2 g27))o”
+ (3K k202% = 3k120s%) 87 +24 (b +1) (K keq2 + k12a1) s = 40 (kb + 12 (K2ko? + k12) ) 1

— 1082 (k*ka ky q2® + k1 ks q12) c1% = 757 (ks?q1? + k42 g22))o®

1 1 1 40 (k+1)% (k2ke? + k2
s —3((<(_3k4k22%2—3k12qz2)82+36(76-1—1)(16316221]2-}—/612(11)3_ (k+1) (3 2" + ki ) 4

_ §s2 (k2k2 k4 q22 + k1 k3 q12) 612 — %52 (k32q12 +k42q22))02 +4614(k+ 1)
((k3ko%qe + k12q1) s —5 (b +1) (K2ke? + k1)) o+ d e (b + 1) (K2k2? + £12)
o = ((kaz s+ k2 = 1)%02 =2 (= 1) (b + 1) (kae s + K2 — 1) o+ (k= 1)? (k +1)%) es®

((—kq1 sk —1)202 =2 (k—1)(k+1) (—kgs s+ k2 — 1) o+ (k — 1) (k + 1)2) ki 2k
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21
Y7 =— ol shks?ky % g2 qe? + 70 s ks k% g% q0? — 2k ((k2k2 ks + ki ky) e+ ) ky ks) q22s*ks q1%0°

7
+ 10k, q2284k‘3 ((k:2k‘2 ks + ki k4) 012 + 5 ky k‘)’) q1208

—52((q1%q2” (K" ko ks® + 4 k%ks ko ks ky + k1?ky?) s —4q1 g2 (k+ 1) (K¥ke?ks?qr + k12ky2q2) s
+4 (ks?q1? + ks 2q2%) (b +1)% (k%ka? + k12))cr® +20 q12qo%ky ks 8% (K% ke ks + k1 ky) ¢
+ 35 q12q2252k42k32)07

16
s =352((q12qo? (K*ko?ks® + 4 k% kg ko ks ky + k1%ky?) 8% — 3 14 (k+1) (K3ke2ks?q1 + k1%ky%q2) s

" (20]632(]12 + 20 k42q22) (k+ 1)2 (k)2k22 + k12)) 4 " 20 Q12quk4 ks 52 (k2k2 ks + k1 k4) 012
C
3 ! 3
+ 7q12q2282k42k32)06 — 282(((]12(]22 (k2kg kg + ki1 k4) 52 —4q1 g2 (k+1)(kk2 ks q1 + k1 k; q2)s

+4 (k+1)2 (ks ky q2? + ko ks q12)) ks ke k?ci + (g a12q2? (K ko2 ks® + 4Kk ko ks ky + ki 2ky?) s°
—12q1 g2 (k+1) (k3ko%ks%qr + k12ky%q2) s +20 (ks?qr? 4+ ky2q22) (k + 1) (K%ko? + £12))es?
+5q12q2%ky ks % (K%ko ks + ki ky) c1? + g a12q225%ky % ks?)o®
Yo =2 (k?k1 ke (q12q2? (KPka ks + k1 ky) s> —8q1 g2 (k+ 1) (kko ks q1 + k1 ky q2) s

+12 (k+1)% (k1 kg 2% + ko ks ¢12))es® + (% a12q2? (K*ko2ks? + 4k%ky ko ks ky + ki 2ky?) 82
—8q1 g2 (k+1) (K3ko%ks%qr + ki %k %q2) s +20 (ka?qr? + k% q2?) (B + 1)? (K%k2® + k12))es?
+ q12q2?ky ks s% (K%ko ks + k1 ky) c1® + % 412 q2?s%ky % ks?)s% o

Y10 1014((—’9(% +gz2)s+ (k+ 1)2) ki? (k+1)(=2k%q1 q25° — (a1 —3q2) k —3q1 + q2) (k+ 1) ks
+ (k% —6k+1) (k+1)*)ko%cs* + 8ks 52k k2(q1 qo (kko ks a1 + k1 ky g2) s — 3 (k1 ky g2 + ko ks ¢12)

(k+1)ei® +45% (g1 g2 (K*ko®ks®qr + k1ky%q2) s =5 (ks®q1® + ks 2 q2?) (k+1) (KPke® + k1%))) (k+ 1) 0
—3cit(k+1)?

1
v =((3 ((e12—4q1 92 —3a2®) k—3q:1® —4q1 g2 + ¢2°) k?s?

(k+1)k((q1 —g2) k> + (—4q1 —4g2)k—q1 + q2) s+ (K> =6k +1) (b +1)*)k;2 (k + 1) ka2 c;*

W00 W

4
ki s%ko k% (k1 ky q2® + ko ks q12) ¢1% — 1 8% (ks q1® + ky%q2?) (K%ke® + k1?2))o?

2
P12 :36181{:12 (—g k((qj — q2)k2 + (—4q1 —4q2)k— q1 + qg) s+ (k2 —6k+ 1) (k—‘r 1)2) (k+ 1)4 k220'

—cr8k%he? (K2 -6k +1) (k+1)°
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1
v W(Xl (X2 + X3 = Xa) + (X5 + x6) k1% (k2 (x7 + X5 — Xo + X10 + X1 — X12 + X13))”
— o

+ x14 (x5 + X16 (X17) X158 (X19) X20 — X21))

X1 = <$2k42q22 (k—1)2 (k+1)2 0% — 252k, 222 (k — 1)2 (k + 1)2 0% + 52k 202 (k — 1)? (k + 1)202) cr®

<52k32q12 (k—1)%(k+1)20% —252ks2q:2 (k— 1) (k+ 1)2 0% + s2ks2q12 (k — 1)% (k + 1)202) ki 2k2?

1 1 Tks2q2  Thy2qe?
=4 Zke2q;2+ k2 2)29+20< + 2 8
X2 (4341 44112 s o 20 20 sTo

21 21
—2s7 ((k2k2 kg q2® + ki ks qi?) e + > ks?q:® + > k42q22) o’
7 7
+10s? ((k2k2 ky q22 + ki ks q12) ci? + B ks2qs2 + 3 k42q22) ot
+ (((7k4k22q22 —ki2q1?) $? + 4 (k+1) (KPke2q2 + ki%q1) s — 4 (k+1)% (K%ke? + k12)> et
—20s? (k2k2 ky q22 + k1 ks QJQ) 012 — 3552 (k32q12 + k42q22))05
Y3 :(((3k4k22q22 +3ki2q;%) s? —16 (k+1) (K3k22gs + k1%q1) s +20 (k +1)% (k?ko? + kﬁ)) et
+ 2052 (k%ko ky g2 + k1 ks q12) c1? + 21 8% (ks?q1? + k% g2?))
ot + (((—3k4k22q22 — 3k12q12) 52 +24 (E+1) (k3k22q2 + k12q1) s —40 (k + 1)2 (k‘2k22 + k12)) 614
— 1052 (k2ke ky g2 + ks ks 12) e12 — 7% (ks2as® + k2 q22))0®

1 1 16
X4 :3(<<—3 kko2ge? — 3 k’ﬂgﬂ) 24+ =

5 (k+1) (k*ko®qs + k1%q1) s —

40 (k+1)2 (K2ke? + k12)> »
1
3

— §82 (k:2k2 ky q22 + kg ks Q12) c1?— %sQ (k32q12 + k42q22))02
+dct (k+1) ((K*k2%q2 + k12q1) s — 5 (k+ 1) (K*ke?® + k1%)) o + 4 er® (k+ 1) (Kke? + k1?)

X5 = <S2k42q22 (k—1)2(k+1)20*—22642¢22 (k — 12 (k+ 1)2 0% + s%k42q2% (k — 1)? (k + 1)202) c1®
((—qus+k2—1)202—2 (k—1)(k+1) (—kq1s+k2—1)a+(k—1)2(k+1)2)

X6 =k32s%02q1%c1® (—1+0)? (kg2 s+ k> —1) o — k2 +1)° (k—1)? (k + 1)

xr == 52(((5% (W he?hs? + 4Kk ko ks by + hi?hy2) g2® — 4R skahs® (k+ 1) a2 + dks? (b +1)° (Whe? + k7)) a1

— 4Sk12k42q22 (E+1)q: +4k42q22 (k + 1)2 (k2k22 + k‘12))014 + 2%k ky q12q22 (0’2 —50+ 10)
(k2k2 ks + k1 k4) 012 + q12q2282k42k32 (0’4 —70° —‘,—210’2 — 350 + 35))0’7
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16
xs =3 52((q12q22 (k’4k22]€32 +4k22k‘1 ko k3 k; + k12k‘42) s2— ? q1 q2 (k+1) (k3k22k32q1 + k12k‘42qg) S

i (20]632(112 + 20 k42q22) (k+ 1)2 (k‘2k22 + k12)) 4 n 20 q12q22k4 ks §2 (k2k2 ks + k1 k4) 612
c1
3 3

+7q1%2q22%5%k; % ks?)o"
xo =252((q1%q2? (kK?ko ks + k1 k) s> —4q1 g2 (k+1) (kka ks a1 + k1 ky a2) s +4 (k+1)% (ky ky 2% + ko ks ¢12))

ki ko k%cs % + (g a12q2? (K ko®ks® + 4k%ky ko ks ky + ki 2k %) s — 1241 g2 (k+ 1) (K®k2%ks? g1 + k1 %k 2 q2)
s+20 (ks?q1? +ky%q2?) (k+1)% (K%ke? + k12))er® + 5912 q22ky ks % (k2ko ks + ki ky) ¢1?
+gq12q22s2k42k32)05

x10 =2 (k%k1 ko (q12q2? (K®ko ks + k1 ky) s —8q1 g2 (k+ 1) (kko ks q1 + k1 kj q2) s
+12 (k+1)% (k1 by g2 + k2 ks q1%))es® + (% 012a22 (K*k2ks® + 4K2ky ko ks ky + ki 2k %) 52
—8q1 g2 (k+1) (K%ka%ks?qr + k1 %k;%q2) s +20 (ks?qr® + k% q2?) (B + 1)? (K%ko? + k12))cs?
+ q1%q2%ky ks s* (KPka ks + kg ky) e + % q1%q225%k; % k3?)s% 0t

x11 =c1*((=k (g1 + g2) s+ (k+ 1)*)ks® (k+ 1) (—2k%q1 g2 8> — (1 —3q2) k — 3 q1 + q2) (k+ 1) ks
+ (k% — 6k +1) (k+1)%)ko%c;* +8k; s%ko k*(q1 g2 (kko ks q1 + ki1 ky q2) s
—3 (ki ky q2® + ko ks q1®) (k+1))er® +45°(q1 a2 (K°k2ks g1 + k1°ky2q2) s
=5 (ks?q1? + ky2q2?) (k+ 1) (K®k2% + k1?2))) (k + 1) 0

x12 =3 ¢; (k+1)2 ((% ((q12 —44q;1 g2 *31122) k—3q¢2—4qq+ q22) k2s?

(k+1)k((q1 —g2) K>+ (—4q1 —4ge)k—q1 +a2) s+ (K> =6k +1) (b +1)*)ks2 (k + 1) ko2 c;*

W00 Wi W

4
k1 82]62 k2 (k] ky q22 + k2 ks Q12) 612 — §82 (k32Q12 + k42q22) (k:2k22 + k12))0'2
2
x13 =3 c;8k,2 (—gk(((y — qg)k2 +(—4qr —4q2)k—q1 + qg)s-{— (k2 —6k+ 1) (k+ 1)2) (k+1)4 kol
—c18k%he? (K2 -6k +1) (k+1)°
Y14 :((kq25+k2 —1)’02—2(k—1)(k+1) (kq25+k2—1)a+(k—1)2(k+1)2) 18
((fqu sk —1)202 =2 (k—1)(k+1) (~kgr s + k2 — 1) o + (k — 1) (k+1)2> ky 2k

xis = —4sterks®ky 2 a2 g2 (b +1)% (K2ke? + k1%) 0% + 205 es ks hy 0 qe? (k + 1)? (K he® + ks?) o
—8ky crtge?s (k+1)% ks 1% (k1 ks + ko k) Kk ko ¢ +5 (kKPko® + k1?) ks ky) o7
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5
X16 =24 ((k] ks + k2 k4)k2k?1 ko 012—{-5 (k2k22+k12) ks k4) ky 614q2234 (k+1)2 ks q12¢76+01

1 1
xir =(-3a2’k?q1® ((kza? -3 kﬁ) k=g ks®+ k42) s +2q2 (k+1)

((ks?qr —ky2q2) k? + (4ks%ar +4k;%qe) k — ks?qr + k% a2) kas s

+ (ks2qi? + ky2q2?) (K2 =6k +1) (k+ 1))k 2 (k+ 1) ke2c?

— 24 k?s%kg ko ks ky q1%q2” (k1 ks + ko ky) c1? — 20 q12q2%5%k; % ks? (K*ko® + k1 ?)
x18 =82 (k+1)%0® —3¢;4

1 1
X19 :(*1122]92(112 ((ks’Q 3 k42) k— 3 ks? + k42) s2

+ 3 gz (k+1) ((ks®ar — ky2q2) k% + (4ks” a1 + 4y % a2) k — ks aqs + Ky q2) kas s
+ (k32q12 + k42q2%) (K2 — 6k +1) (k+ 1)°)ks2 (k4 1) ko2cs !
B ngSle ko ks ky a1 qe® (ki ks + ko ky) er? = % 012925k % ks? (K2 k2® + k1 ?)
x20 =52 (k+1)% o +3(§ a2 ((ks?qr —ky2q2) k> + (4ks®qr +4k;%qe) k — ks®q1 + k% q2) kqr s

+ (ks2q1% + ky2q2?) (K> — 6k +1) (k +1)?) s 8k %52 (k + 1) k20
xo1 =s2¢; %k 2ke? (ks2qi® + k42 q22) (K2 — 6k + 1) (k+1)5 02
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(14:_;15<¢1(¢2+¢3_¢4+¢5+¢6_¢7+¢8)(¢9+¢10)
(—1+4+0)

k1°k2% (o1 + 12 + (1 (13 $14))" — b5 + $16) + Pr7 k17 (k2 (613))°)

¢1 = (52k42q22 (k=12 (k+1)%0* =252k 2q22 (k — 1) (k +1)% 0% + %k 2q2? (k — 1)? (k + 1)? 02) cs®
(32k32q12 (k=12 (k+ 120 —262k52q,2 (k— D)2 (k + 1)2 0% + 2ks2q,2 (k — 1)2 (k + 1)2 02) ki 2ko?
21
b2 = — o sV ks 2k 2q12 g0 + T 0% ks 2k, 2q1 2 g2 — 2Ky ((k2k2 ks + ki ky) 2 + 5 k; kg) g22s%ks q120°

7
+ 10k, g22stks ((k% ks +kiky)ci® + 3k k?) q1%0% — §*

((q12q22 (kj4k22k32 + 4k22k1 ko ks k4 + k12k42) s2—4 q1 q2 (k + ].) (k3k22k32q1 + k12k42q2) s
+4 (ks?q1? + ks 2q2%) (b +1)? (k%ka? + k12))cr® + 20 q12qo%ky ks 5% (K% ke ks + k1 ky) ¢
+35 q12q2252k42k32)07

16
#3 =35%((q12q2? (kk22ks® + 4k%ky ko ks ky + k1 2k %) s — 5 a1 ae (k+1) (K3ke2ks?q1 + k1%ky%q2) s

" (20k32q12 + 20 k42q22) (k+ 1)2 (k‘2k22 + k12)) 4 n 20 q12q22k4 ks §2 (k2k2 ks + k1 k4) 612
3 “ 3
71200257k, 2 ks )0
b4 =252((q1%q2? (K*ko ks + k1 ky) s> —4qr az (k+ 1) (kka ks a1 + ki ky g2) s +4 (k+1)% (ks ky g2 + ko ks ¢12))
3
k1 ko k2c % + (5 q12q22 (k‘4k22k32 +4k%ky ko ks k; + k12k42) s2—12 q1 q2 (k+1) (k:3k‘22k‘32q1 + k12k42q2) s
+ 20 (k32q12 + /642(]22) (k + 1)2 (k2k22 + k12))cz4 + 5q12q22k4 kg s2 (k2k2 ks + k1 k4) cr?
7
n §q12q2282k42k32)05
¢s =2 (k°k1 ko (q1%q2” (K*ke ks + k1 ky) s* —8q1 q2 (k+ 1) (kko ks q1 + k1 ky q2) s
1
+12 (k +1)? (k1 ky q2® + ko ks a12))cs® + (5 a12q2? (K*ko®ks® + 4k%ky ko ks ky + k12ky?) s2
— BQ1 q2 (k—‘r 1) (k3k22k32q1 =+ k12k42q2) s+ 20 (ngQJQ + k42q22) (k—l— 1)2 (k2k22 + k12))614

1
+ q12q22k4 ks s? (k2k2 ks + kg /<:4) e+ 5 q12q2252k42k32)8204
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b6 2014((—k(¢11 +a2) s+ (k+ 1)2) ki? (k+1)(=2k%q1 q25° — ((a1 —3q2) k —3q1 + q2) (k+ 1) ks
+ (k* =6k +1) (k+1)*)ko?cs® + 8 ks s%ka k*(q1 q2 (kka ks q1 + k1 ky q2) s
=3 (k1 ky q2® + ko ks q1?) (k+1))e1® +45%(q1 a2 (K*ke®ks®qr + k1%k;%q2) s
=5 (ks?q1? + k;2q2?) (k+1) (K®ke® + k1)) (k+1) 03

¢ =3ci* (k+1)° ((% (g1 —4q1 g2 —3q2°) k—3q1> —4q1 q2 + q2°) k°s°

4
-3 (k+1)k((q1 — g2) k> + (—4q1 —4g2)k—q1 + q2) s+ (K> =6k +1) (b +1)*)k;? (k + 1) k22 c;

— gkl sk k2 (k1 ky g2® + ko ks q1%) ¢1? — 352 (ks?q1% + ky2q2?) (K2ke? + k1?))o?

$s =3 c;%k;? (*g k((qr —a2)k®+ (—4q1 —4q2)k—q1 +q2) s+ (K* —6k+1) (k+ 1)2> (k+1)* k220
—cr8k%he? (K2 -6k +1) (k+1)°

bo = (3%42%2 (k=12 (k+1)2 0% — 252k 2q2% (k — 1)% (k + 1)% 03 + 5%k, 2q22 (k — 1)% (k + 1)202) c®
((hars+K2=1)% 0% =2 (k= 1) (k+1) (~har s+ K — 1) o + (k= 1)? (b + 1)?)

d10=((bazs + k2= 1)% 02 =2 (b= 1) (k+ 1) (kaz s + K> = 1) o + (b = D (b +1)?) er®
(s%hs?ar? (b = D2 (b + 12 0* = 28%ksqs% (k= 12 (k+ 1) 0% + 52ks 012 (b — 1) (k + 1) 0?)

d11 =—4dstciths?ky g1 q2® (k+1)% (K%ko? + k1?) 0% + 205 c1Yks? k% a1 q2® (kb + 1)% (Kk2? + k1 2) 08
—8ky crtae?s (k+1)% ks q12 (k1 ks + ke ky) K2k ko ¢ 2 +5 (k2ke? + k12) ks ky) o7

P12 =24 ((kl ks + ko ky) k?k1 ko c1? + g (k%Ko + k1?) ks kz,) kg citge?st (k+1)2 kg g1 208

1 1
$13 = — 3 ¢2%k% ¢, ((k32 ~3 k42) k— 3 ks? + k42) s
+2q2 (k+1) ((ks?ar — ky2q2) k® + (4 ks?qr + 4k, q2) k — ks qs + ky2q2) kqr s
+ (k32q12 + ky2q2?) (K — 6k +1) (k+ 1)
14 =c1? (k12 (k+1) ko?crt — 24,252 kg ko ks ky q12qe” (k1 ks + ko ky) c1? — 20 ¢1% q22 5%k % ks> (k2k22 + kzz)) s?

(k+1)26°
1

1
b15 =3 c1*((— g2k qs2 ((k32 -3 k42) k— 3 ks? + k42) s?

4
+gaz (k+1) ((ks?ar —k;2qe) k® + (4ksqr +4k%q2) kb — ks?qr + ky2q2) kar s
+ (ks?q1? + ky2q0%) (K% — 6k + 1) (b + 1)*)k? (k + 1) ke?cs*

8 4
-3 k2s?ky ko ks ky q12qe? (k1 ks + ka ky) c1? — 3 a1292%8%ky % ks ? (K2ko? + £12))s? (k + 1) o*

P16 :3(§ a2 ((ks?qr —ky2qo) k* + (4ks®qr +4k;%qe) k— ks®q1 + k;%q2) kar s
+ (ks?q1? + ky2q2%) (K% — 6k + 1) (k+1)%)es 3k, 2% (k + 1) ko20®
—52c18k1%ke? (ka?qi® + ky%q2?) (B2 — 6k +1) (k+1)% 02
d17=((kazs+ 42 = 1)%02 =2 (k= 1) (k+ 1) (kge s + K2 = 1) o + (b= 1)? (k + 1)) &/
((—kq13+k2—1)202—2 (k—1)(k+1) (—kq15+k2—1)a+(k—1)2(k+1)2>
p1s =s"ci®ki%ko®ks’ky % q1% qo® (K — 6k +1) (k+ 1) 07 — 35 cs ks *ko?ks?ky 2 12 q2® (K* — 6k + 1) (k+ 1)°0©
+ 3588k %ko%ks?hy2q1% g0 (K2 — 6k + 1) (k+1)%0® — shc/ 8k % ko ?ks?ky% q1%q2? (K2 — 6k +1) (k+1)%0?
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p1 (c1%ps paps ps pr ps + p2) + (po + pro) k17k2%p1y

a9 — —
(_1+0_)15

p1 = (321642(]22 (k=12 (k+1)20% — 252k 2q22 (k— 1)% (k+ 1)% 03 + 52k, 2¢22 (k — 1)% (k + 1)202) ®
(s%g?qﬁ (k=12 (k+1)20% —25%k52q,2 (k — 1)% (k+ 1) 0% + s2ks2q,2 (k — 1)% (k + 1)2 02) ky2ko?

p2 = —4dstcrths?hy2q1%q2? (B + 1) (K2ko? + £12) 0° + 20 5% ¢1 ks k% q1% q2? (k + 1)? (K%ke? + k1 2) ®
—8ky crtga?s (k+1)% ks 1% (k1 ks + ko k) k?ky ko ¢ +5 (kPko® + k1?) ks ky) o7

5
+ 24 ((k] ks + ko k4) k2k1 ko 012 —+ g (kaQQ + k12) ks k4) k4 014(]2284 (k + 1)2 ks QJQO'G

1 1
ps =—3q2%k?q1? ((k32 -3 k42> k— 3 ks? + k42> s +2q0 (k+1)((ks?qr — ky2qz) K?
+ (4ks?qr +4ks%qe) k— ks®qr + ky2qe)kar s+ (ks®qi® + ky2q2?) (K2 — 6k +1) (k+ 1)3
pa =ki? (k+1) kaZcr® — 24k%s%ky ko ks ky q12qo? (k1 ks + ko ky) c1? — 20 q12 225k 2ks? (K ko? + k1 ?)
05 =g2 (k+1)2a5—3014
21.2 2 2 1 2 1 2 2 2 4 2 2 2
pe =— q2°k“q1 ks —gk/, k—gk:; +k4 s+§q2(k+1)((k3 qz—k4 qg)k
+ (4ks?qr +4k%qe) k— ks®qr + ky2q2)kar s+ (ks®qi® + ky2q2?) (K2 — 6k +1) (k + 1)3
8 4
o7 :k12 (k+ 1) k22014 - 5 k‘252k1 ko ks k4 q12q22 (k] ks + ko k4) 612 — g q12q2232k42k32 (k‘2k22 + k12)
2
P8 =3(§ q2 ((k32th — k42qz) K2+ (4 ks2q +4k42q2) k—ks?qs + k42qz) kqi s
+ (ks%q1? + ky2q2%) (% — 6k + 1) (k+1)%) 3k 252 (k + 1)* ko203
—s%¢18k1%ko? (ks?q1® + kg% q2?) (K> —6k+1) (k+1)%0?
po = (521@4%22 (k=12 (k+1)2 0% — 252k, 2qo (k — 1)% (k+ 1)% 0% + 52k, 2q22 (k — 1)% (k + 1)202) 8
((—kq13+k2—1)202—2(k—l)(kz—i—l) (—kq1s+k2—1)a+(k—1)2(k+1)2)
ploz((kq23+k271)20272 (k—1)(k+1) (kqgs+k271)a+(k71)2(k+1)2> ®
p11 =s*c1®k12ka?ks?ky2q12q2? (K% — 6k +1) (k+1)% 07 — 35%c1®ks 2ha?ks?ky 2 q12 2% (K> — 6k +1) (k+1)% 0"
+3s%erBhi 2ko?ks%ky 2 q12qo? (K% — 6k + 1) (k+1)%0° — st c Bk %ko?ks?ky 2 q1%q2? (K2 — 6k +1) (k+ 1) o*

ks2q? (k—1)2(k+1)2 0% —25%ks?q12 (k— 1)2 (k+1)2 0% + s%ks? g1 2 (k — 1) (k + 1)2 02)

k1401 1688ql4k3408k94QQ4k44 (k — 1)4 (]i] -+ 1)10 (k2 —6k+ 1)
(=1+0)°

ag = —
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