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Resumen

En el presente trabajo de investigacién se desarrolla la teoria referente a la sin-
tonizacién del controlador proporcional retardado (PR) garantizando un maximo de-
caimiento exponencial alcanzable para una clase de sistemas lineales de orden n. Los
resultados tedricos son implementados en un brazo de robot de unién flexible. Ademas,
dada la naturaleza no lineal de la plataforma experimental, para la implementacion
del controlador PR, se propone el empleo de una ley de control basada en la estrategia
por realimentacién linealizante.

Por otra parte, se realiza el diseno y la sintonizaciéon de una ley de control no lineal
basada en una suma convexa de controladores del tipo proporcional integral retardada
(PIR) para estabilizar una clase de sistemas no lineales. La ley de control propuesta
aqui es analizada en el marco frecuencial empleando el método de D-Particiones y el
lugar geométrico de las raices. Esta estrategia de control es aplicable para sistemas
no lineales de una entrada una salida (SISO) que puedan modelarse mediante la me-
todologia propuesta por Takagi-Sugeno (T-S), es decir, que puedan expresarse como
una suma convexa de subsistemas lineales. Los resultados tedricos son ejemplificados
sobre la plataforma experimental Carro-Péndulo. Para mostrar el desempeno del con-
trolador PIR no lineal en tareas de estabilizacion, se realiza una comparacion con la

clasica ley de control compensacién paralela distribuida (PDC).






Abstract

The present contribution is about the theoretical development of the tuning of
a proportional retarded (PR) controller to guarantee the maximum achievable ex-
ponential decay rate for a class of Linear Time-Invariant (LTI) systems of n-order.
Theoretical results are exemplified by means of a flexible-joint robotic arm. Given
the nonlinear nature of the previous experimental platform, a control law based on
feedback linearization is proposed for the implementation of the PR controller.

On the other hand, the design and tuning of a nonlinear control law based on
a convex sum of proportional integral delayed controllers (PIR) to stabilize a class
of nonlinear systems are presented. The control law proposed here is analyzed in the
frequency domain using the D-partition methodology and the root locus. Furthermore,
this method is applicable to Single-Input Single-Output (SISO) nonlinear systems
that can be modeled employing the methodology proposed by Takagi-Sugeno (T-
S). The convex sum of PIR controllers is implemented over Cart-Pendulum system.
The performance of nonlinear system response in close-loop with PIR controller is
compared with a classic Parallel Distributed Compensation (PDC).






Acronimos

BPR  Borroso Proporcional Retardado.

IR Integral Retardado.

LMI  Desigualdad Lineal Matricial (Linear Matrix Inequality).
P Proporcional.

PD Proporcional Derivativo.

PDC Compensacién Paralela Distribuida (Parallel Distributed Compensation).
PI Proporcional Integral.

PID  Proporcional Integral Derivativo.

PIR  Proporcional Integral Retardado.

PR Proporcional Retardado.

SISO Una entrada una salida (Single-Input-Single-Output).
SNL  Sistema No Lineal.

T-S  Takagi-Sugeno.






Glosario

Proceso. Operacion o desarrollo natural progresivo, marcado por una serie de
cambios que se suceden unos a otros de una forma relativamente fija y que
conducen a un resultado o propdsito determinado [36].

Sensor. Los sensores captan el valor de la variable de proceso y envian una senal
de salida predeterminada. También se denomina detector o elemento primario
por estar en contacto con la variable, con lo que utiliza o absorbe energia del
medio controlado para dar, al sistema de medicion, una indicacién en respuesta

a la variacién de la variable [45].

Sistema. Un sistema es una combinacién de componentes que actiian conjun-

tamente para alcanzar un objetivo especifico [36].

Sistemas de control en lazo abierto. Los sistemas en los cuales la salida no
tiene efecto sobre la accion de control se denominan sistemas de control en lazo
abierto [36].

Control realimentado. El control realimentado se refiere a una operacién que,
en presencia de perturbaciones, tiende a reducir la diferencia entre la salida de

un sistema y alguna entrada de referencia [36].

Sistema lineal. Un sistema es lineal si y sélo si posee la propiedad de homo-
geneidad y superposicién [52].

Sistema no lineal. Sistema que no cumple con ambos o con alguno de los

principios de superposicién y homogeneidad [37].

Estado. Se define estado de un sistema como la minima cantidad de infor-
macién necesaria en un instante para que, conociendo la entrada a partir de
ese instante, se pueda determinar cualquier variable del sistema en cualquier
instante posterior. [13].

Vector de estado. Si se necesitan n variables de estado para describir com-
pletamente el comportamiento de un sistema dado, entonces esas n variables
de estado se pueden considerar como las n componentes de un vector X. Este
vector se denomina vector de estado. Un vector de estado es, por lo tanto, un
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vector que determina univocamente el estado del sistema X (¢) en cualquier ins-
tante de tiempo t > ty, una vez que se conoce el estado en t = ty y se especifica
la entrada wu(t) para t > ¢, [36].

= Espacio de estado. El espacio n-dimensional cuyos ejes de coordenadas estan
formadas por el eje x1, eje xo, ..., eje x,, donde x1, s, ..., x, son las variables

de estado, se denomina espacio de estado [36].
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Capitulo 1

Introduccion

El diseno de controladores para la manipulacién y estabilizacion de sistemas no
lineales es una tarea complicada, mas aun, debido al constante cambio tecnoldgico
generado por las necesidades del hombre, lo cual conlleva al desarrollo de sistemas cada
vez mas sofisticados con dindmicas mas complejas. Generalmente las leyes de control
lineal son aplicadas a los sistemas no lineales (SNL), atin cuando estas estrategias de
control estabilizan a esta clase de sistemas, el desempeno de los controladores lineales
en diversas zonas de operacion no es el deseado, lo cual repercute en la respuesta
transitoria y estacionaria de los sistemas, afectando las tareas de estabilizacion o
seguimiento. Por lo tanto, resulta natural disenar estrategias de control no lineal para
la manipulacién de SNL [44]. Sin embargo, el diseno y la sintonizacién de este tipo de
controladores suele ser complicado, laborioso y de dificil implementacion. Los modelos
T-S son una alternativa a este problema debido a que permiten manipular sistemas no
lineales en las diversas zonas de operacion empleando estrategias de control semejantes
a las lineales. Los modelos T-S fueron propuestos por Takagi, Sugeno y Kang en 1985
[49], esta metodologia representa las dindmicas de un sistema no lineal mediante una
suma convexa de subsistemas lineales.

Una estrategia clasica para manipular sistemas T-S es la ley de control PDC, esta
metodologia ofrece una solucién eficaz a los problemas de control en el mundo real, ver
28] y [43], generando respuestas adecuadas sobre la dindmica de los sistemas. Aunque
el control PDC es eficiente para la manipulacién de SNL, éste requiere el conocimiento
del estado completo del sistema, lo cual conlleva el empleo de acciones derivativas para
una clase de sistemas. Generalmente las derivadas se obtienen mediante algoritmos en
diferencias finitas, sin embargo la implementacion de estos algoritmos suelen resultar
ruidosos, lo cual implica el uso de filtros; por otra parte, la aplicaciéon de algoritmos de
aproximacién como lo es un observador [14], aparentemente no presenta el problema
de amplificar ruido en las mediciones, pero su implementacion puede resultar costosa
desde un punto de vista computacional en sistemas digitales de bajas prestaciones.
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Un enfoque distinto es emplear controladores de tipo retardado, los cuales evitan
el uso de términos derivativos incluyendo acciones retardadas, de tal manera, la am-
plificacién de ruido presente en la mediciones es evitada conservando las ventajas de
la accién derivativa.

Las leyes de control con retardos no son un tépico nuevo ya que se han estudiado
desde hace muchos anos, ver [1] y [11]. Algunas investigaciones se realizan en [53], en
ella se reporta la teoria referente a la sintonizacion del controlador PR para estabilizar
sistemas lineales de segundo orden. Recientemente, en [17] y en [39] se muestra cémo
las acciones de controlador PIR mejoran el desempenio de una planta en comparacion
con el efecto producido por el control PID. Una limitante de la ley de control PIR es
su sintonizacién, ya que la informacion reportada en el marco referencial de la teoria
de control es aplicable iinicamente para una clase de sistemas lineales, sin embargo,
el empleo de la metodologia propuesta por T-S permite la aplicacion de este tipo de
controlador hacia los sistemas no lineales.

En la presente investigacién se propone una estrategia de sintonizacién para la
ley de control PR garantizando un maximo decaimiento exponencial alcanzable para
sistemas lineales de orden n. Ademas, los resultados tedricos son implementados en
un brazo de robot de unién flexible, debido a las no linealidades del sistema, se desa-
rrolla primeramente una linealizacion por realimentacion. También se implementa un
controlador PID para la posicion angular de la base del robot independientemente de
la posicion angular del brazo de robot, esto con la finalidad de ilustrar las oscilaciones
inducidas en el efector final debido a la unién flexible del sistema.

Por otra parte, se aplican los resultados propuestos en [40] para disenar y sintoni-
zar una ley de control formada por una suma convexa de controles PIR con el fin de
o-estabilizar sistemas no lineales que puedan modelarse mediante la metodologia pro-
puesta por T-S. La sintonizacion de la ley de control propuesta aqui, se realiza dentro
del marco frecuencial empleando el método D-Particiones y el lugar geométrico de
las raices. El desempeno del controlador PIR no lineal en tareas de estabilizacion se
compara con la clasica ley de control PDC. En este caso, los experimentos se realizan
en una plataforma que consiste en un péndulo invertido sobre un mévil.
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1.1. Antecedentes

A continuacién se presentan algunos estudios reportados en el marco referencial de
la teoria de control sobre la estabilizacion y seguimiento de trayectorias para el brazo
de robot de unién flexible y para la plataforma Carro-Péndulo. También se describen
los antecedentes sobre la estrategia de control por realimentacion linealizante, asi
como los sistemas con retardos.

1.1.1. Plataformas experimentales

Los estudios referentes al seguimiento de trayectorias para la plataforma brazo de
robot de unién flexible se han realizado desde los anos 80, por ejemplo en [32] se aplica
una ley de control no lineal basada en la estrategia por realimentacion linealizante.
Otras investigaciones se realizan en [18], [24] y [30], en ellas se implementan leyes de
control adaptables para el seguimiento de trayectorias del sistema. La estrategia de
control basada en logica difusa también ha sido implementada para la manipulacién
del brazo flexible, ver [3] y [22]. En [2] se presenta una ley de control diferencial de
alto orden, cuyo desempeno es comparado con una ley de control PID.

Algunos estudios recientes se pueden encontrar en [5], en el cual se obtiene el
modelo del sistema basado en el formalismo Euler-Lagrange. Ademas, se propone una
ley de control robusta basada en modos deslizantes. Por otra parte, en [41] se aborda
el problema de seguimiento de trayectorias para el brazo de robot de unién flexible
mediante el empleo de la estrategia de control por realimentacion linealizante y una
ley de control por modos deslizantes. También en [23] se aplica un regulador lineal
cuadratico para el seguimiento de trayectorias minimizando las oscilaciones presentes
en el sistema.

Referente a la plataforma Carro-Péndulo, en [4] se realiza la identificacion del
sistema mediante redes neuronales, mientras que en [51] se realiza la estabilizacién
del sistema mediante légica difusa. De la misma manera en [56], una ley de control
difusa es aplicada para abordar el problema de seguimiento de trayectorias. En [26]
se realiza la estabilizacion del Carro-Péndulo mediante la aplicaciéon de un controla-
dor PID y un regulador lineal cuadratico. Por otra parte, en [8] se reporta la teoria
referente a un controlador adaptable optimizado para el seguimiento de trayectorias.
Algunos estudios recientes se realizan en [25], en ella se obtiene el modelo matematico
del sistema y se propone una ley de control adaptable para la estabilizacién de la
plataforma Carro-Péndulo. En [12] la estabilizacién de la plataforma se realiza apli-
cando una ley de control por realimentacion de estado, ademas, el trabajo se realiza
de manera remota.
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1.1.2. Realimentacion linealizante

La teoria referente a la estrategia de control por realimentacion linealizante ha
sido explorada desde los anos 80, esta estrategia se basa en un cambio de coordena-
das no lineales y en una realimentacion de estado no lineal. Algunas investigaciones
se realizan en [7], en ella se reportan las condiciones necesarias y suficientes para la
linealizacién de sistemas no lineales en tiempo continuo, de la misma manera, en [21]
se presentan los estudios referentes para los sistemas no lineales discretos. Una de las
primeras aplicaciones de esta técnica de control se presenta en [57], en ella se realiza
un controlador basado en redes neuronales y en la realimentacion linealizante para
la estabilizacion y seguimiento de una clase de sistemas no lineales SISO en tiempo
continuo. En [46] se estudia un sistema subactuado conocido como acrobot: robot
planar de dos grados de libertad con un sélo actuador, en el cual, el problema de
estabilizacién se aborda aplicando el método de realimentacién linealizante de ma-
nera parcial. En [10] se describe un control dindmico linealizante para un motor de
induccion, esta estructura de control requiere el cambio entre dos diferentes trans-
formaciones para evitar singularidades. Recientemente en [29] se aplica el método de
control por realimentacién linealizante basado en la estimacién de perturbaciones y
observadores de estado para el control de altura satelital con perturbaciones descono-
cidas, incertidumbres paramétricas y estado desconocido. En [58] se realiza un ley de
control basada en la realimentacion linealizante mas un control por modos deslizantes
para regular la corriente de un generador hidréulico con perturbaciones externas. De
la misma manera, en [31] se presenta el control de vuelo en formacién descentralizada
para un grupo de cuadricopteros empleando la clasica realimentacion linealizante.

1.1.3. Sistemas con retardos

En el marco referencial de la teoria de control es muy conocido que la presencia
de retardos temporales en los procesos de control puede inducir un mal desempeno e
incluso inestabilizar la respuesta de un sistema dinamico. De la misma manera, para
algunos sistemas los retardos pueden tener efectos de estabilizacién, por ejemplo,
en [11] se proponen algunas condiciones bajo las cuales un sistema lineal permanece
estable ante la presencia de retardos. Por otra parte, en [47] se muestra que una accién
retardada puede ser empleada en el diseno de controladores. Algunas aplicaciones se
realizan en la estabilizacién de sistemas oscilatorios [42] y en la estabilizacién de una
cadena de integradores [35], incluso se ha combinado con la ley de control PID [61].
Recientemente en [53] se presenta una técnica para la sintonizacién del control PR
sobre sistemas lineales de segundo orden, en ella se proveen férmulas explicitas para el
célculo de las ganancias del controlador. También, en [38] se aplica un control integral
retardado (IR) para el control de velocidad de servomotores de corriente continua, de
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la misma manera, en [39] se realiza el estudio del control PIR inspirado por el control
PID, donde el término integral corrige el error en estado estacionario garantizando
robustez contra perturbaciones constantes, ademas, la ausencia del término derivativo
en el control PIR evita la amplificacién de ruido indeseado.

La aplicacion de los controles retardados se ha extendido hacia una clase de siste-
mas no lineales por medio de la metodologia basada en modelos T-S. Algunos resul-
tados sobre el andlisis de esta clase de sistemas se obtienen en [60], donde se presenta
un enfoque para resolver el problema de estabilidad y estabilizacién de sistemas T-S
con retardos; por otra parte, en [6] se describen algunas condiciones de estabilidad
usando el enfoque de Lyapunov-Krasovskii. En [9] se emplea un control descentrali-
zado robusto en el modelo T-S con retardo, mientras que en [59] los resultados son
formulados en forma de desigualdades matriciales lineales (LMI’s), siendo estas muy
conservativas. En [54] se presentan resultados referentes al disefio de una ley de con-
trol borrosa proporcional retardada (BPR) para estabilizar una clase de sistemas no
lineales de segundo orden. A diferencia del controlador BPR, la ley de control pro-
puesta aqui formada por la suma convexa de controladores PIR, se sugiere anadir una
accion integral con la finalidad de eliminar el error en estado estacionario presente en
algunos sistemas.

1.2. Planteamiento del problema

La mayoria de los sistemas existentes son de naturaleza no lineal, la manipulacion
y control de esta clase de sistemas mediante técnicas de control no lineal es una tarea
complicada y de dificil implementacion.

Una alternativa para controlar sistemas no lineales, es mediante la aplicacion de
técnicas de control lineal, por ejemplo los controles P, PD, PI y PID, sin embargo,
estos sélo operan de manera correcta en una zona cercana al punto de operacién
del sistema no lineal. Por otra parte, las leyes de control con acciones derivativas
presentan el problema de amplificaciéon de ruido lo cual implica el empleo de filtros,
ademads, requieren técnicas de aproximacion como algoritmos en diferencias infinitas;
o el empleo de observadores para estimar la acciéon derivativa, incrementando el costo
computacional y la dificultad para su implementacion.

1.3. Justificacion

La dificultad de disenar y sintonizar leyes de control no lineal conlleva a la bis-
queda de nuevas alternativas para la manipulacién de esta clase de sistemas. En esta
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investigacion se emplea la metodologia basada en modelos T-S y en la técnica por
realimentacién linealizante para disenar estrategias de control no lineal. Las metodolo-
glas aplicadas permiten extender la teoria desarrollada para los controladores del tipo
retardado, como lo es el PR y el PIR, para la manipulacién de sistemas no lineales,
reduciendo la dificultad en el diseno y sintonizacién de controladores no lineales.

1.4. Objetivos

A continuacién se describen el objetivo general y los objetivos especificos para el
desarrollo del presente trabajo de investigacién.

1.4.1. Objetivo general

Disenar y sintonizar leyes de control del tipo retardado para estabilizar una clase de
sistemas no lineales, mediante el empleo de estrategias de control por realimentacion
linealizante y la metodologia propuesta por T-S.

1.4.2. Objetivos especificos

a) Obtener condiciones analiticas para sintonizar la ley de control PR, garantizan-
do un méaximo decaimiento exponencial alcanzable para una clase de sistemas
lineales de orden n, mediante un analisis en el dominio de la frecuencia.

b) Aplicar los resultados obtenidos en el punto anterior junto con la estrategia de
control por realimentacion linealizante para estabilizar un brazo de robot de
union flexible via simulacion y experimentacion, mediante el empleo de tarjetas
de adquisicién de datos y la herramienta de programacién MATLAB-SIMULIK.

¢) Comparar el desempeinio de ley de control PR con el control por modos deslizan-
tes en tareas de seguimiento del brazo de robot de unién flexible para ilustrar
el desempeno del controlador propuesto.

d) Disenar y sintonizar una ley de control basada en una suma convexa de con-
troladores PIR para estabilizar sistemas no lineales SISO de segundo orden,
empleando la metodologia propuesta por T-S, el método de D-Particiones y el
lugar geométrico de las raices.
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e) Simular e implementar la ley de control basada en una suma convexa de con-
troladores PIR sobre la plataforma Carro-Péndulo para ilustrar el desempeno
del controlador desarrollado, mediante el empleo de tarjetas de adquisicién de
datos y la herramienta MATLAB-SIMULIK.

f) Comparar el desempenio de ley de control basada en una suma convexa de con-
troladores PIR con la clasica ley de control PDC en tareas de estabilizacién de la
plataforma Carro-Péndulo para validar la efectividad del controlador propuesto.

1.5. Hipétesis

Es posible estabilizar una clase de sistemas no lineales mediante la aplicacion de
controladores del tipo retardado junto con la técnica de realimentacion linealizante,
asi como la metodologia propuesta por T-S.

1.6. Metodologia

A continuacién se describe la metodologia aplicada para alcanzar los objetivos
definidos en el presente trabajo de investigacion.

Realimentacién linealizante: La estrategia de control llamada realimentacion
linealizante se basa en dos operaciones: en un cambio de coordenadas y en una reali-
mentacién no lineal. Con ambas operaciones, es posible emplear leyes de control lineal
en los sistema no lineales mejorando su desempeno en las diversas zonas de operacion
[44].

Sistemas Takagi-Sugeno: Metodologia propuesta por Takagi, Sugeno y Kang
en 1985 que permite obtener el modelo difuso de un sistema no lineal. La metodologia
consiste en representar las dinamicas locales de un sistema no lineal mediante subsis-
temas lineales, esta caracteristica permite manipular sistemas no lineales en distintas
zonas de operacién empleando estrategias de control semejantes a las lineales [49].

D-Particiones: Método frecuencial propuesto por Neimark en 1949, el cual per-
mite obtener las fronteras de estabilidad una ecuacién caracteristica [34].

Lugar geométrico de las raices: La respuesta de un sistema se relaciona estre-
chamente con la localizacién de las raices de su ecuacion caracteristica, por lo cual, es
importante conocer su comportamiento en el plano complejo conforme a la variacion
de sus parametros [33].
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1.7. Organizacién de la tesis

= Capitulo 1 Introduccion: Se detallan los antecedentes del tema de investigacién,
se explica la problematica y la justificacion para realizar el trabajo, se proponen
los objetivos a alcanzar, asi como la formulacion de la hipétesis.

= Capitulo 2 Marco tedrico: Se definen los resultados preliminares para abordar
la investigacion.

= Capitulo 3 Ley de control PR para sistemas lineales de orden n: Se describe
la metodologia aplicada para la sintonizacion del controlador propuesto y se
detallan las etapas para la aplicaciéon del mismo.

= Capitulo 4 Suma convexa de controladores PIR: Se describe el diseno y la sin-
tonizacién del controlador propuesto. Los resultados tedricos se ejemplifican en
la plataforma Carro-Péndulo via simulacién y experimentacion.

= Capitulo 5 Conclusiones y Trabajo futuro: Se resumen las principales aporta-
ciones de la tesis y las conclusiones méas importantes que de ellas se derivan.
También se describen los posibles trabajos futuros asi como recomendaciones
que se pueden realizar para su mejora.



Capitulo 2

Marco teorico

En el presente Capitulo se define la teoria referente a la estrategia de control por
realimentacién linealizante, a los sistemas T-S, al controlador PDC, a los sistemas
con retardos, al método D-Particiones, asi como la ley de control PIR.

2.1. Realimentacion linealizante

Laley de control conocida como realimentacion linealizante ha sido aplicada en ta-
reas de estabilizacion y seguimiento de trayectorias para sistemas no lineales, ver [10],
[29], [31], funcionando adecuadamente en un amplio rango de operacién. A continua-
cién se presentan algunos resultados preliminares para interpretar los fundamentos
de esta estrategia de control. Se considera el sistema de la forma

#(t) = fz) + g(x)V (1), (2.1)
y(t) = h(z),
donde z(t) € R™ es el estado del sistema; V(t) € R es la entrada del sistema; y(t) € R
es la salida del sistema; f(z) € R™ y g(x) € R™ son vectores de funciones no lineales;
y h(z) € R es una funcién no lineal.

En primer lugar se define la derivada de una funcion escalar a lo largo de un campo
vectorial también conocida como derivada de Lie.

Definicién 1 (Derivada de Lie) [44] Sea h(z) : R — R wuna funcién escalar y
f(z) : R™ — R™ un campo vectorial. Se define la derivada de Lie o derivada direccional
de h(x) con respecto a f(x) como la funcidn escalar dada por

L) = 20 pay,

también se define la derivada de Lie de orden superior

Lih(x) == L L5 W(z), k> 1, L§ = f(x).
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Considerando la definicién anterior, al derivar la salida del sistema (2.1) se obtiene

i) = 2,
= D 1) 1 glayv o),
= T 1)+ T ) Vo
Lh(z) Loh(a)

= L;h(z) + Lyh(z)V(¢).

Se asume que la primera derivada de la salida no es afectada por la senal de entrada,
es decir, L,h(x) = 0y y(t) = Lyh(x). Mientras que la segunda derivada g(t) es

i) = L),

= 2D 1) 1 gy o),
= LA(Lh(e)) + Ly(Lh() V(D)
= L3h(2) + Ly(Lyh() V(1)

=0

De la misma manera se asume que L,(Lsh(z)) = 0. Por induccién resulta

y'") = Lih(z) + Ly(L} " h(z))V(¢).

Sea r la r-ésima derivada de y(¢) en la cual aparece la senal de entrada V (¢), es decir
Lg([/]l_lh(x)) # 0, entonces el valor r es conocido como grado relativo del sistema.

Para el diseno de la ley de control por realimentacion linealizante se parte del
sistema no lineal de la forma (2.1) con grado relativo r = n, es decir, exactamente
igual a la dimension del espacio de estado. Esta técnica se basa en dos operaciones:
en un cambio de coordenadas no lineales y en una realimentacién de estado no lineal.
El cambio de coordenadas requerido es dado por
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o1 h(z)
T L
6n)  \Lj ()

es decir, por la funcién h(z) y sus primeras n — 1 derivadas a lo largo de f(z). En las
nuevas coordenadas

zi = ¢i(x) = L’J}_lh(:v), 1<i<n,

el sistema es descrito por ecuaciones de la forma

21 = Z9
22 = Z3
Zpn—1 = Zn,

fn = Dih(z) + V() L, LY (),
donde z = (z1, ..., 2,). Al definir la siguiente ley de control linealizante

1

YO L)

(~L2h(x) + u(t)), LyL} "h(z) #0, (2.2)

resulta el sistema en lazo cerrado

21 = 29

Z9 — Z3
Zn—1= Zn

Zn = u(t).

Con el cambio de coordenadas no lineal ®(x) y la ley de control linealizante (2.2), la
ecuacion (2.1) es transformada a un sistema lineal, con lo cual es posible aplicar estra-
tegias de control del tipo retardado. Sin embargo, la aplicaciéon de los controladores
retardados hacia los sistemas no lineales mediante la estrategia antes mencionada es
de manera indirecta, en la siguiente seccién se presenta la metodologia propuesta por
T-S, representando otra alternativa para la manipulacion de sistemas no lineales.
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2.2. Sistemas Takagi-Sugeno (T-S)

Tradicionalmente, los sistemas lineales invariantes en el tiempo han dominado
tanto el andlisis de sistemas dindmicos, asi como el drea de la teoria de control [16].
Esta clase de sistemas son relativamente faciles de analizar debido a su linealidad e
invarianza en el tiempo, ademas, existe una gran cantidad de algoritmos y métodos
efectivos para el diseno de sus controladores. Una caracteristica de estos modelos es
que tienen un comportamiento local aceptable, sin embargo fallan de manera glo-
bal. Esto debido a que una aproximacién precisa de un sistema no lineal sélo puede
alcanzarse en la proximidad de un punto de equilibrio.

En lo subsecuente se describen los sistemas T-S en tiempo continuo, estos sistemas
son modelos matematicos con la propiedad de representar de manera exacta o de
manera aproximada a una clase de sistemas no lineales en distintas zonas de operaciéon
[49].

Se considera el sistema no lineal SISO de n-ésimo orden de la forma

donde z(t) = [z1,79,...,2,]7 € R"es el vector de estado, u(t) € R es la entrada de
control, y(t) € R eslasalida del sistema, f(z) : R" xR — R"yg(z): R"xR — R
son funciones suaves. Los sistemas T-S consisten en un conjunto finito de reglas del
tipo si-entonces expresadas en la forma,

Regla del subsistema 1i:

st z1(t) estaen M1 y ...y z,(t) esta en M,

entonces
{ @(t) = Ajz(t) + Biu(t),
y(t) = Cia(t).
Aqui, M;;, @ =1,2,...,7, 7 = 1,2,...,p es el conjunto difuso y r es el nimero de

reglas; x(t) € R™ es el vector de estado, u(t) € R™ es el vector de entrada, y(t) € R?
es el vector de salida, A; € R™", B; € R™™ C; € R z(t),...,2,(t) € R son
variables conocidas que pueden estar en funcién del estado, perturbaciones externas,
y/o del tiempo. Cada variable 21 (t),. .., 2,(t) es una cantidad medible, son llamadas
variables de programacién debido a que estas determinan el grado de activacién de
cada regla.

Dado un par (z(t),u(t)), el modelo T-S correspondiente al sistema no lineal (2.3)
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se infiere como

i(t) = z ma(2(1)) { A (t) + Bu(t)},
y(t) = z ma(2(1)C (1),

donde 2(t) = [21(0). ..., 5 (D17, mu(=(0)) = 5= EO v i (=(0)) = [T, Myy(5(0).
El término M;;(z;(t)) es el grado de pertenencia de z;(¢) en el conjunto difuso M;;.
El valor de una regla se determina en base a las premisas conocidas utilizando el

operador producto algebraico

(2.4)

p
H Mi;(z(t
J=1
con w;(z(t)) normalizada

wi(z(t))
2 iy wil2(1)

asumiendo que Y ;_, w;(z(t)) > 0, es decir, que para cualquier combinacién de z(t), al
menos una regla tiene un valor mayor a cero. Dado que > i, w;(2(t)) > 0, w;(2(t)) >

0, se tiene Y i m;(z(t)) = 1, m;(2(¢t)) > 0. Debido a la normalizacién m;(z(t)),
i=1,...,r, es decir, m;(z(t)) > 0y >._, mi(2(t)) = 1, los sistemas T-S son una
suma convexa de modelos locales lineales [27].

mi(=(1)) =

Construccion de modelos T-S

Los métodos para generar el modelo T-S de un sistema no lineal son

a) Sector no lineal.

El enfoque sector no lineal fue descrito por Ohtake en 2001 [55]. Esta meto-
dologia genera una representacién exacta del modelo no lineal, es decir, es una
reescritura del propio sistema. Estos modelos poseen la ventaja de ser suscepti-
bles a un andlisis de estabilidad de manera sisteméatica por medio del segundo
método de Lyapunov [15].

b) Aproximacién local.

Una metodologia para aproximar sistemas no lineales por modelos T-S es me-
diante la linealizacion local. Esta linealizacién es una expansion en series de
Taylor en diferentes puntos de operacién del sistema bajo estudio [15].
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2.2.1. Controlador PDC

Una estrategia de control clasica para los sistemas T-S es conocida como compen-
sacién paralela distribuida [50]. En la Figura 2.1 se esquematiza la metodologia para
el diseno de controladores PDC.

Sistema no
lineal

7~ N\ 7N
Identificacion del Modelo
sistema matematico

S S
\/""‘\/
Modelo T-S

>

PDC
S’

Figura 2.1: Diseno del controlador PDC.
Este controlador posee un conjunto de reglas expresadas de la forma
Regla del controlador i: st z(t) esta en M;; y ...y z,(t) estd en M,

entonces u(t) = —Fyz(t), donde FT = [fi,..., fi]l € R", i = 1,2,...,r. Las
reglas anteriores infieren un controlador no lineal de la forma

u(t) = Z mi(z(t)) Fix(t). (2.5)

Las ganancias del controlador PDC pueden obtenerse mediante la solucién de una
desigualdad matricial lineal (LMI), tal como se describe en el teorema siguiente.
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Teorema 1 [50] El equilibrio de un sistema T-S (2.4) en lazo cerrado con la ley de
control (2.5) es globalmente asintéticamente estable, si las siguientes desigualdades se
satisfacen de forma simultanea

T T
(Gt &) p(G6Y p e

i <jstm;Nm;#0,
donde Gij = Az - BZF’]

Cabe destacar que los modelos T-S describen a los sistemas no lineales mediante
una suma convexa de subsistemas lineales. Esta caracteristica permite aplicar estra-
tegias de control semejantes a las lineales sobre sistemas no lineales, con la ventaja
de que la sintonizacion es funcional en las diversas zonas de operacion.

2.3. Sistemas con retardos

Un sistema dindamico puede ser modelado mediante ecuaciones diferenciales ordi-
narias

#(t) = f(t, (1)),

g — .ﬁE(to),

donde z(t) € R™ es el estado del sistema. Mediante el modelo matematico, la evo-
lucion de las variables de estado puede determinarse a partir de la condicién inicial
x(tp). Sin embargo, existen sistemas que no pueden ser modelados a partir de ecua-
ciones diferenciales ordinarias. Concretamente, existen ciertos sistemas en los que la
evolucion futura de las variables de estado no depende uinicamente del valor actual
del estado, sino de los valores pasados dentro de una ventana temporal. Este tipo de
sistemas son conocidos como sistemas con retardos temporales.

El comportamiento de los sistemas con retardos se pueden describir a partir de
ecuaciones diferenciales funcionales (EDFs) o ecuaciones diferenciales en diferencias.
Las ecuaciones diferenciales funcionales se diferencian de las ecuaciones diferenciales
ordinarias en que al menos uno de los argumentos de la funcién no depende directa-
mente del tiempo ¢, sino a través de una funcién g(¢) de modo que

#(t) = f(t,x(g(t))).
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Para cierto sistema con retardo 7 la dinamica es dada por

B(t) = f(t, x(t — 7)),

donde la condicién inicial del estado x(t) en cualquier instante de tiempo arbitrario
se define a partir de la evolucién histérica del estado en una ventana temporal [20].

A continuacién se formaliza lo dicho anteriormente, para ello se considera un
sistema lineal invariante en el tiempo con retardo de la forma

{ t(t) = Aox(t) + Ayx(t — 7),

£(0) = 0(0); 0 € [—7.0], (2:6)

donde Ay, A; € R™ ™ son matrices constantes, 7 € RT es el retardoy ¢ € C([—, 0], R")
es la condicion inicial del sistema (2.6). Aqui C(|—7,0],R™) es el espacio de Banach
de las funciones reales y continuas definidas en el intevalo [—7,0] con norma

I lli= x| 6(6) |
donde || - || denota la norma en el espacio Euclidiano R”. Ademas, se considera que
para cada condicién inicial » € C([—7,0],R™) y ¢ > 0, existe una tnica solucién o
trayectoria z(t; 1) del sistema (2.6) [20]. Como extension de la condicién inicial, el
segmento z4(¢) := {z(t + 0;¢) | 6 € [-7,0]}, t > 0, es llamado estado del sistema
(2.6).

La sintonizacién de los controladores desarrollados en el presente trabajo de in-
vestigacion se basan en la g-estabilidad de los sistemas, es decir, en el estudio de la
estabilidad con respecto a un cambio de variable s = s — 0.

Definicién 2 (o-estabilidad) [19] Sea o una constante positiva dada. El sistema (2.6)
es o-estable si todas las raices de su cuasipolinomio caracteristico tienen parte real
menor o iqual a —o, es decir

ag < —o,0 € RY U {0},

donde ay = méx;j—1__o{Re{s;} : p(s;) = 0;s; € C}, p(s;) = det(sl, — Ay — A1e™*")
es el cuasipolinomio caracteristico de (2.6), I, € R™™ es la matriz identidad.

En la Figura 2.2 se ilustra la ubicacion de las raices de un sistema del tipo retardado,
en este caso el sistema es o-estable ya que todas las raices poseen parte real menor o
igual a —o. Tal como se observa, dada una linea paralela al eje imaginario del plano
complejo, un sistema del tipo retardado posee un ntimero finito de raices ubicadas a la
derecha de esta linea, como una consecuencia, estos sistemas son de orden exponencial
y su decaimiento es determinado por la parte real de sus raices dominantes.
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Im

. il

Re -0
Figura 2.2: Ubicacion de las raices de un sistema del tipo retardado.

En lo subsecuente se describe la metodologia aplicada para determinar las fronteras
o-estables de los sistemas del tipo retardado.

2.3.1. D-Particiones

En el desarrollo de la investigacion se trabaja en el dominio de la frecuencia
empleando el método D-Particiones para analizar la o-estabilidad de los sistemas con
retardos. La metodologia fue propuesta por el cientifico Neimark en 1949 [34], consiste
en dividir el espacio paramétrico de un sistema en regiones estables e inestables. A
continuacion se describe la metodologia para obtener tales regiones:

a) Obtener la ecuacién caracteristica del sistema bajo estudio, la estabilidad se
determina por la ubicacion de las raices dominantes de su cuasipolinomio ca-
racteristico en el plano complejo C.

b) Analizar la ecuacién caracteristica cuando las raices son puramente imaginarias
(s = —iw) y cuando tienen parte real y parte imaginaria igual a cero (s = 0).

¢) Encontrar las ecuaciones paramétricas que describan las particiones en el plano
paramétrico.

d) Graficar las regiones de estabilidad e inestabilidad con las ecuaciones paramé-
tricas obtenidas en el paso anterior.
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2.3.2. Controlador PIR

En [39] se presenta una estrategia de control libre de términos derivativos llamado
control proporcional integral retardado, asi como su aplicacién para sistemas lineales
invariantes en el tiempo de segundo orden. Por medio del andlisis en el dominio de la
frecuencia, se construyen las regiones de estabilidad del sistema en lazo cerrado. La
exploracion de estas regiones permite obtener una estrategia de sintonizacion asignan-
do tres raices reales dominantes que corresponden al maximo decaimiento exponencial
alcanzable.

La sintonizacion de la ley de control PIR se realiza para sistemas lineales de
segundo orden de la forma

§(t) + agy(t) + by(t) = cuft), (2.7)
donde a,b,c € RT. Definiendo el error e(t) := r — y(t), la ecuacién (2.7) resulta
é(t) + aé(t) + be(t) = c[d — u(t)], (2.8)

aqui r es una referencia y d = br/c es considerado como una perturbacion.
La ley de control PIR se define como

u(t) = kye(t) + ki /Ot e(¢)dp — kre(t — ), (2.9)

en donde se puede observar que evita el empleo del término derivativo incluyendo una
accion retardada, de esta manera se remueve la amplificacién de ruido presente en
las mediciones, conservando la propiedad de eliminar el error en estado estacionario
del estandar PID. Aqui k,, k;, k. es la ganancia proporcional, integral y retardada
respectivamente.

La ecuacién caracteristica del sistema (2.8) en lazo cerrado con la ley de control
(2.9) estd descrita por el cuasipolinomio

p(s) = s+ as® + (b+ ck,)s + ck; — ckpse™* = 0. (2.10)

Se realiza el cambio de variable s — (s — o) para analizar la o-estabilidad de p(s)
[53]. Asi, el cuasipolinomio (2.10) resulta

Po(s) =s* — (30 — a)s* + (30 — 2a0 + b+ ck,)s — o°
+ao? — (b4 cky)o + ck; — ck,e T (s — o) = 0, (2.11)
donde o es el decaimiento exponencial alcanzable. Observe que el andlisis de la o-

estabilidad del sistema (2.10) es andlogo a la estabilidad marginal del cuasipolinomio
transformado (2.11) para cualquier o dado.
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Regiones de estabilidad

Se presenta la construcciéon de las regiones de estabilidad en el plano paramétrico
(7, k) usando el método D-Particiones. Basado en la propiedad de continuidad de
espectro del sistema en lazo cerrado, las fronteras donde ocurren cambios de esta-
bilidad son detectados analizando el comportamiento de las raices a lo largo del eje
imaginario del plano complejo, es decir, cuando s = 0y s = +iw, w € RT, 2 = —1
[34].

Las regiones o-estables del quasipolinomio (2.10) son caracterizadas por las si-
guientes ecuaciones:
cuando s =0
o3 —ao® + (b+ cky)o — ck;

ce™%0

k.(T) =

)

cuando s = iw

1 1
T(w) = " arccot[f (w, o)] + " arctan <g) + T;—W,
0% —ao® + (b+ cky)o — (30 — a)w? — ck;

ce?™@) g cos(T(w)w) — wsin(7(w)w)]

k(w) =

Y

donde n =0,1,2,...y

—w? + (302 — 2a0 + b + cky)w

f(w70) = (30, _ a)w2 — o3+ ao? — (b+ Ckp)O' —I—Cki‘

Una caracteristica de las regiones o-estables es que poseen forma concéntrica, a me-
dida que o incrementa las regiones tienden a ser mas pequenas hasta colapsar en un
punto, el cual representa la maxima cota de decimiento exponencial alcanzable. A
continuacion se presentan las ecuaciones para determinar el punto de colapso de las
regiones de estabilidad.

Punto de colapso

Teorema 2 [39] Sea ¢ el valor de o donde ocurre el colapso de las regiones de esta-
bilidad. Se asume que los pardametros a,b y ¢ de (2.7) son conocidos, entonces & estd
contenida en el discriminante

A(o) = 20° — 2a0” + [a® — 2(b + cky)|o* + 8ckio® — dack;o® + 2ck;(b+ ck,)o — k2,
con las ganancias k, y k; dadas por

)2 2 _
kp = (0 —a)® +2(c” — ) a
2c
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ki = % 20(20 —a) + (b+ ck,) — 1/ 9(o, kp)} ,

respectivamente, donde \ > 0 es un pardmetro libre y

g(o,ky) = [0(30 — 2a) + b+ cky)* + 0*(30 — a)*.

Lema 1 [39] Las regiones de estabilidad colapsan en

o:= min {r, e R": A(r,) = 0,7, > a/2}. (2.12)

n=1,2,...

Maximo decaimiento exponencial alcanzable

Teorema 3 [39] Dados los pardmetros a,b,c € RT y las ganancias ky, k; € Rt fijas
tal que
bk
ky+-——>0,
c a
entonces el mdzimo decaimiento exponencial para el sistema en lazo cerrado (2.10)

€es

o

Om

el cual es alcanzado en el espacio paramétrico (1, k) con

3 2
20, —ao;, + ck;

* = 2.13

’ ol —aod, + (b+ cky)o?, — ckiop’ (2.13)
2(03 — ck;)

k= —"—. 2.14

" 203 emom ( )

Mas ain, en o, las regiones de estabilidad colapsan en un punto caracterizado por
tres raices reales dominantes en —a,, en el eje real del plano complejo.

En lo subsecuente se presenta una estrategia de sintonizacién para el controlador
PIR.

Sintonizacién del control PIR

Dado un decaimiento exponencial deseado a/2 < 04 < 17a, la asignacién de tres
raices reales dominantes en —o, en el plano complejo se logra mediante la siguiente
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sintonizacion del controlador PIR

by = (00— a)* + 2(0% — ) + £(p — 6)]

2¢c
Z- :g—g 202 — 26(0a+ &)+ E(p — €)]
1
T 2@@ — 3¢),
b () = ey o+ ) = (o= ).

donde £ =30, —ay ¢ = /9% + 12€0,.

La teoria descrita anteriormente es extendida hacia los sistemas no lineales de
segundo orden aplicando la metodologia propuesta por T-S. Como resultado se obtiene
una ley de control formada por una suma convexa de controladores PIR.

2.4. Banco de pruebas experimentales

A continuaciéon se describen las plataformas experimentales empleadas para la
implementacion de las leyes de control propuestas en los capitulos 3 y 4.

2.4.1. Brazo de Robot de Union Flexible

El diseno y la sintonizacion del control PR + realimentacién linealizante es apli-
cado al brazo de robot de unién flexible, ver Figura 2.3.

La plataforma experimental incorpora un motor acoplado a una base rotatoria
mediante un sistema de poleas. La unién flexible consiste en un brazo principal unido
a la base rotatoria a través de resortes.

El principal problema que presenta el prototipo son las oscilaciones inducidas en
el efector final debido a la unién flexible entre la base y el brazo de robot.
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Figura 2.3: Brazo de robot de union flexible.

Las variables del sistema son

0, Posicién angular de la base rotatoria,

0>  Posicién angular del brazo,

J,  Momento de inercia del brazo,

Jy  Momento de inercia de la base rotatoria,
m  Masa del brazo,

l Longitud del brazo,

ks  Rigidez del resorte,

7. Par aplicado,

T, Par del motor.

La posicion angular en el extremo del robot se define por la relacién ¢ = 6; +
fy. Para determinar el modelo dindmico de la plataforma se procede mediante el
formalismo Euler-Lagrange. El Lagrangiano del sistema es

L=K-P

donde K representa la energia cinética y P la energia potencial del sistema. La energia
cinética es dada por
K=K, + K,,

aqui K, representa la energia cinética de la base rotatoria y K, representa la energia
cinética del brazo. La energia potencial del sistema satisface la relacién

P:P3+Pa7
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donde P, es la energia potencial asociada al resorte y P, es la energia potencial
asociada con el brazo. Asi, el Lagrangiano del sistema es
_ o ks

VA z
07— 105+ S0+ 0,) + % cos(61 + 02).

£ 2

Aplicando el formalismo Euler-Lagrange para las coordenadas generalizadas 6, y 6
se obtienen las ecuaciones

. . I
o = by + J0 + % sin(6) + 0s),
. l
0= J,J + K0, + % sin(6y + 0y).

Por otro lado, el par del motor 7,, y el par aplicado al sistema estan relacionados
como: 7, = N7,,, N representa la ventaja mecanica del sistema de poleas. El voltaje
aplicado al motor y el par generado es descrito por

k kiN .

Tm — R—;V(t) — Rm 91,

donde R,, denota la resistencia de armadura, k, representa la constante de par del
motor y la entrada de control es denotado por V(t). Con la tltima ecuacién, la
dindmica del robot de unién flexible es

Nk. . . K2NZ?.
V() = (o) i+ Tofl + =6y (2.15)
l
+% sin(6y + 6s),
0 = Ja(el + @2) + Kseg + % Sin(@l + 62) (216)

Al definir 6 = [f; 6o]", el sistema (2.15)-(2.16) puede ser expresado como
M(9>9‘+0<9’,9)9’+g(9)+f(9') =,

donde

Jot Jy Ja
oy =50, ¢ (6) = [o]
C ml sin(6y + 6s)
_ 2
9(9) kb + ™8 sin(6; + 92)] ’
[ K2N2 kN
. N RV (¢)
/ (9) 0 0] ’ T { 0 1 ‘
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De las ecuaciones anteriores, # resulta

ks K2N?. kN

0, = —20,— 0 V(¢

! J 2 LR, 1+Jme ®)

. ks (Jo + J, mgl .

92 = —%92— 2(]ga Sln(01+02)
k2N?2. kN
T, — ——V(t).
JoRm * JyRp ®)

Los pardmetros del brazo de robot usados en la implementaciéon del control son:
[ = 0.5[m], m = 0.1633[Kg], J, = 0.0136[Kg-m?], J, = 0.002405[Kg-m?], k, = 4[N-
m/rad] y N = 16, mientras que los pardmetros del motor: k, = 0.0724|N-m/A] y
R,, = 2.983 [].

2.4.2. Carro-Péndulo

La ley de control formada por la suma convexa de controladores PIR puede ser
aplicada a una gran variedad de sistemas dinamicos, sin embargo para ejemplificar los
resultados tedricos se realiza sobre la plataforma Carro-Péndulo. Cabe mencionar que
para este caso de estudio solo es considerada la dindmica del péndulo. En la Figura
2.4 se ilustra el diagrama de cuerpo libre del sistema bajo estudio.

Figura 2.4: Carro-Péndulo.
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El modelo matemético empleado es el sugerido en [27], descrito por las ecuaciones
siguientes:

71(t) = 2(1),

Fa(t) = gsin(xy(t)) — amlzi(t) sin(2z1(t))/2 — acos(zy (t))u(t)
’ 41/3 — aml cos?(x1(t)) J

donde

) = posicién angular del péndulo respecto al eje vertical (6),
) .

= velocidad angular del péndulo (),

= masa del péndulo,

M = masa del carro,
m
[

longitud del péndulo,

constante de gravedad,

entrada de control,

9
a=1/(m+ M).

Aqui g = 9.81m/s* m = 0.23kg, M = 0.52kg y | = 0.32m.
2.5. Conclusiones del Capitulo

En el presente Capitulo se ha descrito la metodologia de D-Particiones empleado
para analizar la o-estabilidad de los controladores del tipo retardado. Ademas, se ha
explicado la estrategia de control por realimentacion linealizante, misma que permite
la aplicacion del controlador PR hacia los sistemas no lineales. También se ha des-
crito la metodologia propuesta por T-S, asi como la ley de control PIR. Mediante la
aplicacion de los temas previos se propone el disenio de una ley de control basada en
una suma convexa de controladores PIR. Por otra parte, se presentan las plataformas
experimentales sobre las cuales se implementan las leyes de control desarrolladas en
los capitulos 3 y 4.






Capitulo 3

Ley de control PR para sistemas
lineales de orden n

En el presente Capitulo se detallan los primeros resultados obtenidos durante el
desarrollo de la investigacion. En la seccién 3.1 se describe la sintonizaciéon del con-
trolador PR para o-estabilizar sistemas lineales de orden n. Ademas, se emplea la
estrategia de control conocida como realimentacién linealizante con el fin de extender
la aplicacién de los resultados hacia sistemas no lineales. En este caso, la implemen-
tacion de la ley de control se realiza en un brazo de robot de unién flexible. Por
otra parte, los resultados via simulacién y experimentacién son presentados en las
secciones 3.3 y 3.4 respectivamente.

3.1. Sintonizacion de la Ley de control PR para
sistemas lineales de orden n

A través de un analisis en el dominio de la frecuencia se obtiene un conjunto
de ecuaciones paramétricas para generar las fronteras o-estables del sistema en lazo
cerrado. Mas aun, mediante la exploracion de estas regiones se obtiene una estrategia
de sintonizacion analitica para el controlador PR garantizando el médximo decaimiento
exponencial alcanzable para una clase de sistemas lineales.

Se considera el cuasipolinomio general de la forma

Q(S, kp, kr,c1y .o cn) = p(s,kp,cay .o cn) + keg(s)e™, (3.1)

donde p(-) v ¢(-) son polinomios con coeficientes reales, k,, k., c1,...,c, € R, son las
ganancias del controlador, 7 > 0 es el retardo y s € C.

27
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El objetivo de esta seccién es el estudio de la o-estabilidad del sistema (3.1). Para
ello, se considera o > 0 y se realiza el cambio de variable s — (s — o), de tal manera
el cuasipolinomio (3.1) toma la forma

QU(87 kp7 k:’r: Ciyenn 7cn) Z:Q(S — 0, k:p7 k'f‘a Clyenn 7Cn)
=p(s,kp,C1,...,Cny0) + ke Tq(s,0)e"". (3.2)

Observe que el andlisis de la o-estabilidad de (3.1) es andlogo al andlisis de la estabi-
lidad marginal del cuasipolinomio transformado (3.2) para cualquier o dado.

3.1.1. Fronteras de estabilidad

A continuacion se caracterizan las regiones o-estables aplicando el método D-
Particiones, esta metodologia determina el cruce de raices cuando s = 0y s = +iw,
w € RT, i = —1. Al evaluar s = 0 en la ecuacién (3.2) resulta

p(07 kjh C1y-- -, Cn, U) + kTeoTQ(Ov U) = 07

con p(0,ky, c1,...,¢n,0) #0y q(0,0) # 0, o equivalentemente

ko= _p<07 kpa C1y---,Cn, U)
" q(0,0)e’™ '

Evaluando s = iw en (3.2) se tiene
pliw, ky ey ooy cny0) + ke Tq(iw, 0)e T = 0,

o lo que es igual

1 (p(iw,kp,cl,...,cn,cr)) Cion
= e s

k,eoT q(iw, o)
y con ello
B 1 p(iw, kp, c1,...,¢Cn,0)
cos(wt) = oo Re { (0. 0) , (3.3)
) _ 1 p(iw, kp,c1,...,¢n,0)
sin(wt) = P Im { 2. 0) : (3.4)

Mediante operaciones algebraicas entre las expresiones (3.3)-(3.4) se obtiene

Re{p(iw,kp,cl, . ,cn,a)}

r=——cot™ " - q(iw, o) 4 @7
w {p(zw,k:p,cl,...,cn,a)} w
Im -
q(iw, o)
para w # 0,n = 0,+1,42, ..., mientras que de la ecuacién (3.4) resulta
k, = — 1 Im p(iwakpaclla"'vcnvo-) ]
sin(wT)e’T q(iw, o)

Los resultados anteriores se resumen a continuacion.
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Proposicién 1 Considere un cuasipolinomio de la forma (3.1), entonces las regiones de
estabilidad estan delimitadas por las ecuaciones siguientes:

i) Cuando s =0

i p(0,kp,c1,...,cn,0)
=
q(0,0)e™

, T ERT.

i1) Cuando s = iw

Re{p(iw,k:p,cl, . ,cn,a)}

T=——cot™! - a(iw, o) + @,
w {p(zw,kp,cl,...,cn,a)} w
Im -
q(iw, o)
para w # 0,n=0,4+1,+2, ...,
I 1 Im p(iw,kp,c.l,...,cn,a) .
sin(wt)eT q(iw, o)

Las expresiones de la Proposicién 1 definen las fronteras o-estables en el espacio paramé-
trico (7, k), ver Figura 3.1. El contorno exterior denota la frontera de estabilidad, es decir,
provee el par (7,k,) con lo cual las raices del sistema (3.1) estdn sobre el eje imaginario
(0 = 0). Mientras que para cada uno de los contornos interiores, el par (7, k,), define las
regiones donde el sistema es exponencialmente estable con una especifica tasa de decaimien-
to o > 0. El mdximo decaimiento exponencial alcanzable denotado por ¢*, ocurre cuando
todas las regiones o-estables colapsan en un punto (7%, k) del espacio paramétrico.

® c*

\

T

Figura 3.1: Regiones o-estables en el espacio paramétrico (7, k).

En la siguiente subseccién, se obtienen las expresiones analiticas para determinar el
maximo decaimiento exponencial o* y los pardmetros asociados (7%, k).
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3.1.2. Maximo decaimiento exponencial alcanzable

Proposicién 2 Considere un cuasipolinomio de la forma (3.1), entonces se tiene una raiz
de al menos multiplicidad tres en s = —o* si 7 = 7(c*) y k, = k.(0*,7) satisfacen las
expresiones siguientes

1
T=— 20 Fopens o) [asp(s, kp,ci,...,cn,0)
_p(O, kp,c1,...,cn,0) aq(s,a)] (3.5)
q(0,0) 0s a0 '
ip(s,kp,cl, ey CpyO)
b= =0_ (3.6)

or 9q(s, o)
¢ [ 0s

—7q(0, a)]

s=0

y 0¥ es la minima solucion real positiva del polinomio

B 1 0 p(0,kp,c1,...,cn,0)0q(s,0) 2
1) = S0 ke, emo) [asp(s’k”’cl""’cn"’) 4(0,0) os ||,
2 0q(s,0) [0 p(0,kp,c1,...,cn,0) Oq(s,0)

G (s, ke Clrnr ) —
4(0,0) 0s [asp(s’ Pl ) 4(0,0) s lsg
p(0,kp, c1y. .., Cn,0) DG?(s,0) B i
[ q(0,0) ds? 5=0 582p(87kp701"”’cma) s=0 (37)

Demostracién 1 Si el cuasipolinomio (3.2) tiene tres raices dominantes en s = 0, im-

plica que (3.1) tiene tres raices dominantes en s = —o. De tal manera, las condiciones
2
Qo (") |s=0=0, ;SQU() . =0y 8652620() - =0 deben cumplirse. Aqui
0=Qs(") |s=0=p(0,kp,c1,...,cn,0)+ ke’ q(0,0), (3.8)
0 0 oT 0 —sT
0= %QU() —o = %p(&kmcla---acnao‘) S:0+kre % [Q(’S?U)e ] 5:0’
= —p(s,ky,c Cny ) + kpe’" 94(s,9) —71q(s,0)| e (3.9)
- asp s py €15+ - o5, Cny o T 68 qls, SZO, .
82 82 gT 82 —S8T
0= @QU() o = @p(sukpaclw--acnag) s:0+k’r’e @ [q(870)e ] s:(),
5 Pals,0) . da(s,0)
= (s, kp,c1y .. Cn kpe® L2 ’ 2q(s,0)| e
38210(8’ ps C1, , C 7O-> 0 + e |: 882 T D5 + 7 q(S O'):| [§] .

(3.10)
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De (3.8) y (3.9) resulta

1
B p(oakpycla" -y Cny O

T =

0
) |:asp(sakpvcl)° . .,Cn70')

_p(0,kp,cr,-.. cn,0) 9q(s,0) (3.11)
q(0,0) 0s a0 ‘
y de las ecuaciones (3.8), (3.10) implica que
9 p(0,kp,c1,...,cn,0) 0q(s,0)
_ ko Clyon s 0) — 2
0 [T (0, kp,c1,...,Cn,0) T 4(0.0) s s:O+
0? p(0,kp,c1,. .. cn,0) 0%q(s,0)
———p(s, k e Cny G S R ! 3.12
|: 882]9(87 ps C1, ) C 0) + q(O,J) 052 :| 0 ( )

Al sustituir (3.11) en (3.12) se obtiene

_ 1 p(0,kp,c1,...,cn,0) 0q(s,0) 2
flo) = p(0,kp,c1,...,cn,0) [asp(s,kp,cl,...,cn,a) q(0,0) 0s »
2 0q(s,o) [0 p(0,kp,c1,...,cn,0) Oq(s,0)
O TR
q(0,0) Os [&s’p(s’ P €Ly s ) q(0,0) Os s=0
p(0,kp,c1y. .., Cn,0) DG?(s,0) B i
+ |: Q(0,0') 882 0 882p(87kp7017-~-7cn70) 3:0,

finalmente la ecuacion (3.6) resulta directamente de (3.9).

La proposicién anterior define el punto (7*,k}) donde colapsan las regiones o-estables.
Ademas, estos parametros asignan 3 raices reales dominantes en s = —o* del plano complejo.

3.2. Diseno y sintonizacién de la ley de control PR
+ realimentacion linealizante para el brazo de
robot de unién flexible

Para ejemplificar los resultados tedricos de la seccién anterior se considera la dindmica
del brazo de robot de unién flexible tal como se describe en la subseccién 2.4.1

él (t) = a102(t) — azél (t) + bV (t) , (3.13)
Oo(t) = —asba(t) — agsin (0(t) + 02(t)) + agfy(t) — bV (1), (3.14)
ks k2N? _ ks(JatJdp) _ mgl _ kN

donde a1 = 35, G2 = Jip—, 03 = — =, Ay = 550y b= g5
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Con el cambio de variable z := [z1 x3 3 24]7 = [01 01 05 62]T, el sistema (3.13)-(3.14)
es reescrito en la forma

donde

—Q2T2 + 173
flz) = , g(@) =
T4
agxe — agrs — agsin(xy + x3) -b
En primer lugar, para el diseno de la ley de control PR, el sistema no lineal es transformado
a un sistema lineal mediante la estrategia conocida como linealizacién por realimentacion.

Se define la salida del sistema como
h(z) = x1 + x3,

al calcular la derivada, se tiene que

() = 82(;)93 — Lyh(x) + Lyh(x),

donde Ly¢h(x) y Lyh(x) denota la derivada de Lie de h(x) con respecto a f(x) [44], dado por
Lyh(x) = x2 + x4, Lyh(x) = 0. Asi, las derivadas de orden superior son expresadas como

h(z) = L?h(m),
h3)(z) = Lih(z),
W (z) = Lih(z) + LeL3h(z)V (¢),

donde

L?ch(x) = (ag — ag)xs — aygsin(x] + x3),
Li;’ch(a:) = —ay(x2 + x4) cos(x1 + x3) + (a2 — az)xy,
L;lch(x) = (a2 — a3)(a122 — azx3) + as(as — ag)xs cos(xy + x3),
+ agsin(z + x3) [(@2 + x4)? — (ag — ag) + ayq cos(zy + z3)],
LgL:}h(x) = —(az — a3)b.

Por otra parte, realizando el siguiente cambio de coordenadas z; = h(z), zp = h(x), 23 =
h(z), z4 = h®)(x), se tiene

th(x)
7h(z)
h(z),
()

X

)

I

24_Lf + LyLih(z)V (t). (3.15)
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La trayectoria deseada al igual que sus derivadas temporales se denotan como h*(x) = 2§,

hD*(z) = 2,
(i+1)’

control linealizante queda definido por

i =1,2,3,4. Ademads, los errores son definidos como e,, = z; — 2;. Asi, el

V(t) = ——5— [u(t) — L}h(2)], (3.16)

de tal manera, el sistema (3.15) en lazo cerrado con la ley de control (3.16) resulta

€z = €z
€z = €35
€23 = €24
€., = ult), (3.17)

con lo cual es posible aplicar la ley de control PR.

Esquema de control PR

Se considera el sistema (3.17) y se propone la ley de control siguiente
u(t) = —kpez, + kres, , — ez, — Pey, (3.18)
donde

ez = h(z) = b () = [r1 + @3] = [a7 + 3],

€or = h(@7) = W' () = [w1(t = 7) + @3(t — 7)] — [27(¢ — 7) + 23( — 7)),
ez = h®(x) = h¥* (@),
ez, = h®(z) — hW*(2).

Asi, el sistema (3.17) con el control (3.18) se reescribe como
éz = Aoez + Alez,’rv

. T
donde €y, = (ezlae,ZQa €239 6Z4) )

0 1 0 0 0 000
0 0 1 0 0 000

A: A:

0 o o o 1| 0 00 0}’
~ky, 0 —a —B k. 0 0 0

cuya ecuacién caracteristica es

Q(57 kpa kr, o, /8) = p(S, kpa «, 5) + kTQ(S)e_ST7 (319)
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donde p(s, ky,a, B) = st + 38 + s2a + k, y q(s) = —1. Para estudiar la o-estabilidad se
realiza el cambio de variable s — (s — o) en la ecuacién (3.19) y se tiene

QU(87 kp7 k’l”7 «, 6) ::Q(S — 0, kpv kT‘7 «, /8)7
=p(s, kp, 0, B,0) + kre®Tq(s,0)e ", (3.20)

donde

p(s,kpy, 8,0) = (s =) + (s —0)? B+ (s — )2 + ky,
=s'+(-do+B)s*+ (a+60>—3B0) s>
+(72a07403+3602)s+a4+a027503+kp,
q(s,0) = —1.

Regiones o-estables

Con base en la Proposicién 1, las regiones o-estables del cuasipolinomio (3.19) son
caracterizadas por las ecuaciones paramétricas siguientes:

cuando s =0
ot +ac®—Bo%+k

kr = eoT ’
cuando s = iw
p(iw7kp7a7570-)
T=——cot™! Re{ ic.o) } +
w Im {p(iwzkp7a7/870)} w ’
q(iw,o)
paraw # 0,n=0,£1,£2,...,
k. — 1 Im p(iwakpvaaﬁ)o-)
" sin(wr)eo T q(iw, o) ’

donde

p(zw, kpv «, /87 U)
q(iw, o)

= —((iw — )" + (iw — 0)> B + (iw — 0)* a + k),

=—(0' - Bo*+ (a—6w?) o® + 38w +w! —aw® + k)
+w (403—35024— (—4w2—|—2a)0—|—,6’w2)i,

de tal manera que

Re p(iwu kpv «, 57 U)
q(iw, o)

Im p(ikapaauﬂ'io—)
q(iw, o)

}:—(04—503+(a—6w2)02+3ﬁw20+w4—aw2+kp),

}:w (403—36024— (—4w2+2a)0+5w2)
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y por lo tanto

iw,kp,a, 8,0
Re{p( q(i(l;,cf) )} B ot — B+ (a—6w2) 02+3,Bw20+w4—aw2+kp
Im {p(iw,(k'pvay)ﬁao)} B w(do3-3p02+ (—4w?+2a)o + fw?)
q(iw,o

La Figura 3.2 ilustra las regiénes o-estables para el cuasipolinomio (3.19). El contorno
exterior define estabilidad marginal del sistema en lazo cerrado, es decir, para cada par
T,k ubicado sobre la frontera de la regién, las raices dominantes del sistema se localizan
en el eje imaginario del plano complejo. Mientras que los contornos interiores definen una
cota de decaimiento exponencial especifica o, a medida que las regiones decrecen, la cota
exponencial incrementa. La maxima cota de decaimiento exponencial o* se alcanza en el
punto 7%, k) donde las regiones colapsan. Ademads, los parametros 7%, k) colocan tres raices

reales dominantes sobre s = —o*.

c €(0,2) |
c € (2,6)

c € (6,12)
c € (12,6%)
c*=28.5495

1 |

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
T

Figura 3.2: Regiones o-estables del sistema en lazo cerrado (3.19).

En resumen, el sistema en lazo cerrado (3.19) puede ser o-estabilizado aplicando la
proposicién 1, incluso es posible hallar la estabilidad exponencial maxima ¢* mediante el
punto de colapso 7*, k. Por otra parte, en la siguiente subseccién se aplica la proposicién
2 para determinar ¢* de manera analitica.

Maximo decaimiento exponencial alcanzable

A continuacion se presentan los cédlculos para obtener la maxima cota de decaimiento
exponencial alcanzable o* para el cuasipolinomio (3.19). De acuerdo con las expresiones de
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la Proposicién 2, al tomar Qs (s, kp, kr, @, B) |s=o0 y calcular sus derivadas, se obtiene

Tk =0t — P8 + P+ ky, (3.21)
7e Tk, =40° —30°B+20q, (3.22)
727"k, =120% — 60 3+ 20 (3.23)

De (3.21) y (3.22) resulta
403 — 3025—{— 20
T =
ot — o3+ o?a+ky’

(3.24)

y de las ecuaciones (3.21) y (3.23)

1202 - 608 +2a
2
T T — a3+ o2a+k, (3.25)

Sustituyendo (3.24) en (3.25) se tiene

f(o) =405 - 6055 + (2a+352) ot — 4B a0®
+(20® —12ky) 0® + 6 Bkyo — 2 ky. (3.26)

Sea ¢* la minima solucién real y positiva del polinomio (3.26), entonces los pardmetros que
determinan o*-estabilidad de la ecuacién (3.19) son

. A(o*)P=3(0")?B+20"a
(o)t = (073 + (07)2a + Ky
(%) (4(c%)* = 30* B+ 2a)

T* ea* T*

(3.27)

k= , (3.28)

donde las ganancias k, a, 8 se seleccionan de forma que las dindmicas del sistema en lazo
cerrado sigan las dindmicas del polinomio

Pa(s) = (32 + 2€ws + w2)2 ,

esto es
| i
o =2w? 4+ 4620% + 5 Eifw_g)i),

En resumen, dados los parametros k, = 0.45¢8, o = 57000 y 8 = 80, la solucién
minima real del polinomio (3.26) es o* = 28.5495, asi, de (3.27) y (3.28) se tiene que
7% =0.0349 y k} = 3.3305e7. Al igual que la proposicién 1, estos pardmetros o-estabilizan
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al cuasipolinomio (3.19) con la mayor cota de decaimiento exponencial, ademads, colocan

tres raices reales dominantes en s = —¢* del plano complejo, ver Figura 3.3.
. T T T
2000 ®e 10 |
[ ] ° . 0 @
1000 * o -10 i
* -28.5495
L °
= 0 .
— PY L
°
°
-1000f o * 1
°®
°
°
-20001 o® 1
. 1 1 1
-400 -300 -200 -100 0
Re

Figura 3.3: Ubicacién de las raices dominantes en s = —o™ del sistema en lazo cerrado
(3.19).

3.3. Resultados de simulacion

Mediante el entorno de programacién MATLAB-SIMULIK se simula la dindmica de la
plataforma brazo de robot de unién flexible en lazo cerrado con la ley de control propuesta
en la seccién 3.2.

En lo subsecuente se presentan los resultados obtenidos en una serie de simulaciones para
el seguimiento de trayectoria del brazo de robot considerando diversas cotas de decaimiento
exponencial 0. Aqui se consideran fijos los pardametros del sistema tal como se describen en
la subseccién 2.4.1. Tomando en cuenta la regién de estabilidad ilustrada en la Figura 3.2,
se eligen 4 pares (7, k,) los cuales definen cotas de decaimiento especificas.

En la Figura 3.4 se ilustra la senal de salida y(t) = 61(¢t) + 02(t) del brazo robdtico
de unién flexible en lazo cerrado con el controlador PR (3.18) junto con el control por
realimentacién linealizante (3.16), de la misma manera, se ilustra la sefial de referencia
y*(t). Aqui y(t) corresponde a la posicién angular en el extremo del robot.
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o ©
= =

w
=

Posicién angular [Grados]

( \[—vo 7

90.01 — ), o =2
90 yo(t), 0 =6 M

ys(t), o =12
89.99 W) o
15 2 25 |
o— |
0 5 10 15
Tiempo [S]

Figura 3.4: Senal de salida y senal de referencia del brazo de robot (simulacién).

Tal como se observa en la Figura 3.4, cuando la cota de decaimiento o es igual a 2, la

salida y;(t) posee mayor error en estado transitorio y ademads presenta oscilaciones. Estas

oscilaciones decrecen a medida que ¢ incrementa. La ausencia de oscilaciones ocurre cuando

o* = 28.5495, la cual es la maxima cota de decaimiento exponencial alcanzable. Por otra
parte, la velocidad angular para el sistema es ilustrada en la Figura 3.5.

v)
% 40
(@]
©
©
O, 200
3
>
> 0
@©
3
S -200
O
@)
o
> -40

o

10

Tiempo [S]

Figura 3.5: Velocidad angular del brazo de robot (simulacién).
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718A uy (t)
— O /\ uz(t) |7
2] 7.12
© uz(t)
= 1.281 1.294
g U4(t)
s 0
c
o
@)
-5t i
0 5 10 15
Tiempo [S]

Figura 3.6: Senal de control PR aplicado al brazo de robot (simulacion).

La senal de control PR y la senal de error son ilustradas en la Figura 3.6 y 3.7 respecti-

vamente.

g 0.05

3 —eai(t)

O, —e(t)

c

S . — el

g 0 " —eu(t)

o

]

©

S

L]

-0.0 ‘ ‘ ‘
0 5 _ 10 15
Tiempo [S]

Figura 3.7: Error de posicién angular del brazo de robot (simulacién).
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En la tabla siguiente se presenta la media, mediana y desviacién estandar del error de
posicién angular para el brazo de robot via simulacion en lazo cerrado con el control PR.

Sim. T k, o Media Mediana | Desviacién estandar
1 0.0349 | 8.622¢6 2 6.2706e-10 0 0.0067
2 0.0349 | 1.853e7 6 -1.1653e-11 0 0.0054
3 0.0349 | 2.750e7 12 -6.8549¢-12 0 0.0049
4 0.0349 | 3.3305e7 | 28.5495 | -4.5812¢e-12 0 0.0044

Tabla 3.1: Media, mediana y desviacion estandar del error de posiciéon angular para
el brazo de robot (simulacién).

3.4. Resultados experimentales

La ley de control propuesta en la seccién 3.2 es implementada en la plataforma experi-
mental brazo de robot mediante la herramienta de programacion MATLAB-SIMULIK junto
con la tarjeta de adquisicién de datos Sensoray 626, en este caso, la tarjeta opera con un
periodo de muestreo de 0.0005 segundos.

En primera parte se presentan los resultados obtenidos en la implementacion de una ley
de control PID, posteriormente se describen los resultados concernientes a una ley de control
por modos deslizantes y finalmente se presentan los resultados referentes al controlador PR.

Para realizar la prueba experimental se considera la condicién inicial [#;(0) = 0, 62(0) =
0]. La trayectoria deseada inicia en el tiempo ¢ = 0 en la posicién y*(0) = 0. Cuando ¢t = 1,
la referencia se mueve durante 0.6 segundos a y*(1.6) = 90 y se mantiene en esta posicién
por 8 segundos, posteriormente y*(t) se mueve a la condicién inicial y*(10.6) = 0 en un
lapso de 0.6 segundos y permanece en esta posicién hasta finalizar el experimento.

3.4.1. Ley de control PID

Para ilustrar las oscilaciones inducidas en el efector final del robot debido a la unién
flexible entre la base y el brazo, se implementa un controlador PID para la posicién angular
de la base #1(t) sin considerar 65(t). En la Figura 3.8 se ilustra la senal de salida que
corresponde a la posicién angular 0 (t), en este caso, se observa un buen desempeno en el
seguimiento de la trayectoria deseada.
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o g0t o 1
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Figura 3.8: Senal de salida 6;(¢) del robot y senal de referencia.
Sin embargo, la senial de salida en el extremo del robot yp;p(t) = 61(t) 4+ 602(t) ilustrada

en la Figura 3.9 posee oscilaciones y ademés presenta error en estado estacionario debido a
la unién flexible entre la base y el brazo.

W —
9 ——Referencia
S 90t ——Salida I
O,

3
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2

c 30r i
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O
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wn
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0 5 0 15

1
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Figura 3.9: Senal de salida yprp(t) y senal de referencia y*(¢) del brazo de robot.

La Figura 3.10 ilustra la sefial de control PID aplicada al sistema. Esta posee una

amplitud maxima de £15 volts.
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Figura 3.10: Senal de control PID aplicado al brazo de robot.

El error de posicion angular es ilustrado en en la Figura 3.11.
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Figura 3.11: Error de posicién angular del brazo de robot (PID).

3.4.2. Ley de control por modos deslizantes

En la Figura 3.12 se ilustra la sefial de salida y,,,(t) = 01(t) + 02(t) del brazo robético
en lazo cerrado con un controlador por modos deslizantes, también se ilustra la senal de
referencia y*(t). En este caso, la senal de salida yrgas(t) presenta sobre impulso con ligeras
oscilaciones.
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Figura 3.12: Senal de salida y;gy/(t) v senal de referencia y*(t) del brazo de robot.

La Figura 3.13 ilustra la senial de control por modos deslizantes aplicada al sistema. La
senal presenta el fenémeno indeseado conocido como chattering debido a la alta frecuencia
de conmutacién en el control.
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Figura 3.13: Senal de control por modos deslizantes aplicado al brazo de robot.

El error de posiciéon angular es ilustrado en en la Figura 3.14.
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Figura 3.14: Error de posicién angular del brazo de robot (Control por modos desli-
zantes).

3.4.3. Ley de control PR

En la Figura 3.15 se observa la senal de salida ypr(t) = 01(t) + 62(t) del brazo robético
de unién flexible en lazo cerrado con el controlador PR (3.18), de la misma manera, se
ilustra la senal de referencia y*(t).

g 1 |
® —Referencia
S —Salida
= 60 1
El 92
S 90 p—
S 30r 1
'O 88
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£ o \
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Figura 3.15: Senal de salida ypg(t) y senal de referencia y*(t) del brazo de robot.
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Figura 3.16: Senal de control PR aplicado al brazo de robot.

La senal de control aplicada al sistema es mostrada en la Figura 3.16, ésta posee una
amplitud maxima de 4+10.2 volts y no presenta ruido cuando el sistema se encuentra en
estado estacionario. El error de posicién angular es ilustrado en en la Figura 3.17.
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Figura 3.17: Error de posicién angular del brazo de robot (PR).

En la tabla siguiente se registra la media, mediana y la desviacion estandar del error de
posiciéon angular para el brazo de robot de unién flexible en cerrado con la ley de control
PR.
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Control | Media del error | Mediana de error | Desviacion estandar del error

PR 0.0123 0 0.2746

Tabla 3.2: Media, mediana y desviacion estandar del error de posicion angular para
el Brazo de robot via experimentacion.

A diferencia de la ley de control por modos deslizantes, el controlador PR posee menor
amplificacién de ruido, ademé&s posee menor sobre impulso.

3.5. Conclusiones del Capitulo

Los resultados principales del presente Capitulo se resumen a continuacion: en primer
lugar se obtiene una estrategia de sintonizaciéon analitica para la ley de control PR sobre
sistemas lineales de orden n, garantizando un maximo decaimiento exponencial alcanzable.
Mais atn, al proponer el empleo de la estrategia de control por realimentacién linealizante,
ha sido posible implementar el controlador PR en un sistema no lineal. Una caracteristica de
la ley de control propuesta, es el empleo de retardos temporales, esto es con la finalidad de
eliminar las desventajas que posee la accion derivativa tal como la amplificacién de ruido y
la saturacion de voltaje en los actuadores. Por otra parte, la implementacién del control PR
a la plataforma experimental muestra la efectividad del controlador propuesto, logrando un
buen desempeno para el seguimiento de trayectorias en el brazo de robot de unién flexible.



Capitulo 4

Suma convexa de controladores
PIR

En el presente Capitulo se describe la segunda parte de los resultados obtenidos durante
el desarrollo de la investigacion. En la seccion 4.1 se propone el diseno y la sintonizacién
de una ley de control no lineal basada en una suma convexa de controladores PIR. La
implementacién de los resultados se realiza en la plataforma experimental Carro-Péndulo
IPO1. Por otra parte, los resultados via simulacién y experimentacion se presentan en las
secciones 4.3 y 4.4 respectivamente.

4.1. Diseno y sintonizacion de una suma convexa
de controladores PIR

En esta seccion se propone una ley de control no lineal basada en una suma convexa de
controladores PIR. En la Figura 4.1 se esquematiza la metodologia aplicada para el diseno
del controlador. A diferencia del controlador PDC ilustrada en la Figura 2.1, en la presente
investigacién se sugiere anadir una accién integral mas una accién retardada con la finalidad
de eliminar el error en estado estacionario presente en algunos procesos de control, ademas
de evitar el empleo de las acciones derivativas.

47
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Sistema no
lineal

/"—\ /—-\
Identificacion del Modelo
sistema matematico

N’ S
\/""\/
Modelo T-S

>

Control PIR no
lineal

SN—r’

Figura 4.1: Diseno de la suma convexa de controladores PIR.

A continuacién se formaliza lo dicho anteriormente, para ello, se parte del modelo T-S
de la forma

T

(0) = 2 ml=(1)) {A(t) + Bau(t)}
y(t) = 3 mi(=() Cia(t),

i=1

(4.1)

aqui, r es el nimero de reglas; x(t) € R™ es el vector de estado, u(t) € R es el vector
de entrada, y(t) € R es el vector de salida, A; € R™*", B; € R™! C; € R>*"; 2(t) =
[21(t), ..., 2p(t)]T donde 21(t),...,2,(t) € R son variables conocidas que pueden estar en
funcién de las variables de estado, perturbaciones externas y/o del tiempo; m;(z(t)) es el
grado de activacién de cada regla. El valor de una regla m;(z(t)) se determina en base a las
variables conocidas z(t) utilizando el operador algebraico

wi(2(t) = [ Mij (2 (1),

J=1

iy — i)
mi(2(t)) Yo wi(z(t))’

asumiendo que Y ;_; w;(z(t)) > 0, es decir, que para cualquier combinacién de z(t), al menos
una regla tiene un valor mayor a cero. El término M;;(z;(t)) es el grado de pertenencia de
zj(t) en el conjunto difuso M;;.
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Por otra parte, se considera el cambio de variable siguiente

x1 :xl(t),

Tn :xn<t)a
t
T = /0 21(8)dg,

con lo cual

T =11(t),

Ty =in(t),
fnJrl :xl(t).

Con el cambio de variable anterior, el sistema (4.1) en el nuevo vector de estado T =
[Z1,...,Tn, Tny1] resulta

(t) = ; mi(z(t) { Az (t) + Bi(t)a(t)}

- ) (4.2)
() = X mi(=(0) i (t),

donde

7.— AZ Al 7.— BZ 74— .
o S N

aqui Ay = [0,...,0]7 e R Ay =[1,...,0] € R*",
Para el diseno del controlador se considera el razonamiento siguiente
Regla del controlador j:
st z1(t) estd en My y ...y 2zp(t) estd en My,
entonces u(t) = —Kp;z(t) — Ki;2(t) + Ky ;Z(t — 75),

donde
Kp;‘r = [kpj, 0,... ,O]T € R™"! son las ganancias proporcionales,
KZ;[ =10,...,0, k:ij]T € R™""! son las ganancias integrales,
Kr]T = [kr;,0,... ,0]7 € R™"! son las ganancias retardadas,

asi, la ley de control formada por la suma convexa de controladores PIR es

a(t) = 30 my(=(t) { Ky () — Kiji + Koot =)} (4.3)
j=1
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donde 7; € RT son los retardos, j = 1,...,r. De tal manera el sistema (4.2) en lazo cerrado
con la ley de control (4.3) estd descrito por

T T
B(t) =D > milz()m;(2(1)) {Gija(t) + Rijz(t —75)} (4.4)
i=1 j=1
donde Gij = Az - BiKpj - BiKija Rij = BiKrj; i,j = 1, ceeq T
Como se observa, la ley de control (4.3) evita el empleo de términos derivativos con la
finalidad de resolver el problema de amplificacién de ruido presente en algunas estrategias
de control.
Para garantizar la o-estabilidad del sistema en lazo cerrado (4.4), se realiza un andlisis
del lugar geométrico de las raices dominantes del cuasipolinomio caracteristico, que tiene la

forma
p(s) =det ¢ slht1 — G, — Z Rie™T 3 | (4.5)
j=1
donde
Goi=Y > mi(z(t)m;(2(1)Gyj,
i=1 j=1
Rg c=mj(z(t))B. Ky,
B.:=Y_ mi(z(t)B;
i=1

Sin embargo, ahora la pregunta es ;jcudles son las ganancias Kpj, Kij, Krjy 75, ] =
1,...,7 que o-estabilizan el sistema en lazo cerrado (4.4) con la mayor cota de decaimien-
to exponencial?. En el siguiente apartado se presenta la metodologia para sintonizar las
ganancias del controlador (4.3) y asi dar solucién al problema planteado.

Sintonizacion de la ley de control formada por una suma convexa de con-
troladores PIR

A continuacién se describe la metodologia para sintonizar la ley de control PIR no lineal
considerando el caso n = 2:

1. Obtener el modelo T-S correspondiente al sistema no lineal bajo estudio, ver ec. (4.2).

2. Generar el sistema en lazo cerrado del modelo T-S obtenido en el paso anterior con
la ley de control (4.3).

3. Graficar las regiones o-estables de cada subsistema perteneciente a (4.4), cuando
i=1,...,ry j=1; empleando las ecuaciones de la seccién (2.3.2).

4. Determinar la intersecciéon de todas las regiones o-estables.
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5. Seleccionar las ganancias k) It ki;, krj, T pertenecientes a la interseccion de las regio-
nes o-estables obtenida en el paso anterior para sintonizar el controlador de cada

subsistema (4.4), cuando i =1,...,ry j =1i.

6. Obtener el lugar geométrico de las raices dominantes del cuasipolinomio caracteristico
(4.5) para verificar la estabilidad del sistema en lazo cerrado.

7. Elegir las funciones de pertenencia para cada regla ¢, j en base a las variables conocidas

z(t).
4.2. Caso de estudio: Carro-Péndulo

Con el fin de aclarar la metodologia propuesta en la seccién anterior, se aplica la ley
de control formada por una suma convexa de controladores PIR al sistema subactuado
Carro-Péndulo. Se considera el modelo matemético descrito en la subseccion 2.4.2

a1 (t) = 2a2(t), (4.6)

alt) = gsin(z1(t)) — amlz3(t) sin(2x1(t))/2 — a cos(x1 (t))u(t)
2 41/3 — aml cos?(x1(t)) ’

donde z1(t) = 0, zo(t) = 0, g = 9.81 m/s%, m = 0.23 kg, M = 052 kg y | = 0.32 m. A
continuacién se obtiene el modelo T-S del sistema (4.6) mediante aproximacion local, para
ello se consideran las reglas siguientes

Regla del subsistema i=1:

st x1(t) estda en 0,

entonces
x(t) = Ajz(t) + Bru(t),
4.7
{ ot = e D
Regla del subsistema 1=2:
st x1(t) estd en +m/4,
entonces
x(t) = Agz(t) + Bou(t),
4.8
{ y(t) = Coa(t), (48)

asi, el modelo T-S es
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donde m; € [0,1], 2T (t) = [z1(t), z2(t)]

01
Alz )
_4l/33aml 0]
0
A2 = | p[8g(al/3—ami?)—1]
m(4l/3—amlip?)

Realizando el siguiente cambio de variable

se tiene

con lo cual resulta el sistema

T1 =21

t)

(
Ty =w(1),

t
T3 :/0 r1(p)dg,

I

0
__ 4l/3gaml 7

—___af
| 4l/3—amip?

[0(t),0(t)] € R?, u(t) € R, B = cos(m/4) y

Ci=[1 0],

; ] Cy=1[1 0].

71 =21(t),
To =Zo(t),
fg :xl(t),

2 _ _
2(t) = 32 ma(2(t) {A@(t) + Bi(t)u(t) } ,
St ) (4.9)
y(t) ;mz(Z(t))Cz(t)f(t),
donde T = [i‘l,fz,fg],
[0 10 [0
A = 4l/3gaml 0 0f, By = _41/3gaml ) Cr= [1 0 0] :
1 00 i 0
0 10 [0
T 8g(41/3—amlB?)—1 P af ~
A= |4 fr((4l//3—aml%2)) L 00 By = |~ apamiz | C2=[1 0 0].
i 1 00 i 0

Por otra parte, se considera el razonamiento siguiente para el disefio del controlador

Regla del controlador j=1:

st T1(t) estd en 0,

entonces u(t) = —Kp o(t) — KiZ + K12(t — 11),
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Regla del controlador j=2:
st T1(t) estd en £7/4,

entonces u(t) = —Kp,T(t) — KijoZ + K, 9Z(t — 12),
donde

Kp, =
Kpy=[kpy 0 0],  Kip=1]0

con lo cual la suma convexa de controladores PIR es

2
a(t) =3 m(=(t) {—Kpjf(t) — KT+ Koji(t — Tj)} , (4.10)
j=1
aqui z(t) = z1(t) € R, 7; € RT son los retardos, j = 1,2; m;(z(t)) = % y

wi(z(t)) = ?:1 M;j(2;(t)). El término M;;(z(t)) es el grado de pertenencia de z;(t) en el

conjunto difuso M;;, p = 1. Finalmente el sistema (4.9) en lazo cerrado con (4.10) resulta

2 2
B(t) =Y Y mi(@(0)m;(@1(0)) {Gyz(t) + Rigz(t — 7)), (4.11)
i=1 j=1

donde Gij = /_1, - BiKpj - BiKija Ri]’ = BiKTja i,j = 1,2

4.2.1. Regiones o-estables

A continuacion se obtienen las regiones de estabilidad para el sistema en lazo cerrado
(4.11) empleando las ecuaciones de la subseccién (2.3.2).

Subsistema 1

Dados los parametros k,, = —200 y k;; = —3, de (2.12), las regiones de estabilidad
colapsan en ¢ = 2.3244, asi de (2.13) y (2.14), se tiene que 71 = 0.0088 y k,] = —188.7702.
Estos pardmetros o-estabilizan al subsistema (4.7) con la méxima cota de decaimiento
exponencial alcanzable o,, = &, ademas, colocan tres raices reales dominantes en —o,, en
el eje real del plano complejo.

La Figura 4.2 muestra las regiones o-estables del subsistema (4.7) para varios valores
de o, con ky, = =200 y k;; = —3.
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-180

4 185 mm o =0.38 |

c =0.47

g =0.77

e G=123244
-190 .
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
T
1
Figura 4.2: Regiones o-estables del subsistema (4.7).
En la Figura 4.3 se observa la ubicacién de las raices dominantes en —o,,, = —2.3244.
3000 . .
[ J
1
20001 0 ]
[ ] 0 @
1000 ° -10 ]
-2.3244 0
g 0 ° ¢
-1000 o ]
([
-20001 ]
[
-3000

-1000  -800 -600 -400 -200 0 200
Re

Figura 4.3: Ubicacién de las raices dominantes del subsistema (4.7).

Subsistema 2

Por otra parte, la Figura 4.4 ilustra las regiones o-estables del subsistema (4.8) para
varios valores de o, con kj, = —200 y k;» = —3 fijos. Las regiones de estabilidad colapsan
en ¢ = 1.9805, donde 75 = 0.0121 y k5 = —188.6193. De la misma manera, estos parametros
o-estabilizan al subsistema (4.8) con la maxima cota de decaimiento exponencial alcanzable
om = 0 colocando tres raices reales dominantes en —ao,, en el eje real del plano complejo.
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-180+ .
" sl -c=038 |
c =0.47
=g =0.77
190" ® G =19805 | |
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
T
2
Figura 4.4: Regiones o-estables del subsistema (4.8).
En la Figura 4.5 se observa la ubicacion de las raices dominantes en —o,,, = —1.9805.
3000 ® . : ,
@ 10 |
2000 ° 0 :
1000} * 110 —
° -1.9805 0
£ 0 ® ¢
o
-1000+ ° 1
20000 _° —
) °
q Il Il 1
-3000
-800 -600 -400 -200 0 200
Re

Figura 4.5: Ubicacién de las raices dominantes del subsistema (4.8).

Para garantizar la o-estabilidad del sistema T-S (4.11) se sintoniza la ley de control (4.10)
con ganancias kpj, kij, krj, Tj que pertenecen a la interseccion de las regiones de estabilidad,
ver Figura 4.6, en este caso se eligen las ganancias que determinan el mayor decaimiento
exponencial de cada subsistema.
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-180F 1

-185 ,

-190 \\Z :

1

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
T

Figura 4.6: Intersecciéon de las regiones o-estables.

4.2.2. Lugar geométrico de las raices dominantes

A continuacién se presenta el andlisis del lugar geométrico de las raices dominantes del
cuasipolinomio caracteristico correspondiente al sistema en lazo cerrado (4.11)

p(s) = det (sIzxs — G — Rle™s™ — Rfe_w) , (4.12)

donde

Aqui mi(z1), ma(z1) € [0,1] y m1(Z1) + m2(Z1) = 1. En la Figura 4.7 se observa el lugar
geométrico de las raices dominantes del cuasipolinomio (4.12) cuando mq(Z1) es variado
entre 0y 1; y ma(z1) =1 —mq(Z1). Si mi1(Z1) = 0, entonces el cuasipolinomio (4.12) tiene
tres raices reales dominantes sobre la abscisa —o = —1.9805, al igual que en la Figura 4.5.
Cuando m(z1) € (0,0.02] estas tres raices se separan, una recorre el eje real hasta llegar
a —o = —2.4670 y las dos restantes se mueven en sentido inverso hasta colocarse sobre la
abscisa —o = —1.7582 con parte imaginaria + — 0.3117. Cuando m;(Z;) = 0.5 la raiz real
alcanza —o = —3.6092 y las complejas a —o = —1.5610, con parte imaginaria +0.6234. Si
m1(Z1) € (0.5,0.9] la raiz real toma un recorrido inverso hasta llegar a —o = —3.2539 y
las complejas a —o = —1.8573, con parte imaginaria +0.5165. Cuando m1(Z1) € (0.9, 1] las
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tres raices siguen su recorrido hasta colapsar en —o = —2.3244, al igual que en la Figura
4.3.

0.5 * mE)=0
X ml(X1)=0.02

X
v

£ o0 x ml(Xl)ZO.S
ml(il)=0.9

'0.5_ ¥ ml()_(l)zl 7

-5 -4.5 -4 -3.5 -3 2.5 -2 -1.5 -1
Re

Figura 4.7: Lugar geométrico de las raices dominantes del cuasipolinomio (4.12).

Por otra parte, las funciones de membresia empleadas para la inferencia difusa del sis-
tema T-S (4.11) son funciones gaussianas representadas en la Figura 4.8.

Funcion de membresia
o
N

50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50
Grados

Figura 4.8: Funciones de membresia.
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4.3. Resultados de simulacion

En la Figura 4.9 se ilustra la senal de salida y(t) = 6(¢) del sistema (4.9) en lazo cerrado
con la ley de control formada por la suma convexa de controladores PIR (4.10), de la misma
manera, se ilustra la sefial de referencia.

]
o

—Salida
—Referencia

Posicion angular [Grados
o N -l} (o)) o8]

<

2 4 6 8 10 12 14
Tiempo [S]

Figura 4.9: Senal de salida y senial de referencia del sistema Carro-Péndulo (simula-
cién).

La velocidad angular para el Carro-Péndulo es ilustrada en la Figura 4.10.

Velocidad angular [Grados/<

_25 ! ! ! ! ! ! !

2 4 6 8 10 12 14
Tiempo [S]

Figura 4.10: Velocidad angular del sistema Carro-Péndulo (simulacién).
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La senal de control y la senal de error son ilustradas en la Figura 4.11 y 4.12 respecti-

vamente.
12
10 1
2 8 1
©°
> 6 a
©
S 4 .
5
O 2 A
0

2 4 6 8 10 12 14
Tiempo [S]

|
N

Figura 4.11: Senal de control aplicado al Carro-Péndulo (simulacién).

[EEY
o

o N B~ OO @

Error de posicién [Grados]

6 8 10 12 14
Tiempo [S]

I
N

Figura 4.12: Error de posicién angular del sistema Carro-Péndulo (simulacién).
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4.4.

La prueba experimental consiste en la estabilizacién del péndulo invertido considerando
la condicién inicial #(0) = 9 grados. En este caso, la ley de control PIR no lineal es com-
parada con el control PDC. En la Figura 4.13 se muestra la sefial de salida 6 y la senal de

Resultados experimentales

referencia del sistema Carro-Péndulo.

Las

'a' 10 : —
ke Referencid
© —PDC
2 0.5 —PIR
g ° 0 N 1
= -0.5
S 05 06 0.7
S 0
O
(2]
(@)
a
_5 L L L L L L L

2 4 6 8 10 12
Tiempo [S]

Figura 4.13: Senal de salida y senal de referencia del Carro-Pénduo.

velocidades angulares se ilustran en la Figura 4.14.

14

40y

—PDC

04 05 06 0.7

!
10/ ‘ —PIR
20} 0 \0(/
_10 |

Velocidad angular [grados/S
o

~40 2 4 6 8 10 12

Tiempo [S]

Figura 4.14: Velocidad angular del Carro-Pénduo.
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Las senales de control aplicadas al Carro-Péndulo se ilustran en la Figura 4.15. Como se
observa, la senal de control PDC opera entre 15 volts, mientras que el controlador PIR no
lineal (azul) opera entre —7.5 a 15 volts. Ademés, presenta menos amplificacién de ruido.

15

—PDC
10 0.2 —PIR |

&
|
o

|

(6] o
3
s
Jl

Control [Volts]

_15 ! ! ! ! ! ! !

2 4 6 8 10 12 14
Tiempo [S]

Figura 4.15: Senal de control aplicado al Carro-Péndulo.

El error de posicién angular del Carro-Péndulo es ilustrado en la Figura 4.16.

10

—PDC
—PIR

o1

Error [grados]

o
=

™ 2 4 6 8 10 12 14

Tiempo [S]

Figura 4.16: Error de posicién angular del Carro-Péndulo.

En la tabla siguiente se registra la media, mediana y la desviacién estandar del error de
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posicién angular para el sistema Carro-Péndulo en lazo cerrado con la ley de control PDC
y la suma convexa de controladores PIR.

Control Media del error | Mediana de error | Desviacion estandar del error
PDC 0.0580 0.0067 0.6345
PIR no lineal 0.0534 0.0027 0.5419

Tabla 4.1: Media, mediana y desviacién estandar del error de posicién angular (Carro-
Péndulo).

4.5. Conclusiones del Capitulo

En el presente Capitulo se emplea la metodologia propuesta por T-S y los resultados
expuestos en [39] para disefiar y sintonizar una ley de control formada por una suma convexa
de controladores PIR. La suma convexa de controladores PIR ha sido implementada en la
plataforma experimental Carro-Péndulo. Por otra parte, se realiza una comparacién con la
ley de control PDC. A diferencia de la ley de control PDC, el control PIR no requiere el
empleo de acciones derivativas, ademés incluye una accién integral para eliminar el error en
estado estacionario presente en algunos sistemas.
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Conclusiones y Trabajo futuro

En este Capitulo se presentan las conclusiones y las principales aportaciones de la tesis,
asi como algunas sugerencias de trabajos futuros por desarrollar en esta linea de investiga-
cién.

5.1. Conclusiones

Mediante un analisis en el dominio de la frecuencia se obtiene una estrategia de sintoniza-
cién gréfica para las leyes de control del tipo retardado. Para ello, a través de la metodologia
de D-particiones se establecen ecuaciones paramétricas para generar las regiones o-estables
del sistema en lazo cerrado. Mas ain, mediante la exploracién de estas regiones, se definen
las condiciones analiticas para la sintonizacion de los controladores propuestos garantizando
un maximo decaimiento exponencial alcanzable.

La implementacion del controlador PR junto con la estrategia de control por realimen-
tacion linealizante en la plataforma brazo de robot de unién flexible, muestra la efectividad
del controlador propuesto para tareas de seguimiento en los sistemas no lineales. Cabe des-
tacar que la plataforma antes mencionada presenta altas no linealidades, ademés de ser un
sistema subactuado.

Por otra parte, los resultados tedricos y experimentales obtenidos en la plataforma Carro-
Péndulo, muestran que es posible estabilizar sistemas no lineales SISO mediante una suma
convexa de controladores PIR. Aqui, la accién integral del controlador PIR no lineal garan-
tiza robustez ante perturbaciones constantes, mientras que la parte retardada presenta un
comportamiento semejante a la accién derivativa con la ventaja de no requerir el empleo de
técnicas de aproximacién para su implementacion.

En general, aplicando la estrategia de control por realimentacién linealizante y por
medio de la metodologia propuesta por T-S es posible extender el campo de aplicacion
de los controladores del tipo retardado hacia los sistemas no lineales SISO. Ademas, la
simplicidad de los controladores propuestos facilita su implementacion y sintonizacion.

63
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Con la sustitucién de las acciones derivativas por acciones retardadas en el diseno de
controladores, se resuelve el problema de amplificacion de ruido presente en las mediciones,
evitando problemas como la saturaciéon de actuadores, el uso de filtros y el empleo de
algoritmos en diferencias finitas.

A diferencia del trabajo realizado en [53], aqui se proponen condiciones analiticas para
sintonizar la ley de control PR en sistemas de orden n. Por otra parte, los resultados
propuestos en [39], son extendidos para aplicarlos en sistemas no lineales SISO de segundo
orden.

5.2. Trabajo futuro

Dentro de los trabajos a futuro para mejorar y abarcar otros aspectos se propone:

» Realizar el andlisis de la g-estabilidad de los controladores PR y PIR en el dominio
temporal.

= Aplicar la suma convexa de controladores PIR a una planta experimental considerando
el enfoque sector no lineal.

= Implementar las leyes de control propuestas en sistemas de mayor orden.
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Apéndice A

Ley de control PID y control por
modos deslizantes

A continuacién se describe el control PID y el control por modos deslizantes los cuales
fueron implementados en la plataforma brazo de robot de unién flexible.

A.1. Ley de control PID

Con el fin de ilustrar las oscilaciones inducidas en el efector final debido a la unién
flexible entre la base y el brazo del robot, se implementa un controlador PID para la posicién
angular de la base #; independientemente de la posicién angular del brazo 6. El control
PID es expresado como

Verp(t) = — ky(01(t) — y*(t) — ka(61(t) — §7(¢))
~ i [(6:(0) - ®)a,
donde kj, = 40 es la ganancia proporcional, kg = 2 es la ganancia derivativa y k; = 10 es la

ganancia integral.

A.2. Ley de control por modos deslizantes
Se emplea la superficie deslizante siguiente [41]
o(t) = (21— 21) + a3 (23 — 23) + a2 (22 — 23)

o (21— 2) + g /0 (21(7) — 1(7)") by,

donde los parametros ag, a1, ao y as se seleccionan de tal forma que sigan las dindmicas
del polinomio siguiente
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2 2 )2
p(S)ISM = (‘9 + 28,60 Wign S +wISIVI) J

=5t 04353 + ags2 + a1s + ag,

donde &,4,,, w6, €ERTy

4
@0 :wISM’
_ 3
a1 _4€151\/Iw151\/f’
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El controlador por modos deslizantes es de la forma

S
LgL?h(x)

j = — Wsign(o(t)),

V(t) |o(t)lsign (o (t) +y),

donde si se satisfacen las condiciones

25%22 K9 — 1
> s > 1) - )
M T Ts

entonces las condiciones (o(t) = ¢(t) = 0) se cumplen en tiempo finito, si los pardmetros
del controlador se seleccionan de la siguiente manera

Woo— /{1+a/§2’
R3
/12(5/€3—H1)—I£3(1—2(5/€3)
a = .

2
R5 — R1K3
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