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Resumen

Al conjunto de procesos que regulan los niveles de hierro en el interior de la
célula se le conoce como homeostasis del hierro celular. El metabolismo anémalo
del hierro celular se ha vinculado con enfermedades tales como la diabetes y el
céncer de seno. Chifman et al. (2012) propusieron un modelo matemético para el
metabolismo del hierro celular, el cual validaron comparando resultados numéricos
y experimentales. En este trabajo se estudia el modelo de Lunsford et al (2012) el
cual se distingue del anterior en el sentido que incorpora el suministro de hierro
a la mitocondria. El resultado es un sistema de siete EDOs de primer orden no
lineales con veinticinco pardmetros (dos ecuaciones y siete parametros mas que el
modelo de Chifman): X’ = F(X;«a). Dentro del marco biol6gicamente relevante
(pardmetros y variables de estado positivos: a« > 0y X > 0), se demuestra que el
sistema tiene al menos un punto de equilibrio y la no ocurrencia de bifurcacién.
En el caso de puntos de equilibrio y pardmetros no negativos (a > 0y X > 0),
se propone la metodologia de Lyapunov-Schmidt para estudiar la ocurrencia de
bifurcaciéon y para determinar la estabilidad asintética de los puntos de equilibrio.

La estabilidad asintotica también se estudia numéricamente.



Abstract

The set of iron regulatory processes inside the cell is known as cellular iron ho-
meostasis. The anomalous cellular iron metabolism has been linked with several
diseases such as diabetes and breast cancer. Chifman et al. (2012) proposed a
mathematical model for the cellular iron metabolism, which they validated by
comparing experimental and numerical results. This work studies the model of
Lunsford et al. (2012) which differentiates from the above in that it includes the
iron metabolism inside the mitochondria. The result is a first order nonlinear
system of ODEs with seven equations and twenty-five parameters (two equa-
tions and seven parameters more than the model of Chifman): X' = F(X;«).
Within the biologically relevant framework (i.e., positive parameters and state
variables: @ > 0 and X > 0), it is proved that the system has at least one bio-
logically relevant equilibrium point and the nonoccurrence of bifurcation. In the
case of nonnegative equilibrium points and parameters (o > 0 and X > 0), the
Lyapunov-Schmidt methodology is proposed to study the occurrence of bifur-
cation and to determine the asymptotic stability of equilibria. The asymptotic

stability of equilibria is also studied numerically.



Capitulo 1

Antecedentes

El hierro es un elemento esencial para todos los organismos aerobios, especialmen-
te para los mamiferos, ya que es una componente fundamental para el transporte
de oxigeno, para la respiracién celular y para la creacién de diversas biomolécu-
las requeridas en el ciclo del dcido citrico (ciclo generador del ATP), entre otros
procesos metabdlicos. Los niveles de hierro en cualquier organismo son una ca-
racteristica importante de este elemento. Por ejemplo, la deficiencia de hierro en
seres humanos ocasiona anemia y en células eucariotas impide el crecimiento ce-
lular y ocasiona la muerte. Por el contrario cuando el hierro se acumula en exceso
en un organismo, es altamente toxico ya que por medio de reacciones de oxida-
cién-reduccién produce moléculas con un radical hidroxilo (OH™) el cual es muy
reactivo y ocasiona danos al DNA, a lipidos y a proteinas. Ya que tanto el exceso
de hierro como la deficiencia de hierro causan la muerte celular, las células poseen
mecanismos que les permiten regular los niveles de hierro en su interior. A esta
coleccion de procesos se le conoce como homeostasis del hierro.

En la primera seccion de este capitulo se elaborara en la importancia y los distintos
aspectos del metabolismo del hierro celular. La segunda seccion se enfoca en
comprender los potenciales de regulacién que tipicamente se utilizan para modelar
la manera en la que distintas substancias interactian entre si en los procesos que
comprenden las denominadas rutas metabdlicas. En la ultima seccién se presenta
el modelo matematico que se estudiara.
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1.1. Metabolismo del hierro celular

1.1.1. Justificacién, motivacion y objetivo

La homeostasis del hierro ha sido senalada como uno de los mecanismos rela-
cionados con diversas enfermedades, desde cédncer hasta diabetes (cf. [1, 2, 11]).
Esto debido a los diversos procesos, tanto extracelular como intracelular, en los
que participa el hierro. A nivel extracelular, el hierro es necesario para la sintesis
diaria de hemoglobina (20 mg de hierro para producir 2 x 10° eritrocitos). A ni-
vel celular, los mecanismos de regulacion del hierro comprenden sus interacciones
con otros compuestos en el citoplasma y dentro de la mitocondria. Entre dichos
compuestos el conjunto de biomoléculas conocido como Proteinas Reguladoras de
Hierro (IRP por sus siglas en inglés) son, como su nombre lo indica, fundamen-
tales en el proceso de regulacion de aquél, ya que se encargan de abastecer a la
célula con el hierro que necesita. La homeostasis del hierro celular requiere de un
estricto control del ingreso, almacenamiento y excrecion del hierro, ademas de la
distribucién del mismo dentro de la célula.

De vital importancia en la actualidad es entender como las células y los organismos
regulan su contenido de hierro, por ejemplo, como los diversos tejidos orquestan
la distribucion de hierro y cémo la homeostasis del hierro anormal ocasiona, en
la mayoria de los casos, enfermedades hematolégicas, metabdlicas y neurodege-
nerativas. La importancia de mantener niveles normales de hierro en las células
radica en que estos son clave en la prevencién de diversos padecimientos cardiacos
y en el mal funcionamiento del cerebro. Por ejemplo, en el caso de la enfermedad
Ataxia de Friedreich (cf. [13, 16]), caracterizada por altos niveles de hierro en la
mitocondria debido a la deficiencia de Frataxin, los pacientes son mas susceptibles
a desarrollar cardiomiopatias, escoliosis y apoplejias debido al exceso de hierro
en sus células. Otros padecimientos relacionados con la homeostasis del hierro
andémala, son: la hemocromatosis (intimamente relacionada con el Ferroportin),
y la acumulacién de hierro en el cerebro (el cual es una caracteristica comun en
pacientes con Alzheimer y Parkinson).

La motivacion de este trabajo es la de entender el metabolismo del hierro celular.
Como ya se explicd arriba este mecanismo es importante por su relacién ya esta-
blecida con enfermedades de diversa indole, neuroldgicas, cardiacas y en general
degenerativas. El objetivo de este trabajo es el de estudiar un nuevo modelo de la
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homeostasis del hierro celular (cf. [15]), el cual incorpora el metabolismo del hie-
rro en la mitocondria. Los modelos estudiados anteriormente no hacen distincién
entre los procesos del hierro en el citoplasma y en la mitocondria. Especificamente
nos interesaran tres aspectos: existencia de puntos de equilibrio positivos, su es-
tabilidad, y la posibilidad de ocurrencia de bifurcacion. Obviamente, la existencia
de puntos de equilibrio positivos es fundamental pues sélo este tipo de equilibrios
tiene sentido biolégico. El nimero de puntos de equilibrio positivos es importan-
te pues cada uno de ellos representa un estado de funcionamiento de la célula.
Intuitivamente es de esperar que el modelo tenga un sélo punto de equilibrio posi-
tivo asintoticamente estable, ya que la observacion sugiere que el funcionamiento
celular normal es robusto y sostenido. Como sucede con todo sistema que contie-
ne parametros, es natural incurrir en el tema de bifurcacion. En el contexto del
modelo que se estudiara, el asunto de bifurcacion es muy importante ya que en
caso de ocurrir implicaria que el funcionamiento celular puede sufrir un cambio
drastico, lo cual tipicamente no se observa en la naturaleza.

A continuacién se describe la forma en la que el hierro ingresa en la célula, su
destino dentro de la misma y su final excrecién.

1.1.2. Ingreso del hierro en la célula

El hierro extracelular que circula en el torrente sanguineo se une a la proteina
Transferrin (Tf) debido a la gran afinidad de esta ultima con el primero (cf.
[2, 11]). En este punto se tienen tanto moléculas de hierro ferroso (Fe?*) como de
hierro férrico (Fe?T), éste tiltimo es no reactivo y dificil de extraer, para ello existen
diversos mecanismos de absorcion, los cuales son dependientes del Transferrin. La
absorcién del hierro unido al Transferrin se lleva a cabo por medio los Receptores
de Transferrin 1 (TfR1), los cuales se encuentran sobre la superficie de la célula
y actiian como bombas o compuertas que dejan entrar al hierro en la misma (cf.

[1])-

Los TfR1 localizan el hierro unido a él (llamado también Transferrin diférrico), y
permiten su ingreso a través de la membrana celular mediante un proceso conocido
como endocitosis (cf. [11]). El nivel de actividad de los TfR1 es regulado por las
IRP.
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Figura 1.1: Célula animal, junto con los diversos componentes clave para la
homeostasis del hierro. (Figura modificada de [4] p. 100)

1.1.3. Destino del hierro en el citoplasma

Una vez dentro de la célula el hierro se acumula en el citoplasma formando las de-
nominadas piscinas de hierro, en estas piscinas el hierro puede tener tres destinos
(Figura 1.2):

1. El hierro es tomado por el Ferritin (Ft), una proteina con una accién dual
en el citoplasma: de almacenamiento y de descomposicion.

2. El nivel de hierro en el citoplasma puede disminuir debido a su reaccién con
los Compuestos Reactivos con el Oxigeno (ROS por sus siglas en inglés), a
través de la Reaccion de Fenton.

3. El hierro restante puede circular hacia la mitocondria.

El Fe?* en el citoplasma es almacenado por la proteina Ferritin. Como se men-
ciono arriba el Ferritin tiene una acciéon de almacenamiento y de descomposicion.
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En su accion de almacenamiento el Ferritin aisla al hierro de las piscinas, cada
polimero de Ferritin puede contener hasta 4500 atomos de hierro. Entonces el
Ferritin actiia como un depdsito de hierro, capturandolo cuando hay un exceso
de este y liberandolo cuando se requiere.

Como se menciond anteriormente, el hierro es vital para las células debido a
su capacidad de reaccionar con los ROS, y por su participacion en el proceso de
respiracién celular. Entre los principales ROS se encuentran los iones de oxigeno y
el peréxido de hidrégeno. El incremento en la actividad entre el hierro con los ROS
puede resultar en un dano significativo a la estructura celular. La acumulacién
de estos danos se conoce como estrés oxidativo. Por otra parte, las células poseen
mecanismos para defenderse del estrés oxidativo, estos mecanismos dependen de
diversas enzimas como la peroxirredoxina.

1.1.4. Destino del hierro en la mitocondria

El mecanismo especifico por medio del cual el hierro ingresa a la mitocondria
es desconocido. Mas adelante, cuando presentemos nuestro modelo matematico
volveremos a este punto. De la misma manera como ocurre después de su ingreso
en el citoplasma, una vez en la mitocondria el hierro yace en una piscina, en donde
puede ser aislado por el Ferritin mitocondrial (mtFt) para su almacenamiento, o
bien puede ser removido por los ROS mitocondriales.

Dentro de la mitocondria se encuentra una proteina llamada Frataxin (FXN), cuya
funcién especifica es la de distribuir el hierro para la formacion de los ctimulos de
Sulfuro-Hierro (ISC’s por sus siglas en inglés).

La deficiencia de FXN puede generar una falla en el ciclo del 4cido citrico (ge-
nerador de ATP), mientras que el exceso de dichas proteinas reduce la cantidad
de ISC. Los ISC influyen en la respiracién celular y se necesitan muy pocos ISC
para llevarla a cabo, las proteinas ISC se dirigen hacia el citoplasma desde don-
de envian senales a los IRP para que estos incrementen el ingreso de hierro a
la célula, activando las bombas proteinicas encontradas en la membrana celular
(los TfR1). Cabe destacar que en la literatura se habla de dos tipos de proteinas
reguladoras de hierro, las IRP1 y las IRP2 (cf. [1, 2, 11]); por simplicidad, en
este trabajo consideraremos a estos dos tipos de proteinas como uno solo y lo
denotaremos por IRP. Las IRP responden ante la presencia o ausencia de los ISC
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FiGUurA 1.2: Interacciones entre los distintos agentes de la homeostasis del
hierro celular. El hierro en el torrente sanguineo ingresa al citoplasma por
medio de los TfR1. Después puede ser almacenado por el Ft, reaccionar con
los ROS o ingresar en la mitocondria. En la mitocondria el hierro reacciona
con los FXN y produce los ISC, estos reaccionan a su vez con los IRP. Los
IRP excitan la actividad de los TfR1 para permitir el ingreso de mas hierro al
citoplasma, o también para activar el Ferroportin el cual expulsa el hierro del
citoplasma al exterior de la célula.

y también a los niveles de hierro en el citoplasma (cf. [20]). Cuando los ISC se en-
cuentran dentro de sus niveles normales, las IRP se comportan como la Aconitasa
citoplasmatica, la cual es una proteina que participa en el ciclo del acido citrico.
Cuando los ISC se encuentran a un nivel por debajo del normal, las IRP activan
la transcripcion del RNA mensajero cuya finalidad es la de permitir el ingreso de
més hierro en la célula e inhibir a la proteina Ferroportin (ver siguiente seccién)
y al Ft, aumentando de ésta manera la concentracion de hierro en el citoplasma.
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1.1.5. Excrecién del hierro en el citoplasma

Algunas células, como las del Sistema Nervioso Central, tienen que liberar el
hierro de una manera controlada para asegurar la disponibilidad de dicho metal
cuando sea necesario. Ademas, dado que el exceso de hierro dentro de la célula
es toxico, es necesario un mecanismo para liberar el hierro que es prescindible.

La proteina llamada Ferroportin (FPN) es la encargada de exportar el hierro
desde el citoplasma. El Ferroportin se localiza en la membrana celular (Figura
1.2), desde donde controla la salida del hierro hacia el torrente sanguineo. Esta
proteina es de vital importancia, por ejemplo, para la transferencia de hierro entre
un embrion y su madre. En contraste, el Ferroportin tiene un papel menor en la
exportacién del hierro fuera de los hepatocitos (células del higado).

En las células se lleva a cabo la oxidacién del hierro ferroso (Fe?") en hierro férrico
(Fe?T), para ello se requiere de la enzima catalizadora ferroxidasa. El Ferroportin
se encarga principalmente de conducir iones de Fe?". Hasta ahora, el sitio exacto
en donde la ferroxidasa realiza la oxidacién es desconocido, pero la oxidacién
de Fe?* en Fe3' debe llevarse a cabo para que este tltimo pueda circular en el
torrente sanguineo unido con las proteinas en el plasma.

1.2. Potenciales de activaciéon e inhibicion

Esta seccion es importante pues en ella se presentan dos potenciales de regulacién
que se emplearan para modelar los procesos que participan en el transito del hierro
en el citoplasma y en la mitocondria. En la primera parte se estudia cada potencial
de regulacion por separado. En la segunda parte se presentan tres modelos del
metabolismo de dos substancias que interactian a través de los potenciales de
regulacion, estos modelos serviran de antesala para el trabajo en el capitulo 2.

1.2.1. Potenciales tipo I y 11

Tipicamente (cf. [5, 7, 20]) los mecanismos de regulacién en rutas metabdlicas se
modelan con dos tipos de potenciales a continuacion:

g Tipo 11: —2%

K+’ K+

Tipo I (1.1)
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Al potencial tipo II también se le conoce como funcional Holling tipo II. g es el
coeficiente de flujo maximo y x es comunmente denominada umbral de activacién.
x es la variable por regular (activar o inhibir), entonces estos términos determi-
naran el crecimiento de esa variable y por lo tanto apareceran en una ecuacién
de primer orden para z. En este apartado se estudiara el efecto que por si solos
tienen cada uno de los potenciales en el crecimiento de una sola variable.
Potencial tipo I. Considérese la ecuacion diferencial siguiente en donde todas
las constantes son positivas,

B

x':—wc—i-m_i_x. (1.2)
La ecuacién que determina los puntos de equilibrio del sistema es
e T 0,
de donde se obtiene que % + kx — Sy~ = 0, cuyas soluciones son
1
Tx = 3 (—/@i K? +457—1> . (1.3)

Dado que solo nos interesan soluciones no negativas, el inico punto de equilibrio
relevante es * = x,. En la Figura 1.3 se establece que x* es localmente estable. El
sistema (1.2) puede integrarse explicitamente dado que se trata de una ecuacién
separable, aqui sin embargo solo nos interesa el comportamiento cualitativo (cf.
Figura 1.4).

Como se muestra en la Figura 1.4, dependiendo del valor de la condicién inicial
o = x(0) > 0, z(t) alcanzara su valor de equilibrio z* incrementando o dismi-
nuyendo, es decir, por efecto de su activacién o inhibicién, respectivamente (de
ahi que a los potenciales del tipo I y II se les conozca como potenciales de acti-
vacién e inhibicién).

Potencial tipo II. De manera similar a la anterior, considere el sistema

Bx
K+

T = —vyxr+ (1.4)
en donde todas las constantes son positivas. Los puntos de equilibrio de (1.4) son
7, = 0y 2y = —k + 771, Note que el segundo punto de equilibrio puede ser
positivo o negativo, para fijar ideas vamos a considerar que es positivo es decir
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F1GURrA 1.3: Estabilidad del sistema (1.2) cuando k =y =1y = 2.

FIGURA 1.4: Curvas solucién de (1.2) cuando k =y =1y 8 =2.
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que k < By~ ! (el caso k > By~! si bien es similar no es biol6gicamente relevan-
te). En la Figura 1.5 se demuestra que el origen es inestable y xs es localmente
estable. En la Figura 1.6 se muestran algunas curvas solucién que ejemplifican el
comportamiento de los puntos de equilibrio (al igual que en el caso anterior, la
integracién del sistema puede llevarse a cabo).

F1cura 1.5: Estabilidad del sistema (1.4) cuando k =y =1y = 2.

1.2.2. Ejemplos

En el apartado anterior se estudié el efecto de los potenciales (1.1) sobre una sola
variable. En este apartado se considera el efecto de estos mismos potenciales en
tres sistemas acoplados de dos variables, en cada caso el acoplamiento se hace de
distinta forma. Estos ejemplos serviran de referencia cuando se estudie el modelo
de la homeostasis del hierro celular en la seccién siguiente, el cual puede pensarse
como una generalizacién de ellos. Se vera cémo incluso en estos sistemas con dos
grados de libertad el problema de determinar la existencia y estabilidad de puntos
de equilibrio positivos podria no ser sencillo e incluso ya captura algunas de las
caracteristicas que se observaran en el modelo de la seccién siguiente.
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FIGURA 1.6: Curvas solucién de (1.4), parael casok =y=1y g = 2.

Ejemplo 1. En este caso se tiene un sistema de dos variables, acoplados a través
del coeficiente de flujo del potencial de regulacion de la primera variable solamen-
te, es decir, que la segunda variable dicta la dindmica del sistema completo,

By - B
) Y= —"ny+ .
Ko + Y

(1.5)

Primeramente se determinan los puntos de equilibrio del sistema. Igualando a
cero el lado derecho de la segunda ecuacion y eliminando denominadores se llega
a que 32 + Koy — Bayy | = 0, entonces

Yo = —— 4[24+ —. (1.6)

Si los parametros son todos no negativos (el cual es el caso de este trabajo),
entonces y_ < 0y yy > 0. Substituyendo en el valor y, de la segunda coordenada
del punto de equilibrio en el lado derecho de la primera ecuacion e igualando a
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cero se llega a que 22 + kyz — B17; 'y, = 0, entonces

2
—K [k _
Ty = = -+ —41 + B1v1 W - (1.7)

(1.6) y (1.7) implican que el sistema (1.5) tiene, en general, cuatro puntos de
equilibrio.

Suponiendo que todos los parametros son positivos entonces y, > 0 y por lo tanto
x4y > 0, es decir (1.5) tiene un punto de equilibrio positivo; més aun, este es el
unico punto de equilibrio positivo y por lo tanto relevante dentro de contexto
biolégico de este trabajo.

La estabilidad lineal del equilibrio positivo se determina a partir de los valores
propios de la matriz jacobiana,

A _ -1 — 513/*(/411 + x*)_Q ﬁl(/il + x*)_l
_ _ _ —2
0 Yo — Ba(ka + Ys)

Trivialmente Ay = —7; — Biyu(k1 + 2.) 2 < 0y —y — Ba(ko + 3.) 72 < 0, son
los valores propios de A. Por lo tanto, el punto de equilibrio positivo de (1.5)
es linealmente asintoticamente estable, y por el teorema de Hartman-Grobman
(cf. Seccién C.3.2) el flujo del sistema no lineal es conjugado al flujo del sistema
lineal asociado 5 = A€ en una vecindad de dicho punto; es decir, que el punto
de equilibrio positivo es un nodo estable. En la Figura 1.7 se presentan algunas
trayectorias representativas del sistema (1.5).

Ejemplo 2. En este caso el acoplamiento de la primera ecuaciéon con segun-
da variable se da a través del coeficiente de degradacion v y es una funcién lineal
de y. En la segunda ecuacién el acoplamiento con la primera variable es a través
del coeficiente de flujo maximo 3 y también es una funcién lineal de x.

b = —yoy + Par
ki+x’ T ety

T = —myr + (1.8)

Igualando a cero el lado derecho de la segunda ecuaciéon y resolviendo para x se
obtiene

v = %y(ﬁﬁy)- (1.9)

Substituyendo (1.9) en el lado derecho de la primera ecuacién en (1.8), igualando
a cero y simplificando, se llega a la siguiente ecuacion polinomial para la segunda
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Figura 1.7: Trayectorias, campo de pendientes e iséclinas para el sistema
(1.5) cuando 1 = B2 =5, 11 =5, 72 = 1, k1 = 1 y ke = 10. El punto de
equilibrio positivo es un nodo estable.

coordenada del punto de equilibrio,

Y° + 260y + (K5 + K1Beys )Y + Kika By 'y — BiBayi s 2 = 0.

Si todos los parametros son positivos, hay un solo cambio de signo entre los
coeficientes del polinomio anterior. Entonces la regla de los signos de Descartes
(cf. apéndice A) establece que existe una tnica raiz positiva y, > 0. Substituyendo
el valor de y, en (1.9) se obtiene un tnico valor z, > 0; es decir, que también en
este caso hay un solo punto de equilibrio positivo.

Pare determinar la estabilidad lineal del punto de equilibrio positivo, calculamos
la matriz jacobiana del sistema (1.8),

A= | Y- Bi(k1+ x) 2 -7
Ba(ke +y)! =2 — Box(ky + y) 2
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Los valores propios de A son,

1
Ay = 5 [ — MYy — 2 — Pi(k1 +$)_2 — Box (ke + y)_Z +

V(1Y + 72 + Bi(k1 + 3) 72 + Box(kz + y) 2 — 471 Bz (kg + y)

Observe que Re(A1) < 0 por lo que el punto de equilibrio positivo es linealmente
asintéticamente estable, es decir que se trata de un nodo estable o de un punto
espiral estable. En la Figura 1.8 se presentan algunas trayectorias representativas

del sistema.

FicurA 1.8: Trayectorias, campo de pendientes e iséclinas para el sistema
(1.8) cuando fB; = P2 =5, 71 = y2 = 1, k1 = 1, ke = 10. El punto de equilibrio
positivo es un punto espiral estable.

Ejemplo 3. Finalmente se propone un caso en el que las variables tienen una
produccion que se modela a través de potenciales del tipo I. Sin embargo tales
términos aparecen intercambiados en las ecuaciones, lo cual establece el acopla-

miento entre ellas.

B 51 . Ba
1 , =~y + . 1.10
kit+x Kty Y 7Y Ko + ( )

T =—mT+



Seccién 1.2. Potenciales de activacion e inhibicion 15

Igualando a cero el lado derecho de la segunda ecuaciéon y resolviendo para y, se
_ Ba
y=———.
Ya(ko + )

Substituyendo (1.11) en el lado derecho de la primera ecuacién de (1.10), igua-
lando a cero y reduciendo se llega al siguiente polinomio:

B2 Io 5_{) = </‘6152 _ Bk B1 (k1 +’f2)) -

obtiene
(1.11)

I3+(/€1+1f2+

VoK1 M1 MK Yok M V1K)
_bikiks _ o
1KY '
(1.12)

Dado que el término constante es negativo, al menos hay un cambio de signo
entre los coeficientes; por lo tanto, el polinomio tiene al menos una raiz positiva
x, > 0. Substituyendo x, en (1.11) se obtiene un valor positivo para la segunda
coordenada del punto de equilibrio, y, > 0. Queda entonces establecido que el
sistema (1.10) tiene al menos un punto de equilibrio positivo (biolégicamente
relevante). Claramente, si las siguientes desigualdades se cumplen entonces solo
hay un punto de equilibrio positivo,

B2 > &—l— B K132 > Brko _i_ﬁ{(fﬁ-i-@).

K1+ Ra + / 7o ;= /
V2R 4! Y1k Y2k 94! V1R

La matriz jacobiana del sistema (1.10) evaluada en un punto de equilibrio es

—Ba(ke + )72 v )

Cuyos valores propios pueden obtenerse con un calculo directo y son los siguientes:

1 51"61
=2 |- S L
At 5 [ (’Yl + 72 = _i_x)Q)

( 4oy — Bk )2_4( _ BrE172 _ 5152 ) 2
M (k1 + x)? n (k1 +x)2 (ko +2)%(K] +y)?

Se observa que Re(\1) puede tener cualquier signo, dependiendo de los valores
de los parametros. Entonces en este caso la estabilidad de un punto de equili-

brio positivo puede cambiar dependiendo de los valores que se escojan para los
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parametros del sistema. En la Figura 1.9 se presentan algunas trayectorias del
sistema (1.10), en el caso de la figura solo hay un punto de equilibrio positivo el
cual es un nodo estable. Esta dependencia del niimero de puntos de equilibrio po-
sitivos, asi como su estabilidad, de los valores de los parametros, volvera a surgir
de una forma mas complicada cuando se estudie el modelo de la seccién siguiente.

Ficgura 1.9: Trayectorias, campo de pendientes e iséclinas para el sistema
(1.10) cuando B1 = 3] =5, f2a =5, 11 =72 =1, k1 = 1, K} = 2, ke = 10. El
punto de equilibrio positivo es un nodo estable

1.3. Presentacion del modelo

En ésta seccion se introduce un modelo matemadatico para representar el proceso
de la homeostasis del hierro dentro de la célula. El modelo consiste de un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, no lineales y acopladas.

El nivel de acumulacion del hierro en el citoplasma, se representa por la variable
x1. El hierro extracelular (Fj) ingresa al citoplasma unido a los Receptores de
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Transferrin (TfR1), el nivel de expresién de éstos ultimos se denota por la va-
riable x3. El transporte de hierro realizado por los TfR1 estd determinado por
la disponibilidad de hierro extracelular y por los niveles de activacién de dichos
receptores. Como se mencioné con anterioridad, una vez dentro del citoplasma
el hierro puede tener tres destinos: puede ser aislado por la proteina de almace-
namiento Ferritin (Ft), cuyo nivel de acumulacién se representa por la variable
x5, o puede ser utilizado para su reaccién con otros elementos (los ROS cuyo
nivel se supone constante y se denota por kg), o bien puede transitar hacia la
mitocondria. El nivel de acumulacién del hierro en el citoplasma también puede
disminuir debido a la excrecion del hierro de la célula llevada a cabo por la pro-
teina Ferroportin (FPN), cuyo nivel de expresién en el modelo se denota por la
variable z,.

En sintesis, el nivel de acumulacién del hierro en el citoplasma (x;) puede aumen-
tar debido al ingreso de aquél al citoplasma desde el exterior de la célula, o por
su liberacién de la proteina Ferritin (x5). Por otro lado, z; puede disminuir por el
transito del hierro hacia la mitocondria, por su excrecién fuera de la célula, o bien
por su almacenamiento en la proteina Ferritin. La actividad del Ferritin esta con-
trolada por las proteinas reguladoras de hierro (IRP), cuyo nivel de acumulacién
se denota por la variable zg.

El nivel de acumulacién del hierro en la mitocondria es otra cantidad importante
que nos interesa describir, y se denota por la variable x5. Una vez que el hierro
ingresa a la mitocondria desde el citoplasma también puede tener tres destinos:
puede ser almacenado en el Ferritin mitocondrial (cuya razén de absorcién es
constante y se denota en el modelo por p,,r), también puede ser utilizado para
diversas reacciones con otros elementos (la razén de absorcién del hierro para
esta finalidad se supone constante y se denota en el modelo por kg), o bien puede
ser empleado para reaccionar con la proteina Frataxin (FXN) con la finalidad
de crear cumulos de sulfuro-hierro en el citoplasma (ISC). La razén de absorcién
del hierro para su reaccién con el Frataxin es constante y esta representada en el
modelo por px. El nivel de acumulacion de los ISC se denota por z7.

El nivel de activacién de los TfR1 (z3) aumenta por la presencia de los IRP en
el citoplasma, cuya concentracion se denota por xg. La disminucién en el nivel de
activacion de los TfR1 se debe tinicamente a la degradacién de dichos receptores.
El mecanismo que acabamos de describir controla de manera similar el nivel de
activacién de la proteina Ferroportin (xy).
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El modelo para la homeostasis del hierro celular que se estudiard, considera un
total de siete mecanismos de regulacion los cuales representan relaciones de acti-
vacion e inhibicién de diversos procesos. En la seccién anterior se estudio el efecto
que los potenciales (1.1) tienen sobre la regulacién de substancias. Este efecto es
muy similar al observado en experimentos de rutas metabdlicas. En [15] se propu-
so un modelo para la homeostasis del hierro celular el cual emplea inicamente los
potenciales (1.1) para reproducir el metabolismo de dicho elemento, dicho modelo
es el siguiente:

FO 1 X1

T = ———— T3 —apr1Ta+ prs — Pp—————x1— Bp————— — Kkpry (1.13
1 BTKT+F0 3— QpT1Ty+ UFTs BFHF-F% 1—B o, R (1.13)
R S (fx + fmp + KR) (1.14)
Ty = By—0o — mEF+ER)T :
2 Ko + 71 HUX T UmF R)T2
' 6 (1.15)
T3 = « —Uurx .
3 TR'T—i-xe HrT3
= B (1.16)
T4 = Bp————Uupx .
4 PKP+3U6 HpTy
by = B (1.17)
Ty = T1 — UpT .
5 Ffﬁp—i—xﬁ 1~ MFT5
. Kr Ky

_ _ 1.18
Tg Blli1+$1 M1966+5SK,I+:E7 (1.18)
Ty = plxTo— gLy (1.19)

Como ya se menciond en este trabajo nos enfocaremos en estudiar la existencia
de puntos de equilibrio positivos, su estabilidad y la posibilidad de bifurcacién.
Estos puntos se desarrollaran en los siguientes tres capitulos.



Capitulo 2

Equilibrios y estabilidad
estructural

En este capitulo se aborda el problema de existencia de puntos de equilibrio posi-
tivos y su estabilidad lineal. En la primera seccion se definen los rangos de valores
para los parametros del sistema (1.13)-(1.19). En la seccién dos se demuestra que
dado el valor de la primera coordenada de un punto de equilibrio es posible deter-
minar los valores de las coordenadas restantes. En la seccion tres se establece que
el sistema (1.13)-(1.19)siempre tiene al menos un punto de equilibrio positivo y
por lo tanto biolégicamente relevante. En la seccion cuatro se calcula el espectro
de la matriz L de la parte lineal del modelo y se introduce la idea de que el espec-
tro de la matriz jacobiana A es una perturbacion del espectro de L. En la seccién
cinco se establece que el sistema no incurre en bifurcacién alrededor de puntos
de equilibrio biolégicamente relevantes. En la seccién seis se calcula el polino-
mio caracteristico de A. Finalmente, en la seccion siete se discute la estabilidad
estructural de los puntos de equilibrio y del espectro de A.

2.1. Parametros del sistema

El modelo (1.13)-(1.19) contiene algunos pardametros cuyos valores no han sido
reportados en la literatura hasta ahora, en esta seccién se definen los valores de
éstos parametros.

Se llamara a los valores reportados en la tabla 2.1 “valores nominales” de los

19
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Parametro p Fy Br KT ar
Valor 1 17 uM | 800 uM seg=t | 1 uM 0.3 seg*
Pardmetro Ky IF Br Kp Bm
Valor 5 uM 0.5seg | 5 uM seg™? 4 uM |5 pM seg?
Parametro 5% KR M Kp [p
Valor 0.1 segt | 0.5seg™? 0.1 seg* 5 uM 1 seg?
Pardmetro Bp 7, Br KT K
Valor 10 uM seg=! | 0.1 seg™t | 1 uM seg™? 4 uM 5 uM
Parametro Bs 1% Km ap s
Valor 1 uMseg™! | 1 seg™? 3 uM 10 seg=t | 0.05 seg™!

CUADRO 2.1: Valores nominales de los parametros del sistema (1.13)-(1.19)

parametros del modelo. Con esto se quiere decir que para algunos de los pardame-
tros del modelo, los valores de la tabla son los que con mayor frecuencia se repor-
tan en la literatura, para modelos del mismo tipo que (1.13)-(1.19) (por ejemplo,
véase [5] y [18]). Para los pardmetros (p,ur,prm,fix KRy tmp bp, 01,6511 Y Bs), los
cuales se introducen en el modelo (1.13)-(1.19) por vez primera, sus valores fueron
sugeridos ([6]).

En este trabajo se asumira que los parametros del sistema pueden variar dentro
de un cierto rango de valores, de esto dependera el estudio de bifurcacién que
se hace més adelante. Durante la revisién de la literatura, se determinaron los
siguientes rangos para Fy, kg y Kr:

parametro Ey Kp K1
rango (udM) | [0.2,17] | [1.2,55] | [0.5.4]

CUADRO 2.2: Rango de valores para Fy, kr y k1 (cf. [20]).

Para kr, k., Kp ¥ ar se encontraron, con menos frecuencia que los valores en la
tabla anterior, los siguientes valores (cf. [18, 20]):

parametro | Kr | Km, | Kp ar
valor 0.394 | 2 4 | 3.83x107°
unidades uM seg~!

CUADRO 2.3: Otros valores encontrados en la literatura para kp, K, kp y ar.

En el capitulo cuatro las tablas 2.1, 2.2 y 2.3 jugardn un papel importante para
las simulaciones numéricas.
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En la siguiente seccion se considera el problema de encontrar los puntos de equi-
librio del modelo en funcién de sus parametros.

2.2. Solucién de F(X;a) =0

En esta seccion se demuestra que el problema de encontrar los puntos de equi-
librio del sistema (1.13)-(1.19) tiene solucién explicita global. Precisamente, se
demuestra que para cada valor de la variable x; cada una de las coordenadas
restantes de un punto de equilibrio asumen un tinico valor, mas atin cada uno de
estos valores puede calcularse explicitamente. También se encuentra una relacién
de dependencia entre las coordenadas de un punto de equilibrio, la cual es andloga
a la relacion jerarquica establecida en el apéndice C.1.

De (1.14), @5 = 0 cuando

I
0= Bm — I20 ,
Km + T1

en donde 0 = ux + pmr + Kg, entonces

m T
Ty = P71 (2.1)
O Km+ 21
Similarmente para las demas variables. Por ejemplo, 3 = 0 cuando
L ar  Tg
0 = ap—— — urxrs, entonces x3 = ———m. 2.2
Tfiif+x6 HTx3 3 [ Ky + (2.2)
24 = 0 cuando
pp 1
0= —— — Upxy, entonces Ty = ———. 2.3
6P/€p+$6 Hpda * Up Kp + Tg (2:3)
5 = 0 cuando
1 Br w1
0 = fp——x1 — upxs, entonces x5 = ———. 2.4
ﬁFF&F—F%‘ 1= HFTs 5 F Fp + T (24)

27 = 0 cuando

0 = puxwe — pugry, entonces x7; = ﬁ/le[‘g. (2.5)
S
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Substituyendo (2.1) en (2.5),

Ty = ﬁﬁ_m X al . (26)
ps 0 Ky 1
Z¢ = 0 cuando
/
zg= DLt Ps_m 2.7)
M1 Kp+x1  pr Kp 4 27
Substituyendo (2.6) en (2.7),
/
PO S S S S (2.8)
prkr+ a1 pr K+ Cs 5
— £ Bm
con C3 = s X

Observe que cada una de las relaciones anteriores es inyectiva, es decir, para
cada valor x; se tiene un solo valor x;, ¢t = 2, 3,4,5,6,7, lo cual denotamos como
Xo = (29,29, 29, 29, 22, 22, 29) = X,[29]. A continuacién se demostrard que los

valores que puede asumir z¥, deben de satisfacer una condicién muy especifica.

Igualando a cero el lado derecho de (1.13) (27 = 0) y substituyendo (2.2), (2.3) y
(2.4), se tiene que

0 — BrFoor T _OéPﬁp 1 ﬁ_F T Brai B BmT1
pr(kr + Fo) Ky + 26 pp Kp + Tg F,UFRF—F% Kp+Te HKm+ T
y simplificando,
Tg I T
0=C - C — Bp——— — KRT1 ,
IH’T+:v6 “kp + Tg b Fm + o1 .
con 8. 5
a a
Oy = LT y C, = —L°P (2.9)
pr(kr + Fo) [ip
Entonces . . -
1 6 1
S —C —C . 2.10
2 Hm+x1+ﬁRxl 1/<JIT+5E6 ?kp + T (2.10)

De (2.8), se tiene que x¢ estd dado en términos de 1 y substituyendo esta relacién
en (2.10), se llega a una expresién de la forma
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en donde
A(z) = B vai —t+rrr ¥ B) = éi(1) —26s(a).
con
$1(x) = Yroa(x) ¥y @a(x) =130 Ys(7)
para
. C’ly . CQ . & K1 & Ii,I
V1(y) = /%"T—l-y’ V3(y) = kp 1y vy e(x) = R+ T MI—K'I—F%.

Entonces los valores 29, son los valores de las abscisas de los puntos de interseccién

entre las graficas de las funciones A(x) y B(x). Es decir, (2.11) es la condicién

que debe satisfacer 9.

Ejemplo. Para ilustrar lo anterior se han substituido los valores de los pardametros
en la Tabla 2.1 y se han obtenido graficas para las funciones A(z) y B(z). Una
inspeccién cuidadosa de tales gréaficas reveld en este caso cinco intersecciones, lo
que corresponde a cinco puntos de equilibrio. En las figuras a continuacién se
presentan los resultados.

En el primer grupo de figuras a continuacién se presentan las graficas de A(x)
y de B(z). Mientras que la grafica de A(x) presenta una asintota vertical y una
asintota diagonal, la grafica de B(z) tiene dos pares de asintotas. Debido a que
la grafica de B(x) tiene un crecimiento muy acelerado, no es posible incluir en
una sola figura inteligible los dos pares de asintotas de B(z). Por esta razon la
grafica de B(x) se presenta en dos partes: la primera parte incluye al primer
par de asintotas (el par de asintotas mas negativo) y la segunda parte incluye al
otro par de asintotas. Entre sus pares de asintotas B(x) tiene un cero el cual no
aparece en las gréficas.

En la Figura 2.2 se presenta la interseccién entre las gréficas de A(x) y B(x)
para x positivo. Esta es la interseccién de relevancia para el modelo (1.13)-(1.19)
porque da lugar a un punto de equilibrio positivo (X, > 0). En la siguiente
seccién se demuestra que cuando los parametros del sistema son todos positivos
hay un tnico punto de equilibrio positivo. En el grupo de figuras a continuacién
se presentan las intersecciones entre las gréficas de A(z) y B(x) alrededor de la
asintota de A(x) (arriba), y alrededor de los pares de asintotas de B(x) (abajo).
Las intersecciones entre A(z) y B(z) se retomardn en el capitulo 3.
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Fiaura 2.1: Arriba: grafica de A(x). Abajo: gréafica de B(x) alrededor de
su par de asintotas mds negativas (izquierda) y alrededor de su otro par de
asintotas.

2.3. Existencia de puntos de equilibrio positivos

En ésta seccion se establece la existencia de al menos un punto de equilibrio posi-
tivo y, por lo tanto, biolégicamente relevante. También se establecen condiciones
suficientes para la unicidad de dicho punto.



Seccién 2.3. FExistencia de puntos de equilibrio positivos 25

FIGURA 2.2: Interseccién de A(z) y B(x) para x positivo.

Supéngase que x satisface (2.11), es decir que es la primera coordenada de un
punto de equilibrio, entonces

Brk Bsk
Byt O (5 + =) Co
Km + TR = Kl —Brer Bswy B kp 4 B 4 Bsky
T ur(erta) T (e +Cs o) P r(orta) T (640 50
(2.12)
La ecuacién anterior esta bien definida siempre y cuando
x
km+x #0, kr+x#0, Ky + Cs £0, (2.13)
Km + X
K K
Kp BI I / ﬁS I . 7& 0,
pr(kr+x) (7 + G35 (2.14)
, )
K+ Brk1 BskT £0.

pr(kr+x)  pr(kh 4+ Cs—==)

Km+x
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F1GURA 2.3: Arriba: intersecciones entre A(z) y B(z) a la izquierda de la

asintota de A(z) (izquierda), y a la derecha. Abajo: intersecciones entre A(z) y

B(x) alrededor de las asintotas més negativas de B(x) (izquierda), y el segundo
par de asintotas.

Multiplicando (2.12) por los lados izquierdos de (2.14) se obtiene

c, Brkr X 55’1/1 Brkr 4 55"6/1 4
pr(kr + x) L (H/I +Cy Hmﬂ) pr(kr + x) L1 (’1/1 + O Kma;x)
— CQZ' KZ/ + ﬂﬂi[ + BS,{,I
T
'ul(/il + x> 204 <’%/I + C(3 me-i-z)
= B + KpT Kp + Bﬂi[ + ﬁsﬂ/] X
Pt x )\ T (s ) O
/
KV/T i Brkr n 55’11
) (i o)

(2.15)
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Multiplicando ahora por (k,, + x)3(k; + x)*(k} + C3—%—)? se obtiene

Em—+x

(K + 2){C1TT (2) (kpIla(7) + Ty (2)) — Co 2 Ha(2) (kplla(z) + I (2)) }
= (Bnr + krx(Km + ) (kplla(x) + Iy () (510 (2) + (7))

(2.16)

en donde
I (z) = BL’;” (K, (Ko + ) + C3z) + /BZ’I‘II (K + 2) (5 +2),  (2.17)
y(z) = (k1 +2)(K(km + ) + C3x) . (2.18)

(2.16) puede reescribirse de la siquiente forma
0= Ps(x) := (kplla(z) + 11 (2)) x

E(ﬁmx + KT (Km + ) (Kp1la(2) + (7)) — Cy (K + :c)Hl(x)] + (kI () +

1
1, (0)) | Ca(on + 0)la) + 3G -+ e+ ) Ta(o) + ()]
(2.19)
el subindice en Ps(z) indica que este es un polinomio de grado 6. De hecho
PG(.T) = CL6£L’6 + CL5I5 + CL4I‘4 + CL3{L'3 + (12.7)2 +a1x +ag.

Las expresiones para los coeficientes de este polinomio son demasiado largas para
incluirse aqui, referimos al lector al Apéndice A.

De lo anterior se desprenden los siguientes resultados:

Lema 2.1. Si T es tal que A(Z) = B(x), entonces Ps(z) = 0. Similarmente,
si Ps(z) = 0 y se cumplen las condiciones (2.13) y (2.14), entonces también se
cumple que A(Z) = B(Z).

Demostracion. Noétese que si A(Z) = B(Z) entonces implicitamente se estdn asu-
miendo (2.13) y (2.14) (con x = ), por lo tanto las manipulaciones que llevaron
a Ps(x) = 0 son vélidas también en este caso. La segunda parte del lema es
simplemente revertir los pasos que condujeron a Ps(z) = 0. O



28 Capitulo 2. Fquilibrios y estabilidad estructural

Lema 2.2. Si todos los pardmetros del sistema (1.13)-(1.19) son positivos, en-
tonces existe T > 0 tal que Ps(Z) = 0. Si ademds se satisfacen las condiciones
(2.20) a (2.22) entonces T es unico.

1 /
: [HR (H'Tmﬁ; )+ R + DT (4 ) 4 PSRy mm)>
] (g O
+(Bm + KREm) (/{’T(/{’I +C3) + I)} > (Y ( I) ,
Hr Hr
1 /
3 [(@n + KRfm) (/ﬁ’Tm(/ﬁ'I + C3) + KK K + %(m} +C3) + 52? (k1 + /im)>
/
+KRKmKIRT (Ii/T + br + &)1 > <ﬂm} (k7 + C3) + Pswr (k1 + 2/<;m)) :
Hr M Hr Hr
(2.21)
1 / / BI BS):|
- m + ErREm ) KIKEm) | Kpp + — + —
3 | O ) (s 224 2
/
> O <5“” (2 kim + o)+ 2T (94 4 ﬁfn)) .
Hr Hr
(2.22)
Demostracion. Ver Apéndice A. m

Cabe destacar que las condiciones del lema anterior no son necesarias, sin embargo
tales condiciones tienen sentido dentro del contexto biolégico del modelo. La
demostracion del lema 2.2 se basa en la regla de los signos de Descartes.

2.4. Diagonalizacion de la matriz L

En esta seccién se demuestra que la parte lineal del sistema (1.13)-(1.19), LX,
es diagonalizable (L es una matriz que se define més abajo). Mas aun, si los
parametros del sistema son todos positivos, entonces el espectro de L, oy, es real
y negativo. La relevancia de este hecho estriba en que el espectro de la matriz
jacobiana A del sistema alrededor de cualquier punto de equilibrio, puede pensarse
como una perturbacién de oy, en un sentido que se explicara mas adelante y que
se hard mas evidente en el capitulo 4.
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El sistema (1.13)-(1.19) es de la forma X = LX 4+ N(X) = F(X), en donde

[ —kp 0 S 0 pup 0 0]
0 —(/LX—FMmF—F/ﬂR) 0 0 0 0 0
0 0 —pr 0 0 0 0

L=1| 0 0 0 —up O 0 0 , (2.23)

0 0 0 0 —pp O 0
0 0 0 0 0 —ur O

L 0 pLLx 0 0 0 0  —ps

Brry BTy BTy QrTe Bp

N(X) = | —apzi14 — - : ;= ; ;
Krp+x Km+21 Km+T1 Kp+Xg Kp+x
6 T 6 6

Brxy Brkr n BskT O)t

bl )
Kp+x¢ Kr+x1  Kp+a;

(2.24)

N es la parte no lineal del campo F'. A continuacién calculamos el espectro oy,
de L.

Se observa que: (i) la primera, cuarta, sexta y séptima columnas de L son lineal-
mente independientes entre si pues son multiplos de los elementos e, ey, €5 v
er, de la base canénica de R, respectivamente. (i) la segunda columna de L es
la Unica cuya segunda entrada es distinta de cero y por lo tanto esta columna es
linealmente independiente de las demds. (ii7) similarmente, la tercera columna es
la tnica cuya tercera entrada es distinta de cero, y (iv) la quinta columna es la
Unica cuya quinta entrada es distinta de cero. Entonces, si todos los parametros
del modelo son positivos, las columnas de L forman un conjunto de vectores li-
nealmente independientes y por lo tanto L es de rango maximo e invertible, en
particular, cero no es un valor propio.

De la observacién (i) se tiene que
Ley = —kgrer,  Leq = —ppes,  Leg = —preg,  Ler = —pger,

es decir, e, ey, €g, €7, son vectores propios de L con valores propios \; =
—KR, As = —lp, A\¢ = —fi1, A\t = —lg.

Se observa que span{ey, e7} es un subespacio invariante de L. Ahora se demuestra
que es posible encontrar un vector propio en tal subespacio. Sea aey, + fe; €
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span{es, er}, con B # 0 entonces

L(aey + Ber) = [0, —alpx + ptmp + k), 0,0,0,0, apux — fus)"
= —afpx + thmr + Kr)e2 + (appux — Bus)er

appx — Bus Ber

= —(,be—i-,ump-i-FLR)Ozeg-i- 3

Si oy (8 son tales que

WXT‘@‘S (i + o+ KR) (2.25)

entonces se habra encontrado otro vector propio de L linealmente independiente
de los anteriores.

Por ejemplo, si 3 = 1 entonces a = (s — pix — fimr — k) - (ppx) 'y

fo = [0, (s — pix — tmr — £8) - (ppx) ™, 0,0, 0,0, 1]", (2.26)

es un vector propio de L con valor propio Ay = —(ux + ftmr + KR).

De manera similar, sea ae; + fes € span{e;, e5} con o # 0, entonces

L(ae, + Bes) = [~akp + Bur,0,0,0, —Bur, 0, 0"
= (—akgr + Bur)er — Bures

_ (_KR i %) ey + (—pr) s

Sia=1y = (ur) (kg — pur), entonces
fa:=[1,0,0,0, (ur) (kg = ), 0,0, 0]
es un vector propio de L con valor propio A3 = —pup.

Por tltimo, sea ae; + fes € span{e;, e3} con o # 0, entonces

BrF '
707_ 70707070
rr + Fo Bpr

= (—akg + (kr + Fo) ' BBrFy)er + (—Bur)es
= (—kr + ok + Fy) 7' BBrFy)aer + (—pr)Bes.

L(aey + fes) = |—akr+ B
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Sia=1y = (kr— pr)(kr + Fo)(BrFy) ™!, entonces
fs:=[1,0, (kg — pr)(kr + Fo)(BrFo) ™', 0,0, 0, 0]
es un vector propio de L con valor propio A5 = —pur.
Dado lo anterior, si M = [e; fa faeq fseger] v
A = diag(—rr, —(ux + tmp + KR) s —pr, =[P, —[tF , —[i1 ; —}s) |
entonces LM = MA, es decir el espectro de L es
or, = {—rr, —(Ux + tmr + KR), —pr, —pp, —pr, —pr, —psy.  (2.27)

La forma en la que se obtuvo o, por inspeccion, tiene la ventaja de que determina
los subespacios lineales invariantes de L. Por supuesto que también se habria
podido obtener o directamente, escribiendo el polinomio caracteristico de L,
p(A). En efecto, o puede obtenerse desarrollando por menores:

p(\) =det(A\[ — L) =

A+ KR 0 o0 —pp 0 0
0 A+ (ux + fimr +Kkr) 0O 0 0 0 0
0 0 Apur 0 0 0 0
= 0 0 0 Atpp O 0 0
0 0 0 0 A+tpr O 0
0 0 0 0 0 A+pr 0
0 —plbx 0 0 0 0 A+ s
A+ (ix + ptmp + KR) 0 0 0 0 0
0 Aur 0 0 0 0
0 0 A+pp O 0 0
= (A #n) 0 0 0 Atpp O 0
0 0 0 0 A+upr O
—plx 0 0 0 0 A+ s

= A+ BR) A+ px + pnr + £R) AN+ pr) (A + pp) (A + ) (A + pr) (A + ps)

Se tiene entonces el siguiente resultado:
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Lema 2.3. Si todos los pardmetros del sistema (1.13)-(1.19) son positivos, en-
tonces la matriz L (cf. (2.23)) tiene valores propios reales negativos y simples.
En particular, L es diagonalizable.

A continuacién se explica en qué sentido la matriz de la linealizacién del sistema
alrededor de cualquier punto de equilibrio (la matriz jacobiana), es una pertur-
bacion de L.

El sistema (1.13)-(1.19) es de la forma X = F(X) = LX +N(X) y su linealizacién
alrededor de un punto de equilibrio Xy (F(Xy) = 0) es £ = A€, en donde A es la
matriz jacobiana. A = L + B en donde B = g_ngo
son los gradientes de los componentes de N (X) evaluados en Xy, es decir B =

es la matriz cuyos renglones

[ —aprs— H;Jl:xe o (nimf;)Q 00 —apz; 0 (nfifcle)Q 0 ]
% 00 0 0 0/ 0
0 0 0 0 0 % 0
— PP
TN s
(kp+z6) (kptze)? ,
G 00 000
i 0 0 0 0 0 0 0 ]

2.5. Matriz jacobiana

El sistema (1.13)-(1.19) es de la forma X = F(X;a), en donde F : R” x R* —
R”. Supongamos que X; vy p son un punto fijo de F, es decir F'(Xo; ) = 0.

Supongamos ademés que Xy y g son biolégicamente relevantes, es decir que todas
OF

24 ‘ (Xo;a0)’
entonces A es invertible y por lo tanto, localmente, cerca de (Xy, ), el teorema

sus entradas son positivas. En esta seccion se demuestra que si A =

de la funcién implicita (cf. Seccién C.3.3) garantiza que para cada « existe un
tnico punto X(«) tal que

—

X(lag) =Xy vy F(X(a);a)=0. (2.29)

Es decir, que alrededor de cada punto de equilibrio X, > 0 y ap > 0, existe
una tnica familia de puntos de equilibrio como en (2.29) y por lo tanto no hay
posibilidad de bifurcacion.
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Consideremos la matriz jacobiana A =

[ Brfo  _ _ Bra1 _
C 0 wim —opst pr 0
Bmkm 5 0 0 0 0 0
(Km+x1) ,
0 0 0 0o —tr 0
HT (5/7«+$C6)2
_ __—Bp _
60 0 0 pp 0 et 0 (2.30)
F —PFZ1
KF+Te 0 0 0 —HE (np—l-ze)Q 0
—BIkT _ _—BsK
(kr+a1)? 0 0 0 ’ H (k) +ar)’
0 pIx 0 0 0 0 —ps |
en donde C' := —apxy — Hfj:xﬁ — Kp — ('fnJr—';l)Q YO = —Ux — UmF — KR.

Intercambiando la primera y segunda columnas, y el primer y segundo renglén,
obtenemos la matriz

o PmEm_ 0 0 0 0
(km4z1) o F fro
T1I0 FX1

0 C o Rk Termokr iy 0

0 0 — i 0 0 ﬁ 0

T

0 0 0 —up 0 (H;JG)Q 0
3 —Brz

0 nF-er 0 0 THFE (HF+F.’E§1)2 0

—Bikr _ —Bskf
0 (kr+x1) 0 0 0 rr (n}+x7)2
| pPux 0 0 0 0 0 —ps

Si ahora intercambiamos la segunda y séptima columnas, y el segundo y séptimo
rengléon, obtenemos

[ o 0 0 0 0 0 Bmbm ]
(Hm"!‘xl)
pUxX WS 0 0 0 0 0
0 0 - 0 errr g
/’[’T (K’,/Terﬁ)Q
_ _—Bp _
0 0 0 p 0 (”Pg%)Q BO
—PFT1 F
0 0 0 0 —UF (e t26)? Py
—Bsk] o —BrKr
0 (fc}-l—x?)Q 0 0 0 1 (krtx1)?
Br Fi Brx
i 0 0 HTT-"-]?‘Q —Qaprq nr 0{;17;6)2 C |
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Aplicando eliminacion Gaussiana a la matriz anterior, se obtiene que M =

o 0 0 0 0 0 Bmkm 1
Km~+T1)
— mKmPHX
0 Hs 0 0 0 0 ) (km+1)2(ux +imF+ER)
0o 0 - 0 0 Tt 0
l"LT (K,/TEQ?G)Q
_ —PP
0 0 0 -—up O et 50
—PFT1 F
0 0 0 A Py
0 0 0 0 0 — Dy
0 0 0 0 0 0 Do |
en donde
Dy = —Brk1 B Bnbkmpiix Bsk]
(kr +21)* (K + 21)*(x + fimr + KR) (K] + 27)? s
Dy = —apry — Bmbom . arBrBikyprrFo

— +
(hm+ 202 purpr(rr + Fo) (W + 26)2(kr + 71)2
OCT’%/TBmep,uXBSHIIﬁTFO +
prprpis(fx + fimp + KR) (K7 + Fo) (K7 + 26)*(Fm + 21)? (K] + 27)?
apBpPmBsiix kmkpry
- 2 2( ! 2 +
prppps(px + pmr + KR)(Kp + 26)2 (Km + 21)* (K} + 27)
_ Oépﬁpﬁlffﬂ?l
prpp(kp + x6) (K + 1)

Como a > 0y X > 0 los elementos sobre la diagonal de M son negativos, en
particular su determinante es distinto de cero. M = GPAP! en donde P es el
producto de dos matrices de permutacién y su determinante es igual a uno. G es
una matriz triangular inferior con unos sobre la diagonal principal (determinante
igual a uno). Entonces det A = det M y el teorema de la funcién implicita (cf.
Seccién C.3.3) implica el siguiente resultado:

Proposicion 2.4. Dados Xy > 0 Y gy > 0 tales que F(Xo; ) = 0, localmente
para o ~ «p, existe una unica familia de puntos de equilibrio X = X(«a), continua-
mente diferenciable en o, tales que X(og) = Xo y F(X(a);a) = 0. En particular
el sistema no presenta bifurcacion alrededor de puntos de equilibrio biologicamente
relevantes.
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2.6. Polinomio caracteristico de A

Siguiendo el mismo procedimiento que se utilizé6 para demostrar la proposicién
2.4, es posible escribir el polinomio caracteristico de A. En efecto, si p(\) =
—det(A — M) es el polinomio caracteristico de A y A, := A — A\, entonces
det Ay = det M en donde My = GPA,P'y

det M)\ =
(—px = ptmr — kg — A) (—ps = A) (=pr = A) (=pp — A) (—pr — A) (—pr — A) Dy,
(2.31)
en donde D) = A, + B, con
A)\ = —apry — B—F — KR — 5mf€m BF,LLF Y
Kp + xg (Km +21)?  (kr +x6)(bp + A) ’
By := B\B! (—1 >
. ATA pr+A/) 7’
Bl Prm arkpBrko 3 Brpry
M (ke ae)? (W @) (pr + A (ke + Fo) (ke w6)2 (e + A)
Brapr
(kp + x6) (1P + A)
B — —Bik1 Bmkmplix Bsk
N

(k14 21)%  (Km + 21)2(iix + ftmr + 51 + M) (s + N (k) + 27)2

p(A) = 0 si y s6lo si det My = 0, entonces las siguientes observaciones se siguen
inmediatamente:

1. p(X) es el polinomio caracteristico de A la cual es la matriz jacobiana alrededor
de cualquier punto de equilibrio. Por supuesto en este trabajo solo nos interesan
los equilibrios positivos.

2. (2.31) no afirma que se ha logrado factorizar p(\). Esto se debe a que D, es
singular cada vez que cualquiera de los factores a su izquierda se anula.

En conclusién, al igual que en [5], p(A) no tiene en general una factorizaciéon que
permita obtener expresiones para sus raices, esto impide establecer la estabilidad
lineal de los equilibrios del sistema (1.13)-(1.19). Esta es una de las dos razones'

por las cuales se ha reservado el iltimo capitulo de este trabajo para hacer un

a otra es la unicidad del equilibrio positivo
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estudio numérico del espectro de A y del comportamiento de las soluciones del
problema de valores iniciales.

2.7. Estabilidad estructural

En esta seccion se demuestra la estabilidad estructural de los puntos de equilibrio
positivos Xy > 0 del sistema (1.13)-(1.19), asi como de los valores propios de
la matriz jacobiana A = %F (Xo; ). El tipo de estabilidad estructural que se
aborda en esta seccién es muy especifica y se detalla a continuacion.

En la Seccién 2.3 se demostré que dado g > 0, existe al menos un punto de
equilibrio positivo (Xy > 0) (i.e., F(Xo;ap) = 0). Mds ain, en la proposicién 2.4
de la Seccion 2.5, se demostré que en el punto (Xy, ap) A es invertible, y entonces
el teorema de la funcién implicita (cf. Seccién C.3.3) garantiza la existencia de un
mapa diferenciable X : V' — R, definido en una vecindad V' C R%® de ap, tal que
F(X(a);a) = 0 para todo « tal que ||a — ap|| < 71, con r; > 0 suficientemente
pequeno. Lo anterior significa que para cualquier « suficientemente cercano a
ap, puede garantizarse la positividad de X(«). Es decir que la positividad del
punto de equilibrio se conserva bajo pequenas perturbaciones de «y. La estabilidad
estructural de los puntos de equilibrio se refiere precisamente a la conservacién
de dicha propiedad. En la Subsecciéon 2.7.1 se demuestra que las condiciones
Xo > 0y a9 > 0 no son necesarias para garantizar la estabilidad estructural
de los puntos de equilibrio. Mdas especificamente, se permitira que oy > 0 (no
negatividad), pero la condicién || — ap|| < 71 se reemplazard por o = &(0),
en donde § es un escalar y & es una trayectoria diferenciable; es decir, no se
permitiran desplazamientos arbitrarios del vector de parametros « en el interior
de una bola centrada alrededor de «y, sino que solo se permitiran desplazamientos
a lo largo de arcos de trayectorias diferenciables.

La estabilidad estructural de o4 (espectro de A) se entiende de manera similar.
Sean ay > 0y Xy > 0 un juego no negativo de parametros y su punto de equilibrio
(no negativo) asociado. Supongamos que o4 = {\),... A%} se encuentra en el
interior del semiplano izquierdo complejo. En la Subseccion 2.7.2 se demuestra
que si @ = @&(J) es una trayectoria diferenciable, entonces existe un intervalo
I C R y funciones escalares ()\; : I — C)’_; continuamente diferenciables, tales
que para algin &y € I, se tiene que A\;(dy) = A\ y que Re(\;(6)) < 0 para cualquier
iy para todo d en I (o4 sigue encontrandose en el interior del semiplano izquierdo
complejo).
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Antes de proseguir se proporciona un ejemplo de un tipo de trayectoria &(0)
como la mencionada anteriormente, la cual ademas justifica el que anteriormente
se haya sugerido pensar en A como una perturbaciéon de L y en o4 como una
perturbacion de o7,

Ejemplo. Considere A = L+ B en donde L se defini6 en (2.23) y B en (2.28). Se
observa que si 3,, = fr = Br = 0 entonces no se altera la forma de L, mientras
que B se transforma en una matriz triangular superior. Si ahora se tiene

Y
Bs(6) =06, PBp(d):=—50, ar(0):=—56, ap(d):=—50,

ﬁg ﬁs BS
en donde 32, %, a% y a% son los valores nominales de Bs, 8p, ar y ap en la
tabla 2.1, respectivamente, y el resto de los parametros se mantienen fijos en sus
valores nominales (por ejemplo #p(d) = k%), entonces se tiene una trayectoria
a(d) como la descrita arriba. Note que la trayectoria & preserva las proporciones
que guardan los valores nominales de Sp, ar v ap con el valor nominal de (.
Mas ain

A=L+6B,

en donde L y B’ son matrices constantes (independientes de 9). En este caso puede
pensarse en A como una perturbacion de L. Continuando, en la Seccién 2.6 se
demostré que el polinomio caracteristico de A es de la forma p(\) = — det M), en
donde det M, estd dado por (2.31). Es sencillo verificar que para el caso que se
estudia en este ejemplo, que el término D) en (2.31) se reduce a Dy = —apry —
kr— A. En consecuencia, para este tipo de perturbacion particular se tiene que o4
difiere de oy, solamente en su primer elemento (cf. (2.27)), el cual es —apxy — kg,
es decir, un desplazamiento hacia la izquierda del primer valor propio de L. Es
en este tltimo sentido que se dira que la estabilidad lineal del equilibrio X se ha
reforzado. De esta forma o4 es una perturbacién de o, (esta nocién, ya referida
anteriormente, se explotard en el capitulo 4). Por esta razén a ¢ se le llamar4 el
parametro de perturbacién. Por ultimo, se hace notar que o4 depende de § a través
de 4 (la existencia de al menos un punto de equilibrio positivo estd garantizada
en este caso porque los coeficientes de ag y ag de Ps(x) tienen signos opuestos —cf.
apéndice A).
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2.7.1. Estabilidad estructural de los puntos de equilibrio

La metodologia empleada en esta seccién para demostrar la estabilidad estructural
de los puntos de equilibrio, serd empleada nuevamente en la siguiente seccion para
establecer la estabilidad estructural de 4. Algunos de los argumentos expuestos
son generalizables, o bien pueden escribirse con mayor rigor. Para mantener la
exposicion lo méas clara posible, se ha evitado tanto en incurrir en generalizaciones
como en enunciar las conclusiones dentro de proposiciones.

Sea 0 < ap € R® y 0 < X, € R” tal que F(Xy; ) = 0. Por ejemplo, a puede
escogerse de forma tal que los coeficientes ag y ay de Ps no se anulen y tengan
signos opuestos (cf. apéndice A), en tal caso la existencia de una raiz positiva de
Ps, 29 > 0, estd garantizada y por consiguiente también la existencia de Xy > 0
(cf. capitulo 2). Supdngase entonces que agag < 0, en tal caso Ps(z) = agPy(x),
en donde Py(z) = 28 — t52° 4 a4a* — 32 + 92> — ayx 4o, v (@ = (—1)'as/ag)>_,
(la alternancia de signos se adopta por conveniencia). De esta forma las raices de
Py son las raices de Ps. Ahora, del teorema fundamental del dlgebra se sigue que
Py tiene la siguiente factorizacion:

1% —agda’ +agat —asrt 4o’ —ax+ag = (x—r1)(x—ra)(x—r3)(x—r4)(x—15) (3—76) ,
(2.32)
en donde (r;)¢_, son las raices de P (y por lo tanto de Ps). Se recuerda que Pg es
un polinomio con coeficientes reales y que por lo tanto sus raices complejas vienen
en pares conjugados. De (2.32) se siguen las siguientes relaciones, expandiendo
el lado derecho e igualando los coeficientes similares de potencias de x de ambos

lados,
as =11 +1ro+r3+rys+75+76,

C~L4:7’17”2+T’1T3+7’17’4+7”17’5+7’17’6+7”27’3+7’27”4—|—T27’5+7’27”6+T37’4+7’37”5+

7"3T6+7“47“5+7"4T6+7“57"6,

Q3 = T1T9T3 + T172Ty + 717975 + 117976 + 117374 + 117375 + 117376 + 717475 +
17476 + 117576 -+ ToT3Ty 4+ Tor3ls + T9T3Tg 4 ToTyls + T9T4Te + ToT5Tg +

T3T4Ts —+ T3T4Te + 35T + T4T5T¢ -
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Qo = T1TaT37g + T1T2T3Ts + 1721376 + T1T2T4aTs + 172 aTe + 7172576 + 71737475 +
1T 4T + r173 576 + r174T576 4 raTr3rars 4 rorsrare + rorsrsre +

ToT4T576 + 13747576 ,
A1 = Tr1ror3ryTs + r179T3T4Tg + r17ror3TsTe + T17oT4T5Tg + r17r3rarsTe + ToTr3ryTsTe ,

ag = r1rararaTsre -

(2.33)

Se hace notar que las funciones a; son funciones racionales de los parametros
del sistema, es decir, de las coordenadas de «. Por razones que se aclararan
un poco mas adelante, supongamos que o = &(d) es un mapa al menos dos
veces continuamente diferenciable para 6 € I C R, con I un intervalo abierto.
Supongamos ademés que &(d) satisface las siguientes propiedades:

(a) si a;(0) := (a;0&)(9), entonces (agap)(d) < 0 para todo d en I. Esta condicion
garantiza que para cada 0 en [ Py tiene al menos una raiz positiva. También
garantiza que los términos a;, como funciones de 9, estén bien definidos siempre
que ag(0) lo esté.

(b) fu(8), fir(8), fip(0), iis(8), Fr(6) + Fo(8), fix(8) + fimr(8) + Fr(8) deben
mantenerse siempre positivos para todo § en I. Estas condiciones asegura que
no solamente que ag(d) esté bien definido en I, sino que también el resto de los
términos a;(9) lo estén.

Las propiedades (a) y (b) garantizan que los términos @;(0) sean tan diferenciables
como &(d) (i.e., al menos C?).

Considere los lados izquierdos y derechos del sistema (2.33) como funciones de
0. En este punto no se puede afirmar que cada uno de los r;’s sean funciones
diferenciables en ¢, atin cuando los a;’s lo sean. Lo que se hara a continuacién
es justificar que es posible construir funciones diferenciables (r;(6))%_; las cuales
satisfacen (2.33) para cada ¢ en [ (es decir, son raices de P, diferenciables en ¢).

Suponga por el momento que en efecto (r;(6))%_; son funciones diferenciables.
En tal caso, tomando derivadas de ambos lados del sistema (2.33), se obtiene el
siguiente sistema no lineal de ecuaciones diferenciales:

M(r)r" = b(é), (2.34)



40 Capitulo 2. Fquilibrios y estabilidad estructural

en donde r = (r1,...,76), b(8) = (a5(0),...,ay(9)), el apdstrofe significa derivada
con respecto de 0 y M =

1 1 1 1 1 1
ST ST > ST >5Ti 67
DT Dot >t ST > 5Tl 6Tl
YATTTE DT DgTiTh D aTiTE D sTiTE D g TiTyTh
2,1 TiTiTET 2/2 TiTiTET e Z;, TR Z; 7T TET 2'5 7T TET Z% TiTiTET
L T2T3TraT5Tg r173raTsTe 17273 T5Tg T17T273T5Tg T172T3TaTe 17273747y

le ;77 significa sumar productos de la forma r;r;7, con ¢ < j < k y distintos
de s. Similarmente para los otros términos de M.

Aplicando eliminacién Gaussiana sobre M se concluye que

det M = 1_[(7“Z —rj),

1<j

es decir que el determinante de M es como el de una matriz de Vandermonde (cf.
[12], p.400).

Ahora suponga que «q es tal que agag < 0 y que los siguientes términos son todos
positivos: ur, pr, pp, ps, kT + Fo, pix + pmr + kg. Escogiendo el resto de las
coordenadas de g no negativas, sea 1o = (r?,... r2) el vector de raices de Ps
asociado con ayg. Sin pérdida de generalidad, supondremos que r{ > 0 (recuérdese
que la condicién agag < 0 garantiza una raiz positiva). Se supondra también que
rd £ 7“? para cualesquier 7 # j.

Considere ahora el problema de valores iniciales (2.34) con 7(dg) = ro, en donde
dp es un punto en el intervalo I en el cual &(J) esta definida. Se recuerda que el
mapa &(d) es dado, es decir, se construye teniendo en cuenta las propiedades (a)
y (b) mencionadas arriba, y al cual también se le pedird que @(dy) = ap (el mismo
ap del parrafo anterior). Como det M (r) es continuo en r, existe una vecindad
Vo de 7o dentro de la cual det M (r) # 0. Entonces M (r) es invertible en V4 y el
sistema (2.34) se transforma en

r" = h(r,d), (2.35)

con h(r,0) = M~*(r)b(d). Recuerde que b(d) es C'* porque @(d) es al menos C?.
Por otra parte, las componentes de M ~1(r) también son C! en V; y por lo tanto h
es C! en Vj x I. Entonces el teorema C.8 del apéndice C se aplica, en particular,
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la solucién al problema de valores iniciales del sistema (2.35) con r(dy) = ro,
es diferenciable en §. Luego, para § ~ dg, 17(0) ~ ro y det M(r) # 0, es decir
que r(0) también es solucién del sistema (2.34) para § ~ dg. Se recuerda que
el sistema (2.34) se obtiene de diferenciar el sistema (2.33), es decir que, por
ejemplo, la primera ecuacién es @) = r] + 4 + 14 + ) + 15 + g, equivalentemente,
(@ —r1 —reg—r3—1r4 —15 —16) = 0. Entonces si 7(J) es una solucién de (2.35)
y 0 ~ dg, se cumple (a3 —r; —ry —r3 — 14 — 15 — 16)(0) es constante. Dado que
r(dg) = 19 es el vector de raices de Ps entonces ay (o) —r0—r)—r)—ri—rf—r =0,
de manera que (a; —r1—ro—1r3—1r4—15—75)(d) = 0 idénticamente, es decir que las
soluciones de (2.35) satisfacen la primera ecuacién de (2.33) para todo § ~ &y. De
manera similar las componentes del vector r(¢), solucién de (2.35) con r(dy) = ro,
también satisfacen el resto de las ecuaciones en (2.33) idénticamente (para todo
8§ ~ &p); es decir, que son raices de Ps. Finalmente, como r1(dy) = r{ > 0y r1(0) es
diferenciable (en particular, continua), entonces r1(d) > 0 para todo 0 ~ dy. Esto
demuestra que si ag es un conjunto de parametros que generan una raiz positiva
de Py y su correspondiente equilibrio Xy > 0 entonces, perturbando de manera
adecuada estos parametros (el mapa @(9)), se sigue obteniendo una raiz positiva
de Ps r1(8), y por consiguiente un punto de equilibrio Xo(d) > 0. Esto establece la
estabilidad estructural de los equilibrios positivos del sistema (1.13)-(1.19), como
se queria demostrar.

2.7.2. Estabilidad estructural del espectro de A

Como se mencioné al inicio de esta seccion, el procedimiento para establecer
la estabilidad estructural de o4, es en esencia el mismo que el empleado para
demostrar la estabilidad estructural de los equilibrios positivos. Por lo tanto, esta
seccion se limitara a senalar los puntos mas sutiles que distinguen este caso del
anterior.

Sea v, Xo y @(d) como en el apartado anterior. En la Seccién 2.6 se establecié que
el polinomio caracteristico de A (matriz jacobiana) es p(A) = — det M. Entonces,
si (\;)_, son los valores propios de A, se tiene que

AT = GsA° + G X — @A + G X° — @A+ @) — Go =
(A= A) (A = A2) (A = Ag) (A = M) (A = A5)(A = Ag) (A = A7)
en donde los coeficientes (¢;)%_, se obtienen expandiendo el lado derecho de (2.31)

y agrupando términos de la misma potencia en \. El tilde significa que los pardame-
tros del sistema (1.13)-(1.19) estdn dados por las funciones &(d). Expandiendo el



42 Capitulo 2. Fquilibrios y estabilidad estructural

lado derecho de la ecuacién anterior e igualando con los coeficientes del lado iz-
quierdo, se llega a un sistema anédlogo a (2.33). Al igual que antes, en este punto
no puede garantizarse que los valores propios sean funciones diferenciables de 9,
pero siguiendo el mismo procedimiento que antes, puede establecerse que si lo
serdn. Por ejemplo, suponiendo que en efecto A;(d) fuese diferenciable para todo
d € I (I como en el apartado anterior), se llega a un sistema de primer orden

MM = B(5), (2.36)
en donde, de manera andloga a (2.34), A = (\y,..., A7), apéstrofe significa de-
rivada con respecto de d y 8 = (q), ..., qs). La diferencia con (2.34) consiste en

que ahora M es una matriz de tamano siete, pero su estructura es como la de la
matriz M (J) del apartado anterior por lo que no se escribe.

Otra diferencia fundamental entre (2.36) y (2.34) es que (d) involucra a las coor-
denadas de X (0) y sus derivadas. De manera que para garantizar las hip6tesis del
teorema C.8 del apéndice C, se necesita que Xo(é) sea dos veces continuamente
diferenciable en I, lo cual a su vez requiere de que r1(d) sea dos veces continua-
mente diferenciable. En el apartado anterior se presentaron condiciones bajo las
cuales el vector 7(d) es C''. Para obtener regularidad C? de r es suficiente con pe-
dir que el campo h en (2.35) sea dos veces continuamente diferenciable en ¢ y en r
(este es un resultado estandar de la teorfa de ecuaciones diferenciales ordinarias,
el cual se sigue del teorema C.8). La regularidad C? de h puede garantizarse si se
pide ademds que a(d) sea C® regular. En efecto, se recuerda que h = M~*(r)b(4)
y que b(d) estd definido en funcién de las derivadas de los @;’s, es decir, de las
derivadas de los &;’s, entonces si b es C? regular h serd C? regular en 6, pero la
regularidad C? de b requiere de la regularidad C® de los &;’s.

La regularidad C® de & es un requerimiento adicional a los ya establecidos en el
apartado anterior, pero hay un requerimiento mas. Este tltimo requerimiento es
sobre ag: si Xg > 0 es el equilibrio asociado con «g, entonces los valores propios de
la matriz jacobiana A asociada con «g y Xo, deben ser distintos (las simulaciones
numéricas realizadas en el capitulo 4 sugieren que esta suposicién no es dificil
de satisfacer, de hecho, es bastante comtn). A partir de este punto, el resto del
argumento por el que se concluye la estabilidad estructural del o4 (es decir la
diferenciabiliad de las soluciones al problema de valores iniciales de (2.36)) es
exactamente igual al del apartado anterior.



Capitulo 3

Bifurcacion

En este capitulo se abordan dos problemas. El primero es el de encontrar los
puntos de equilibrio para el sistema (1.13)-(1.19), y el segundo es el de determi-
nar su estabilidad. Dado que el sistema bajo estudio posee parametros, el primer
problema estd intimamente relacionado con el fenémeno de bifurcacién. Mas pre-
cisamente, considere el sistema homogéneo no lineal F/(X; ) = 0, en donde F es el
campo vectorial de (1.13)-(1.19). Dado a € R® sea ¥ := {X € R" : F(X;a) = 0}
entonces, en principio, la cardinalidad del conjunto ¥ esta en funciéon de a. De
hecho una manifestacién de dicha dependencia ya se habia exhibido antes cuando
se derivo el polinomio Py en la Seccién 2.3. En este capitulo se presenta la meto-
dologia conocida como reduccién de Lyapunov-Schmidt (LS), como una manera
sistemadtica de encontrar soluciones locales del sistema homogéneo F(X; ) = 0.
Esta metodologia tiene dos ventajas. La primera consiste no solamente en ga-
rantizar (al menos localmente) soluciones de la forma X = X (a), sino también
en proporcionar una herramienta para determinar su estabilidad asintética. La
segunda ventaja consiste en permitir intercambiar el sistema homogéneo por uno
mas sencillo de una sola ecuacién (médulo el cumplimiento de algunas condicio-
nes).

En el caso del sistema (1.13)-(1.19) el proceso de reduccién de LS es largo, requie-
re de muchos calculos y de escoger con cuidado los valores de algunos pardmetros
con el objeto de verificar ciertas hipdtesis de trabajo. Por esta razon este capitulo
esta dividido en dos secciones. La primera seccion, como su nombre lo indica,
solo pretende ilustrar que no es complicado construir un escenario en el que ocu-
rre bifurcacién dentro del sistema (1.13)-(1.19) (cambio en el nimero de puntos

43



44 Capitulo 3. Bifurcacion

de equilibrio). Si bien el escenario de bifurcacién que se presenta en esa seccién
involucra al origen y a un punto de equilibrio no positivo (una situacién discuti-
blemente relevante dentro del contexto biolégico), si es razén suficiente para hacer
un estudio més completo del sistema homogéneo. Asi, el ejemplo de la primera
seccion justifica el aplicar la metodologia LS al modelo de homeostasis celular.
Esto se hace en dos partes, en la segunda seccién. En la primera parte se presenta
el esquema general de la reduccion LS, y en la segunda se aterriza dicho esquema
en el caso particular del modelo central de esta tesis. Una de las contribuciones
mas valiosas de este trabajo consiste en la de senalar la metodologia LS como
una herramienta tanto para determinar puntos de equilibrio del sistema, como la
estabilidad de esos puntos.

3.1. Evidencia de bifurcacion

En esta seccion se establecen condiciones suficientes sobre el conjunto de parame-
tros bajo las cuales el conjunto de puntos de equilibrio experimenta bifurcacion.

Como ya se establecié en el capitulo 2, el problema de encontrar el conjunto
de puntos de equilibrio del sistema (1.13)-(1.19) se traduce en un problema de
encontrar las intersecciones entre las graficas de funciones A(x) y B(x) definidas
de la siguiente manera:

A@) = o rne, Bla) = (o) —aoa(e).
en donde
¢1($) = 10 wz(l‘) ) </52(l') =130 1?2@) )
Chy Cy Br ki Bs K
= 3 = ) = +——— J
wl (y) K///T + y 1/}3 (y) K/P + y ’l7b2 (':E) ,U[ I%I _|_ T ,UI /f/[ _'_ Ri?:fx
BrFoor apfBp PBmphx
Ci=—-—7-—-, ), = , Cy = )
! pr(kr + Fo) ? [P ’ ps(px + pimr + KR)

En aquel capitulo se consideré que los valores de los parametros del sistema se
mantenian fijos. Ahora se quiere considerar el caso en que los valores de algunos
parametros varian continuamente, esto ocasionara un cambio en las coordenadas
de los puntos de equilibrio. Lo anterior presenta la posibilidad de un cambio en el
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nimero de puntos de equilibrio; es decir, bifurcacién. En el ejemplo a continuacién
se demuestra que este escenario es posible.

Ejemplo. Se observa que si los pardmetros Sp, 07, Bs son cero entonces 1 es
idénticamente cero, lo cual resulta en ¢ = 1)1 01y idénticamente cero y C5 igual a
cero; esto a su vez se deriva en que B(z) es la funcién idénticamente cero. Por lo
tanto en este caso el problema de encontrar las intersecciones entre A(z) y B(x)
se reduce a encontrar los ceros de A(z).

A(z) = 0 cuando
T

Km + X

B

= —RRT,

o bien cuando
B = —KRpx(Km + T) . (3.1)

La ecuacion anterior describe la interseccion entre una parabola y una linea de
pendiente [3,,, observe que ambas curvas pasan por el origen. Luego, si 3, varia
continuamente la linea puede intersectar a la parabola en dos puntos, o bien, ser
tangente a ésta en el origen cuando §,, = —k, kg (cf. Figura 3.1). Esto implica
un cambio en el nimero de puntos de equilibrio, es decir bifurcacion.

F1GurA 3.1: Evidencia de bifurcacién cuando B(z) = 0.

Maés formalmente, si en (3.1) se substituye f,, = Vkgky, con v € (—o00,00),
entonces A(x) es cero cuando

r(hm(y+1)+2)=0. (3.2)

Entonces (3.2) es la ecuacion de bifurcacion, v es el parametro de bifurcacion,
v = —1 es el valor de bifurcaciéon. Cuando v = —1 los dos ceros de la funcién
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A(z) coinciden en x; = 0 por (3.2), esto implica que x; = 0 para toda j por las
relaciones (2.1),(2.2),(2.3),(2.4), (2.6) y (2.8) (el punto de equilibrio es el origen).
El diagrama de bifurcacion en este caso también se obtiene de (3.2) y se presenta
en la Figura 3.3.

En la Figura 3.2a se muestra la gréfica de A(x) para distintos valores de . Cuando
v = 0 la grafica de A(z) es una linea recta. Cuando (,,, Kr V K, asumen sus
valores nominales (cf. tabla 2.1) entonces v = 10/3. En la Figura 3.2b se muestra
el detalle de las graficas de A(x) cerca de 1 = 0. Con la excepcién del caso v = —1
todas las graficas muestran dos ceros. Se recuerda que se esta considerando el caso
en el que B(z) es idénticamente cero, entonces el problema de encontrar puntos
de equilibrio se reduce en encontrar los ceros de la funcién A(x). En las gréficas
se observa que z1 = 0 es un cero de A(z) para toda +, en particular cuando v # 0
hay un segundo cero que es negativo.

FIGURA 3.2: Gréficas de A(z) para distintos valores de ~, cuando Sp = f; =
Bs =0y Bm = YKkRrEm-(a) Izquierda: cuando S, Kr Y km asumen sus valores
nominales, v = 10/3. (b) Derecha: detalle alrededor de z1 =0

En la siguiente seccién se considerard el caso Bp = r = Bs = 0y pur = 0. Se
observa que el caso de bifurcacion que se acaba de discutir solamente depende de
los parametros (,,, k., ¥ kg. Si bien el segundo cero es negativo, lo cual produce
un equilibrio no positivo, y por lo tanto biolégicamente no relevante, el ejemplo
muestra lo que se pretendia: exhibir la ocurrencia de bifurcaciéon. Por ultimo,
este caso representa una entre las muchas posibilidades en las que podria ocurrir
este fenomeno (el modelo tiene 25 pardametros y considerar todas las posibles
configuraciones de las graficas de A(x) y B(z) no es el objetivo de este trabajo).
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La Figura 3.3 hace reminiscencia a una bifurcacion transcritica; sin embargo,
para poder hablar de este tipo de bifurcacién se necesita analizar la dindmica del
resto de las variables cerca del origen (cf. [21] p. 246). Lo importante para este
trabajo es que se pudo definir un parametro v y un valor 7, tal que cuando ~
asume valores en un intervalo abierto alrededor de g, el niimero de soluciones de
A(z) = 0 cambia (y por lo tanto el nimero de puntos de equilibrio también).

F1GcurA 3.3: Diagrama de bifurcacién cuando B(x) = 0.

3.2. Reducciéon de Lyapunov-Schmidt

En esta seccién se aplica la metodologia LS al sistema (1.13)-(1.19). Bésicamente
esta metodologia tiene dos objetivos. El primero consiste en establecer un proce-
dimiento muy bien definido para resolver el conjunto de ecuaciones que satisfacen
los puntos de equilibrio del sistema X = F (X; ), es decir el sistema no lineal
F(X;a) = 0. Dicho procedimiento emplea de manera crucial el teorema de la
funcion implicita y puede pensarse como una generalizacion del problema de re-
solver el sistema lineal Mz = 0 en donde M es una matriz cuadrada cuyo espacio
nulo tiene dimension igual a uno. Mas atun a partir de este procedimiento es
posible establecer condiciones suficientes para concluir la estabilidad o inestabi-
lidad asintética de los puntos de equilibrio encontrados. Un segundo objetivo de
la metodologia consiste en sintetizar (bajo ciertas condiciones) una sola ecuacién
escalar llamada la ecuacién reducida, la cual contiene toda la informacién concer-
niente al nimero de puntos de equilibrio del sistema en una vecindad del espacio
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fase. Es decir, en esta segunda interpretacion se aborda la cuestion de la ocurren-
cia de bifurcacion en el sistema, entendiendo por este fenémeno el cambio en el
nimero de puntos de equilibrio como funcién de los parametros.

Se trata de una seccion importante dentro del trabajo pues en ella se introduce
una de sus contribuciones principales: la de senalar el empleo de una herramienta
analitica (la reduccién LS) para el estudio de la estabilidad de los puntos de
equilibrio. Antes de este trabajo la tnica forma reportada en la literatura para
explorar la estabilidad (lineal) de los equilibrios en sistemas de regulacién como
(1.13)-(1.19), consistia en hacer un estudio numérico como el que se ha llevado a
cabo en el capitulo siguiente.

En la primera parte de esta seccion se presenta la metodologia LS abstracta en
espacios de dimensién finita. En la segunda parte se aplica dicha metodologia
para el sistema de homeostasis celular introducido en el primer capitulo.

3.2.1. Esquema general

Se considera el sistema de primer orden X = F (X;a), en donde F : R"™ x
R¥*! — R™ es un campo vectorial continuamente diferenciable. R¥*! es el espacio
de pardametros del sistema y o = (v, a1,...,q) es un punto en dicho espacio.
La razén para destacar un pardmetro () entre todos los demds es convencion:
en la practica es més sencillo considerar un solo parametro y fijar los demas; sin
embargo la descripcion a continuacion también puede considerarse que ningin
parametro es preferencial. R" es el espacio fase y X = (z1,...,2,) es un punto
en este espacio, es decir, representa un estado alcanzable por el sistema.

Se supondré que se conoce un punto (X, o) tal que F'(Xo; ap) = 0 (un punto de
equilibrio) el cual satisface que la matriz jacobiana del sistema evaluada en ese

punto, es decir
A= axF|(X07a0) s (33)

es tal que su espacio nulo tiene dimension igual a uno:
dim(Ker(A)) =1. (3.4)

A es una matriz cuadrada de tamano n, y si F'= (Fy, ..., F,) entonces A(i, j) =
OF;/0z;. Se observa que (3.4) equivale a que dim(Col(A)) = n—1, este es el caso
minimamente degenerado. Si A fuese invertible (dim(Ker(A)) = 0) el teorema de



Seccion 3.2. Reduccion de Lyapunov-Schmidt 49

la funcién implicita garantiza que, localmente, para cada « cercano a «y, existe
una tinico vector X (a) tal que F(X(a); ) = 0; méds atin X (ap) = Xp, el mapa
a + X(a) es diferenciable ¥ 04X |0y = —A 7 00 F|(xo.00)- En este tltimo caso el
sistema no presenta bifurcacién en una vecindad de (Xg, ap): para cada « siempre
existe un y sélo un punto de equilibrio.

Sean W y V espacios complementarios de Ker(A) y Col(A), respectivamente, es
decir tales que

R" =W @ Ker(4) vy R*=Va&Col(A). (3.5)

Se enfatiza que, en principio, las descomposiciones en (3.5) no son ortogonales.
Entonces hay méas de una manera de definir los subespacios W y V' a los cuales
solo se les pide transversalidad, méas adelante se aborda el tema de la libertad de
eleccién en los espacios Wy V. Por ejemplo si W = Col(A") (espacio renglén de
A) y V = Ker(A") (espacio nulo izquierdo de A), los cuatro espacios en (3.5) son
los cuatro espacios fundamentales de A y las descomposiciones si son ortogonales.

Para cualesquier espacios W y V' complementarios con Ker(A) y Col(A), se
tendra que si W = {po, W01, . .., W,_1} es una base de R" en donde {wy, ..., w, 1}
es una base de W y py # 0 es un vector en Ker(A), entonces cualquier vector X
puede escribirse como X = R, en donde R es la matriz formada por columnas
por los elementos de W (en el mismo orden). £ = (z,wy,...,w,_1) en donde x
y w = (wy,...,w,—1) son las coordenadas sobre Ker(A) y W, respectivamente.
r=eR'X endonde e =[10...0], yw=1[0Id, 1]JR'X en donde Id, ; es

1 es la matriz de

la matriz identidad de tamano n — 1. En tal caso P = ppe! R~
proyeccién sobre Ker(A)y P' = [wy -+ W, ][0 Id,_1]R™* = Id — P es la matriz

de proyeccién sobre W.

Similarmente, si ¢o # 0 es un vector en V' y {0,...,0,1} es una base de
Col(A), entonces V = {qo,01,...,0p_1} €s una base de R". Si Y € R" en-
tonces Y = Sn en donde S es la matriz formada por columnas por los ele-
mentos de la base de V (en el mismo orden). n = (y,v1,...,0,—1) en donde y
y v = (v1,...,v,-1) son las coordenadas sobre V' y Col(A), respectivamente.
y=eSTY yt=1[01d,1]S7'Y. Q = qoe! S es la matriz de proyeccién sobre
VyQ =10 0,40 Id,_1]S™! = Id — Q es la matriz de proyeccién sobre
Col(A).
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Por lo anterior, se tiene que X = PX + (Id — P)X = p + @, en donde p =
zpy € Ker(A) y w = wywy + -+ - + wuw, € W. Luego, recordando la adopcién
w = (wy,...,w,_1), se abusard un poco la notacién y se escribird F(z,w;a) =0
en vez de F'(X;a) = 0. Entonces F(z,w;a) = 0 si y sélo si, se camplen

(Id—Q)F(x,w;a) =0, (3.6)

QF (x,w;a) =0. (3.7)

Se recuerda que se estd suponiendo que se conoce un par (X, ap) tal que F'(Xo; o)
= 0. Si (29, wp) son las coordenadas de Xj en la base W, entonces se tiene con la
notacién adoptada arriba que F'(xq, wo; o) = 0, es decir que (Id— Q) F (xo, wo; o)
=0y QF(xo,wo; ) = 0.

Se observa que 0, (Id—Q)F(x,w; ) = (Id—Q)0, F(xz,w; ) = (Id—Q)(0x F)R]ea,

- €,)". Entonces 0y, (1d—Q) F'| (20 w0;00) = (Id—Q)ARles - - - e,] = (1d—Q) A, - - -
Wy—1] = AWy -+ - Wy_1], en donde la dltima igualdad es cierta ya que (Id — Q)
proyecta sobre Col(A).

Lema 3.1. Sea L : R"™' — Col(A) definida como w — Al - - - W, _1|w. Enton-
ces L es invertible.

Demostracion. (i) L es inyectiva: supongamos que Lw = 0, entonces AWy - - - Wy,_1]
w=0y [0 W,_1]Jw € N(A). Por otra parte [y - -+ Wy_1|w = wywy + -+ +
Wy_1Wn—1 € Wy este subespacio es transversal a N(A), por lo tanto wyw; +
Wy 1Wy—1 = 0, pero W es una base de W lo cual implica que w = 0.

(i7) L es sobreyectiva: sea y € Col(A), entonces existe x € R" tal que y = Aux.
Luego, por (3.5) se tiene que = = k + w, con k € Ker(A) y w € W, entonces
y=Alk+w)=Aw =AW + - + & 1Wp—1) = Al -+ - Wy1)€ = LE. O

Dado el lema anterior, el teorema de la funcién implicita garantiza que para cada
x 'y a suficientemente cercanos a xg y o (W (xg, ) = wy) respectivamente, existe
un tnico w = Wz, a) tal que

(Id_ Q)F(ZL‘,W(:L‘,Q);Q) =0;

més aun el mapa (z,a) — W(z,a) es tan diferenciable como F. Lo anterior
significa que se ha logrado resolver la primera parte del conjunto de ecuaciones
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F(r,w;a) = 0: (Id — Q)F = 0. Ahora se discute la solucién de la ecuacién
QF =0, es decir (3.7).

Si se substituye w = W (x,a) en (3.7) y se define ¢ : R x R¥*! — V' como
o(z,a) = QF(x,W(x,a);a), (3.8)

se tiene que (3.7) se reduce a encontrar los ceros de ¢, es decir, a resolver la
ecuacion ¢(z, a) = 0.

La anterior discusién demuestra que si F' = 0 entonces (Id—Q)F =0y QF =0,
en particular, si (z,w;a) es un cero de F, necesariamente (z,«) es un cero de
¢. El reciproco también es cierto en el siguiente sentido: si ¢(z,«) = 0 entonces
QF (x,W(z,a);a) = 0y dado que W (x) satisface (Id — Q)F(x, W (z,a);a) =0
se tiene, sumando las dos ultimas ecuaciones, que F(z, W(x, a);a) = 0; es decir,
se ha encontrado un cero del campo F. Quizas este tltimo parrafo cobre mas
sentido si se le analiza desde el siguiente punto de vista: la descomposicion LS
no encuentra todos los ceros del campo F', ni siquiera todos los ceros en una
vecindad de un punto de equilibrio (xg,wp, ), solamente encuentra aquellos
ceros que viven sobre una variedad que contiene al punto de equilibrio inicial
el cual satisface la condicién adicional dim(Ker(A)) = 1. En principio podrian
existir otros puntos de equilibrio dentro de la vecindad de (zg,wo, ) referida
por el teorema de la funcién implicita, pero fuera de la variedad (z, W(x, ), «).
El estudio numérico del capitulo siguiente considera todos los equilibrios en una
vecindad de un punto de equilibrio muy particular. Dicho estudio numérico sugiere
la estabilidad asintética de todos los puntos de equilibrio en una vecindad la cual
no es necesariamente pequena. Como se vera en la siguiente parte de esta seccion,
dicha observaciéon numérica no es sencilla de establecer analiticamente.

Siguiendo con el tratamiento de encontrar los ceros de ¢ definida como en (3.8), es
importante para este trabajo hacer notar lo siguiente: ¢ es un vector en un espacio
de dimension uno entonces, introduciendo coordenadas de manera similar a como
se introdujeron coordenadas en los espacios W y Ker(A), es posible substituir
el sistema ¢ = 0 por una sola ecuacion escalar. A continuacion se detalla este
procedimiento.

Sea V = Ker(A?), el por qué escoger este espacio de esta manera obedece a un
fin practico. La matriz jacobiana A es conocida y el cdlculo de sus cuatro espacios
fundamentales es sencillo en el caso del sistema (1.13)-(1.19). Ademés en este caso
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la matriz @) es una matriz de proyeccién ortogonal, de hecho @ = ||qol| ~2qoq} en
donde gy # 0 es cualquier vector en Ker(A"). Luego
¢z, @) = [lgol| *qog0 F (x, W (z, ), ) ,
de donde se sigue que ¢ = 0 si y sélo si
g(z,a) =g F(x, W(x,a),a) = 0. (3.9)

La funcién ¢ definida en (3.9) se denomina funcién reducida, entonces nos
referiremos a la ecuacién g(z, a) = 0 como la ecuacién reducida. Por el mismo
argumento referido anteriormente, los ceros de g producen ceros del campo F'.

Ventajas de la ecuacion reducida: en este punto es conveniente intentar sinte-
tizar en dos puntos la importancia de la ecuacién reducida g(x,«) = 0 (un tercer
y muy importante punto se mencionard al final de esta seccién):

P1. El sistema F(X;a) = 0 es un sistema de n ecuaciones no lineales, mientras
que el sistema g(z, a) = 0 consiste solamente en una ecuacién. Esto simplifica, en
principio, la tarea de encontrar puntos de equilibrio del sistema original.

P2. La ecuacién g(x,a) = 0 permite introducir con mayor familiaridad el es-
tudio de bifurcacién. En efecto, si se considera a un solo pardmetro variable ~y
(a=(v,a?,...,aY)), entonces puede hacerse un diagrama de bifurcacién para el
problema en el plano (x, 7). En tal caso el problema de identificar formas normales
del tipo silla-nodo, transcritica o de tenedor, tiene sentido.

Desventajas de la ecuacion reducida: de la misma manera en que es sen-
cillo apreciar las ventajas de contar con la ecuacién reducida, no es complicado
anticipar alguna dificultad:

D1. La funcién reducida depende del mapa W (z, a), el cual estd definido implici-
tamente. No hay un método general para obtener W en forma sintética (explicita).
Este hecho no representa sin embargo una dificultad insalvable para el analisis.
En efecto, como suele ser en el caso de funciones cuya existencia se establece a
través del teorema del funcién implicita, las derivadas parciales de g pueden cal-
cularse en términos de las derivadas parciales del campo F'. Este hecho abre la
puerta hacia conocer g por medio de calcular su serie de Taylor. El célculo de las
derivadas de ¢ se aborda a continuacion.
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Calculo de las derivadas de la funcién reducida: si el campo vectorial F'
en el sistema X = F (X;a) es suficientemente diferenciable, entonces es posible
derivar implicitamente a ¢ utilizando la regla de la cadena. Las derivadas de la
funcién reducida g pueden calcularse, primero diferenciando implicitamente la
ecuacion que la define

y luego obteniendo las derivadas de W utilizando el hecho de que
(Id = Q)F(z,W(x,a);a) =0,

en donde Q = ||qll2qoq} v g0 € Ker(A?"). Si bien los célculos de las derivadas
de g no son dificiles, si son tediosos. En este trabajo no se aborda el problema de
identificar formas normales para la ecuacién reducida g(z,«) = 0, por lo que no
se presentaran aqui los detalles (cf. [9] pp. 31 a 33). Unicamente para dar fe de
esta ultima aseveracién, a continuacién se demuestra que g, (g, ap) = 0.

En efecto, g, = qoFx (po+[wy - -+ wn1]W,). Luego, W (xo, ag) = wo, Fx (0, wo; o)
= Aypy € Ker(A), entonces g, = gyA[w; - -+ Wn_1]W, = 0 porque ¢y € Ker(A?).
Aprovechando este calculo es necesario adelantar que, si bien es posible calcular
las derivadas del mapa W en la forma descrita arriba, en general para despejar la
derivada desecada es necesario invertir el operador L del lema 3.1 (este operador
aparece en el célculo que se acaba de hacer). Esto no es sencillo ain en este caso
finito dimensional.

La funcién reducida y su papel en la estabilidad asintética. Este es el
tercer punto (P3) de las ventajas de contar con una ecuacién reducida, y puede
resumirse de la siguiente manera: la reduccion LS garantiza (bajo las condiciones
ya especificadas) la existencia de una variedad de puntos de equilibrio la cual
contiene a un punto de equilibrio base (X, o), o bien (xg, wy, o) en las coor-
denadas de los espacios Ker(A) y W. La estabilidad asintética de cada uno de
esos puntos de equilibrio puede determinarse a partir de conocer el signo de la
derivada parcial g, evaluada en el punto de equilibrio en cuestién. El resultado
preciso es el ultimo en esta parte y requiere de la siguiente definicion:

Definicién 3.2. (Estabilidad asintética) Sea el sistema de primer orden X =
F(X) y Xo un punto de equilibrio, es decir F'(Xy) = 0. X se dice un punto de
equilibrio asintéticamente estable si existen constantes positivas ¢ y C' tales que
para cualquier Y que cumpla que [[Yy — Xo|| < d, la solucién Y'(¢) del problema
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de valores iniciales Y = F(Y), Y (ty) = Yq, satisface: (i) ||Y (t) — Xo|| < C para
toda t > to, y (i1) Lm0 Y (t) = Xo.

Una condicion suficiente para la estabilidad asintética de un equilibrio X, es que
este sea linealmente estable, es decir, que la parte real de cada valor propio de su
matriz jacobiana sea negativa. En el escenario de la reducciéon LS, sin embargo,
la condiciéon dim(Ker(A)) = 1 impide la estabilidad lineal y por lo tanto la
estabilidad asintética debe inferirse de alguna otra manera.

Definicién 3.3. (Eleccién consistente) Sea A una matriz real cuadrada tal que
dim(Ker(A)) = 1. Sea py # 0 en Ker(A) y q # 0 en Ker(A"), entonces
Ker(A) = span{po} vy Ker(A") = span{q}. Se dice que el par (pg,qo) es una
eleccién consistente, si ghpy > 0.

Teorema 3.4. Considere el sistema X = F(X;a) en donde F : R® x RF1 —
R™ es r weces continuamente diferenciable, con r > 1. Sea (Xo,ap) tal que
F(Xo;a09) = 0. Sea A = OxF(Xo;00) € R™™ tal que (i) dim(Ker(A)) = 1,
y (i1) sus valores propios distintos de cero tienen parte real negativa. Sean py y
qo una eleccion consistente de vectores base para Ker(A) y Ker(A"), respecti-
vamente y sea g(x,a) la funcidn reducida producto de esta eleccion consistente.
Sea (x,a) tal que g(x,a) = 0. Entonces si Opg(x,a) < 0 el punto de equilibrio
asociado (x, W (x,a)) es asintdticamente estable, si por el contrario 0,g(x, ) > 0
entonces el punto de equilibrio asociado es inestable.

Algunos comentarios al teorema 3.4 son ttiles. El primer comentario es que si
0.9(x,a) = 0 entonces el enunciado no aplica y la cuestién acerca de la estabili-
dad asintoética debe resolverse de otra manera. El segundo comentario es que la
hipétesis sobre los valores propios de A implica que pg ¢ Col(A) y por lo tanto
¢tpo # 0 (lo cual hace factible la eleccién de un par consistente). El argumento
es el siguiente: si py € Col(A) entonces py = Ac # 0, pero por otro lado Apy = 0,
entonces A?c = 0. Luego, ¢ y py son distintos y pertenecen a Ker(A?) el cual
tiene dimensién al menos dos, pero esto contradice la hipdtesis de que Ker(A)
tiene dimensién uno (la forma canénica de Jordan de A tiene un solo cero sobre
la diagonal principal, elevando al cuadrado seguird habiendo un solo cero, pero
esta serfa la forma canénica de A% que deberfa de tener al menos dos ceros, una
contradiccién).

Para la demostracion del teorema 3.4 ver [9] pp.38-42. Para terminar con esta
parte solo se menciona que la eleccion de los vectores py y go no afecta el resultado
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del teorema antes referido. Si bien es cierto que la funcién reducida cambia, hay
una relacién de dependencia bien definida entre cualesquier dos funciones que
resulten de aplicar la metodologia LS con distintos elementos generadores para
Ker(A)y Ker(A") (cf. idem pp. 30-31).

3.2.2. Reducciéon de Lyapunov-Schmidt alrededor de un
punto de equilibrio positivo

En esta seccion se lleva a cabo la reduccién de LS alrededor de un punto de
equilibrio positivo X, (biol6gicamente relevante) para el cual dimKer(A) =1y
su espectro es tal que sus elementos distintos de cero se encuentran en el semi-
plano complejo izquierdo (ReA < 0). Esto garantiza no solamente que el esquema
general de la seccién anterior pueda lograrse, sino que también pueda (en princi-
pio) determinarse la estabilidad de los puntos de equilibrio que ramifican a partir
de Xy. Una de las contribuciones mas importantes de este trabajo consiste pre-
cisamente en senalar esta dltima posibilidad (cf. teorema 3.4) de determinar la
estabilidad de los equilibrios del sistema. Anterior a este trabajo, la tinica ma-
nera reportada en la literatura para determinar la estabilidad de los equilibrios
del sistema era numérica (cf. capitulo 4 y [5]). Se ha dividido la seccién en siete
partes, cada parte representa un aspecto importante de la metodologia LS.

1. Selecciéon de parametros.

En este apartado se provee una eleccién general de parametros para garantizar la
primera condicion de la reduccién LS, es decir, que la dimensién del espacio nulo
sea igual a uno.

Al igual que antes, sea A la matriz jacobiana del sistema (1.13)-(1.19) (cf. (2.30)),
se hace notar que para un vector de parametros «q tal que 5;, p;, Bs son iguales
a cero mientras que los demas pardmetros son positivos, el sexto renglén de la
matriz A es cero. La anterior observacién implica que el espacio columna y el
espacio renglén de A tienen dimension a lo més seis. De hecho en el apéndice B
se discute el siguiente resultado:

Lema 3.5. 5i X es un punto de equilibrio positivo cuando B = Bs = puy = 0
y todos los demds pardmetros del sistema son positivos, entonces en (X, ap) se
tiene que dim(Ker(A)) = 1 (es decir dim(Col(A")) = 6) y dim(Ker(A")) =1
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(es decir dim(Col(A)) = 6). De hecho,

Ker(A") = span{q} = span{es} , Col(A) = span{ey, e, e3, €4, €5,€7},
Ker(A) = span{po}, Col(A") = span{ry,ro,73,74, 75,77},

en donde e; es el i-ésimo elemento de la base candnica de R”, r; es el rengldn j
de Ay po= (71,72 ---,77)" con

o= (ozpﬁp,uTx?(liT + Fy) (k7 + xg)2 + arrspBrFoup (kp + $2)2> HF s X

(x + pimr + 5g) (5 + 20)7 (ki + 29)%

2 2
Yo = (5TF004TI<L/T/LP (lip + xg) + Bpapura (ky + Fy) (m/T + xg) ) X
2
MF:“SBm'%m (HF + 232) )
2 2
Y3 1= (tix + fmr + KR)WF IS IPOTRT (HF + xg) (kr + Fo) (HP + l’g) X
((apxg + kr) (Km + x?)Q + Bm/im> ,
2 2
Y4 1= =Bp(px + ptmp + kr)prpspr (kr +24)” (kr + Fo) (K7 + 2g)” %
((aPIZ + KR) (Km + 'T(I))Q + ﬁm’im> ’
2 2 2
Vs := (px + HmF + Kr)HsOF (ﬁTFoaTKvéF,UP (kp+2g)” (kp +2g)” (Fm +27)" +
2 2
(—,up (kp+ Q)" (kp + 27) ((apxg + kg) (Km +27)" + Bmfim> +
2 2 2
apBp (o + 20)” (rom +29)°) pral(ng + Fo) (k5 +28)°) |
2 2 2
Yo := (x + timr + kr)ir (kp + 28)” ps(sr + Fo) (kp 4+ 28)” (kp 4+ 24) " prpip ¥
((@Pﬂfg =+ ’%R) ("im + l’?)2 + ﬂmﬁm> )
2 2
V7= (ﬂTFOaTn’Tup (lip + xg) + apBprd(kr + Fy) (/ff[ + :vg) NT) X
2
(kp + 20)” ppBmbmpiix -
El escenario anterior describe entonces un equilibrio positivo X, para un vector
de pardmetros ag > 0 (57 = fs = pr = 0) para el cual dim(Ker(A)) = 1. Més
aun, trabajando con los cuatro espacios fundamentales de A es posible obtener

explicitamente expresiones para sus bases. También se hace notar que el par
(po, Qo) es consistente, es decir gipy > 0.
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2. Calculo del punto de equilibrio positivo Xj.

En esta seccién se demuestra que con la eleccién de parametros descrita anterior-
mente se tiene la existencia de un tnico punto de equilibrio positivo.

El sistema (1.13)-(1.19) evaluado en «y escogido como en la parte anterior, es tal
que el lado derecho de la sexta ecuacion es igual a cero: ¢ = 0, es decir que xg
es constante. Sea entonces g = 3 > 0.

Procediendo como se describi6 en la Seccién 2.2 para resolver el sistema F'(X; ) =
- 0 .0 .0 .0 0

0, se obtiene valores para las coordenadas x3, z3, x3, x5 y a3 (cf. (2.1)-(2.4) y

(2.6)). Estos valores estédn en funcién de 29 y 28 y como ya se explicd en aquella

seccién, si ¥ y 23 son positivas entonces el resto de las coordenadas serdn también

positivas.

A diferencia de la discusion en la Seccién 2.2, en este caso al substituir los valores
de 29, 29, 22 y 22 en el lado derecho de (1.13) y simplificar, se obtiene un polinomio
de segundo grado, P, (en el caso general de la Seccién 2.3 dicho polinomio era de

grado seis). De hecho uno puede verificar que
Py(x1) := agx? 4+ ayz1 + ag (3.10)

donde

0 0
_ 0  —BrFyarppknxg(kp + 23)
az := apfp + Krpp(kp + ) , o - pr(kr + Fo) (K + )

BrFopporxd(kp + xf)
pr(kr + Fo)(kp + 2g)

Y

a1 := apPBpkm + ,uP(KJP + xg)(ﬁm + “RHm) o

Como as > 0y a; < 0, P, tiene una raiz positiva y una negativa. Escogiendo para

2 dicha raiz positiva, se tiene un equilibrio positivo, Xo = (29, 3, 29, 29, 22, 22, 9).

3. Condicién sobre 4.

En esta parte se calcula el espectro de A y se verifica que satisface las condiciones
del teorema 3.4. Para esto definanse las constantes
0 BF 6m/€m

C:=—apx, — — — K o= — — — K
. 4 R . HX — UmF R-
nF+x8 (Km +x?)2 ’
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En este caso es posible obtener o4, calculando y factorizando su polinomio carac-
teristico p(A). En efecto, desarrollando por menores se obtiene que:

C—A 0

Bmkm
(’f'm +x(1))2

g —

C -\
Bm/‘fm
(km+af)?

0

0
Br

f-ip—l—asg

0

(=) (=pp —A)

0
ﬁFxl

(=X (=pp = N(=pr = A) | g,

(=N (=pp = N)(—pr = N)(—ps — A)

(=) (=pp = A)(=pr — N)(—ps — A)(0 = A)

% —apr HF rrtal)? 0

0 0 0 0 0

—Hr = A 0 0 (nii?gﬁ 0

Lt R =

! 0 —wrh e O

0 0 0 -2 0

0 0 0 0 —Hs — A

U e 0
o—A 0 0 0 0
0 —pr — A 0 0 0
0 0 —pp — A 0 0
0 0 0 —pE — A 0

PHX 0 0 0 g — A
C—A 0 % HF 0
% o—A\ 0 0 0
0 0 —pr—A 0 0
nFBfmg 0 0 —pp — A 0

0 pLx 0 0 —ps—A
C—A 0 HE 0
% o—A 0 0
ey 0 —pE = A 0

0 PHX 0 —ls — A
(ﬁimfﬁ)? g — 0

/{FBJI::):g 0 —pE = A

C—=A HF
e SRR
(=M (=pp = X)(=pr — M) (—ps — A) (0 — ) (/\2 + (g — C)A — ppC — Ki}:}j;g
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Sustituyendo C' y o en la expresién anterior se tiene

P(A) = App + ) (pr + A) (s + N ((ix + pimp + £r) + A) (prapz + krur+

ﬂFﬁm/fm 2 0 5F ﬂmﬁm
—=+A A
(kom + 2012 + AT+ (MF+osz4+ P + (ko + 2012 + KR

De donde se sigue que

0A = {07 —pp, —HT, —HS, —HX — UmF — KRR, >\+7 )‘—}a (311)
con
-1 ﬁF ﬁm"im
P 0 + (—4 ]
= (up+apx4+ r 20 T G 1 1)) + k£ (—4pp (apaf + K+

9\ 1/2
B—)+(MF+apx2+ e, P )2+/<R) )

(Fm + 29)2 kp+ 28 (K + 29

Se hace notar que cuando el radical es negativo (valores propios complejos) la
parte real de Ay es negativa. Por otro lado cuando el radical es positivo su raiz es
menor al término fuera de la raiz cuadrada y por lo tanto A, y A_ son negativos.

Asi que o4 tiene solo un elemento cero mientras que los demds elementos son
reales y negativos, verificando asi la hipotesis del teorema 3.4.

4. Matrices de proyeccion y de cambio de base.

En esta parte se calculan las matrices P (proyeccion sobre Ker(A)), @ (proyeccién
sobre Ker(A')) y R (cambio de coordenadas sobre Ker(A) y Col(A")), que se
mencionaron en el esquema general de la reduccion LS.

Del lema 3.5 se tiene que Ker(A") = span{eg} por lo que Q := diag(0,0,0,0,0,1,0).
Luego (Id — Q) := diag(1,1,1,1,1,0,1) es la matriz de proyeccién sobre C'ol(A).
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La matriz R se obtiene también del mismo lema:

[l ™ O gm0 0 Fm 0]

Yol [pol| 7! 0 o 0 0 0 PILX

yallpoll 7t 25 0 —pr 0 0 0
R:= | nullpol™" —apal 0 0 —up 0 0

¥s|lpoll 53 0 0 0 — g 0

-1 Bral ark! -8 —Bpa?
Bleol ™ Gy 0 e el Gerer O
L vellpoll ™ 0 0 0 0 0 —/is

Substituyendo X = R, con £ = (x,wy,...,ws) en F(X;a) = 0, el siguiente paso
en la descomposicién LS es proyectar el sistema homogéno en las nuevas variables
sobre Col(A) y Ker(A'), para luego resolver cada proyeccién por separado.

5. Ecuacién (Id — Q)F = 0.

En el esquema general se explicé como bajo la hipdtesis dim(Ker(A)) = 1 es
posible resolver el sistema (Id — Q)F (z,w,«) = 0 para w en funcién de x y de «,
en una vecindad de (Xo, ). En este caso sin embargo y en principio, es posible
derivar expresiones explicitas para las coordenadas de las componentes del mapa
W (x, ) (ver seccién del esquema general).

Més precisamente, témese como ejemplo la segunda ecuacién del sistema (Id —
Q)F(z,w,a) = 0. En tal caso es posible despejar wq en términos de z, wg y a:

(Vaprx — Yeps) x + ||poll (p°15% + 1) we(w, wy; @)
[pol| (px + pmr + KR)pix

Wy =

No obstante, si bien es posible en principio seguir un esquema de substitucién
sistematico para el resto de las variables, las expresiones para el resto de las
coordenadas de w se vuelven rapidamente inmanejables y por tal razén no se
incluyen en este trabajo. Es interesante sin embargo senalar la posibilidad en este
caso de obtener explicitamente la mayoria de las coordenadas del mapa W (x, «).

La razén de escribir “la mayoria de las coordenadas” y no “todas las coordenadas,”
obedece al hecho de que la variable w; satisfacera, en general, un polinomio de
grado no menor que seis cuyos coeficientes dependen de x y de a. Al menos una de
estas raices dard lugar a un equilibrio positivo X = P¢ con £ = (z, W(x, o), ).
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6. Ecuacién reducida.

Al tomar la ecuaciéon proyectada QF = 0, el resultado es un vector cuya unica
componente distinta de cero es la sexta. Dicha componente distinta de cero es el
lado derecho de la (1.18). En tal caso la ecuacion reducida (escalar), g(z,a) =
ekQF = 0, es precisamente el lado derecho (1.18) después de hacer el cambio de
coordenadas X = P¢.

Eliminando denominadores en la ecuacién reducida g = 0, es llega a una ecuacién
de la forma P(x,«) = 0 en donde P es un polinomio en z con coeficientes que
dependen de a. Cada una de las soluciones de este polinomio genera un punto de
equilibrio. De esta manera, si los valores de los pardmetros del sistema cambian,
el nimero de raices de P puede también cambiar y por lo tanto el nimero de
puntos de equilibrio; es decir que puede en principio ocurrir bifurcacién. Por esta
razén la ecuacion reducida g es llamada también ecuacion de bifurcacién. No se ha
escrito aqui mas explicitamente la ecuacion escalar g(z, a) = 0, pues atin dejando
en forma implicita las componentes de W (z, a), la expresion tiene poco sentido
practico.

7. Estabilidad asintética.

Como se establece en el teorema 3.4 del esquema general, la estabilidad asintéti-
ca de cada punto de equilibrio generado a través de la metodologia LS, que-
da determinada verificando que en cada punto g, es negativa. Se recuerda que

g(z,a) = ¢y F(x,W(x,a),a), entonces si W(z,a) = (wi(z,),...,ws(x,a)) se
tiene que
1

amwl

9 = @(OxF)R& = qp(Ox F)R (3.12)

@sz
Las derivadas 0,w; se calculan derivando implicitamente la ecuaciéon

(Id—Q)F(x,W(x,a)) = 0:

1
@Cwl

(1d-QoxF)IR| | = 0.

axwﬁ
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de donde se sigue que
H[GQ"'G’?]Ww = —H(Zl, (313)

con H = (Id — Q)(OxF)R y e; la i-ésima columna de la matriz identidad Id.
Para (z,w,«) en una vecindad de (xg,wq, ), la transformacién lineal w +—
Hles - e7]w, con w € RO es invertible y por lo tanto W, puede calcularse, en
principio. Sin embargo, la inversién de la transformacién lineal involucrada en el
calculo de W, y la substitucién X = R en el sistema F(X;a) = 0, hacen de
el calculo a mano de g, una tarea practicamente imposible sin la ayuda de un
software especializado, por lo que aqui no se presento.



Capitulo 4

Estudio numeérico

Suponiendo que todos los pardmetros del sistema (1.13)-(1.19) son positivos, en la
Seccion 2.3 se establecio la existencia de al menos un punto de equilibrio positivo.
También se establecid que existe una biyeccién entre el conjunto de equilibrios
positivos y el conjunto de raices positivas de un polinomio de grado seis, Fs. La
tarea de establecer la unicidad de puntos de equilibrio positivos no es sencilla
por dos razones: (1) Fs es polinomio de grado seis cuya factorizaciéon depende de
los valores de los pardmetros, (2) la regla de los signos de Descartes, que es la
herramienta usual para este tipo de tarea, es de poca utilidad practica dado que
los coeficientes de Py tienen, en general, expresiones complicadas.

Con el propdsito de investigar la posibilidad de la existencia de mas de un punto
de equilibrio positivo, y siguiendo el trabajo en [5], en este capitulo se detalla el
diseno de un experimento numérico cuyo propdsito es no solamente el de detectar
varios puntos de equilibrio, sino también el de determinar su estabilidad. En las
siguientes dos secciones se describe el experimento numérico y posteriormente los
resultados obtenidos.

4.1. Metodologia

El experimento numérico consta de dos partes. El objetivo de la primera parte
es el de verificar si es posible que el espectro de la matriz jacobiana del sistema
(1.13)-(1.19) interseque el semiplano complejo positivo, es decir, si es factible
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la ocurrencia de equilibrios positivos inestables. El objetivo de la segunda parte
depende de los resultados de la primera y basicamente pretende determinar el
comportamiento del sistema cerca de un punto de equilibrio positivo, cuando
los parametros del sistema asumen valores especiales los cuales se indican mas
adelante.

4.1.1. Parte 1.

El procedimiento de esta parte fue disenado de forma tal que corroborara los
resultados que se obtuvieron en experimentos numéricos preliminares, los cuales
indicaban que el espectro de la matriz jacobiana estd ubicado en el semiplano
complejo izquierdo. El procedimiento fue el siguiente:

1. Se generaron de manera aleatoria y como se indica mas abajo, valores para los
veinticinco parametros del sistema y estos se guardaron en las columnas de una
matriz R.

2. Con los valores de los parametros generados, se calcularon numéricamente las
raices positivas de FPs. Para cada una de estas raices, se utilizaron las férmu-
las (2.1)-(2.4), (2.6), (2.8) para calcular las coordenadas de puntos de equilibrio
positivos. Estos puntos se guardaron en las columnas de una matriz Q).

3. Para cada uno de los puntos de equilibrio positivos obtenidos anteriormente,
se escribié la matriz jacobiana A = L + ON/0X (cf. Secciones 2.4 y 2.5) y se
calcularon numéricamente sus valores propios. Estos valores se almacenaron en
las columnas de una matriz A la cual tiene siete renglones. Se observa que los
valores propios de A con parte imaginaria distinta de cero siempre vienen en
pares conjugados.

4. Para cada columna de A se escogio el valor propio con parte real mas grande
y se almaceno en un vector \,,q;.

5. Se repitieron los pasos anteriores N = 10, 000 veces'.

6. Al término del procedimiento anterior se imprimié el vector A\ € CV y se
escogio entre sus componentes aquella con parte real mas grande, ¢. Es decir que
entre todos los valores propios que se generaron durante los N ensayos, £ es el

IEste es un niimero que representa una cantidad de operaciones atn realizable con una
computadora portatil en un tiempo razonable
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valor propio de A con parte real més grande. Este valor serda importante en la
segunda parte de la metodologia.

7. Se graficaron las componentes del vector A4, en el plano complejo. Esta figura
representa qué tan cerca del eje imaginario se encontro el espectro de A en cada
ensayo.

Generacion de parametros. Los valores de los parametros fueron elegidos de
manera aleatoria empleando una distribucién uniforme como se indica en el resto
de este apartado.

Como se vi6 en la Seccién 2.1 los pardmetros Fjy, kp y £ tienen un rango definido
de valores (cf. tabla 2.2). Los valores para estas constantes se escogieron de forma
aleatoria dentro de sus respectivos rangos.

En la Seccion 2.1 también se senalé que los pardametros k1, K, Kp ¥ ar, ademas
de sus valores nominales establecidos en la tabla 2.1, con menos frecuencia se les
encontrd en la literatura asumiendo los valores indicados en la tabla 2.3. Para
estos cuatro parametros sus valores se escogieron en intervalos definidos por sus
valores nominales y los valores de la tabla 2.3. Por ejemplo, si el valor nominal
de k1 es a y su valor en la tabla 2.3 es b, y a < b, entonces el valor de sk se
escogi6 de manera aleatoria en el intervalo [a, b].

Los valores del resto de los pardmetros se escogieron en un intervalo centrado
alrededor de sus valores nominales de la siguiente manera: por ejemplo, a cada
uno de estos parametros m con valor nominal 7 se le asigné de manera aleatoria
uniforme un valor en el intervalo [m/2, 3m/2].

4.1.2. Parte 2.

Anticipando los resultados de la parte 1, en esta parte se hizo lo siguiente:

1. Se escogid la columna de R asociada con /, es decir, se selecciond el juego de
parametros que produjo el valor propio con parte real mas grande que se obtuvo
en los NV ensayos.

2. Se seleccioné la columna de la matriz () correspondiente con ¢, es decir, el
punto de equilibrio asociado Xj.
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3. Se resolvié el sistema (1.13)-(1.19) numéricamente, empleando dos tipos de con-
diciones iniciales. El primer tipo de condicion inicial, Y, se escogio Y = X. Este
es el caso control (si Xy es un punto de equilibrio entonces la solucién numérica
del sistema debe ser constante X (t) = Xj). El segundo tipo de condicién inicial
Y = (y1,...,y7) se escogi6é perturbando aleatoriamente el punto de equilibrio
Xo = (29,...,2Y) de la siguiente manera: a la componente y; se le asigné de
manera aleatoria uniforme un valor en el intervalo [0,2x?]. Se generaron siete

condiciones de este segundo tipo.

4. Para cada una de las condiciones iniciales del punto 3 se obtuvieron las siguien-
tes gréﬁcas: (;Cl<t), t)? L= 17 R 77 (xl(t)7 xi+1<t))7 ($Z<t), xi+1<t)7 t)v L= 17 ce 76-

Con el objeto de reforzar nuestras conclusiones méas adelante, el experimento
cuyas dos partes se acaban de describir se repitié M veces.

4.2. Resultados

4.2.1. Parte 1.

Después de haber realizado M = 6 experimentos se llegé a la conclusion de que los
resultados eran cualitativamente muy similares, razén por la cual sélo se reportan
los resultados de un solo experimento. La grafica que se presenta a continuacién
corresponde al tercer experimento y a la primera parte de la metodologia. En la
grafica se incluye ademés el valor propio més grande de la matriz L (recuerde que
la matriz jacobiana es de la forma A = L + ON/0X, en donde L es una matriz
real diagonalizable cuyos valores propios son siempre reales negativos).

En cada uno de los N ensayos se encontré exactamente un punto de equilibrio
positivo. Mas aun, como se ilustra en la grafica anterior, el espectro de la matriz
jacobiana se encontré siempre en el interior del semiplano izquierdo complejo; es
decir, que el punto de equilibrio positivo correspondiente es linealmente estable.

En los seis experimentos realizados se observé que los valores de ¢ coincidian hasta
tres cifras significativas, es decir ¢ ~ —0,025, y méas especificamente —0,026 <
¢ < —0,02536. Por otra parte en todos los ensayos se observé que el valor propio
méas grande de la matriz L se encontraba siempre a la derecha del valor propio
mas grande de la matriz jacobiana. Lo anterior sugiere que el espectro de la
matriz jacobiana no solamente se encuentra en el interior del semiplano izquierdo
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FicurA 4.1: Grafica de los valores propios con parte real mas grande, del
experimentos 3

complejo, sino que ademds se encuentra a una distancia ¢ no inferior a 2 x 1072
del eje imaginario. Se conjetura que 6 debe estar determinada por el valor propio
més grande de L y que el efecto de la matriz B = ON/0X sobre el espectro de L
es el de desplazar a este ultimo hacia la izquierda, contribuyendo a la estabilidad
lineal del punto de equilibrio positivo.

4.2.2. Parte 2.

Como se mencioné en la metodologia, en esta parte se calcularon numéricamente
las soluciones del sistema para siete condiciones iniciales distintas. Esto se hizo
en cada uno de los seis experimentos. En términos generales, el andlisis de los
resultados arrojé los siguientes comportamientos para las variables ;(¢): (1) Una
tendencia asintética esencialmente mondtona al valor de equilibrio z¥. (2) Una
tendencia asintotica no mondtona al valor de equilibrio, durante la cual la variable
x;(t) atraviesa dicho valor un niimero finito de veces (una a tres veces) antes de
converger monotonamente a él.
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Aqui se debe aclarar algo muy importante. Simulaciones numéricas preliminares
indicaron que el sistema (1.13)-(1.19) posee variables rapidas y lentas. Esto quie-
re decir que hay una diferencia de aproximadamente dos érdenes de magnitud
entre los tamanos de los valores propios de la matriz jacobiana la cual tiene a ¢
como uno de esos valores propios. Esta diferencia ocasiona que la evolucion de
algunas variables transcurra mas rapidamente que la del resto de las variables.
A este tipo de problemas se les denomina “stiff” y para ellos se tienen integra-
dores especializados. En este trabajo se empled el integrador ode23t de Matlab.
ode23t implementa la regla del trapezoide para integrar el sistema de ecuaciones
y después interpola libremente entre los valores calculados. Este integrador es
usado generalmente cuando se tiene un sistema cuyas variables son sensibles a
oscilaciones numéricas.

A continuacién se presentan las gréficas de (x;(t),t)7_, para el tercer experimento
Unicamente y con una sola condicién inicial. Como ya se mencioné anteriormente
la razon por la cual se han omitido las graficas de los otros cinco experimentos con
sus condiciones iniciales es que, esencialmente, presentan el mismo comportamien-
to que las que aqui se reportan. En este sentido, las graficas a continuacion son
representativas. Las graficas de la Figura 4.2 verifican la estabilidad asintética
del tnico punto de equilibrio positivo. Cabe subrayar que en todos los experi-
mentos realizados las variables xg y 27 convergieron mondétonamente con mayor
frecuencia que las demés a sus valores de equilibrio (cf. Figura 4.3). En contraste,
en ninguno de los N ensayos de cada uno de los seis experimentos, x; conver-
gié mondtonamente a su valor de equilibrio. Este comportamiento es tipico en
sistemas no lineales con nodos linealmente estables.
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FIGURA 4.2: Gréficas de x;(t). Tercer experimento.
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FIGURA 4.3: Histograma de frecuencias de comportamiento monétono (para
los seis experimentos) de las variables, tomando como condicién inicial una
perturbacién del punto de equilibrio positivo.



Conclusiones

1. Conclusiones de la parte numérica.

1. Existencia de puntos de equilibrio positivos. Los experimentos numéri-
cos del capitulo cuatro verifican la existencia de al menos un punto de equilibrio
positivo. De hecho en cada uno de los 60,000 ensayos numéricos se encontré un
tnico punto de equilibrio positivo (se recuerda que un caso se refiere a la genera-
ci6én aleatoria de pardmetros « y resolver numéricamente el sistema F(X;a) =0
para X). Intuitivamente la existencia de méas de un punto de equilibrio positivo
sugeriria una dindmica celular la cual transcurre entre dos o mas estados feno-
menoldgicamente observables. Pero este no es el caso, la dindmica de una célula
animal sana no ocasiona variaciones importantes en sus funciones.

2. Estabilidad de puntos de equilibrio. En cada uno de los ensayos numéri-
cos, el inico punto de equilibrio positivo resultd ser linealmente asintéticamente
estable. Mas ain, considerando el tamano de la regién alrededor del equilibrio
de donde se tomaron las condiciones iniciales en la segunda parte de la meto-
dologia, se infiere que la cuenca de atraccién de cada punto de equilibrio es lo
suficientemente grande como para considerar que la estabilidad es local.

3. Espectro de A. En todos los ensayos el espectro de la matriz jacobiana eva-
luada en el punto de equilibrio (A = L+ B con B = ON/0X) se encontrd siempre
dentro del semiplano izquierdo complejo, sugiriendo la estabilidad asintética de
los equilibrios positivos para un amplio rango de los parametros. Mas atn, el es-
pectro se encontrd siempre a una distancia no inferior a 2 x 1072 del eje imaginario.
Los resultados de los experimentos numéricos indican que puede pensarse en el
espectro de A como el resultado del efecto que tiene la matriz B sobre el espectro
de L, el cual consiste en desplazar el espectro de L hacia la izquierda. En este
sentido B es una perturbacion de L la cual tiende a estabilizar més rapidamente
a la parte lineal del sistema.

2. Conclusiones de los capitulos 2 y 3.

1. Existencia de puntos de equilibrio. En este trabajo se demostro la exis-
tencia de al menos un punto de equilibrio positivo utilizando dos argumentos mas
sencillos que el de [5] (regla de Descartes y la observacién Fs(0) < 0). De hecho se
establecio explicitamente una biyeccion entre los equilibrios positivos del sistema
y las raices del polinomio Py (cf. capitulo 2).
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2. Unicidad de puntos de equilibrio. El problema de la unicidad de los
equilibrios positivos no es trivial, esto ya lo sugerian los ejemplos de la Seccién
1.2.2, en particular el tercero. En contraste con [5], en este trabajo no fue posible
establecer la unicidad de los equilibrios positivos. Esto se debid a que al incorporar
la dindmica de la mitocondria al modelo, la existencia de puntos de equilibrio
positivos esta ligada la problema no trivial de encontrar las raices de un polinomio
de grado seis (Fg). El polinomio homdlogo en [5] es de grado tres y sus coeficientes
son tales que permiten establecer la unicidad de un una tunica raiz positiva.

3. Estabilidad y bifurcacién. En este trabajo se abordaron los problemas de la
estabilidad lineal y la estabilidad asintética de los puntos de equilibrio positivos.
Para la estabilidad lineal se logré establecer que los valores propios de la matriz
jacobiana del sistema, son raices del determinante de una matriz M). Este ultimo
determinante se calculé explicitamente y se encontré que esta intimamente ligado
al polinomio caracteristico de la matriz L (cf. 2.31). Lo anterior sugiere una rela-
cién muy cercana entre los espectros de A y de L, lo cual también puede intuirse a
partir de los resultados numéricos (punto tres anterior). En cuanto a la estabilidad
asintotica, en este trabajo se plantea que esta puede en principio determinarse a
partir de la ecuacion reducida del sistema. Asi mismo, dicha ecuacién se presta
para el estudio de bifurcacién en el caso X > 0 y a > 0. Este caso es interesante
pues permitiria hacer predicciones acerca del futuro de la célula cuando los niveles
de uno o mas de los agentes que participan en la homeostasis del hierro, es bajo.
Cabe senalar que en este trabajo se demostro la ausencia de bifurcacion en el caso
X >0y a> 0. Desde la perspectiva matematica este resultado es contra intuiti-
vo, ya que la presencia de una gran cantidad de pardmetros hace pensar que los
escenarios de bifurcacién son abundantes. Pero este no fue el caso. La ausencia
de bifurcacién sugiere que el modelo (1.13)-(1.19) representa un sistema con una

7

dindmica “estable:” su comportamiento no incurre en cambios dréasticos o abrup-
tos como es tipico en situaciones de bifurcacién. Esto ltimo corresponde con lo
observado en la naturaleza: una célula sana no presenta variaciones importantes
en su funcionamiento. Finalmente, tanto el estudio de Chifman como el de este
trabajo sugieren que los modelos bioldgicos de regulacién de naturaleza similar,
deben poseer la siguiente propiedad universal: existencia de un tnico punto de
equilibrio positivo estructuralmente y asintoéticamente estable. Esta seria entonces
una caracteristica por establecer siempre que se pretenda afirmar que un modelo

dado represente un sistema de regulacion.



Comentarios finales

Durante la investigacién de este trabajo surgieron algunas ideas que parecieron
importantes y que no se abordaron por cuestién de tiempo. A continuacién apa-
recen enumeradas.

1. Sistema integral. En el apéndice C.1 se demostré que el sistema (1.13)-
(1.19) define un escenario de punto fijo para la variable z1; més atn, hay una
biyeccién entre las soluciones del problema de punto fijo y las soluciones del
sistema diferencial. Las demostraciones de los teoremas de la Seccion C.2 pueden
adaptarse al sistema integral definido en esa seccién. La ventaja de hacer eso seria
la de extraer informacion especifica acerca de las soluciones del sistema diferencial
(e.g., intervalo de existencia, continuacién de soluciones, dominio de continuidad
y diferenciabilidad de las soluciones, etc.). En este trabajo no se abordé el estudio
del sistema integral, no obstante este sistema es en si mismo de interés tedrico.

2. Derivaciéon de un sistema no auténomo. En este apartado se demuestra
que con un cambio de variables que involucra factores integrantes, es posible
eliminar del sistema (1.13)-(1.19) términos de la forma cz; al precio de pasar a un
sistema no auténomo. La relevancia de este nuevo sistema es no solamente que
posee menos términos, sino que abre la posibilidad a estudiar la estabilidad del
sistema utilizando la teoria de estabilidad de sistemas no auténomos.

— t _ t _ t _ t _ t
Sean 51 — eﬁR x17 52 — e(/j‘X+,U'mF+’{R) ‘/L‘Q, 53 — euT x37 54 — eMP x4’ 55 — e:u'F x57

£ = elllzg, & = eFstx,. Entonces el sistema se transforma en el siguiente:

&1 = (BrEFo&s)(kr + Fy)“teSrmrr)t o pe™hPle &4+ ppelRRH e 4
— (Br&) (kpe™" + &) e — (Bnér) (Fme ™R + &)l
o = (Bm&r)(Kme Rt 4 &) telxthmrtrr)t
€ = (apks) (ke + £g)Lerrt
0= (Bp)(kpettt + gg)~telmrtnnt
&5 = (Br&y)(kpett + &) Lelrtmi—rr)t
Eo = (Brrr) (rpemm 4 &) eWrtRmt (B! )(khebst 4 &) Lelwrths)t

& = pluXe—(uerummeR)t&eust

Fijando los valores de los pardmetros en sus valores nominales (cf. 2.1) se tiene
que kp — pr < 0, kg — pr = 0, pix + pmr + Kr — ps > 0, pip + pr — kg > 0.
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Suponiendo que el sistema anterior tiene soluciones acotadas (&1, ..., &7), entonces
el comportamiento asintético cuando ¢ — oo de las variables &, &3 v &4 esta deter-
minado por las variables £, & y &, mientras que {7 = ¢o (constante). El sistema
reducido es el siguiente:

& = s — Brév(rre’ + &) T et — Bl (Kme™ 4+ &) e
55 — BFgle(NF‘HJI—HR)t(KFe#[t +§6>_1

56 _ &mewﬁm)t(memt + 51)71 + ﬁglﬁ’le(“”“S)t(/@’Ie“ﬁ + co)*l )

3. Un problema de control. Suponiendo que los valores de los parametros «
en el sistema (1.13)-(1.19) han sido asignados, es posible plantear un problema
de control tomando a las variables x; y xg como los controles.

Sea Z := (xq, T3, X4, T5, T7), entonces 7 = J[Z] + G|x1,x6], en donde

J[Z] = (_(HX + Umr + H‘R)xm —HTT3, —pT4, —HFT5, PUX T2 — MSI7) )

G[Z] = ( Bn1 7 ,aTl‘G 7 Bp 7 Brr1 ) .
KEm +T1 Kp+T¢ Kp+Te Kp+ Xg
Sea H|Z;xy, a1, x¢,46) := (Z1 — f1,46 — f6), en donde
fi:= 6T/1TL-£FO$3 — QpT1T4 + UFT5 — BFW;WxI - 6mﬁ — KRT1,
K K
oo i et L
El problema de control consiste en llevar H a cero, en ese momento (x1, ..., x7)

son soluciones del sistema (1.13)-(1.19).



Apéndice A
Demostracion del lema 2.2

En la Seccién 2.3 se demostré que si Z es tal que A(z) = B(Z), entonces T es
raiz de un polinomio el cual se denota por Py(x). También en esa seccién se
demostré como obtener dicho polinomio. Aqui se calculan sus coeficientes porque
estos se necesitaron para establecer condiciones suficientes para la unicidad de un
punto de equilibrio positivo (lema 2.2). Se demostrarén esas condiciones.

A.1. Regla de los signos de Descartes

Teorema A.1 (Regla de los signos de Descartes (cf. [23] p. 13)). Sea p(z) un
polinomio de grado n tal que

p(l’) :anxn—i_an—lxn_l+"'+a1x+a0 a; ER, [07% 7é0

Considérese la sucesion (a;)!—, y sea k el nimero de cambios de signo entre coefi-
cientes consecutivos en la sucesion. Entonces el niumero de raices reales positivas
del polinomio p(x) es igual a k, o k — 2r para algin entero positivo r. Si k = 1
entonces existe exactamente una raiz real positiva.

Demostracion. La demostraciéon de este resultado se puede consultar en [22] pp.
138-140. O

5
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A.2. Coeficientes del polinomio F;

En la Seccién 2.3 se estableci6 que el polinomio Ps(x) se obtiene multiplicando los
términos en la expresion (2.19) y recolectando términos en z de la misma potencia.
Esto tltimo se puede hacer de manera ordenada como se indica a continuacion.

Definanse los siguientes términos
Tl = (KPHQ([L') + Hl(l')) s

T, = %(ﬁmx + KRT (K + 2)) (Ko (2) + () — Ci(km + x)Hl(@} ’

T3 = (kplla(z) + I (x)) ,

Ty = |Cox(km + x)a(x) + %(ﬁmx + k(K + 7)) (kplla(x) + Hl(x))} :

Inspeccionando cada término se concluye que se trata de polinomios cuyos grados
se indican a continuacién:

T1 = b2$2+b11‘+b0,

en donde
!
by := rip(Ky + C3) + Pty ; bo 1= KmKIKT (%P + b + &) ;
K Hr  Ur
/ / BI’QI / BS’KLII
by = kpkr(K] + C3) + Kikm + M—(/sf +Cs) + . (Km + K1) -
I I

TQ = d4l’4 + dgﬂ?g + d2$2 + dlfﬁ + do 5

en donde

1 K
dy == —Kpg (/‘Q/T(/ﬁll + C3) + Ps I) ,
2 Hr

d3 =

—BLRI(H} +C5) + 621%1(%[ + mm))
I I

+(6m+/€RHm) (/{/T(/f,]“f’CS) + BS/Q/I)] . Cl (65”;) 7
K K1

{KR <K/TI<L[(I<L/I + C3) + KK K +

N | —
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’ 1
dy := —C, (”B”” (K} + Cs) + ﬂsﬂf(m + 2/<;m)) +z [mannm’, (n’T I &>
K K 2 Bro

K K
+ (B + KREm) <K/THI(HII + C3) + KK K + %(/@} +C3) + 62 Lkr + nm)ﬂ ,
I I

d, = % [(ﬁm + KrEm) (KIKKm) (I{/T + % + %)}

- (ﬁlm (265 Km + C3) + Bty

Hr Hr
do := —C1K% k1K) (é + &> .
Mro pr

(2k1Km + /{il)) ,

2
T3:€2$ +e1x +eq,

en donde
KJ/
e = k(K + C3) + el : €y = KKK} (K/'/T + b + &> :
Hr Mro pr
K K
e1 = kpkr(ky + C3) + Kk + %(/ﬁ'[ + C3) + 52 LK + K1) .
I I

Ty = f4ﬂU4 + f32° + for® + fiz + fo,

en donde
1 K
f4 = Cg(Cg‘i‘H})"Fé/ﬁR [KP(KIII + 03) + ﬁzll} 5
1 /
fsi=5 [”R (WW, +Co) + oo+ Py G+ P m)
U MK
!
-+ i) (e + Ca) + S| 4 a6+ oo + ).
I
1
fo 1= Cy(krkikm + Kik2, + Krkm (K + C3)) + 3 |:/€R/€]/€/I/£m </—@p + % + %) +
I I
!
(Bm + KRrEm) (KPFLI(FG/I + C5) + KpKhm + Bﬂjl (k] +C5) + BZI;I (K + /ﬁ))] ;

fi:= C’g(/ﬁ/i’llifn) +

fo =0.

[(ﬁm + KRbim ) (KK Rm) (FJP = &H :

1
2 Hr o I
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Con la notacién anterior se tiene de (2.19) que

Pﬁ(ﬂ?) = (621‘2 + bll‘ + b()) [d4!lf4 + d31’3 + d2$2 + dll‘ + do}
+ (e20” + 1z + €o) [faz" + f32° + fox® + fiz] |

de donde se sigue de manera directa que

w = (el +0+ B50) (5) (g v g+ 250 ) 1
(otwt + 0+ 2258 (ot -+ 5 (ot 4.0+ 225
I

as = bidy+badz +ei1fy+eafs,

ay = body+ bidz + bads +eofs +e1f3+ €2 f2,
az = bodsz + bidy + bady + e fs +eifo+eafr,
ay = body + bidy + bado + e fa + €1 f1,

ar = body + bido + eof1,

w = Ot (205 (g Oy Do)

R
S s o o

(A
(A
(A
(A
(A
(A7

)
)
)
)
)
)

Kmr Kr Hr Hr

La demostracién de la primera parte del lema 2.2 se sigue de observar que ag y
ag tienen signos opuestos (recuerde que este lema supone que todos los pardme-
tros del sistema son positivos) y por lo tanto la regla de los signos de Descartes
garantiza la existencia de al menos una raiz positiva.

Para la demostracién de la segunda parte obsérvese que en la expresiéon (2.19)
aparece un signo negativo en el término 75, pero bajo las condiciones (2.20)-(2.22)
todos los coeficientes de este polinomio son positivos salvo dy que es negativo
(véase las expresiones anteriores para dy, di, dy d3 y dy). Asf la sucesién (a;)%_,
de los coeficientes de Py ( (A.1)-(A.6) ) presenta un solo cambio de signo y por
lo tanto dicho polinomio tiene una unica raiz positiva.



Apéndice B
Demostracion del lema 3.5

En este apéndice se demuestra el lema 3.5 de la Seccion 3.2.2 concerniente a la
matriz jacobiana.

Lema 3.5 Si X es un punto de equilibrio positivo cuando f; = s = ur = 0
y todos los demas pardmetros del sistema son positivos, entonces en (X, o) se
tiene que dim(Ker(A)) =1 (es decir dim(Col(A")) = 6) y dim(Ker(A")) =1 (es
decir dim(Col(A)) = 6). De hecho,

Ker(A") = span{eg}, Col(A) = span{ey, ez, €3, €4, €5, €7},
Ker(A) = span{po}, Col(A") = span{ry,ro,73,74,75, 77},

en donde ¢; es el i-ésimo elemento de la base canénica de R”, r; es el renglén j
de Ay po=(11,%2,...,77)" con

2 2
M= (Oépﬁp,LLTiL'?(KZT + Fy) (ko + 2g)” + arkpBrFopp (kp + ) ) [ fhg X
(thx + pmp + KR) (KvF + $8)2 (lim + $(1))2 )

2 2
V2 = <5TFOCYT’€/T#P (kP +23)" + Bpapura(kr + Fy) (W7 + 25) ) X
2
PE S Binkim (FGF + 958) ;

2 2
V3 := (px + pmr + Kr)prpspparsy (kp + Q)" (kr + Fo) (kp 4+ 2¢)” X
((@pal + w) (s + 29)* + B )

79
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Yo 1= =Bp(px + tmp + sr)prpspr (kr +13)° (7 + Fy) (5 + 28)”
((ap:ci + kR) (Fm + x?)Q + Bm/-’»m) ;
Vs = (x + pmr + KR) 1S OF <5TFOCYTH/TMP (k)" (5p +28)" (o +29)" +
(—,up (kp + x2)2 (kp +27) ((apxg + kr) (Km + x?)Q + ﬂm/im) +
apfp (kr + x2)2 (Fom + 33(1))2> pry (ke + Fo) (k7 + 952)2) )
Yo 1= (x + pimr + &R)ir (rr +28)° ps(rr + Fo) (7 +a§)” (kp + 28)” prpie
<(01Px2 + /{R) (/{m + x?)Q + 5m/{m> )
V7= <5TF004T/€/TMP (kp + 378)2 +apfpal(rr + Fo) (K + xg)Q NT) X

(5 + 28)° tp Brutimppix -
Demostracion. Supongase que Xy > 0 es un equilibrio para un vector de parame-
tros ag en donde pu; = Bs = By = 0 y los demds parametros positivos. Entonces
la matriz jacobiana del sistema (1.13)-(1.19) es la siguiente

— .TO -

c R =

Gmratz ¢ 0 0 0 o 0

0 0 — T 0 0 (KZZZEF 0

A= 0 0 0 —pp 0 s 0

B —Brz
om0 0 0 —wr Gy O
0 0 0 0 0 0 0
0 ppx 0 0 0 0 —ps
donde C := —apzl — Hffzo — (Hﬁmfm’ﬁ)Q — KRY 0 := —lx — lbmF — KR, aplicando
6 m 1
eliminaciéon Gaussiana sobre A se obtiene Z =

i BrF 0 Brzd
C 0 P n —apr] 153 (wimlgﬂ 0
O o —BmkmBr Fo /BmNmOCPZ'(l) M _/BmfﬂmBFx? O

C(km+x0)2(kr+Fy)  Clim+a9)2 C(km+xY)? C(nm+m(1))2(,nF+acg)2
aTk
0 0 — T 0 0 CA +;8")2 0
0 0 0 —pip 0 iy 0
_ b0
0 0 0 0 “F<ggﬁg;g;%> & 0
6
0 0 0 0 0 0 0
| 0 0 0 0 0 € — s |
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con
¢ = —Pr ( BrFoarksy n ! B} apfpr] )
krp + 23 \Cur(cr + Fo)(klp +23)  kp+28  Clkp+ 22?2 Cup(kp+29)?) "’
€ = B bmphix ( B} BrFoarksy apfpr] n
Co(kim +29)? \(kr +28)*  pr(sr + 1) (k7 +28)*  pp(sp + 23)?
B ( BrFyarky n xf n Bra} apfpr] >
C/J/T(FLT—FFO)(FL/T—Fl’g) /<LF—|—SL’g C(HF—FJI%)Q C,up</€p+$8)2
CBr
C(KF + l‘g) + BF) .

La matriz Z tiene seis pivotes y por lo tanto las dimensiones del espacio columna y
del espacio renglén de A son ambas seis, mientras que el espacio nulo y el espacio
nulo izquierdo de A tienen ambos dimension igual a uno.

Las bases para el espacio nulo izquierdo, el espacio renglon y el espacio columna
pueden obtenerse por inspeccion. Para el espacio nulo izquierdo se hace notar que
el vector candnico eg es tal que e§A = 0, es decir que eg es un elemento en este
subespacio, y como dicho subespacio tiene dimensién uno se tiene que Ker(A') =
span{eg}. Para el espacio renglén se recuerda que la matriz jacobiana tiene un
renglon de ceros y como este subespacio tiene dimension seis, se puede tomar como
base los seis renglones restantes, es decir Col(A") = span{ri,r,73,74,75,77}.
Finalmente, para el espacio columna observe que la sexta entrada en todas las
columnas de la matriz jacobiana es cero, por lo tanto el espacio columna es tal
que Col(A) = span{ey, e, €3, €4, €5, €7}

Para obtener una base para el espacio nulo se resuelve el sistema ZX = 0. De la
séptima ecuacion de este sistema se obtiene

w7(6) :=Bmbmppix (BrFoorkpup(kp + 28)* + apBpure(kr + Fo) (k7 + 15)%) X
-1
[sprip(px + pmr + kg) (k1 + Fo) (K7 + ) (kp + 20)*] T %

[(Oépﬂfg + ’%R)(Km + x?)Q + Bm'%m] Tg -
(B.1)
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De la quinta ecuacion del sistema ZX = 0 se obtiene

zs5(x6) := [Br (BrFoorkpup(kr + 20)*(kp + 29) (ki + 29) + pral (ke + Fo) ¥
(k4 1) (apBp(kp + 20)* (Km + 23)? — pp(kp + 24)*(kp + 28) X
((apay + Kg) (Km + 27) + Btim)))] [urprpe (e + Fo) (w7 + 2g)%] 7' X

(5 + 29)%(5p + 29)*((0pa§ + Kp) (Fom + 29 + Bnkim)] " 5.

(B.2)
De manera analoga, de la cuarta y tercera ecuaciones se obtiene

=B
pp(kp + 28)?

ark!
r3(76) = LQ%, xy4(x6) 1=

T - B.3
ey + 23) o B9

De la segunda ecuacion se resuelve para xs en términos de x3, T4, T5 v Tg. Subs-
tituyendo los valores en (B.1)-(B.3) se obtiene

2o (6) := [Bmbim(BrFoarkrpp(kp + 13)? + Bpapura} (ke + Fo)(kp + 28)°] X
[((ang + kR) (K + 29)? + Bufom ) ip (K + 55(6))2(’@ + 378)2] Tx

((x + pimr + KR) (kr + Fp)) 26
(B.4)

Finalmente de la primer ecuacion se resuelve para x; en términos de x3, x4, x5
y xg. Substituyendo los valores en (B.2)-(B.3) se obtiene

(B + 202 (apBpurad(kr + Fo)(ky + 28)? + arklpBrFopp(kp + 23)?)

(apa + ) (Ko + 292 + Buntim) (57 + Fo) (i + 20)2pirpip(rp + Q)%
(B.5)

Entonces X = (z1(x¢), z2(x6), v3(x6), v4(x6), v5(x6), 6, x7(26)) €s un vector en
Ker(A) el cual tiene dimensién uno y por lo tanto X es un generador de dicho

x1(z6) 1=

espacio. Més atn si g = 7, en donde

Y6 = (fix + pmr + KR)1r (Kp + Ig)Q ps(kr + Fo) (k7 + x(ﬁ))2 (kp+ xg)z Hrhtp X

((oszg + KR) (Iim + x?)Q + Bmffm> ,
(B.6)

se tiene que X = py. O



Apéndice C
Herramientas matematicas

Este apéndice se divide en tres partes. En la primera parte, asumiendo la exis-
tencia y unicidad de soluciones del sistema (1.13)-(1.19), se deriva un sistema
integral a partir de (1.13)-(1.19). El sistema integral hace evidente una relacién
jerdrquica entre las variables, precisamente, se demuestra que x; y x¢ gobiernan
de manera directa la dindmica de las demas variables. Posteriormente se muestra
explicitamente que de hecho es la variable x; la que gobierna la dinamica del
sistema completo. Finalmente se argumenta de manera informal la posibilidad de
definir un problema de punto fijo para la variable x1, la solucién del sistema de
punto fijo se traduce en encontrar la solucién para el sistema (1.13)-(1.19). En la
segunda parte se enuncian los teoremas de existencia, unicidad y diferenciabili-
dad de sistemas de EDQO’s, y se argumenta que estos son aplicables en el caso del
(1.13)-(1.19). Por tltimo, y por completitud, en la tercera parte se enuncian el
teorema de la funcién implicita, el teorema de Hartman-Grobman y se demuestra
que la propiedad de Lipschitz para campos diferenciables en R™.

C.1. Reduccién a un sistema integral

En esta seccion se demuestra que existe una relacién de interdependencia muy
especifica entre las variables del sistema (1.13)-(1.19). También se demuestra que
la variable z; gobierna la dinamica del sistema de una manera que se hara explicita
a continuaciéon. Finalmente se define un escenario de punto fijo para la variable
xy.

83
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Suponiendo z(t) conocida la ecuacién (1.14) es lineal y puede integrarse por el
método del factor integrante:

¢
To(t) = e Wxtpmptrr)t (40 4 m/ 6(“X+”mF+”R)SI1—(S)ds . C.1
2( ) 2 6 0 Ko + $1<S) ( )

La anterior es una expresion de la forma
Ty = Xolwy; 29, (C.2)
en donde Xs[zy; x9](¢) es el lado derecho de (C.1).

Similarmente (1.15) y (1.16) pueden integrarse suponiendo z conocida:

2y(t) = ebrt (xng /0 t e““% ds) — Xlrad)(t),  (C.3)

/
Kp + Tg

euPs

wat) = et ( woe [
0

Por otra parte (1.17) puede integrarse si suponemos x; y xg conocidas:

) = X0, (Ca)

x5(t) = e Hr! (a:g—l—ﬁp /Ot e“”% ds) = Xs[zy, 26, 28)().  (C.5)

K + Tg

Finalmente,

¢
x7(t) = e_“st(x$+ppx/ e$5xy(s) ds) =: Xr|wa; 29)(t). (C.6)
0
Substituyendo (C.2) en (C.6) se obtiene
z7 = Xq[Xofwy; 29); 29 = Xi[wy; 29, 29 . (C.7)

Lo anterior establece que x9, x3, 4, 5 y 7 dependen funcionalmente de las varia-
bles x1 y xg; es decir, estas ultimas gobiernan la dindmica del sistema completo.
De hecho se tiene la relacion jerarquica de dependencia entre las variables que se
muestra en la Figura C.1.

Substituyendo (C.2), (C.3), (C.4), (C.5) y (C.7) en las ecuaciones para x; y g se
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Figura C.1: Jerarquia de dependencia entre las variables

obtiene
&) = —kpwy + Gilwy, 16529, 05, 77 (C.8)
:tﬁ = —U1Tg +G2[I1;x(2)7x9]7
en donde
e 20 40 01 . G Nal: 297 X[ 291, X, .0
l[xlax67x37$47x5] . l[xla 3[~T67x3}7 4[$67x4]7 5[$lax67x5]7x6]7
con
~ FO 1
Gilxry, x5, 24, 25, 6| 1= br———23—QpL1 T4+ pprs—Bp———x1— B,y ——m .
1[ 1,43, L4, Ts, 6] BT%T+F0 3 PU1T4TUFRTs BFKF—I-% 1 ﬁmlﬁm+$1
Similarmente
Galay; 2y, 27] := Galay, Xq[xy; 23, 23],
con

~ /{/I

G2[$U1,l‘7] = Br

+ .
K1+ 1 Ky + x7

Observe que Gy no depende de xg. El sistema (C.8) puede ser integrado implici-
tamente para obtener,

t
x1(t) = e "Rt (x? —i—/ e"m5G 21, 765 29, 25, 23] () ds) : (C.9)
0

¢
x6(t) = e Mt (xg +/ e Gylmy; 1y, 19 (5) ds) : (C.10)
0
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Omitiendo las condiciones iniciales de momento, (C.9) y (C.10) son un sistema
de la forma

r, = gl[l’l,])d, (Cll)
xg = Golr1]. (C.12)

Suponiendo que se conoce Ga[x1] entonces, substituyendo en (C.11) se tiene
ry = H[l‘l], (013)

en donde
Hlzy] :== Gi[z1, Go[z1]] -

(C.13) define un problema de punto fijo sobre un espacio de funciones £ de dimen-
sion infinita. Este es un problema no trivial, ya que el espacio £ debe definirse
de manera adecuada. Por ejemplo, en este caso los elementos de £ deben ser
funciones continuamente diferenciables y definidas en un intervalo I = [0,a) (a
posiblemente infinito). Ademés se desea que H tenga un punto fijo en un subcon-
junto de £ que consiste en funciones no negativas y acotadas en I. Por otro lado,
no es inmediato que la solucién de (C.13) sea una funcién continuamente dife-
renciable, esto debido a que por lo regular la solucién de un problema de punto
fijo se define como el limite de una sucesién de funciones en £. Para garantizar
la convergencia en £ de tal sucesién (lo cual involucra una cuidadosa seleccién
de la norma), suele pedirse que este espacio sea ademds completo (un espacio de
Banach).

Independientemente de la cuestion de existencia de soluciones del sistema (1.13)-
(1.19) y del problema de punto fijo (C.13), es sencillo demostrar con un célculo
directo que los conjuntos solucién de ambos problemas son el mismo. Por ejemplo,
ya se demostré que si el sistema (1.13)-(1.19) tiene solucién entonces sus soluciones
también son solucién del problema de punto fijo (C.13); es decir, que la variable
x1 satisface un problema de punto fijo mientras que las otras variables satisfacen
una relaciéon de dependencia con z; como se detallé arriba. Reciprocamente, si
xq es solucién de (C.13) es diferenciable y xo, 3, 24, o5, 26, x7 satisfacen las
relaciones de dependencia que se establecieron arriba entonces también satisfacen
el sistema de ecuaciones (1.13)-(1.19).
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C.2. Existencia, unicidad y continuidad de

soluciones

En ésta seccion se establece la existencia y unicidad de soluciones del problema
de valores iniciales asociado con el sistema (1.13)-(1.19). También se establece la
continuidad de las soluciones con respecto de los datos iniciales y los pardametros
del sistema.

Primero se observa que el sistema (1.13)-(1.19) es de la forma
X =F(X;a), (C.14)

en donde F : R” x R¥ — R” es un campo vectorial auténomo el cual depende
de manera no lineal de las componentes del vector X a través de términos de
la forma: z;z;, (K + )~y x(k + ). Ahora, el contexto biolégico del modelo
impone las restricciones X > 0y a > 0. En el interior del primer ortante de
R” xR? (RT. x R¥, es decir X > 0y a > 0), los términos no lineales mencionados
antes son continuos e infinitamente diferenciables. Todo lo anterior es suficiente
para garantizar la existencia de soluciones.

Teorema C.1 (Teorema de existencia de Peano (cf. [10] p. 14)). Sea D C R x R”
abierto, y F : D — R"™ wuna aplicacion continua en D. Entonces, para cada
(to, Xo) € D el problema de valores iniciales

dX/dt = F(t,X), (C.15)
X(t) = Xo, (C.16)

posee al menos una solucion.

Corolario C.2. Para cada g € R?®, oy > 0, el problema de valores iniciales que
consiste en (1.13)-(1.19) y X(to) = Xo > 0, posee al menos una solucion, para
cualquier ty € R.

Se hace notar que las restricciones Xy > 0 y ag > 0 no son necesarias, basta con
pedir que en t = ¢ los términos (k + )~ y x(k + x)~" estén bien definidos.

Dado que el sistema (1.13)-(1.19) es auténomo, si X (t) es solucién del proble-
ma de valores iniciales con condicién inicial X (ty) = Xj, es sencillo demostrar
que U(t) := X(t + to) satisface el mismo sistema de ecuaciones diferenciales,
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con condicién inicial U(0) = X,. Por lo anterior, sin pérdida de generalidad se
tomara siempre tg = 0.

En el caso del sistema (1.13)-(1.19) el campo vectorial es continuamente diferen-
ciable en RZF X RQf’, es entonces de esperarse que las soluciones al problema de
valores iniciales posean propiedades de continuidad y diferenciabilidad. A conti-
nuacion demostraremos esto.

Definicién C.3. Sea D C R x R" abierto y F : D — R", (t,x) — F(t,z). F
es localmente Lipschitz en x si para cualquier conjunto K C D compacto, existe
una constante L (que depende de K) tal que ||F(t,z) — F(t,y)|| < L|jz —y|| para
cualesquier (t,) y (t,y) en D.

Si F posee derivadas parciales continuas con respecto de x en D, entonces F es
localmente Lipschitz en x. Lo anterior es una sencilla consecuencia del teorema del
valor medio. De hecho puede demostrarse que en cualquier K C RxR" compacto,
|F(t,z) — F(t,y)|| < L|Jx — y||, en donde L = /nM con M una constante que
depende de K y de las derivadas parciales de F' en x (cf. Seccién C.3.1).

Teorema C.4 (Existencia y unicidad (cf. [10] p. 18)). Sea D C R x R™ abierto,
y F : D — R" localmente Lipschitz con respecto de x en D. Entonces para
cualquier (to, zo) € D, el problema de valores iniciales (C.15) y (C.16) tiene una
unica solucion X (t;to,zo) tal que X (to;to,z0) = Xo. Mds ain, X(t;t9,x0), es
continua con respecto de sus argumentos en un dominio abierto G C R x R x R™.

Corolario C.5. Para cada cg > 0 y Xog > 0, el problema de valores iniciales que
consiste en (1.13)-(1.19) y X(0) = Xy, posee una tinica solucion.

Hasta este momento se ha considerado el caso a = «ag fijo. En este trabajo se
discutira el caso en el que « es un vector de parametros variables. Por esta razon
es necesario contar con resultados en los que se contemple este escenario. Esto se
hace a continuacion.

Teorema C.6 (Continuidad con respecto de pardmetros (cf. [10] p. 20)). Sea D C
R x R" abierto, y A C R* un conjunto cerrado. Sea F : D x A — R", (t,x,a) —
F(t,z;a), una aplicacion continua y localmente Lipschitz en x, con constante de
Lipschitz independiente de o. Entonces el problema de valores iniciales (C.15) y
(C.16) posee una unica solucion X (t;tg, xo, ), tal que X (to;to, o, ) = Xo; mds
atin, X (t;to, xo, ) es continua con respecto de todos sus argumentos dentro de su
dominio de definicion.
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Corolario C.7. Sea A C R%¥ cerrado, entonces para cada o € A y para cualquier
Xo > 0 el problema de valores iniciales que consiste en (1.13)-(1.19) y X (0) = X,
tiene una unica solucion X (t;xq,a) tal que X(0;xg, ) = Xo; mds ain, esta
solucion es continua en cada uno de sus argumentos.

Teorema C.8 (Diferenciabilidad de soluciones (cf. [10] p. 21)). Sea D C R x R”
abierto, y A’ C R* abierto. Sea F : D x A" — R™, (t,x,a) — F(t,z;a), una
aplicacion continua en cada uno de sus argumentos y continuamente diferenciable
en x y en a, dentro de su dominio de definicion. Entonces (C.15) y (C.16) tiene
una Uunica solucion X (t;to, xg, ) tal que X (to;to, o, ) = Xo; mds ain, X es
continuamente diferenciable en cada uno de sus argumentos, dentro de su dominio
de definicion.

Corolario C.9. EIl problema de valores iniciales que consiste en (1.13)-(1.19)
y X(0) = Xy > 0, tiene una unica solucion para cada o > 0, X(t;xg, ) con
X (0; 29, ) = Xo; mds aun, X es continuamente diferenciable en cada uno de sus
argumentos, dentro de su dominio de definicion.

C.3. Teoremas y lemas técnicos

C.3.1. Propiedad de Lipschitz

En este apartado se demuestra que si F' es un campo en R" cuyas componentes
poseen derivadas parciales continuas con respecto de x en un conjunto abierto
D C R x R", entonces F es localmente Lipschitz en z. Para esto primero se
necesitaran algunas estimaciones.

Sea X = (z1,...,x,) € R", sunorma Euclidiana (|| X]|) y su norma ¢; (|X|;) se
definen de la siguiente manera:

X[ = (@24 +a2)? X =Y il
=1

Las demostraciones de que || X || y |X|; satisfacen las propiedades de una norma
pueden consultarse en [14] capitulo 2. Ahora, dado que para cualesquier niimeros
reales @ > 0 y b > 0 se tiene que (a + b)? = a® + b* + 2ab > a® + b?, es sencillo
demostrar utilizando un argumento inductivo que para cualquier X € R”

X < |1XTs - (C.17)
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Por otro lado, si ahora a y b son cualesquier niimeros reales entonces 0 < (a—b)? =
a®? 4+ b? — 2ab, de donde se tiene que 2ab < a? + b%. Por lo tanto, si X € R”

n

2
X1 = (ZI@!) = @i +2) wa;<n) af=n|X|P.

i<j i=1
Tomando raices en ambos lados de la desigualdad anterior se tiene que

X)) < VAl X]. (C.18)
(C.17) y (C.18) establecen la equivalencia entre las normas Euclidiana y ;.

Ahora, para fijar ideas, consideremos un campo F = (Fy, Fy, F3) tal que F; es
continuamente diferenciable en D C R x R3. Entonces

E(t,l’l,fﬂg,l'g) - E(tayby%y?)) =
E(ta x17$27x3) - E(ta y17$27x3) + Fi(tvylyx% 1'3) - Fi(tvylnya ZL'g)"‘

Fi(t,y1,y2, x3) — Fi(t, 91, Y2, 3)

0 9
= gy Pt e @a,a)(wr = 3) & FFilt g, ca, ) (w2 — )+

0
_E tv 3 9 - .
Oz (t, Y1, Yo, c3) (3 — y3)

Luego,
|F(t, X) — Fi(t,Y)| <

Fi(t, c1, 29, x3) |zo — ya|+

0
|1 — 1| + ‘—E(t7yhc2>$3)

9
81'1 81‘2

|$3 - y3| .

0
_E ta ) )
‘8:53 (t, Y1, Y2, ¢c3)
Sea K C D cerrado v acotado y X y Y elementos en K. Sea M ]@ el maximo de

‘% en Ky MW = méX{Mj(i) 1] € {1,2,3}}. Entonces
J

|Fi(t, X) — Fi(t,Y)]| < MP|ay — gy | + M |xy — yo| + M |25 — 5
< M(i)(’% — y1| + ‘1'2 — y2| + |$3 — y3’)
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De lo anterior, (C.17) y (C.18) se tiene que

3 3
IF(X) = P )] < STIR(EX) - R Y) < S MOIX - v,
=1

i=1
3
< VB MOX - Y.
i=1

Se ha demostrado la propiedad de Lipschitz para campos diferenciables en R”

3
con n = 3 con constante de Lipschitz L = v/3 Z M9 que depende de K.

i=1

Lema C.10.

IF(t,X) = FtY)| <vn)Y MIIX -Y].
=1

C.3.2. Teorema de Hartman-Grobman

En este apéndice se enuncia el teorema de Hartman-Grobman y se proveen algunas
definiciones necesarias para entender su significado.

Definicién C.11 (Homeomorfismo (cf. [8] p. 9)). Sean Gy G’ conjuntos abiertos
en R", vy f : G — G’ una biyeccién continua cuya inversa f~! también es continua.
Entonces f se denomina un homeomorfismo de G en G’, y estos conjuntos se dicen
homeomorfos.

Definicién C.12 (C" difeomorfismo (cf. [8] pp. 9, 170)). Sea f como en la defini-
cién anterior. Si ademds fy f~! son r veces continuamente diferenciables (r > 1),
entonces f se dice un C" difeomorfismo.

Definicién C.13 (C° conjugado (cf. [23] p. 152)). Sean f y g C" difeomorfismos
de R™ en sf mismo. Se dice que f y g son C* conjugados (k < r), si existe un C*
difeomorfismo h : R® — R™ tal que go h = ho f. Cuando k£ = 0 se dice que [y
g son topologicamente conjugados. Cuando f y g no estan definidos en todo R",
entonces h esta definida localmente y en tal caso se dice que f y g son localmente
topolégicamente conjugados.

Definicién C.14 (Punto hiperbdlico (cf. [21] p. 155)). Sea f : R* — R" un
campo vectorial r veces continuamente diferenciable (f € C"(R™)), con r > 1.
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Sea Xy tal que f(Xy) =0, y considere el sistema
X = f(X) (C.19)

(es decir, Xy es un punto de equilibrio). Se dice que X es un punto de equilibrio
hiperbdlico si los valores propios de la matriz jacobiana df/0X, evaluada en X,
no se encuentran sobre el eje imaginario del plano complejo.

Teorema C.15 (Teorema de Hartman-Grobman (cf. [23] p. 350, [21] p. 155)).
Considere el sistema (C.19) con Xo un punto de equilibrio hiperbdlico y sea ®,
el flujo generado por dicho sistema; es decir, ®,(Y) := X(t;Y). Entonces ®; es
localmente topologicamente conjugado al flujo W, del campo vectorial lineal asocia-

do, £ = AE con A = Of/0X evaluada en Xy (es decir, existe un homeomorfismo
h tal que ®;0h = ho VU, en donde U,(Y) := Y ).

Demostracion. (cf. [19] pp. 60-63) O

C.3.3. Teorema de la funciéon implicita

El teorema de la funciéon implicita aborda el problema de resolver un sistema no
lineal homogéneo: F(z,y) = 0. F' es un mapa de R? x R? en R? suficientemente
diferenciable. Dicho teorema establece condiciones suficientes para que el sistema
pueda resolverse localmente para las coordenadas z en funcién de la variable .

Teorema C.16 (Teorema de la funcién implicita (cf. [9] p. 44)). Sea F' : RP x
R? — RP un mapa s veces continuamente diferenciable, 1 < s < 0o. Supongase
que existe un punto (xo,yo) tal que F(xo;y0) = 0 y con la propiedad de que la
matriz F.(xg,y0) es invertible. Entonces existen vecindades U C RP y V' C RY
de xg y yo respectivamente, y un mapa X : V. — U tal que X (yo) = x¢ y con la
propiedad de que F(X(y),y) = 0 para cualquier y en V. Mds ain, X es s veces
continuamente diferenciable.

Demostracion. (cf. [17] pp. 74-75) O
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