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Resumen

El presente trabajo tiene como objetivo analizar módulos de homoloǵıa
de ciertos espacios topológicos (complejos simpliciales) construidos a partir
de una gráfica simple finita en donde actúa el grupo simétrico Sn.

A partir de gráficas completas de n vértices Kn, se construyen las gráfi-
cas de emparejamientos Gn, de las cuales obtenemos las gráficas de cla-
nes K(Gn). Con estas gráficas se definen los complejos simpliciales ∆(Gn)
y ∆(K(Gn)).

En este trabajo se muestra por métodos elementales la descomposición en
submódulos irreducibles de los módulos de homoloǵıa de ∆(Gn) y ∆(K(Gn)),
para n = 4, 5, 6. La descomposición en irreducibles de los módulos de homo-
loǵıa de ∆(Gn) ha sido ya exhibida por Bouc (1984).

Abstract

In this work we analyze the homology modules of certain topological
spaces (simplicial complexes) built from a finite graph where the symmetric
group Sn acts.

From complete graphs with n vertices, we built the matching graphs Gn,
and then we get clique graphs K(Gn). With these graphs we define the
simplicial complexes ∆(Gn) and ∆(K(Gn)).

We show by elementary methods the decomposition into irreducible sub-
modules of the homology modules for ∆(Gn) and ∆(K(Gn)). The decom-
position into irreducibles of the homology modules ∆(Gn) has already been
shown by Bouc (1984).
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Introducción

En matemáticas, como en otras ciencias, es importante descomponer cierto
objeto en piezas y mejor aún si tales piezas son pequeñas. Por ejemplo, del
teorema fundamental de la aritmética sabemos que todo número entero posi-
tivo puede ser expresado como producto de potencias de primos. En álgebra
lineal, dado un operador lineal T en un espacio vectorial V de dimensión
finita es deseable descomponer a V en una suma directa de subespacios T -
invariantes propios, es decir, cuando se aplica el operador a cada elemento
del subespacio lo env́ıa a otro elemento del mismo subespacio. Esta descom-
posición de V resulta útil, puesto que ciertas propiedades de T pueden ser
inferidas a través de su comportamiento en cada uno de los sumandos direc-
tos, es decir, de la restricción de T a un subespacio T -invariante W . En el
mejor de los casos, si T es diagonalizable, entonces V puede descomponer-
se en una suma directa de subespacios T -invariantes unidimensionales, que
son los subespacios generados por los vectores de la base formada por los
vectores propios de T .

En álgebra lineal se estudian espacios vectoriales sobre campos arbi-
trarios. Para nosotros, nos será útil el concepto de módulo, el cual es una
generalización de espacio vectorial. Se obtiene la generalización simplemente
reemplazando el campo por algún anillo. Ahora hagamos ciertas analoǵıas
relacionando algunos conceptos de la teoŕıa de representaciones con el len-
guaje ya conocido de álgebra lineal: asociamos módulo con espacio vecto-
rial, submódulo con subespacio y submódulo irreducible con subespacio T -
invariante.

A cada campo F y cada grupo G se le asocia un anillo denotado por FG

llamado el anillo de grupo. Estudiar módulos sobre el anillo de grupo FG es
equivalente a estudiar nuevas estructuras llamadas G-módulos, y estas a su
vez son equivalentes a estudiar representaciones de G en V , donde V es un
espacio vectorial sobre F . Usaremos tales conceptos según sea conveniente,
por ejemplo, nos referimos a una representación de G en V cuando consi-
deramos caracteres y G-módulos cuando descomponemos tales módulos en
submódulos irreducibles.

7
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El teorema fundamental de la aritmética es análogo al teorema de Masch-
ke ([15], teorema 1.5.3, p.16), el cual sigue la idea de descomponer a un
módulo en sus piezas más pequeñas. El teorema de Maschke enuncia que,
bajo ciertas hipótesis en el campo F y grupo G (que se cumplen para todo
grupo finito G en caso de que F sea el campo de los números complejos),
todo FG-módulo es completamente reducible, es decir, es suma directa de
submódulos irreducibles.

Nos interesa la llamada teoŕıa ordinaria de representaciones de grupos
finitos, en la cual se considera al grupo actuando en un espacio vectorial de
dimensión finita sobre el campo de los números complejos y más general-
mente sobre campos de caracteŕıstica que no divide al orden del grupo. Esta
restricción en la caracteŕıstica es necesaria para que se cumplan las hipótesis
del teorema de Maschke. Por otra parte, la teoŕıa modular estudia módulos
sobre anillos de grupo FG donde la caracteŕıstica del campo F divide al
orden del grupo G, en este caso pueden existir módulos que no son comple-
tamente reducibles, como se muestra en el ejemplo 1.6.8. En este trabajo no
consideraremos la teoŕıa modular.

Los G-módulos que estudiaremos resultan a partir de una construc-
ción topológica que a continuación describimos. Un complejo simplicial ∆
está formado por un conjunto de vértices y una colección de subconjuntos
de vértices, llamados simplejos, tal que si A es un elemento de ∆, cada
subconjunto no vaćıo de A pertenece a ∆. A cada complejo simplicial se le
puede asociar un espacio topológico |∆|, llamado su realización geométrica.
Los complejos simpliciales son una herramienta fundamental para introducir
conceptos topológicos dentro de la combinatoria.

Consideraremos complejos simpliciales obtenidos a partir de gráficas. Es
decir, a cada gráfica G simple finita se le asocia un espacio topológico por
medio del complejo simplicial ∆(G), cuyos simplejos son las subgráficas com-
pletas.

Estamos interesados en la gráficas de emparejamientos Gn las cuales se
construyen a partir de gráficas completas de n vértices, a su vez, K(Gn) de-
nota ciertas gráficas (llamadas gráficas de clanes) obtenidas a partir de Gn.
Con estas gráficas se definen los complejos simpliciales Mn = ∆(Gn) y
K(Mn) = ∆(K(Gn)). Todos los cálculos que realizamos son para n = 4, 5, 6
y sus respectivas gráficas aparecen abajo.

G4

K(G4)
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G5 K(G5)

G6 K(G6)

La homoloǵıa es una herramienta algebraica que puede entenderse como
un modo de obtener información sobre espacios topológicos (en nuestro caso
complejos simpliciales), por ejemplo, espacios homeomorfos tienen módulos
de homoloǵıa isomorfos. Aunque hay varias teoŕıas de homoloǵıa ([12, §26]),
la homoloǵıa que usamos en este trabajo es la homoloǵıa simplicial, pues sus
módulos de homoloǵıa son fáciles de calcular comparados con los módulos
de homoloǵıa singular. Si G actúa en un complejo simplicial ∆, los espacios
de homoloǵıa de ∆ con coeficientes en el campo de los números complejos
serán denotados por Hk−1(∆), y definen módulos sobre el grupo G.

La idea de este trabajo surge a partir del teorema de Bouc ([2], proposi-
ción 4, p.172]), el cual describe la descomposición del Sn-módulo Hk−1(Mn)
en suma directa de submódulos irreducibles, en donde actúa el grupo simétri-
co Sn, para todo n, k ≥ 1.

En este trabajo reproducimos el resultado de Bouc para n = 4, 5, 6, por
medio de argumentos elementales de representaciones de grupos y topoloǵıa.
Además se calcula la descomposición en módulos irreducibles de H(K(Mn)),
es decir, de los módulos de homoloǵıa de los complejos simpliciales obtenidos
a partir de la gráfica de clanes K(Gn) en donde también actúa el grupo
simétrico Sn, con n = 5, 6.

En el primer caṕıtulo se estudian conceptos de álgebra lineal, grupos,
anillos, módulos, representaciones de grupos y gráficas, los cuales se usarán
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en los caṕıtulos posteriores. Siendo los conceptos más importantes el de
representación de un grupo G en un espacio vectorial V , G-módulos y FG-
módulos. Se enuncia el teorema de Maschke. Además, se definen las gráficas
de emparejamientos, clanes y bipartita clánica.

En el segundo caṕıtulo, estudiamos la relación entre tableros de Young y
representaciones del grupo simétrico. Describimos la construcción de módu-
los de Specht los cuales dan una lista completa de las representaciones irre-
ducibles de Sn.

El tema del caṕıtulo 3 es el de los espacios de homoloǵıa de complejos
simpliciales. En la sección 3.1 se desarrollan conceptos como: complejo sim-
plicial abstracto ∆, espacio de cadenas Cp(∆), el operador frontera ∂p. En
la sección 3.2, se define espacio de homoloǵıa de un complejo simplicial. Se
presentan los complejos de cadenas abstractos en la sección 3.3 y por último,
en la sección 3.4, se definen espacios topológicos homotópicos, se menciona
que los espacios de homoloǵıa de espacios homotópicos son isomorfos y a las
gráficas finitas se les asocia complejos simpliciales.

Finalmente, en el caṕıtulo 4 se utilizará la teoŕıa presentada en los caṕıtu-
los anteriores. Se define el complejo de emparejamientos y se enuncia el teo-
rema de Bouc. Además, calculamos la descomposición de los módulos de
homoloǵıa reducida de complejos de emparejamientos Mn en submódulos
irreducibles, para n = 4, 5, 6. Este trabajo ampĺıa los resultados de [14],
pues de forma análoga se calculan los módulos de homoloǵıa reducida de
los complejos simpliciales obtenidos de las gráficas de clanes K(Gn), para
n = 5, 6.



Caṕıtulo 1

Preliminares

El objetivo de este caṕıtulo es estudiar conceptos de álgebra lineal, álgebra
abstracta (grupos, anillos y módulos), representaciones de grupos y teoŕıa
de gráficas, los cuales usaremos en los próximos caṕıtulos.

En la sección 1.1 se revisan algunas definiciones y teoremas de espacios
vectoriales y transformaciones lineales que usaremos en el desarrollo de este
trabajo. Entre las definiciones que utilizamos frecuentemente son la suma
directa de espacios vectoriales y espacio cociente. Se construye el espacio
vectorial FX con base X sobre el campo F . Las pruebas que se omiten se
puede consultar en [4] y [6].

De la sección 1.2, los conceptos importantes son: grupo, homomorfismo e
isomorfismo de grupos, grupo simétrico, acción de un grupoG en un conjunto
no vaćıo. Las demostraciones de grupos que no incluiremos expĺıcitamente se
pueden encontrar en [3]. En la sección 1.3 y 1.4 se definen anillos y módulos
respectivamente.

Se desarrollan conceptos de representaciones de grupos de la sección 1.5
a la sección 1.10. Más espećıficamente, en la sección 1.5 observamos que si
F es un campo y G un grupo, se define la multiplicación en el espacio vec-
torial FG construido en la sección 1.1 y se obtiene un anillo. Se muestra que
estudiar FG-módulos es equivalente a estudiar G-módulos, que a su vez, es
equivalente a estudiar representaciones de G en V , donde V es un espacio
vectorial sobre F . Se discute en la sección 1.6 el teorema de Maschke, el cual
enuncia que, bajo ciertas hipótesis, cualquier G-módulo V se puede descom-
poner como suma directa de G-submódulos irreducibles. En la sección 1.7
consideramos el lema de Schur, pues la idea de su prueba es similar a las
demostraciones de ciertas proposiciones posteriores de esta sección. Por otra
parte, los caracteres de una representación nos proporcionan información
acerca de esta, lo cual se describe con detalle en la sección 1.8. Además,
por medio del producto interno de caracteres podemos determinar si una
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representación es irreducible, cuándo dos representaciones son equivalentes;
aśı como la multiplicidad de cierto submódulo irreducible en la descomposi-
ción de un G-módulo, entre otros teoremas que se muestran en la sección 1.9.
En la sección 1.10, se expone la reciprocidad de Frobenius y la fórmula para
obtener el carácter de una representación inducida.

El propósito de la sección 1.11 es definir gráficas, gráfica de empareja-
mientos, gráfica de clanes y gráfica bipartita clánica.

1.1 Álgebra lineal

En esta sección F denota un campo, y todos los espacios vectoriales se
suponen sobre F .

Definición 1.1.1. Sean W1 y W2 dos subconjuntos no vaćıos de un espacio
vectorial V , la suma de W1 y W2, que se expresa como W1 +W2, se define
como el conjunto {x+ y : x ∈ W1 y y ∈ W2}. La suma de cualquier número
finito de subconjuntos no vaćıos de V : W1, . . . ,Wn, se define análogamente
como el conjunto

W1 + · · ·+Wn = {x1 + · · ·+ xn : xi ∈ Wi para i = 1, 2, . . . , n}

Se tiene en general que si W1 y W2 son subespacios de V , entonces
W1 +W2 es subespacio de V .

Definición 1.1.2. Un espacio vectorial V es la suma directa de W1 y W2,
denotada como V = W1 ⊕W2, si W1 y W2 son subespacios de V tales que
W1 ∩W2 = {0} y W1 +W2 = V.

Teorema 1.1.3. ([4], corolario 1.13, p.53). Sean W1 y W2 subespacios de V
tales que V = W1 +W2. Luego, V = W1 ⊕W2 si y solo si

dim(V ) = dim(W1) + dim(W2).

Definición 1.1.4. Sea W un subespacio de un espacio vectorial V . Para
toda v ∈ V el conjunto {v}+W = {v+w : w ∈ W} se llama clase lateral
de W . Es frecuente expresar a esta clase lateral como v + W en vez de
{v}+W .

Se puede demostrar lo siguiente:

• v1 +W = v2 +W si y solo si v1 − v2 ∈ W.

Denotemos por V/W al conjunto de todas las clases laterales de W .
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Lema 1.1.5 ([6], lema 4.2, p.160). Sean V un espacio vectorial y W un
subespacio de V , entonces V/W es un espacio vectorial, donde para v1 +
W, v2 +W ∈ V/W y λ ∈ F , se define:

• (v1 +W ) + (v2 +W ) = (v1 + v2) +W para todos v1, v2 ∈ V .

• λ(v1 +W ) = λv1 +W para todo v1 ∈ V y λ ∈ F .

Llamamos a V/W el espacio cociente de V módulo W .

Teorema 1.1.6. ([6], lema 4.8, p.168). Sea (V/W ) el espacio cociente de V
módulo W , se tiene:

dim(V/W ) = dim(V )− dim(W ).

Teorema 1.1.7. ([4], corolario 2.3, p.69). Sean V y W espacios vectoriales
y T : V → W una transformación lineal. Si β = {v1, . . . , vn} es una base
de V , entonces im(T ) = 〈T (v1), . . . , T (vn)〉.

Teorema 1.1.8. ([4], teorema 2.22, p.98). Sean V y W espacios vectoriales
de dimensión finita sobre el mismo campo F . Entonces V es isomorfo a W
si y solo si dim(V ) = dim(W ).

Teorema 1.1.9 (Teorema de isomorfismo). ([6], teorema 4.A, p.160). Si
f : V → W es una transformación lineal, el espacio cociente V/ ker(f) es
isomorfo a im(f). Un isomorfismo entre estos dos espacios es el siguiente:

φ : V/ ker(f)→ im(f)

definido por φ(v + ker(f)) = f(v).

A continuación, construiremos un espacio vectorial que usaremos más
adelante en la sección 1.5.

Sea X un conjunto no vaćıo. Se define FX como:

FX = {f : X → F | {x ∈ X | f(x) 6= 0} es finito}.

Lema 1.1.10. FX es un espacio vectorial, donde la suma y el producto por
escalares están definidos como:

• (f + g)(x) = f(x) + g(x), donde f, g ∈ FX ,

• (rf)(x) = rf(x), con r ∈ F .
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Demostración. Para verificar que la suma está bien definida, verifiquemos
que si f, g ∈ FX , entonces (f+g) ∈ FX . Sean f, g ∈ FX y A,B subconjuntos
finitos de X, tales que f(x) = 0 para x 6∈ A y g(y) = 0 para y 6∈ B. Notemos
que A ∪ B es un subconjunto finito de X y (f + g)(z) = 0 para z 6∈ A ∪ B,
por tanto, (f + g) ∈ FX . De forma similar, comprobemos que el producto
por escalar está bien definido. Si r ∈ F , f ∈ FX y C es un subconjunto
finito de X, tal que f(x) = 0 para x 6∈ C, entonces (rf)(x) = 0 para x 6∈ C,
por tanto (rf) ∈ FX . Es inmediato demostrar que se cumplan las otras
condiciones de espacio vectorial.

Consideremos la función ϕ : X → FX , tal que:

ϕ(x)(y) =

{
1, si x = y

0, si x 6= y

Notemos que ϕ es inyectiva, puesto que si x, y ∈ X y x 6= y, entonces
ϕ(x)(y) 6= ϕ(y)(y), ya que ϕ(x)(y) = 0 y ϕ(y)(y) = 1, aśı ϕ(x) 6= ϕ(y). Se
obtiene que ϕ(X) es un subconjunto de FX que se identifica con X.

Teorema 1.1.11. ϕ(X) es base del espacio vectorial FX .

Demostración. Sea D = {x1, x2, . . . , xn} un subconjunto finito de X. Con-
sideremos

∑
xi∈D λxiϕ(xi) = 0, con λxi ∈ F . Sea y ∈ D, entonces∑

xi∈D

λxiϕ(xi)(y) = λxj ,

si y = xj, entonces λxj = 0. Por tanto, {ϕ(xi) | xi ∈ D} es linealmente
independiente.

Por otra parte, sea E un subconjunto finito de X. Sea f ∈ FX , tal
que f(x) 6= 0 para x ∈ E, tenemos:∑

x∈X

f(x)ϕ(x) =
∑
x∈E

f(x)ϕ(x) +
∑
x6∈E

f(x)ϕ(x) =
∑
x∈E

f(x)ϕ(x)

Ahora, tomemos y ∈ E, entonces
∑

x∈E f(x)ϕ(x)(y) = f(y). Por tanto, se
puede escribir a f como f =

∑
x∈X f(x)ϕ(x).

Por abuso de notación y ya que ϕ es inyectiva se identifica cada elemento
x ∈ X con la función ϕ(x). Con esta notación, cada elemento f del espacio
vectorial FX se escribe como combinación lineal de los elementos de X:

f =
∑
x∈X

f(x)x. (1.1)
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1.2 Grupos

Definición 1.2.1. Una operación binaria en un conjuntoG es una función
de la forma ∗ : G × G → G. Para cada (a, b) ∈ G × G, denotaremos al
elemento ∗((a, b)) ∈ G por ab.

Definición 1.2.2. 1 Un grupo es un conjunto no vaćıo G, junto con una
operación binaria ∗ que satisface las siguientes condiciones:

1. La operación es asociativa, es decir, a(bc) = (ab)c, para todos a, b, c ∈ G.

2. Existe un elemento neutro 1 ∈ G tal que a1 = 1a = a, para todo
a ∈ G.

3. Para cada a ∈ G, existe a−1 ∈ G tal que aa−1 = a−1a = 1. A a−1 se le
llama inverso de a.

Un grupo G es abeliano si para cualquier a, b ∈ G se tiene ab = ba.

El número de elementos de un grupo G, es el orden de G, y lo denotamos
por |G|. Cuando |G| es finito, decimos que G es un grupo finito.

Enseguida se muestran ejemplos de grupos que usaremos posteriormente.

Ejemplo 1.2.3. El conjunto de matrices invertibles n×n con entradas en un
campo F , denotado como GL(n, F ), junto con el producto usual de matrices
es un grupo.

Ejemplo 1.2.4. El conjunto de operadores lineales invertibles en un espacio
vectorial V sobre el campo F , denotado por GL(V ), junto con la operación
composición de operadores es un grupo.

Definición 1.2.5. SeaH un subconjunto no vaćıo del grupoG. Si h1, h2 ∈ H
implica h1h2 ∈ H, el elemento neutro del grupo G está en H y dado h ∈ H,
se tiene que h−1 ∈ H, decimos que H es un subgrupo de G y lo denotamos
como H ≤ G.

Sea G un grupo y g ∈ G, definimos las potencias de g como sigue: g0 = 1,
g1 = g, g2 = gg, g3 = gg2, . . . , gk = ggk−1 para k ≥ 0 y g−k = (g−1)k para
k < 0. Se puede demostrar que se cumple gngm = gn+m, para cualesquiera
n,m ∈ Z.

1Se puede definir grupo ([1], definición 1.2.1, p.21), cambiando 2 y 3 por las condiciones
de que exista el neutro por la izquierda, es decir, 1x = x y el inverso por la izquierda
a−1a = 1. Se puede demostrar posteriormente que también existe el neutro por la derecha,
es decir, x1 = x y el inverso por la derecha, aa−1 = 1, como se hace en [1], teorema 1.2.2,
p.22, para obtener la definición 1.2.2.
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Teorema 1.2.6 ([3], teorema 5.17, p.53). Si G un grupo y g ∈ G, el conjunto

〈g〉 = {gn | n ∈ Z}

es un subgrupo de G. El grupo 〈g〉 se llama subgrupo ćıclico generado
por g.

Definición 1.2.7. Un grupo G es un grupo ćıclico si existe un elemento
g ∈ G tal que G = 〈g〉. Al elemento g se le llama un generador de G.

Teorema 1.2.8 ([16], teorema 3.5, p.25). Si Cn es un grupo ćıclico finito de
orden n, entonces los elementos de Cn son potencias positivas del generador g
de Cn, desde g0 = 1 hasta gn−1. Es decir:

Cn = {1 = g0, g, g2, g3, . . . , gn−1}.

Definición 1.2.9. Una permutación de un conjunto Y es una función
biyectiva π : Y → Y .

Teorema 1.2.10. ([3], teorema 8.5, p.77). Sea Y un conjunto no vaćıo y sea
SY el conjunto de todas las permutaciones de Y . Entonces SY es un grupo
con la operación dada por la composición de permutaciones.

Definición 1.2.11. Sea Y el conjunto finito {1, 2, . . . , n}. El grupo de todas
las permutaciones de Y es el grupo simétrico y es denotado por Sn. Dado
π ∈ Sn, usaremos la siguiente notación para designar a π

π =

(
1 2 3 · · · n

π(1) π(2) π(3) · · · π(n)

)
donde debajo de cada x ∈ Y se encuentra su imagen π(x) ∈ Y . Sea la
función identidad idn : Y → Y dada por idn(x) = x, para cualquier
x ∈ Y .

Definición 1.2.12. Sea Y el conjunto finito {1, 2, . . . , n}. Si π ∈ Sn es una
permutación y x ∈ Y es un elemento, diremos que π fija a x si π(x) = x. En
caso contrario, diremos que π mueve a x. Ahora, si i1, i2, . . . , ik son enteros
distintos que pertenecen a Y y si π ∈ Sn es tal que

π(i1) = i2, π(i2) = i3, . . . , π(ik−1) = ik, π(ik) = i1

y π fija a los elementos de Y distintos de i1, i2, . . . , ik, entonces, diremos que
π es un ciclo de longitud k o un k-ciclo y se denota por π = (i1i2 . . . ik).
Un ciclo de longitud 2 es una transposición. Algunas veces denotamos a
la permutación identidad por idn = (1).
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Ejemplo 1.2.13. Consideremos la permutación π ∈ S5, dada por:

π =

(
1 2 3 4 5
2 4 3 1 5

)
= (124).

Aśı, π es un 3-ciclo.

Definición 1.2.14. Dos ciclos de un conjunto Y = {1, 2, . . . , n} son dis-
juntos si ningún elemento de Y es movido por ambos ciclos.

Ejemplo 1.2.15. Sea Y = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Los ciclos (125) y (346) son
disjuntos, mientras que los ciclos (125) y (246) no lo son.

Teorema 1.2.16. ([16], teorema 4.5, p.35). Si n ≥ 2, toda permutación
π 6= idn en Sn se puede expresar de manera única, como producto de ciclos
disjuntos de longitud ≥ 2, salvo por el orden en el que aparecen los ciclos.

Definición 1.2.17. Sea una permutación π ∈ Sn. La estructura en ciclos
de π son las longitudes de los ciclos de la descomposición de π como producto
de ciclos disjuntos. Listando las longitudes en orden decreciente.

Ejemplo 1.2.18.

π =

(
1 2 3 4 5
2 3 1 5 4

)
= (123)(45).

Aśı, (123)(45) ∈ S5 tiene la estructura en ciclos (3,2).

Definición 1.2.19. Dos elementos g, g1 ∈ G son conjugados si

g = hg1h
−1,

para algún h ∈ G. El conjunto de todos los elementos conjugados dado g es
llamado clase de conjugación de g y es denotado por Kg.

Teorema 1.2.20. ([16], teorema 4.12, p.43). Dos elementos de Sn son con-
jugados si y solo si tienen la misma estructura en ciclos.

Teorema 1.2.21. ([3], corolario 9.12, p.90). Toda permutación π ∈ Sn es
producto de transposiciones.

Teorema 1.2.22. ([3], teorema 9.15, p.91). Sea π ∈ Sn. Si expresamos a π
como π = τ1τ2 · · · τk = ψ1ψ2 · · ·ψs, donde τi y ψj son transposiciones para
i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , s, entonces k y s son ambos pares o bien ambos
impares.
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Definición 1.2.23. Si G y H son grupos, entonces un homomorfismo
de G en H es una función ρ : G→ H la cual satisface

ρ(ab) = ρ(a)ρ(b),

para todo a, b ∈ G. Si ρ es biyectiva diremos que ρ es un isomorfismo.

Teorema 1.2.24. ([3], teorema 13.2, p.128). Sea ρ : G→ G
′

un homomor-
fismo de grupos. Entonces

1. ρ(1) = 1
′
, donde 1 ∈ G y 1

′ ∈ G′ son los neutros respectivos.

2. Si g ∈ G, entonces ρ(g−1) = ρ(g)−1.

Denotemos con SY al grupo de permutaciones de un conjunto Y . Del
teorema de Cayley ([6], teorema 2.F, p.77) se deduce que cualquier grupo G
es isomorfo a un subgrupo de SY para un conjunto Y suficientemente gran-
de. Formalmente, esto significa que se puede construir un homomorfismo
inyectivo f : G → SY , aśı que G ∼= f(G). Cada permutación f(g) ∈ SY
“representa” al elemento del grupo g ∈ G.

Si tenemos un homomorfismo φ : G→ SY , no necesariamente inyectivo,
el grupo G permuta el conjunto Y como sigue: dado φ : G → SY , y deno-
tando a φ(g) como φg, se define ∗ : G × Y → Y como g ∗ y = φg(y). Por
propiedades de homomorfismo esta función tiene las siguientes propiedades:

• 1 ∗ y = φ1(y) = y,

• (gh) ∗ y = φgh(y) = φg(y)φh(y) = φg(φh(y)) = φg(h ∗ y) = g ∗ (h ∗ y).

Abstrayendo estas propiedades, obtenemos la siguiente definición:

Definición 1.2.25. Sea G un grupo y X un conjunto no vaćıo. Una acción
de G en X es una función ∗ : G×X → X tal que

1. 1 ∗ x = x para todo x ∈ X.

2. (g1g2) ∗ x = g1 ∗ (g2 ∗ x) para todo x ∈ X y g1, g2 ∈ G.

Bajo estas condiciones, también decimos que X es un G-conjunto. En oca-
siones, por abuso de notación, escribiremos gx en lugar de g ∗ x.

Por otro lado, dada una acción del grupo G en el conjunto Y , se puede
definir un homomorfismo φ : G → SY por medio de φg(y) = g ∗ y. Esto
establece una correspondencia biyectiva entre el conjunto de homomorfismos
φ : G→ SY y el conjunto de las acciones de G en Y .
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1.3 Anillos

Definición 1.3.1. Un conjunto no vaćıo R se dice que es un anillo si en
R están definidas dos operaciones suma y producto, denotadas por + y ·
respectivamente, tal que R es un grupo abeliano bajo la suma y además:

1. a · (b · c) = (a · b) · c,

2. a · (b+ c) = a · b+ a · c,

3. (b+ c) · a = b · a+ c · a.

para cualesquiera a, b, c ∈ R.
Si existe un elemento 1 ∈ R tal que a · 1 = 1 · a = a para todo a ∈ R,

diremos que R es un anillo con identidad.
Si la multiplicación de R es tal que a ·b = b ·a para todo a, b ∈ R entonces

llamamos a R anillo conmutativo.
Un anillo con identidad es un anillo con división si sus elementos

distintos de cero forman un grupo bajo la multiplicación.
Usaremos la notación ab en lugar de a · b, para a, b ∈ R.

A continuación se muestran ejemplos de anillos.

Ejemplo 1.3.2. Un campo es un anillo conmutativo con división.

Ejemplo 1.3.3. El conjunto de los enteros Z junto con la suma y la multi-
plicación usual forman un anillo conmutativo con identidad.

Ejemplo 1.3.4. El conjunto de los números reales R, los números raciona-
les Q y los números complejos C con las operaciones usuales son campos y
por tanto también son anillos.

Ejemplo 1.3.5. El conjunto de matrices Mn(Z) n×n con entradas enteras
es un anillo no conmutativo con identidad.

Ejemplo 1.3.6. ([8], teorema 3.1, p.160). Sea A un grupo abeliano, deno-
temos a los endomorfismos de A como el siguiente conjunto:

End(A) = {f : A→ A | f es un homomorfismo de grupos}.

Sea f, g ∈ End(A), definimos el producto fg por (fg)(x) = f(g(x)) y la
suma f + g por (f + g)(x) = f(x) + g(x). Entonces se puede demostrar que
con estas operaciones, End(A) tiene estructura de anillo.

Definición 1.3.7. Sean R y R
′

anillos con identidades 1R y 1R′ respectiva-
mente. Un morfismo de anillos es una función φ : R→ R

′
tal que:
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1. φ(a+ b) = φ(a) + φ(b),

2. φ(ab) = φ(a)φ(b),

3. φ(1R) = 1R′ ,

para a, b ∈ R.

En un anillo R, para a ∈ R, n ∈ N, denotamos na = a + · · · + a, donde
hay n sumandos.

Definición 1.3.8. La caracteŕıstica de un anillo R es el menor entero
positivo n tal que nx = 0 para toda x ∈ R. Si no existe tal entero, decimos
que R tiene caracteŕıstica cero.

La definición 1.3.8 se usará en el teorema 1.6.7.

1.4 Módulos

Sea R un anillo con identidad, A un grupo abeliano. Dado un morfismo de
anillos φ : R → End(A), y denotando a φ(r) como φr, se puede definir una
acción de R en A · : R × A → A por medio de: r · a = φr(a) para r ∈ R y
a ∈ A. Con lo cual tenemos:

• r · (a+ b) = φr(a+ b) = φr(a) + φr(b) = r · a+ r · b,

• (r + s) · a = φr+s(a) = φr(a) + φs(a) = r · a+ s · a,

• (rs) · a = φrs(a) = φr(a)φs(a) = φr(φs(a)) = φr(s · a) = r · (s · a),

• 1 · a = φ1(a) = a.

para cualesquiera a, b ∈ A y r, s ∈ R. En adelante, escribiremos ra en lugar
de r · a.

Las propiedades anteriores nos sirven para definir la estructura algebraica
de R-módulo.

Definición 1.4.1. Sea R un anillo con identidad. Se dice que un conjunto M
es un R-módulo o módulo sobre R si M es un grupo abeliano bajo una
operación +, tal que para cada r ∈ R y m ∈M existe un elemento rm ∈M
de tal modo que:

1. r(m+ n) = rm+ rn,

2. (r + s)m = rm+ sm,
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3. (rs)m = r(sm),

4. 1m = m.

para cualesquiera m,n ∈M y r, s ∈ R.

Ejemplo 1.4.2. Si R es un campo, cada espacio vectorial sobre R es de
hecho un R-módulo.

Por otra parte, sea A un grupo abeliano yR un anillo con identidad. Dado
A un R-módulo, definimos un morfismo de anillos φ : R→ End(A) dado por:
φr(a) = ra para r ∈ R y a ∈ A. Por tanto tenemos una correspondencia
biyectiva entre el conjunto de morfismos de anillos φ : R → End(A) y el
conjunto de R-módulos A.

1.5 Representaciones de grupos

La idea básica de teoŕıa de representaciones es estudiar grupos considerándo-
los como transformaciones lineales. Esto se hace como sigue: dado un gru-
po G y un espacio vectorial V sobre el campo F , se asocia a cada g ∈ G
una transformación lineal ρ(g) ∈ GL(V ) de manera que la función ρ : G→
GL(V ) es un homomorfismo de grupos llamado la representación de G
en V .

Dada cierta representación ρ, se sigue que ρ(G) es un subgrupo deGL(V ),
al cual se le puede aplicar las ideas de álgebra lineal. Si ρ es inyectiva, enton-
ces G ∼= ρ(G). En la práctica nos interesaŕıa que el espacio vectorial V no
sea muy grande, por lo cual supondremos en adelante que V es de dimensión
finita.

Sea ρ : G → GL(V ) una representación de G en V , denotamos a ρ(g)
como ρg, se define una función ∗ : G × V → V dada por g ∗ v = ρg(v)
para g ∈ G y v ∈ V . Como se hizo anteriormente, por abuso de notación
escribiremos gv en lugar de g ∗ v. Por las propiedades del homomorfismo
de grupos ρ, conseguimos establecer la estructura de un G-módulo en la
definición 1.5.1.

Definición 1.5.1. Sea G un grupo y V un espacio vectorial sobre el cam-
po F . Una acción lineal de G en V es una función

∗ : G× V → V

que satisface los axiomas:

1. 1v = v, para todo v ∈ V (donde 1 es el neutro de G).
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2. (g1g2)v = g1(g2v) para todos v ∈ V y g1, g2 ∈ G.

3. g1(v + w) = g1v + g1w, para g1 ∈ G y v, w ∈ V.

4. g1(λv) = λ(g1v), para λ ∈ F , v ∈ V y g1 ∈ G.

A un espacio vectorial V equipado con una acción lineal de G en V se le
llama un G-módulo.

Inversamente a partir de una acción lineal de G en V se define una
representación ρ : G→ V como ρg(v) = gv para g ∈ G y v ∈ V . Enseguida
en el teorema 1.5.2 se demuestra con detalle la correspondencia biyectiva
entre el conjunto de representaciones de G en V y el conjunto de acciones
lineales de G en V .

Teorema 1.5.2. Sea G un grupo y V un espacio vectorial de dimensión
finita sobre el campo F . Existe una correspondencia biyectiva entre el con-
junto de acciones lineales de G en V y el conjunto de representaciones de
G en V .

Demostración. Supongamos primero que se tiene una acción lineal

∗ : G× V → V

para cada g ∈ G, usando esta acción definamos la función ρg : V → V dada
por ρgv = gv para todo v ∈ V .

Enseguida demostraremos que ρg es una transformación lineal invertible.
Sean v, w ∈ V , λ ∈ F , entonces:

ρg(v + w) = g(v + w) = gv + gw = ρg(v) + ρg(w),

ρg(λv) = g(λv) = λ(gv) = λρg(v).

Aśı que ρg es lineal, ahora veamos que es invertible. Como G es un grupo,
existe g−1 ∈ G.

(ρgρ
−1
g )(v) = ρg(ρ−1g (v)) = ρg(ρg−1(v)) = ρg(g−1v) = g(g−1v) = (gg−1)v = v,

(ρ−1g ρg)(v) = ρ−1g (ρg(v)) = ρg−1(ρg(v)) = ρg−1(gv) = g−1(gv) = (g−1g)v = v,

por lo que ρg tiene como inversa a ρ−1
g .

Ahora, observemos que la función ρ : G→ GL(V ) es un homomorfismo
de grupos. Si g, h ∈ G, entonces para todo v ∈ V :

ρgh(v) = (gh)v = g(hv) = g(ρh(v)) = ρg(ρh(v)) = (ρg ◦ ρh)(v) = (ρgρg)(v)

por lo que ρgh = ρgρh.
Suponga ahora que se tiene un homomorfismo de grupos ρ : G→ GL(V ).

Demostraremos que gv = ρg(v) define un acción lineal de G en V .
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1. 1 es el neutro de G, entonces

1v = (ρ1)v = 1V (v) = v

para todo v ∈ V .

2. Si g, h ∈ G y v ∈ V , entonces

(gh)v = ρgh(v) = (ρg ◦ ρh)(v) = ρg(ρh(v)) = g(ρh(v)) = g(hv).

3. Para g ∈ G y v, w ∈ V ,

g(v + w) = ρg(v + w) = ρg(v) + ρg(w) = gv + gw.

4. Para λ ∈ F , v ∈ V y g ∈ G,

g(λv) = ρg(λv) = λρg(v) = λ(gv).

como queŕıamos demostrar.

Aśı, el teorema 1.5.2 dice que estudiar las representaciones de G en V ,
es equivalente a estudiar G-módulos V . En lo sucesivo, y como es usual en
la literatura sobre representaciones de grupos, aplicaremos indistintamente
conceptos definidos usando acciones lineales, o bien morfismos G→ GL(V ).
Por ejemplo: más adelante definiremos la propiedad de que cierto G-módulo
es irreducible. Diremos entonces que la representación G→ GL(V ) asociada
al módulo es irreducible.

Ahora seguimos la construcción del anillo de grupo dada en ([5], sec-
ción 3.4, p.36). Para un grupo G, cualquier representación de G asocia a
cada elemento del grupo un operador lineal. Por tanto, en el contexto de
teoŕıa de representaciones, los grupos pueden ser considerados como conjun-
tos abstractos de operadores lineales. Consideremos al espacio vectorial FG

construido como en el lema 1.1.10, en donde X es el grupo G. Daremos al
espacio vectorial FG una operación multiplicación.

Si consideramos a los elementos del grupo G como operadores lineales
invertibles podemos multiplicar elementos de FG exactamente como multi-
plicaŕıamos sumas de transformaciones lineales:

(
∑
g∈G

λgg)(
∑
h∈G

µhh) =
∑
g∈G

∑
h∈G

λgµhgh.

Esta definición de multiplicación convierte a el espacio vectorial FG en un
anillo con identidad, al cual llamamos anillo de grupo de G.
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Sea V un G-módulo, es decir, se tiene la acción lineal de G en V

∗ : G× V → V,

entonces se define la acción lineal del anillo de grupo FG en V justo como
lo hace G, es decir, se define la función · : FG × V → V como:

(
∑
g∈G

λgg)v =
∑
g∈G

λg(gv),

para cada
∑

g∈G λgg ∈ FG y v ∈ V . Aśı, V es un FG-módulo.

Ahora supongamos que se tiene un módulo sobre FG, bajo la restricción
de G, se define un G-módulo, como la función ∗ : G× V → V dada por:

gv = (
∑
g∈G

λgg)v

para cada g ∈ G y v ∈ V .
Resulta entonces que es equivalente estudiar FG-módulos y G-módulos,

ya que tenemos una correspondencia biyectiva entre estas estructuras.
Recordemos que GL(n, F ) es el grupo de matrices invertibles n× n con

entradas en el campo F (ver ejemplo 1.2.3). Y GL(V ) son los operado-
res lineales invertibles en un espacio vectorial V de dimensión finita n so-
bre F (ver ejemplo 1.2.4). Cada base de V define un isomorfismo entre los
grupos GL(V ) y GL(n, F ).

Definición 1.5.3. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre el
campo F . Una representación matricial de un grupo G es un homo-
morfismo de grupos

X : G→ GL(n, F ),

notemos que esta es la definición de representación de G en V , simplemente
resaltamos que para cada g ∈ G, X(g) es la matriz invertible n × n con
entradas en F .

Ejemplo 1.5.4 (Representación trivial). Sea V un espacio vectorial de di-
mensión finita n sobre un campo F . La representación trivial de un grupo G
es el homomorfismo ρ : G→ GL(V ) dado por ρ(g) = 1V , para todo g ∈ G,
donde 1V es la función identidad 1V : V → V .

Ejemplo 1.5.5 (Representación signo). Sea V un espacio vectorial de di-
mensión finita n sobre un campo F . Si π ∈ Sn y π = τ1τ2 · · · τk, donde τi son
transposiciones (ver definición 1.2.12 y teorema 1.2.21), definimos la función
signo sgn : Sn → GL(V ) mediante:

sgn(π) = (−1)k1V ,

debido al teorema 1.2.22, la función signo está bien definida.
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Ejemplo 1.5.6 (Módulo de permutaciones). Sean G un grupo, F un campo,
X el conjunto {x1, x2, . . . , xn} el cual es un G-conjunto y FX el espacio
vectorial construido como en el lema 1.1.10, es decir, si x ∈ FX , podemos
escribir a x como hicimos en la expresión 1.1, es decir:

V = FX = {λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λnxn | λ1, . . . , λn ∈ F}.

La suma y la multiplicación por escalar en FX está definida por:

(λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λnxn) + (λ
′

1x1 + λ
′

2x2 + · · ·+ λ
′

nxn)

= (λ1 + λ
′

1)x1 + (λ2 + λ
′

2)x2 + · · ·+ (λn + λ
′

n)xn

y

c(λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λnxn) = (cλ1)x1 + (cλ2)x2 + · · ·+ (cλn)xn,

respectivamente. Sean v ∈ V , con v = λ1x1 + λ2x2 + · · · + λnxn y g ∈ G,
entonces la acción de G en V está dada por

gv = g(λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λnxn) = λ1(gx1) + λ2(gx2) + · · ·+ λn(gxn).

Aśı, FX resulta ser un G-módulo de dimensión |X|. A FX le llamamos
módulo de permutaciones. Los elementos del conjunto X forman una
base para FX .

Por ejemplo, el grupo simétrico Sn actuando en el conjunto de los núme-
ros naturales desde el 1 hasta n.

F n = {λ11 + λ22 + · · ·+ λnn | λi ∈ F},

sea π ∈ Sn, la acción es

π(λ11 + λ22 + · · ·+ λnn) = λ1π(1) + λ2π(2) + · · ·+ λnπ(n).

Consideremos un caso espećıfico, el de S2 = {(1), (12)} actuando en el
conjunto {1, 2}. Determinemos las matrices asociadas respecto a la base
{1, 2}. Para π = (12), calculamos (12)1=2 y (12)2=1. Aśı que

X((12)) =

(
0 1
1 0

)
,

la otra representación matricial X((1)) es:

X((1)) =

(
1 0
0 1

)
,

Entonces F 2 es un S2-módulo de permutaciones.

Ejemplo 1.5.7 (Módulo regular). Sea G un grupo y F un campo. Un caso
particular del ejemplo 1.5.6, es cuando X = G, es decir, G actúa sobre el
espacio vectorial FG con el producto usual de grupo. De modo que, FG es
un G-módulo, al cual llamamos módulo regular.
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1.6 Reducibilidad

En esta sección, G denota un grupo finito y V un G-módulo. Como se
dijo anteriormente, en adelante aplicaremos indistintamente los conceptos
definidos para G-módulos V como para representaciones de G en V . Para
ejemplificar esto, definimos los conceptos de submódulo y módulo irreduci-
ble, aśı como también escribimos sus definiciones equivalentes en el lenguaje
de representaciones, es decir, subrepresentación y representación irreducible.

Definición 1.6.1. Un G-submódulo de V es un subespacio vectorial W
que es invariante bajo la acción de G, es decir, gw ∈ W para todos w ∈ W ,
g ∈ G, tal que W junto con la acción de G es en śı mismo un G-módulo.
Escribiremos W ≤ V si W es submódulo de V .

Definición 1.6.2. Sean ρ : G → GL(V ) una representación de G en V
y W un subespacio vectorial de V . Diremos que W es invariante bajo G si
para cualquier g ∈ G y w ∈ W se tiene que ρg(w) ∈ W . Si W es invariante
bajo G, se sigue que la restricción de ρ a W es una representación de G
en W . Diremos entonces que ρW : G→ GL(W ) es una subrepresentación
de ρ.

Ejemplo 1.6.3. Cualquier G-módulo V tiene a los submódulos 0 y V . Estos
dos submódulos son llamados triviales.

Definición 1.6.4. Sea V un G-módulo no trivial. Decimos que V es irredu-
cible si los únicos submódulos de V son 0 y V . Esta definición de G-módulo
irreducible es equivalente al de representación irreducible, es decir si ρ es
una representación de G en V , sus únicas subrepresentaciones son ρ y ρ0 .

Ejemplo 1.6.5. Todo G-módulo V de dimensión 1 es irreducible, ya que
los únicos subespacios posibles son el 0 y V .

Definición 1.6.6. Se dice que V es completamente reducible, si V se
descompone en suma directa de submódulos irreducibles, es decir,

V = W (1) ⊕W (2) ⊕ · · · ⊕W (k),

donde cada W (i) es un G-submódulo irreducible de V . Nos referiremos en
ocasiones a tal descomposición de V simplemente como una descomposición
en irreducibles.

Teorema 1.6.7 (Teorema de Maschke). ([15], teorema 1.5.3, p.16). Sea F
un campo tal que su caracteŕıstica no divide al orden de G. Entonces V es
completamente reducible.
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En el siguiente ejemplo, no se cumple la hipótesis del teorema de Masch-
ke, pues la caracteŕıstica del campo divide al orden del grupo. Y en este
ejemplo V no es completamente reducible.

Ejemplo 1.6.8. Sea el campo F = {0, 1} y G = C2 = {g0, g1} el grupo
ćıclico de dos elementos. Sea el espacio vectorial V = F 2 = {v1, v2, v3, v4},

donde v1 =

(
0
0

)
, v2 =

(
0
1

)
, v3 =

(
1
0

)
, v4 =

(
1
1

)
. Definimos la función

φ : G→ GL(V ) como:

φ(gr) =

(
1 0
r 1

)
,

la cual determina un homomorfismo de grupos.
Queremos determinar si la estructura de G-módulo de V tiene algún

submódulo propio. Como V tiene dimensión 2, un submódulo propio W
deberá tener dimensión 1, es decir, seŕıa generado por un elemento diferente
de cero.

Primero notemos que los subespacios 〈v3〉 y 〈v4〉 no son invariantes.

g1v3 = φ(g1)v3 =

(
1 0
1 1

)(
1
0

)
=

(
1
1

)
= v4,

como v4 6∈ 〈v3〉, por tanto el subespacio 〈v3〉 no es invariante, es decir, 〈v3〉
no es submódulo propio de V .

g1v4 = φ(g1)v4 =

(
1 0
1 1

)(
1
1

)
=

(
1
0

)
= v3,

similarmente, v3 6∈ 〈v4〉, el subespacio 〈v4〉 no es submódulo propio de V .
A continuación se verifica que 〈v2〉 = {v1, v2} es el único submódulo

propio de V , pues 〈v2〉 es invariante bajo la acción de G, ya que g0v1 = v1,
g1v1 = v1, g0v2 = v2 y

g1v2 = φ(g1)v2 =

(
1 0
1 1

)(
0
1

)
=

(
0
1

)
= v2.

Por tanto, V no es completamente reducible, es decir, no podemos escribir
a V como V ∼= 〈v2〉 ⊕W , pues el submódulo W debeŕıa tener dimensión 1,
y el único submódulo con dimensión 1 es 〈v2〉.

Debido a que queremos usar el teorema de Maschke, F será un campo
de caracteŕıstica cero. Aśı, todo G-módulo será completamente reducible.
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1.7 G-homomorfismo y lema de Schur

Definición 1.7.1. Dados dos G-módulos V y W . Un G-homomorfismo (o
simplemente un homomorfismo) es una transformación lineal φ : V → W
tal que

φ(gv) = gφ(v),

para todo g ∈ G y v ∈ V . Decimos entonces que φ preserva la acción de G.

Definición 1.7.2. Dados dos G-módulos V y W . Un G-isomorfismo es un
G-homomorfismo φ : V → W el cual es biyectivo. En este caso decimos que
V y W son G-isomorfos y lo denotaremos como V ∼= W .

Definición 1.7.3. Sean G un grupo y V,W espacios vectoriales. Si ρ : G→
GL(V ) y ρ

′
: G → GL(V

′
) son dos representaciones de G, diremos que son

isomorfas si existe un isomorfismo f : V → V
′

tal que para todo g ∈ G se
tiene que f ◦ ρ(g) = ρ

′
(g) ◦ f .

Ejemplo 1.7.4. Del ejemplo 1.5.6, un submódulo de F n de dimensión n−1
es:

E =
{

(λ11 + λ22 + · · ·+ λnn) ∈ F n |
n∑
i=1

λi = 0
}
.

Este submódulo se llama módulo estándar.
Tenemos también que T = {λ11 + λ22 + · · ·+ λnn | λ1 = λ2 = · · · = λn}

es submódulo de F n, el cual tiene dimensión 1 y de hecho es isomorfo a la
representación trivial. Se sigue que:

F n = E ⊕ T.

Proposición 1.7.5. ([15], proposición 1.7.9, p.21). Sean V ,W G-módulos
y φ : V → W un G-homomorfismo. Entonces

1. kerφ es un G-submódulo de V , y

2. imφ es un G-submódulo de W .

Si W es submódulo de V , entonces en el espacio cociente V/W puede
darse una acción de G como g(v +W ) = gv +W , la cual está bien definida
(pues W es invariante bajo la acción de G), y satisface los axiomas de módulo
sobre G, por lo que obtenemos una estructura de G-módulo en V/W llamada
módulo cociente.

Teorema 1.7.6 (Teorema de isomorfismo de módulos). Sea φ : V → W un
G-homomorfismo. Entonces el módulo cociente V/ kerφ es isomorfo a imφ
por medio de v + kerφ 7→ φ(v).
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Teorema 1.7.7 (Lema de Schur). Si V y W son G-módulos irreducibles,
y φ : V → W es un G-homomorfismo no trivial, entonces φ es un isomor-
fismo.

Demostración. Como kerφ ≤ V , y V es irreducible, entonces kerφ = 0
o kerφ = V , pero kerφ 6= V pues φ es no trivial, aśı que kerφ = 0 y por lo
tanto, φ es inyectiva.

Análogamente, imφ ≤ W e imφ 6= 0, aśı que imφ = W y entonces φ es
suprayectiva.

Proposición 1.7.8. Sean V,W dos G-módulos. Sea f : V → W un G-
homomorfismo, y supongamos S ≤ V con S irreducible. Entonces f(S) ∼= S
o f(S) = 0.

Demostración. Tomemos el siguiente G-homomorfismo S
i
↪→ V

f→ W don-
de i es la función inclusión. Aśı, por el teorema 1.7.6, S/ ker(f ◦i) ∼= im(f ◦i).
Como ker(f ◦ i) ≤ S entonces ker(f ◦ i) = 0 o ker(f ◦ i) = S, pues S es
irreducible.

Si ker(f ◦ i) = 0, se sigue que

S ∼= S/0 ∼= im(f ◦ i) = f(S).

Por otro lado, si ker(f ◦ i) = S, tenemos

0 = S/S ∼= im(f ◦ i) = f(S).

como queŕıamos demostrar.

Otra manera de pensar en la demostración anterior es observar que ker f∩
S ≤ S, por lo que ker f ∩ S = 0 o bien ker f ∩ S = S. En el primer caso se
tiene que f env́ıa inyectivamente a S dentro de W , por lo cual S ∼= f(S).
En el segundo caso, todos los elementos de S están en ker f , por lo cual
f(S) = 0.

Como se puede observar en [6, p. 194], si V es un G-módulo, se ob-
tiene que la intersección de cualquier colección de submódulos de V es un
submódulo de V , y además si W1, W2 son submódulos de V , se tiene que
W1 +W2 = {w1 + w2 | w1 ∈ W1, w2 ∈ W2} es un G-submódulo de V .

Proposición 1.7.9. Sea V un G-módulo. Supongamos que S ≤ V , don-
de S es irreducible. Supongamos además que S tiene multiplicidad 1 en la
descomposición en irreducibles de V , y sea S

′ ≤ V , tal que S
′ ∼= S. Enton-

ces S = S
′
.
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Demostración. Consideremos S ∩ S ′ ≤ S, aśı que S ∩ S ′ = 0 o S ∩ S ′ = S,
pues S es irreducible.

Como S y S
′

son submódulos de V , se tiene que S+S
′

es submódulo de
V . Ahora, si S ∩ S ′ = 0, la suma directa S ⊕ S ′ es submódulo de V , aśı que
V tendŕıa un submódulo isomorfo a dos copias de S, lo cual no es posible
por hipótesis.

Por otro lado, si S∩S ′ = S, entonces dim(S∩S ′) = dim(S), además por
hipótesis S ∼= S

′
, aśı dim(S) = dim(S

′
). Por tanto, dim(S ∩ S ′) = dim(S

′
)

y dado que S ∩ S ′ ≤ S
′
, tenemos que S ∩ S ′ = S

′
, con lo que S = S

′
. Como

se queŕıa demostrar.

Nótese que la conclusión de la proposición 1.7.9 es que no existe en V
un submódulo isomorfo a S que no sea exactamente el mismo S. Esto resul-
tará muy útil en los cálculos de las homoloǵıas en los caṕıtulos siguientes.

1.8 Caracteres de representaciones

En esta sección, F es un campo. Mucha información contenida en una re-
presentación X : G→ GL(n, F ) puede ser obtenida de la traza de X(g) con
g ∈ G. De esto se ocupa la teoŕıa de caracteres.

Definición 1.8.1. Sea X(g) una representación matricial con g ∈ G. En-
tonces el carácter de X es

χ(g) = tr ◦X(g),

donde tr denota la traza de una matriz dada. Dicho de otro modo, χ es la
función

G
trX→ F.

Si V es un G-módulo, se define el carácter de V como el carácter de una
representación de G en V (por propiedades de la traza, el carácter no de-
pende de la base de V escogida). En ocasiones, para resaltar que el carácter
corresponde al G-módulo V lo denotaremos como χV .

Parte de la terminoloǵıa utilizada para representaciones se usará para
los correspondientes caracteres. Por ejemplo, si X tiene carácter χ, diremos
que χ es irreducible siempre que X lo sea.

Se muestra al final de esta sección, un ejemplo de cómo calcular caracteres
de la representación trivial, signo y estándar con la acción de S3.

Proposición 1.8.2. ([15], proposición 1.8.5, p.32). Sea G un grupo finito
y sea χ el carácter de una representación ρ : G → GL(V ) de grado n.
Entonces,
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1. χ(1) = n.

2. Si K es una clase de conjugación de G, entonces χ(g) = χ(h) para
g, h ∈ K.

Definición 1.8.3. Una función de clase es una función θ : G → F que
es constante en clases de conjugación de G, es decir, si K es una clase de
conjugación de G, entonces θ(g) = θ(h) para g, h ∈ K. El conjunto de todas
las funciones de clase en G es denotado por R(G).

Un ejemplo de funciones de clase son los caracteres (ver proposición 1.8.2).
La suma de funciones de clase es una función de clase y el producto por

escalar de una función de clase es una función de clase, por lo que se sigue
que R(G) es un subespacio vectorial del espacio de todas las funciones de G
en F .

Siguiendo a Isaacs ([7], §2, p.15), en adelante, para que se cumpla el teo-
rema de Maschke y el teorema 1.8.4, el campo F serán los números comple-
jos C. Sin embargo, se puede trabajar con cualquier campo algebraicamente
cerrado de caracteŕıstica que no divida a |G| o bien el campo de los elemen-
tos algebraicos en C, es decir, el campo de los números complejos que son
ráız de algún polinomio con coeficientes enteros.

Teorema 1.8.4. ([15], proposición 1.10.1, p.40, proposición 1.10.2, p.42).
Sea G un grupo finito. Entonces,

1. Los caracteres irreducibles χ1, χ2, . . . , χr de G forman una base del
espacio de funciones de clase R(G).

2. La cantidad de distintas representaciones irreducibles de G, salvo iso-
morfismos, es igual a la cantidad de clases de conjugación de G.

En general no se logra una correspondencia biyectiva natural entre las
representaciones de G y las clases de conjugación. Sin embargo, en el si-
guiente caṕıtulo observamos que en el caso del grupo simétrico śı se cuenta
con esta correspondencia.

Si K es una clase de conjugación y χ es un carácter, se define χK el valor
del carácter en la clase dada.

χK = χ(g)

para cualquier g ∈ K. Esto sugiere la definición de tabla de caracteres de
un grupo.
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Definición 1.8.5. Sea G un grupo finito. La tabla de caracteres de G
es una tabla cuyos renglones están indexados por los caracteres irreducibles
de G y las columnas indexadas por las clases de conjugación. La entrada de
la tabla en el renglón χ y la columna K es

· · · K · · ·
...

...
χ · · · χK
...

Por convención, el primer renglón corresponde al carácter trivial, y la pri-
mera columna corresponde a la clase identidad K = (1).

Ejemplo 1.8.6. Sea G = S3. A continuación calcularemos el carácter χV (g)
de tres S3-módulos V y elementos g ∈ S3. Basta calcular χV : S3 → C en
representantes de cada clase de conjugación de S3, como (1), (12) y (123).

Primero consideremos V = C, la representación trivial. El espacio V es
de dimensión 1 (por lo que χV es la traza de la matriz 1× 1) y tiene a 1 ∈ C
como base. Tenemos que (1)1 = 1, por lo que χV ((1)) = 1, aśı también
(12)1 = 1 y (123)1 = 1, se sigue que χV ((12)) = 1 y χV ((123)) = 1.

Ahora denotemos al espacio de representación de la representación signo
como V = Ĉ. Nuevamente dimV = 1, pero (1)1 = 1, (12)1 = −1 y (123)1 =
1, por lo que χV ((1)) = 1, χV ((12)) = −1 y χV ((123)) = 1.

Por último, sea V = E, la representación estándar. Es decir,

E ∼= {(x1, x2, x3) ∈ C3 | x1 + x2 + x3 = 0}.

En este caso, dimV = 2, y una base de E es β = {(1,−1, 0), (1, 0,−1)}.
Si g = (1), entonces la matriz asociada a gV en la base dada es la matriz
identidad 2× 2, por lo que χV ((1)) = 2.

Por otro lado, si g = (12), tenemos:

(12)(1,−1, 0) = (−1, 1, 0) = −1(1,−1, 0) + 0(1, 0,−1),

(12)(1, 0,−1) = (0, 1,−1) = −1(1,−1, 0) + 1(1, 0,−1)

por lo que

[gV ]β =

(
−1 −1
0 1

)
,

aśı que χV ((12)) = 0.
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Finalmente, si g = (123), tenemos:

(123)(1,−1, 0) = (0, 1,−1) = −1(1,−1, 0) + 1(1, 0,−1),

(123)(1, 0,−1) = (−1, 1, 0) = −1(1,−1, 0) + 0(1, 0,−1)

por lo que

[gV ]β =

(
−1 −1
1 0

)
,

aśı que χV ((123)) = −1.
Con los cálculos realizados obtenemos la tabla de caracteres de S3 (ver

tabla 1.1). El primer renglón indica el número de elementos en cada clase de
conjugación, y en el segundo renglón se coloca un elemento representativo
de cada clase de conjugación.

1 3 2
S3 (1) (12) (123)
χC 1 1 1
χĈ 1 -1 1
χE 2 0 -1

Tabla 1.1: Tabla de caracteres de S3

Las tablas de caracteres que utilizaremos en el caṕıtulo 4 se encuentran
en [9], §16, p.159.

1.9 Producto interno de caracteres

Mediante el producto interno de caracteres podemos determinar si una re-
presentación es irreducible o cuándo dos representaciones son equivalentes.
Además de otros resultados que veremos a continuación.

Definición 1.9.1. Si χ, ψ son funciones de G en C, definimos el producto
interno de χ y ψ como:

〈χ, ψ〉 =
1

|G|
∑
g∈G

χ(g)ψ(g).

Teorema 1.9.2. ([15], teorema 1.9.3, p.35). Sean V y W representaciones
irreducibles de un grupo G con caracteres χ, ψ respectivamente. Entonces

〈χ, ψ〉 = δχψ :=

{
1, si V ∼= W

0, en otro caso.
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Corolario 1.9.3. ([15], corolario 1.9.4, p.37). Sea V un G-módulo con
carácter χV y supongamos que

V ∼= m1V
(1) ⊕m2V

(2) ⊕ · · · ⊕mkV
(k),

donde V (1), . . . , V (k) son G-módulos irreducibles no isomorfos entre śı y mi

denota la multiplicidad de Vi, es decir la cantidad de sumandos directos
isomorfos a V (i) en la descomposición en irreducibles de V . Entonces

1. χV = m1χV (1) +m2χV (2) + · · ·+mkχV (k).

2. 〈χV , χV (j)〉 = mj para cada j.

3. 〈χV , χV 〉 = m2
1 +m2

2 + · · ·+m2
k.

4. V es un G-módulo irreducible si y solo si 〈χV , χV 〉 = 1.

5. Sea W otro G-módulo con carácter χW . Entonces

V ∼= W si y solo si χV (g) = χW (g)

para cada g ∈ G.

En el siguiente ejemplo se calcula el producto interno entre caracteres.

Ejemplo 1.9.4. Del ejemplo 1.8.6, calculamos los siguientes productos in-
ternos basados en los valores de la tabla 1.1:

〈χC, χC〉 =
1

6
(1(χC(1))(χC(1)) + 3(χC(12))(χC(12)) + 2(χC(123))(χC(123)))

=
1

6
(1(1)(1) + 3(1)(1) + 2(1)(1)) = 1,

〈χĈ, χĈ〉 =
1

6
(1(1)(1) + 3(−1)(−1) + 2(1)(1)) = 1,

〈χE, χE〉 =
1

6
(1(2)(2) + 3(0)(0) + 2(−1)(−1)) = 1.

Por el inciso 4 del corolario 1.9.3, las representaciones trivial, signo y estándar
son representaciones irreducibles de S3.

Corolario 1.9.5. Sean V y W G-módulos, entonces 〈χV , χW 〉 es un número
entero no negativo.

Demostración. Sea {V (1), V (2), . . . , V (k)} una lista completa de G-submódu-
los irreducibles. Escribimos a V como V ∼= m1V

(1) ⊕m2V
(2) ⊕ · · · ⊕mkV

(k)

y a W como W ∼= r1V
(1) ⊕ r2V

(2) ⊕ · · · ⊕ rkV (k) por el teorema de Maschke
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(ver teorema 1.6.7), donde mi y ri es la multiplicidad del módulo irreducible
V (i), se sigue que

〈χV , χW 〉 = 〈χV , r1χV (1) + r2χV (2) + · · ·+ rkχV (k)〉
= r1〈χV , χV (1)〉+ r2〈χV , χV (2)〉+ · · ·+ rk〈χV , χV (k)〉
= r1m1 + r2m2 + · · ·+ rkmk,

aśı que 〈χV , χW 〉 es un entero no negativo.

1.10 Caracteres y módulos inducidos

Dados un grupo G con subgrupo H ≤ G, hay una forma de obtener re-
presentaciones de G a partir de representaciones de H y viceversa, usando
operaciones de restricción e inducción.

Definición 1.10.1. Sea H un subgrupo de G y sea V un G-módulo. Si para
h ∈ H, v ∈ V definimos hv por medio de la estructura de G-módulo en V ,
se obtiene una acción lineal de H en V . El H-módulo obtenido se denota
con V ↓GH y se le llama restricción de V de G a H.

Notemos que χV ↓GH = χV ↓GH .

Habiendo obtenido de manera sencilla una representación de H a partir
de una de G por medio de restricción, definiremos ahora un procedimiento,
llamado inducción, para obtener una representación del grupo G a partir
de una representación de su subgrupo H. La inducción resultará muy útil
en los siguientes caṕıtulos para obtener una expresión simplificada de un
G-módulo V a partir de una elección juiciosa de un subgrupo adecuado H
de G y subespacio W de V .

Proposición 1.10.2. Una función de clase θ : G → C es un carácter si y
solo si θ 6= 0 y 〈θ, χ〉 es un entero no negativo para todo carácter irreducible χ
de G.

Demostración. Si θ es un carácter, entonces θ(1) > 0, por lo tanto θ 6= 0.
Además, por el inciso 2 del corolario 1.9.3, 〈θ, χ〉 es un entero no negativo
si χ es irreducible.

Supongamos ahora 〈θ, χj〉 = aj para j = 1, . . . , k, donde χ1, χ2, . . . , χk
forman una colección completa de caracteres irreducibles y aj es un entero

no negativo. Por el corolario 1.9.3 se obtiene que θ =
∑k

j=1 ajχj, de donde θ

es el carácter del módulo a1V
(1) ⊕ a2V

(2) ⊕ · · · ⊕ akV (k) 6= 0.
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Definición 1.10.3. Sean H ≤ G y θ : H → C una función. Definimos la
función θ ↑GH : G→ C como:

θ ↑GH (g) =
1

|H|
∑
x∈G

x−1gx∈H

θ(x−1gx). (1.2)

Decimos que la función θ ↑GH es inducida por la función θ.

En la suma del lado derecho de la ecuación 1.2, dado g ∈ G, los sumandos
están indexados por los elementos x ∈ G tales que x−1gx ∈ H. Una expresión
equivalente puede obtenerse por medio del concepto de transversal. Si H es
un subgrupo no necesariamente normal de G, una transversal izquierda
de H en G es una colección de representantes de las clases laterales izquierdas
de H, de modo que si T = {t1, . . . , ts} entonces G = t1H ∪ · · · ∪ tsH.

Observemos que si H ≤ G, y x, g ∈ G son tales que x−1gx ∈ H, en-
tonces para todo h ∈ H se tiene que (xh)−1g(xh) = h−1(x−1gx)h ∈ H.
Rećıprocamente, si (xh)−1g(xh) ∈ H, entonces x−1gx ∈ H. Además, si θ es
una función de clase, θ(h−1(x−1gx)h) = θ(x−1gx). Es decir, el hecho de que
x−1gx ∈ H depende únicamente de la clase lateral donde esté x, y similar-
mente, el valor de la función θ(x−1gx) es constante para todo x en una clase
lateral fija.

Puesto que toda clase lateral tiene |H| elementos, se tiene que si θ : H →
C es una función de clase, podemos calcular a θ ↑GH por medio de la fórmula:

θ ↑GH (g) =
∑
x∈T,

x−1gx∈H

θ(x−1gx). (1.3)

Por ejemplo, tenemos que:

θ ↑GH (1) =
∑
x∈T,

x−11x∈H

θ(x−11x) =
∑
x∈T,
1∈H

θ(1) = |T |θ(1) = [G : H]θ(1).

donde [G : H] es el número de clases laterales de H en G, llamado el ı́ndice
de H en G.

Proposición 1.10.4. Si H ≤ G y θ : H → C es una función de clase,
entonces θ ↑GH : G→ C es una función de clase.
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Demostración. Para g, y ∈ G tenemos que

θ ↑GH (ygy−1) =
1

|H|
∑
x∈G

x−1(ygy−1)x∈H

θ(x−1ygy−1x)

=
1

|H|
∑
x∈G

(y−1x)−1g(y−1x)∈H

θ((y−1x)−1g(y−1x))

=
1

|H|
∑
yu∈G

u−1gu∈H

θ(u−1gu)

=
1

|H|
∑
u∈G

u−1gu∈H

θ(u−1gu)

= θ ↑GH (g)

en donde se hizo el cambio de variable u = y−1x (esto es x = yu), y notamos
que yu ∈ G si y solo si u ∈ G.

En el teorema siguiente ocupamos el concepto de producto interno de
funciones de la definición 1.9.1.

Teorema 1.10.5 (Reciprocidad de Frobenius). Sea H ≤ G y θ : H → C,
φ : G→ C funciones de clase. Entonces

〈θ ↑GH , φ〉 = 〈θ, φ ↓GH〉.

Demostración. Tenemos que

〈θ ↑GH , φ〉 =
1

|G|
∑
g∈G

θ ↑GH (g)φ(g)

=
1

|G|
∑
g∈G

(
1

|H|
∑
x∈G

x−1gx∈H

θ(x−1gx)

)
φ(g)

=
1

|G|
1

|H|
∑

{(g,x)|g,x∈G,x−1gx∈H}

θ(x−1gx)φ(g).
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Aqúı hacemos el cambio de variable u = x−1gx, de donde g = xux−1

=
1

|G|
1

|H|
∑

{(xux−1,x)|xux−1,x∈G,u∈H}

θ(u)φ(xux−1)

=
1

|G|
1

|H|
∑

{(xux−1,x)|xux−1,x∈G,u∈H}

θ(u)φ(u)

=
1

|G|
1

|H|
|G|
∑
u∈H

θ(u)φ(u)

pues si u ∈ H, entonces xux−1 ∈ G para todo x ∈ G, y además φ(xux−1) =
φ(u), por ser φ una función de clase

= 〈θ, φ ↓GH〉

como queŕıamos demostrar.

Corolario 1.10.6. Si H ≤ G y θ : H → C es un carácter, entonces la
función θ ↑GH : G→ C es un carácter.

Demostración. Ya sabemos que θ ↑GH es una función de clase. Aplicamos el
criterio de la proposición 1.10.2. Tenemos que θ ↑GH (1) = [G : H]θ(1) > 0 y
si χ es un carácter irreducible de G, entonces

〈θ ↑GH , χ〉 = 〈θ, χ ↓GH〉,

el cual es un entero no negativo, pues es el producto interno de dos caracteres
(ver corolario 1.9.5). El resultado se sigue entonces de la proposición 1.10.2.

Supondremos en lo que resta de esta sección que G es un grupo, H un
subgrupo de G y T = {t1, t2, . . . , ts} una transversal izquierda de H en G
fija, donde t1 = 1.

Si W es un H-módulo, el corolario 1.10.6 implica que (χW ) ↑GH es un
carácter. Queremos encontrar un G-módulo V tal que χV = (χW ) ↑GH .

Definición 1.10.7. Sea V un G-módulo, y W un subespacio de V tal
que {g ∈ G | gW = W} = H (de modo que W tiene estructura de H-
módulo). Decimos que el G-módulo V es inducido por el H-módulo W si
V =

⊕s
i=1 tiW como espacio vectorial.

Notemos que la definición no depende de la transversal escogida, pues
si t = t

′
h con h ∈ H, entonces tW = t

′
hW = t

′
W .
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Proposición 1.10.8. Si el G-módulo V es inducido por el H-módulo W ,
entonces χV = (χW ) ↑GH .

Demostración. Si β = {w1, w2, . . . , wr} es base de W , entonces para j ∈
{1, 2, . . . , r}, se tiene que tjβ = {tjw1, . . . , tjwr} es base de tjW y por lo
tanto, γ =

⋃s
j=1 tjβ es base de V . Dado g ∈ G, calcularemos χV (g) usando

esa base. Aśı,

χV (g) = tr([g]γ) =
∑

{j|gtjW=tjW}

tr([g]tjβ), (1.4)

donde usamos el hecho de que V = ⊕si=1tiW y de que la acción de g permuta
los sumandos, pues si gtj = tih con ti ∈ T , h ∈ H, entonces gtjW = tihW =
tiW . Al cálculo de la traza contribuyen exactamente los sumandos tales que
gtjW = tjW .

Tenemos que gtjW = tjW si y solo si t−1
j gtjW = W , y por nuestras

hipótesis, esto sucede si y solo si t−1
j gtj ∈ H. Veamos que [g]tjβ = [t−1

j gtj]β,

si t−1
j gtj ∈ H. Tomemos wk ∈ β, y escribimos a gtjwk como:

gtjwk = λ1tjw1 + · · ·+ λrtjwr

de modo que,
t−1
j gtjwk = λ1w1 + · · ·+ λrwr

por tanto,

[g(tjwk)]tjβ =

λ1
...
λr

 = [t−1
j gtj(wk)]β.

De donde [g]tjβ = [t−1
j gtj]β siempre que t−1

j gtj ∈ H. Por lo anterior, tenemos
que

tr([g]tjβ) = tr([t−1
j gtj]β) = χW (t−1

j gtj).

si t−1
j gtj ∈ H.
Continuando la ecuación 1.4:

χV (g) = tr([g]γ) =
∑

{j|gtjW≤tjW}

tr([g]tjβ)

=
∑
tj∈T,

t−1
j gtj∈H

χW (t−1
j gtj) = (χW ) ↑GH (g).

en donde en la última igualdad, hemos usado la ecuación 1.3.
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Por lo tanto, dado un grupo finito G con subgrupo W , y dado W un H-
módulo, hemos definido el concepto de G-módulo inducido W ↑GH . Además,
también hemos definido una operación de inducción en funciones de clase,
de tal modo que el carácter de un módulo inducido W ↑GH es igual a la
inducción del carácter χW .

1.11 Gráficas

Definición 1.11.1. Una gráfica G consiste de un conjunto finito no vaćıo
V = V (G) de p vértices junto con un conjunto E = E(G) de q pares no
ordenados de vértices distintos pertenecientes al conjunto V (G). Cada par
e = {u, v} de vértices en E es una arista de G, y se dice que e une a u y v.
Escribimos a e = uv y decimos que u y v son adyacentes. Dos aristas e y
f son ajenas si e∩ f = ∅. Un camino es una sucesión finita de vértices tal
que exista una arista entre cada vértice y el siguiente.

Una manera natural de ver una gráfica es poner puntos para los vértices
y una ĺınea entre dos puntos si los vértices correspondientes son adyacentes.

Definición 1.11.2. Decimos que G es una gráfica completa si para to-
dos u, v ∈ V (G) con u 6= v se tiene que uv ∈ E(G). Una gráfica completa
con n vértices se denota como Kn.

Ejemplo 1.11.3. Gráfica completa de 5 vértices.

K5

Definición 1.11.4. Consideremos la gráfica completa de n vértices Kn cu-
yos vértices están etiquetados como 1, 2, . . . , n. Además ij denotará la arista
que une al vértice i con el vértice j (donde ij = ji).

Llamaremos gráfica de emparejamientos de orden n a la gráfica Gn

tal que:

1. Su conjunto de vértices V (Gn) consta de las aristas de la gráfica Kn.

2. Si vi = pq y vj = rs están en V (Gn), {vi, vj} es una arista en E(Gn)
si vi y vj son aristas ajenas de Kn, es decir, si {p, q} ∩ {r, s} = ∅.
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Ejemplo 1.11.5. A continuación se muestran ejemplos de gráficas de em-
parejamientos, obtenidas a partir de su respectiva gráfica completa.

1 2

3

K3

12 13 23

G3

2 3

1 4

K4

12

34 24

13 14

23

G4

Definición 1.11.6. Sea S un conjunto y F = {S1, · · · , Sp} una familia
de subconjuntos distintos no vaćıos de S cuya unión es S. La gráfica de
intersección de F es denotada por Ω(F ) y definida por V (Ω(F )) = F ,
con Si y Sj adyacentes siempre que i 6= j y Si ∩ Sj 6= ∅.

Definición 1.11.7. Una gráfica H se llama subgráfica de G si tiene todos
sus vértices y aristas en G, es decir, V (H) ⊆ V (G) y E(H) ⊆ E(G).

Definición 1.11.8. Un clan de una gráfica es una subgráfica completa
maximal, es decir, no está contenida en ninguna otra subgráfica completa.

Definición 1.11.9. La gráfica de clanes de una gráfica dada G es la
gráfica de intersección de la familia de clanes de G. Denotemos a la gráfica
de clanes de G como K(G).

Ejemplo 1.11.10. Los clanes de la gráfica de la figura 1.1 son sus cuatro
subgráficas completas de 3 vértices. Como los cuatro clanes se intersecan
dos a dos, la gráfica K4 de la figura 1.2 es la gráfica de clanes de G de la
figura 1.1.

Definición 1.11.11. La gráfica bipartita clánica de G es definida como
la gráfica BK(G) con V (BK(G)) = V (G) ∪ V (K(G)), donde x ∈ V (G),
c ∈ V (K(G)) son adyacentes si x ∈ c y no hay otras adyacencias.
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Figura 1.1: G Figura 1.2: K(G)

Ejemplo 1.11.12. Sea G la gráfica de la figura 1.1. La gráfica bipartita
clánica de G se muestra enseguida, donde los vértices en color gris corres-
ponden a los clanes de G y los vértices restantes son los vértices de G.

BK(G)



Caṕıtulo 2

Tableros de Young y
representaciones del grupo
simétrico

En este caṕıtulo estudiamos la relación entre representaciones o módulos
del grupo simétrico Sn y objetos combinatorios llamados tableros de Young.
Continuaremos usando los términos representación y módulo indistintamen-
te. Definiremos los tableros de Young en la sección 2.1, pero por ahora es
suficiente decir que es el llenado de cierta configuración de cajas con elemen-
tos del conjunto {1, 2, . . . , n}. Un ejemplo se muestra a continuación:

1 2 4

3 5 6

7 8

9

Hay una elegante descripción de representaciones irreducibles de Sn me-
diante los tableros de Young. Recordemos que hay tres representaciones
irreducibles de S3 (ver ejemplo 1.9.4), las cuales pueden ser descritas usando
el conjunto de diagramas de Young con tres cajas. La correspondencia es
ilustrada abajo.

Representación trivial.
Representación signo.

Representación
estándar.

En general, las representaciones irreducibles de Sn pueden ser descritas
usando diagramas de Young de n cajas. Además, podemos dar una base

43
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para cada representación irreducible usando tableros de Young estándar,
los cuales consisten en numerar las cajas de un diagrama de Young con
1, 2, . . . , n tal que los renglones y las columnas sean crecientes. Por ejemplo,
las base de la representación estándar de S3 corresponde a los siguientes dos
tableros estándar:

1 2
3

1 3
2

En este caṕıtulo, describimos la relación entre los tableros de Young y
representaciones de Sn. Las pruebas son omitidas, pero pueden encontrarse
en el segundo caṕıtulo de [15].

En la sección 2.1, introducimos diagramas de Young y tableros de Young.
En la sección 2.2, introducimos los tabloides y los usamos para construir una
representación de Sn conocida como módulo de permutación Mλ. Sin embar-
go, los módulos de permutación son generalmente reducibles. En la sección
2.3 construimos representaciones irreducibles de Sn conocidos como módulos
de Specht Sλ, los cuales son submódulos del correspondiente Mλ. Los módu-
los de Specht Sλ corresponden biyectivamente a los diagramas de Young de
forma λ y forman una lista completa de representaciones irreducibles de Sn.

2.1 Tablero de Young

Primero establecemos algunas definiciones y notaciones considerando parti-
ciones y diagramas de Young.

Definición 2.1.1. Una partición de un entero positivo n es una sucesión
de enteros positivos λ = (λ1, λ2, . . . , λl) que satisface λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λl > 0
y n = λ1+λ2+· · ·+λl. Escribimos λ ` n para denotar que λ es una partición
de n.

Por ejemplo, el número 4 tiene cinco particiones: (4), (3, 1), (2, 2), (2, 1, 1),
(1, 1, 1, 1). Podemos también representar particiones usando diagramas de
Young como sigue.

Definición 2.1.2. Si λ = (λ1, λ2, . . . , λl) es una partición de n, entonces
el diagrama de Young de λ consiste de n cajas colocadas en l renglones
alineados a la izquierda, donde el i-ésimo renglón tiene λi cajas.

Por ejemplo, los diagramas de Young correspondientes a las particiones
del 4 son:
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(4) (3,1) (2,2) (2,1,1)
(1,1,1,1)

Existe una correspondencia biyectiva entre particiones y diagramas de
Young, y nosotros usaremos los dos términos indistintamente.

Un tablero de Young es obtenido llenando las cajas de un diagrama de
Young con números naturales.

Definición 2.1.3. Sea λ ` n. Un tablero t (de Young) de forma λ, se
obtiene llenando las cajas de un diagrama de Young para λ con 1, 2, . . . , n,
los cuales aparecen exactamente una vez. En este caso, decimos que t es un
λ-tablero.

Por ejemplo, aqúı están todos los tableros correspondientes a la parti-
ción (2, 1):

1 2
3

2 1
3

1 3
2

3 1
2

2 3
1

3 2
1

.

Definición 2.1.4. Un tablero (de Young) estándar es un tablero de
Young cuyas entradas son crecientes en cada renglón y columna.

Los únicos tableros estándar para (2, 1) son:

1 2
3

y 1 3
2

.

Otro ejemplo de un tablero estándar es:

1 2 4
3 5 6
7 8
9

Antes de seguir adelante, recordaremos algunos hechos básicos sobre
permutaciones. Cada permutación π ∈ Sn tiene una descomposición en
ciclos disjuntos. Por ejemplo, (123)(45) denota la permutación que env́ıa
1 → 2 → 3 → 1 e intercambia al 4 y 5 (si n > 5, entonces por convención
los otros elementos permanecen fijos por π). Recordemos que dos elemen-
tos de Sn son conjugados si y solo si tienen la misma estructura en ciclos
(teorema 1.2.20). Esto significa que las clases de conjugación de Sn están
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caracterizadas por la estructura en ciclos, y en consecuencia corresponden a
las particiones de n, los cuales son equivalentes a los diagramas de Young de
tamaño n. Recordemos del teorema 1.8.4, que el número de representaciones
irreducibles de un grupo finito es igual al número de sus clases de conjuga-
ción. Aśı, nuestro objetivo en las próximas dos secciones es construir una
representación irreducible de Sn correspondiente a cada diagrama de Young.

2.2 Tabloides y módulo de permutación Mλ

En esta sección, construimos representaciones de Sn usando clases de equi-
valencia de los tableros, conocidas como tabloides.

Definición 2.2.1. Dos λ-tableros t1 y t2 son equivalentes por renglones,
denotado como t1 ∼ t2, si los correspondientes renglones de los dos tableros
contienen los mismos elementos. Un tabloide de forma λ, o λ-tabloide es la
clase de equivalencia

{t} = {t1 | t1 ∼ t}.

El tabloide {t} es dibujado como el tablero t sin las barras verticales.

Por ejemplo, si

t = 1 2
3

entonces {t} es el tabloide dibujado como

1 2
3

el cual representa la clase de equivalencia que contiene a los siguientes ta-
bleros:

1 2
3

2 1
3

.

Como consecuencia de nuestras definiciones, el orden de las entradas
entre cada renglón es irrelevante. Por ejemplo:

1 4 5
2 3

= 4 5 1
3 2

6= 5 2 1
3 4

.
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Pretendemos definir una representación de Sn en un espacio vectorial
cuya base es exactamente el conjunto de tabloides de una forma dada. Ne-
cesitamos una forma para que los elementos de Sn actúen en los tabloides,
lo cual, se logra dejando que la permutaciones intercambien las entradas del
tabloide.

Por ejemplo, el ciclo (123) ∈ S3 actúa en el tabloide reemplazando el 1
por el 2, el 2 por el 3 y el 3 por el 1, como se muestra abajo:

(123) 1 2
3

= 2 3
1

.

Debemos comprobar que esta acción está bien definida, esto es, si t1 y t2
son equivalentes por renglones, es decir, {t1} = {t2}, entonces el resultado
de la permutación debe ser el mismo, esto es, π{t1} = π{t2}. Esto es claro,
pues π simplemente da la instrucción de mover algún número de un renglón
a otro.

Ahora que hemos definido una forma para que Sn actúe en los tabloides,
podemos definir una representación de Sn. Recordemos que una representa-
ción de un grupo G en un espacio vectorial V sobre el campo de los números
complejos es equivalente a extender a V a un G-módulo, por lo que usaremos
el término módulo para describir representaciones.

Definición 2.2.2. Sea λ ` n. Mλ denota el espacio vectorial cuya base es el
conjunto de λ-tabloides. Entonces Mλ es una representación de Sn conocida
como módulo de permutación correspondiente a λ.

Mostraremos algunos ejemplos de los módulos de permutación Mλ. Los
módulos obtenidos a partir de los siguientes diagramas de Young son de
hecho representaciones conocidas.

Ejemplo 2.2.3. Consideremos λ = (n). Aśı que Mλ es el espacio vectorial
generado por un solo tabloide:

1 2 · · · n

donde el tabloide está fijo por Sn, por lo que Mλ es una representación trivial
de dimensión uno.
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Ejemplo 2.2.4. Consideremos λ = (1n) = (1, 1, . . . , 1). Entonces un λ-
tabloide es simplemente una permutación {1, 2, . . . , n} en n renglones y Sn
actúa en los tabloides haciendo actuar la correspondiente permutación. Se
sigue que M (1,1,...,1) es isomorfo a la representación regular de Sn (ver ejem-
plo 1.5.7).

Ejemplo 2.2.5. Consideremos λ = (n− 1, 1). Sea {ti} un λ-tabloide con i
en el segundo renglón. Entonces Mλ tiene base {t1}, {t2}, . . . , {tn}. También,
note que la acción de π ∈ Sn env́ıa ti a tπ(i). Aśı, M (n−1,1) es isomorfo a la
representación F In (ver ejemplo 1.5.6).

Por ejemplo, si n = 4, la representación M (3,1) tiene la siguiente base:

t1 = 2 3 4
1

t2 = 1 3 4
2

t3 = 1 2 4
3

t4 = 1 2 3
4

2.3 Módulo de Specht

En la sección previa, construimos Sn-módulos Mλ conocidos como módulos
de permutación. En esta sección, para cada λ consideramos un submódulo
irreducibles de Mλ.

El grupo Sn actúa en el conjunto de tableros de Young de manera natural:
para un tablero t de tamaño n y una permutación σ ∈ Sn el tablero σt es el
tablero que coloca el número σ(i) en la caja donde t coloca a i. Por ejemplo,

(123)(45) 1 2 4 5
3 6
7

= 2 3 5 4
1 6
7

Observe que un tabloide está fijo por las permutaciones que permutan las
entradas de los renglones entre ellos mismos. Estas permutaciones forman
un subgrupo de Sn, al cual llamamos grupo renglón. Similarmente, definimos
al grupo columna.

Definición 2.3.1. Para un tablero t de tamaño n, el grupo renglón de t,
denotado por Rt, es el subgrupo de Sn que consiste de las permutaciones
que solo mueven elementos entre cada renglón de t. Similarmente, el grupo
columna Ct es el subgrupo de Sn que consiste de las permutaciones las
cuales solo permutan los elementos entre cada columna de t.

Por ejemplo, si

t = 4 1 2
3 5

,
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entonces

Rt = S{1,2,4} × S{3,5}, y Ct = S{3,4} × S{1,5} × S{2}.

Seleccionaremos ciertos elementos del espacio Mλ que usaremos para generar
un subespacio.

Definición 2.3.2. Si t es un tablero, entonces el politabloide asociado es

et =
∑
π∈Ct

sgn(π)π{t}.

Entonces encontramos a et sumando todos los tabloides que resultan de
las permutaciones columna de t, teniendo en cuenta el signo de la permuta-
ción columna. Por ejemplo, si

t = 4 1 2
3 5

,

entonces

et = 4 1 2
3 5

− 3 1 2
4 5

− 4 5 2
3 1

+ 3 5 2
4 1

.

Ahora, mediante el siguiente lema, vemos que Sn actúa en el conjunto
de politabloides.

Lema 2.3.3. ([15], lema 2.3.3, p.61). Sea t un tablero y π una permutación.
Entonces eπt = πet.

Ahora podemos obtener un submódulo irreducible de Mλ.

Definición 2.3.4. Para cualquier partición λ, el correspondiente módulo
de Specht, denotado como Sλ, es el submódulo de Mλ generado por los
todos los politabloides et de forma λ.

Ejemplo 2.3.5. Considere λ = (n), sólo hay un único politabloide, el cual
es

1 2 · · · n .

Donde el politabloide está fijo por Sn, aśı S(n) es la representación trivial de
dimensión uno.

Ejemplo 2.3.6. Considere λ = (1n) = (1, 1, . . . , 1). Sea
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t =

1
2
...
n

.

Para cualquier λ-tablero t
′
, resulta que et = et′ si t

′
es obtenido de t

mediante una permutación par, o et = −et′ si t
′

es obtenido de t mediante
una permutación impar. Aśı, Sλ es una representación de dimensión uno.
Del lema 2.3.3, πet = eπt = sgn(π)et. De lo cual, observamos que S(1,1,...,1)

es la representación signo.

Ejemplo 2.3.7. Considere λ = (n − 1, 1). Continuando con la notación
del ejemplo 2.2.5, donde usamos {ti} para denotar el λ-tabloide con i en el
segundo renglón, vemos que los politabloides tienen la forma {ti}−{tj}. En
efecto, el politabloide construido del tablero

t = j a b · · ·
i

es igual a {ti}−{tj}. Usemos temporalmente ei para denotar el tabloide {ti}.
Entonces Sλ es generado por los elementos de la forma ei − ej , y se sigue
que

S(n−1,1) = {c1e1 + c2e2 + · · ·+ cnen | c1 + c2 + · · ·+ cn = 0}.

Esta es la representación estándar y es irreducible. La suma directa de las
representaciones estándar y la representación trivial nos da la representa-
ción F In (ver ejemplo 1.7.4), es decir, S(n−1,1) ⊕ S(n) = M (n−1,1).

Sabemos que S3 tiene tres representaciones irreducibles: trivial, signo y
estándar. Estas son exactamente las descritas anteriormente. Además, hay
exactamente tres particiones del 3: (3), (1, 1, 1), (2, 1) y en este caso, las
representaciones irreducibles son exactamente los módulos de Specht. Esto
es cierto en general.

Teorema 2.3.8. ([15], teorema 2.4.6, p.66). Los módulos de Specht Sλ para
λ ` n forman una lista completa de representaciones irreducibles de Sn
sobre C.

Recordemos que al final de la sección 2.1 notamos que el número de
representaciones irreducibles de Sn es igual al número de diagramas de Young
con n cajas. Este teorema da una biyección entre estos dos conjuntos.
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Note que el conjunto de todos los politabloides es generalmente lineal-
mente dependiente. Por ejemplo, como vimos en el ejemplo 2.3.6, cualquier
par de politabloides en S(1,1,...,1) son uno un múltiplo escalar del otro. Ya
que sabemos que Sλ es generado por los politabloides, podemos preguntar-
nos cómo seleccionar una base. El siguiente teorema nos da la respuesta.

Teorema 2.3.9. ([15], teorema 2.5.2, p.67). Sea λ cualquier partición. El
conjunto

{et | t es un λ-tablero estándar}

es una base para Sλ como espacio vectorial.

Enseguida se enuncian dos definiciones que usaremos en el caṕıtulo 4
relacionados con la fórmula de Bouc.

Definición 2.3.10. Sea λ ` n. El conjugado de λ es la partición que se
obtiene listando el número de cajas en cada columna del diagrama de Young
asociado a la λ. El conjugado de λ se denota como λ

′
. Si λ = λ

′
se dice que λ

es autoconjugada.

Definición 2.3.11. Sea λ ` n. Llamemos diagonal del λ-tablero, denotada
por d(λ) al número de cajas en la diagonal del correspondiente tablero de
forma λ.

Ejemplo 2.3.12. Sea λ = (4, 2, 1), aśı que λ
′
= (3, 2, 1, 1)

λ = λ
′
=

En este caso d(λ) = d(λ
′
) = 2.

Ejemplo 2.3.13. Las particiones del número 3 son:

(3)
(1,1,1)

(2,1)

La única partición de 3 que es autoconjugada es λ = (2, 1) = λ
′
.

Ejemplo 2.3.14. Las particiones del número 4 son:
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(4)

(1,1,1,1)
(3,1)

(2,1,1)
(2,2)

La única partición de 4 que es autoconjugada es λ = (2, 2) = λ
′
.



Caṕıtulo 3

Homoloǵıa de complejos
simpliciales

En este caṕıtulo se define homoloǵıa y homoloǵıa reducida de un complejo
simplicial, para lo cual requerimos conceptos previos como: complejo sim-
plicial abstracto ∆, espacio de cadenas Cp(∆) y el operador frontera ∂p
descritos en la sección 3.1.

En la sección 3.2 se introducen los conceptos de ciclos, fronteras y la
función aumento, para definir homoloǵıa y homoloǵıa reducida.

Se presentan los complejos de cadenas en la sección 3.3 y se establece
cierto diagrama conmutativo de los complejos de cadenas en donde se define
una trasformación lineal entre los espacios de tales complejos de cadenas, la
cual induce una transformación lineal de las homoloǵıas de los correspon-
dientes espacios.

Por último en la sección 3.4, a los complejos simpliciales ∆ se les asocian
conceptos topológicos por medio de su realización geométrica |∆|.

Las demostraciones que se omiten se pueden encontrar en [12].

3.1 Complejos simpliciales abstractos

Definición 3.1.1. Un complejo simplicial abstracto es una colección
finita ∆ de conjuntos no vaćıos, tal que si A es un elemento de ∆, cada
subconjunto no vaćıo de A pertenece a ∆.

El elemento A de ∆ es llamado simplejo de ∆. Si A tiene p+1 elementos,
decimos que A es un p-simplejo y su dimensión es p. La dimensión de ∆
es el máximo de las dimensiones de los simplejos de ∆. Cada subconjunto
no vaćıo de A es llamado cara de A. El conjunto de vértices V (∆) de ∆ es
la unión de los 0-simplejos de ∆. No haremos distinción entre un vértice v ∈

53
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V (∆) y el 0-simplejo {v} ∈ ∆. Una subcolección de ∆, que es a su vez es
un complejo, se llama subcomplejo de ∆.

Definición 3.1.2. El subcomplejo de ∆ que consiste de todos los simplejos
de ∆ de dimensión a lo más p, se llama p-esqueleto de ∆ y se denota
por ∆(p). El 1-esqueleto ∆(1) de cualquier complejo simplicial de ∆ es una
gráfica.

Definición 3.1.3. Un complejo simplicial ∆ es conexo si ∆(1) es una gráfica
conexa, es decir, si existe un camino en ∆(1) entre cualquiera dos vértices.

Primero introducimos la idea de un n-simplejo orientado. Un 0-simplejo
orientado es un punto v. Un 1-simplejo orientado es un segmento de
ĺınea dirigido v0v1 uniendo los puntos v0 y v1 en dirección de v0 a v1 como
se ilustra en la figura 3.1, aśı que v0v1 6= v1v0, pero estaremos de acuerdo
en que v0v1 = −v1v0. Un 2-simplejo orientado es una región triangular
v0v1v2 con dirección de v0 a v1 a v2 como se aprecia en la figura 3.2, clara-
mente v0v1v2 tiene el mismo orden que v1v2v0 y v2v0v1, pero con orientación
opuesta a v0v2v1, v2v1v0 y v1v0v2, es decir, estaremos de acuerdo que:

v0v1v2 = v1v2v0 = v2v0v1 = −v0v2v1 = −v2v1v0 = −v1v0v2,

es decir, vivjvk es igual a v0v1v2, si(
0 1 2
i j k

)
es una permutación par y es igual a −v0v1v2 si la permutación es impar.

Un 3-simplejo orientado está dado por una secuencia ordenada v0v1v2v3

de cuatro vértices de un tetraedro sólido como se observa en la figura 3.3
y acordaremos que v0v1v2v3 = ±vivjvrvs, dependiendo si la permutación es
par o impar. Aśı, dos maneras de enumerar los vértices de un n-simplejo se
considerarán equivalentes, o producen la misma orientación si difieren una
de la otra por una permutación par.

v0

v1

Figura 3.1: 1-simplejo

v0 v1

v2

Figura 3.2: 2-simplejo
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Figura 3.3: 3-simplejo

A continuación, vamos a realizar un procedimiento análogo a la cons-
trucción del espacio FX (ver lema 1.1.10 y teorema 1.1.11), pero ahora en la
construcción del espacio de p-cadenas Cp(∆), tomando en cuenta la orien-
tación de los simplejos.

Definición 3.1.4. Sea ∆ un complejo simplicial. Una p-cadena en ∆ es
una función c del conjunto de p-simplejos orientados de ∆ al campo de
los números complejos, tal que: c(σ) = −c(σ′) si σ y σ

′
son orientaciones

opuestas del mismo simplejo.

Sumamos p-cadenas sumando sus valores y producto por escalar de una
p-cadena es la multiplicación de su valor por un elemento λ ∈ C. El C-
espacio vectorial resultante es denotado por Cp(∆) y es llamado el espacio
de p-cadenas (orientadas) de ∆. Si p < 0 o p > dim ∆, Cp(∆) denota al
espacio trivial.

Definición 3.1.5. Si σ es un simplejo orientado, la cadena elemental c
correspondiente a σ es la función definida como:

c(σ) = 1,
c(σ

′
) = −1 si σ

′
tiene orientación opuesta de σ,

c(τ) = 0 para todos los otros simplejos orientados τ .

Por abuso de notación, muchas veces usamos el śımbolo σ para denotar
no solo a un simplejo, o a un simplejo orientado, sino también a la p-cadena
elemental c correspondiente al simplejo orientado σ. Con esta convención, si
σ y σ

′
tienen orientaciones opuestas del mismo simplejo, entonces podemos

escribir σ
′

= −σ, pues esta ecuación se mantiene cuando nos referimos a σ
y σ

′
como cadenas elementales.

Lema 3.1.6. Una base para Cp(∆) se puede obtener tomando una orienta-
ción por cada p-simplejo y usando las correspondientes cadenas elementales
como elementos de la base.

Demostración. Orientando (arbitrariamente) a cada p-simplejo de ∆, toda
p-cadena se puede escribir de manera única como una combinación lineal
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finita
c =

∑
niσi,

de las correspondientes cadenas elementales σi. La cadena c asigna el valor ni
al p-simplejo orientado σi , el valor (−ni) a la orientación opuesta de σi y el
valor 0 a todo p-simplejo orientado que no aparece en la suma.

Corolario 3.1.7. ([12], corolario 5.2, p.36). Toda función f de los p-simplejos
orientados de ∆ en un espacio vectorial V , tal que f(−σ) = −f(σ) para
todo p-simplejo orientado σ puede extenderse de manera única a una tras-
formación lineal de Cp(∆)→ V .

Definición 3.1.8. Sea σ = (v0, . . . , vp) un simplejo orientado con p > 0 (sin
embargo, también será denotado como σ = v0 . . . vp cuando no tengamos pro-
blemas de confusión), definimos la trasformación lineal ∂p : Cp(∆)→ Cp−1(∆)
por medio de:

∂p(σ) = ∂p(v0 . . . vp) =

p∑
i=0

(−1)i(v0 . . . v̂i . . . vp), (3.1)

al que llamamos el p-ésimo operador frontera, donde v̂i indica que el
vértice vi es borrado del arreglo.

Puesto que Cp(∆) es el espacio trivial para p < 0, diremos que ∂p es la
trasformación cero para p ≤ 0. Mostremos ahora que ∂p está bien definido
y que ∂p(−σ) = −∂p(σ). Es suficiente mostrar que la ecuación (3.1) cambia
de signo si intercambiamos dos vértices adyacentes en el orden v0 . . . vp, y
para esto debemos comparar las expresiones:

∂p(v0 . . . vjvj+1 . . . vp) y ∂p(v0 . . . vj+1vj . . . vp).

Para i 6= j, j + 1, el i-ésimo término de estas dos expresiones difieren
precisamente por un signo; los términos son idénticos, excepto que vj y vj+1

aparecen intercambiados. Veamos que sucede sobre el i-ésimo término cuan-
do i = j y i = j + 1. En la primera expresión obtenemos:

(−1)j(. . . vj−1v̂jvj+1vj+2 . . .) + (−1)j+1(. . . vj−1vj v̂j+1vj+2 . . .),

mientras que en la segunda expresión tenemos:

(−1)j(. . . vj−1v̂j+1vjvj+2 . . .) + (−1)j+1(. . . vj−1vj+1v̂jvj+2 . . .).

Comparando estas dos expresiones observamos que solo difieren por un signo.

Ejemplo 3.1.9. De acuerdo a lo anterior, tenemos que

1. para un 1-simplejo: ∂1(v0v1) = v1 − v0,

2. para un 2-simplejo: ∂2(v0v1v2) = v1v2 − v0v2 + v0v1,

3. para un 3-simplejo: ∂3(v0v1v2v3) = v1v2v3 − v0v2v3 + v0v1v3 − v0v1v2.
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3.2 Homoloǵıa simplicial

Definición 3.2.1. El kernel de ∂p : Cp(∆)→ Cp−1(∆) es llamado el espacio
de p-ciclos y denotado por Zp(∆). La imagen de ∂p+1 : Cp+1(∆) → Cp(∆)
es llamado el espacio de p-fronteras y es denotado por Bp(∆).

Definición 3.2.2. Sea ε : C0 → C la transformación lineal suprayectiva
definida por ε(v) = 1 para cada vértice v ∈ ∆. Entonces si c es una 0-
cadena, ε(c) es igual a la suma de los valores de c en los vértices de ∆, es
decir:

ε(
∑

λivi) =
∑

λi.

Llamaremos a ε la función aumento para C0(∆).

Teorema 3.2.3. ∂p−1 ◦ ∂p = 0 para cualquier p y también ε ◦ ∂1 = 0.

Demostración. Calculamos

∂p−1∂p(v0 . . . vp) =

p∑
i=0

(−1)i∂p−1(v0 . . . v̂i . . . vp)

=
∑
j<i

(−1)i(−1)j(. . . v̂j . . . v̂i . . .)

+
∑
j>i

(−1)i(−1)j−1(. . . v̂i . . . v̂j . . .).

Los términos de estas dos sumas se cancelan a pares.
Por otro lado ε(∂1(v0v1)) = ε(v1 − v0) = 1− 1 = 0.

Corolario 3.2.4. Bp(∆) es subespacio de Zp(∆).

Demostración. Primero veamos que Bn(∆) es subconjunto de Zn(∆), te-
nemos que Bn(∆) = ∂[Cn+1(∆)], si b ∈ Bn(∆), podemos escribir a b co-
mo b = ∂n+1(c) para algún c ∈ Cn+1(∆). Aśı,

∂n(b) = ∂n(∂n+1(c)) = 0.

Por lo tanto, b ∈ Zn(∆). Las otras condiciones se siguen de que ∂n+1 es una
transformación lineal.

De forma análoga se demuestra que B0(∆) es subespacio de ker(ε).

Definición 3.2.5. El espacio cociente

Hp(∆) = Zp(∆)/Bp(∆)

se llama el p-ésimo espacio de homoloǵıa de ∆. Si Hp(∆) es un módulo
cociente, se llama el p-ésimo módulo de homoloǵıa de ∆.
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Definición 3.2.6. Definimos el espacio de homoloǵıa reducida de ∆ en
dimensión 0, denotado por H̃0(∆), como

H̃0(∆) = ker ε/ im ∂1.

(Si p > 0, H̃p(∆) denota el espacio usual Hp(∆).)

Teorema 3.2.7. ([12], teorema 7.2, p.43). Sea ∆ un complejo simplicial no
vaćıo, entonces

H0(∆) ∼= H̃0(∆)⊕ C.

Además, H̃0(∆) = 0 si ∆ es conexo.

Ejemplo 3.2.8. Calculemos para n = 0, 1, 2 los espacios Zn(∆), Bn(∆)
y Hn(∆) para la superficie ∆ del tetraedro.

Como C−1(∆) = 0 por definición, se sigue que

Z0(∆) = C0(∆).

Por otro lado, C1(∆) = 〈v0v1, v0v2, v0v3, v1v2, v1v3, v2v3〉, aśı que por el teo-
rema 1.1.7 tenemos,

B0(∆) =∂1[C1(∆)]

= 〈∂1(v0v1), ∂1(v0v2), ∂1(v0v3), ∂1(v1v2), ∂1(v1v3), ∂1(v2v3)〉
= 〈v1 − v0, v2 − v0, v3 − v0, v2 − v1, v3 − v1, v3 − v2〉
= 〈v1 − v0, v2 − v0, v3 − v0〉, (3.2)

pues los vectores v2−v1, v3−v1, v3−v2 son combinación lineal de los vectores
de 3.2, ya que:

v2 − v1 = (v2 − v0)− (v1 − v0)

v3 − v1 = (v3 − v0)− (v1 − v0)

v3 − v2 = (v3 − v0)− (v2 − v0),

Aśı, dim(B0(∆)) = 3, además C0(∆) = 〈v0, v1, v2, v3〉, por lo que dim(Z0(∆)) =
dim(C0(∆)) = 4. Luego del teorema 1.1.6, dim(Z0(∆)/B0(∆)) = 1, aśı mis-
mo la dim(C) = 1 y por el teorema 1.1.8, se sigue que Z0(∆)/B0(∆) ∼= C.
Por lo tanto:

H0(∆) = Z0(∆)/B0(∆) ∼= C.

Un razonamiento similar se sigue para calcular los espacios de homoloǵıa
restantes. Ahora calculemos B1(∆). Sabemos que:

C2(∆) = 〈v0v1v2, v0v2v3, v0v1v3, v1v2v3〉.
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Nuevamente por el teorema 1.1.7 tenemos:

B1(∆) = ∂2[C2(∆)] = 〈∂2(v0v1v2), ∂2(v0v2v3), ∂2(v0v1v3), ∂2(v1v2v3)〉
= 〈v1v2 − v0v2 + v0v1, v2v3 − v0v3 + v0v2,

v1v3 − v0v3 + v0v1, v2v3 − v1v3 + v1v2〉
= 〈v1v2 − v0v2 + v0v1, v2v3 − v0v3 + v0v2, v1v3 − v0v3 + v0v1〉 (3.3)

A continuación veremos que el conjunto generador de Z1(∆) es el mismo
que B1(∆). Sea c ∈ C1(∆), es decir,

c = n1v0v1 + n2v0v2 + n3v0v3 + n4v1v2 + n5v1v3 + n6v2v3

tal que:

∂1(c) = n1(v1 − v0) + n2(v2 − v0) + n3(v3 − v0)

+ n4(v2 − v1) + n5(v3 − v1) + n6(v3 − v2)

= (−n1 − n2 − n3)v0 + (n1 − n4 − n5)v1

+ (n2 + n4 − n6)v2 + (n3 + n5 + n6)v3

= 0.

Aśı que tenemos que resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

−n1 −n2 −n3 = 0
n1 −n4 −n5 = 0
n2 +n4 −n6 = 0
n3 +n5 +n6 = 0.

Lo representamos en forma matricial.
−1 −1 −1 0 0 0

1 0 0 −1 −1 0
0 1 0 1 0 −1
0 0 1 0 1 1


y lo llevamos a su forma escalonada reducida

1 0 0 −1 −1 0
0 1 0 1 0 −1
0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 0


De lo cual concluimos:

n1 = n4 +n5

n2 = −n4 +n6

n3 = −n5 −n6.
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Entonces podemos escribir a c ∈ Z1(∆) como:

c = (n4 + n5)v0v1 + (−n4 + n6)v0v2 + (−n5 − n6)v0v3

+ n4v1v2 + n5v1v3 + n6v2v3

= n4(v0v1 − v0v2 + v1v2) + n5(v0v1 − v0v3 + v1v3)

+ n6(v0v2 − v0v3 + v2v3). (3.4)

Por tanto, de la ecuación 3.4 tenemos:

Z1(∆) = 〈v0v1 − v0v2 + v1v2, v0v1 − v0v3 + v1v3, v0v2 − v0v3 + v2v3〉.

De las ecuaciones 3.3 y 3.4, obtenemos que Z1(∆) y B1(∆) tienen el mismo
conjunto generador, por lo tanto Z1(∆) = B1(∆), en consecuencia,

H1(∆) = Z1(∆)/B1(∆) = 0.

Los simplejos de dimensión más alta son los 2-simplejos aśı que C3(∆) = 0
por lo que,

B2(∆) = ∂3[C3(∆)] = 0.

Determinaremos ahora Z2(∆). Si c ∈ C2(∆), es decir

c = n1v0v1v2 + n2v0v2v3 + n3v0v1v3 + n4v1v2v3

tal que

∂2(c) = n1(v1v2 − v0v2 + v0v1) + n2(v2v3 − v0v3 + v0v2)

+ n3(v1v3 − v0v3 + v0v1) + n4(v2v3 − v1v3 + v1v2)

= (n1 + n3)v0v1 + (−n1 + n2)v0v2 + (−n2 − n3)v0v3

+ (n1 + n4)v1v2 + (n3 − n4)v1v3 + (n2 + n4)v2v3

= 0

entonces n1 = n2 = −n3 = −n4, aśı que podemos escribir a c de la siguiente
forma:

c = n1(v0v1v2 + v0v2v3 − v0v1v3 − v1v2v3),

de donde vemos que

Z2(∆) = 〈v0v1v2 + v0v2v3 − v0v1v3 − v1v2v3〉,

es decir, Z2(∆) ∼= C. Luego H2(∆) = Z2(∆)/B2(∆) ∼= C.



3.3. COMPLEJO DE CADENAS 61

3.3 Complejo de cadenas

Definición 3.3.1. Un complejo de cadenas (A, ∂) es una sucesión

A = {· · · , A2, A1, A0, A−1, A−2, · · · }

de espacios vectoriales Ak, junto con una colección de operadores frontera
∂ = {∂k | k ∈ Z} tales que ∂k : Ak → Ak−1.

Teorema 3.3.2. Sean (A, ∂) y (A
′
, ∂
′
) complejos de cadenas, y supongamos

que hay una colección f de transformaciones lineales fk : Ak → A
′

k como se
indica en el diagrama

· · · ∂k+2−−−→ Ak+1
∂k+1−−−→ Ak

∂k−−−→ Ak−1
∂k−1−−−→ · · ·yfk+1

yfk yfk−1

· · ·
∂
′
k+2−−−→ A

′

k+1

∂
′
k+1−−−→ A

′

k

∂
′
k−−−→ A

′

k−1

∂
′
k−1−−−→ · · ·

Además, supongamos que para todo k se tiene

fk−1∂k = ∂
′

kfk.

Entonces fk induce una transformación lineal f∗k : Hk(A)→ Hk(A
′
).

Demostración. Sea z ∈ Zk(A). Ahora

∂
′

k(fk(z)) = fk−1(∂k(z)) = fk−1(0) = 0,

aśı, fk(z) ∈ Zk(A
′
). Definamos f∗k : Hk(A)→ Hk(A

′
) por

f∗k(z +Bk(A)) = fk(z) +Bk(A
′
). (3.5)

Primero debemos mostrar que f∗k está bien definida, es decir, indepen-
dientemente de la elección de un representante de z + Bk(A). Supongamos
que z1 ∈ (z +Bk(A)). Entonces (z1 − z) ∈ Bk(A), y existe c ∈ Ak+1 tal que
z1 − z = ∂k+1(c). Pero,

fk(z1)− fk(z) = fk(z1 − z) = fk(∂k+1(c)) = ∂
′

k+1(fk+1(c))

y este último término es un elemento de ∂
′

k+1[A
′

k+1] = Bk(A
′
). Por lo tanto

fk(z1) ∈ (fk(z) +Bk(A
′
)).

Aśı dos representantes de la misma clase lateral en Hk(A) = Zk(A)/Bk(A)
son enviados en representantes de la misma clase lateral en el subespacio
Hk(A

′
) = Zk(A

′
)/Bk(A

′
). Esto muestra que f∗k : Hk(A)→ Hk(A

′
) está bien

definida por la ecuación (3.5).
Demostrar que f∗k es una transformación lineal se sigue de la linealidad

de fk.



62 CAPÍTULO 3. HOMOLOGÍA DE COMPLEJOS SIMPLICIALES

Notemos que si fk es un isomorfismo, entonces fk induce un isomorfis-
mo f∗k, es decir, Hk(A) ∼= Hk(A

′
).

3.4 Homomorfismos inducidos por funciones

homotópicas

En esta sección I es el intervalo [0, 1] y el conjunto de vértices de un complejo
simplicial ∆ es V (∆) = {v1, v2, . . . , vn}. Es posible definir homoloǵıa de un
espacio topológico general por medio del concepto de la homoloǵıa singular
(ver [12], §51, p. 309). Por otro lado, a cada complejo simplicial ∆ se le
puede asociar un espacio topológico denotado |∆| llamado la realización
geométrica de ∆, dado por:

|∆| = {α : V (∆)→ I | α−1(0, 1] ∈ ∆,
∑

v∈V (∆)

α(v) = 1}.

Podemos identificar a α ∈ |∆| con su n-ada de valores (α(v1), . . . , α(vn)),
de tal manera que |∆| se puede identificar con un subespacio topológico
de Rn.

A los complejos simpliciales se les asocian conceptos topológicos por me-
dio de la realización geométrica. Por ejemplo, dos complejos se dicen homeo-
morfos si las realizaciones geométricas los son.

Definición 3.4.1. SeanX y Y espacios topológicos. Dos funciones continuas
h, k : X → Y son homotópicas si existe una función continua

F : X × I → Y,

tal que F (x, 0) = h(x) y F (x, 1) = k(x) para todo x ∈ X. Si h y k son
homotópicas, lo denotamos como h ' k. Pensamos a F como una forma de
“deformar” a h continuamente en k, conforme t vaŕıa de 0 a 1.

Si dos espacios son homeomorfos, puede demostrarse que tienen homo-
loǵıas isomorfas. Una condición más débil que homeomorfismo que implica
el mismo resultado, es el de homotópicamente equivalentes.

Definición 3.4.2. Dos espacios topológicos X y Y se dicen homotópica-
mente equivalentes o bien homotópicos, si existen las funciones

f : X → Y y g : Y → X

tales que g ◦ f ' iX y f ◦ g ' iY . Las funciones f y g son llamadas equiva-
lencias homotópicas, y g es la inversa homotópica de f .
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Si X es homotópico a un punto, se dice que X es contráıble.

Teorema 3.4.3. ([12], teorema 19.5, p.108). Sean X, Y espacios topológicos,

si X y Y son homotópicos, entonces H̃n(X) ∼= H̃n(Y ) para n > 0. En

particular, si X es contráıble, entonces H̃n(X) = 0 para n > 0.

Teorema 3.4.4. ([12], teorema 34.3, p.194). Sea ∆ un complejo simplicial,
entonces la homoloǵıa simplicial de ∆ es isomorfa a la homoloǵıa singular
de su realización geométrica |∆|.

A cada gráfica G finita se le asocia un espacio topológico por medio
del complejo simplicial ∆(G) cuyos simplejos son las subgráficas completas.
Entonces a G le podemos asociar conceptos topológicos por medio de ∆(G).
Por ejemplo, escribiremos G1 ' G2 si se tiene que ∆(G1) ' ∆(G2).

Por otro lado si G tiene una acción del grupo simétrico Sn, entonces las
homoloǵıas de G son módulos de Sn.

Ahora se ejemplifican los conceptos antes expuestos.

Ejemplo 3.4.5. Sea la gráfica G de la figura 3.4, entonces ∆(G) consta
de los subconjuntos no vaćıos de {1, 2, 4}, {2, 3, 5}, {2, 4, 5}, {4, 5, 6}. En
la figura 3.5 se observa un dibujo de |∆(G)|. Aśı que |∆(G)| ' D2, donde
D2 = {x ∈ R2 | |x| ≤ 1}.

1 2 3

4 5

6

Figura 3.4: G

1 2

4

2 3

5

2

544 5

6

Figura 3.5: |∆(G)|
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Caṕıtulo 4

Homoloǵıas del complejo de
emparejamientos

En este caṕıtulo se utilizarán todos los conceptos y resultados presentados en
los caṕıtulos anteriores. Se definirá el complejo de emparejamientos y final-
mente conoceremos la fórmula de Bouc. Además, calcularemos los módulos
de homoloǵıa reducida de los complejos de emparejamientos y de sus res-
pectivas gráficas de clanes para n ≤ 6.

4.1 Complejo de emparejamientos

Recordemos que denotamos como Gn a la gráfica de emparejamientos de
orden n (ver definición 1.11.4).

Definición 4.1.1. El complejo de emparejamientos de Kn será deno-
tado entonces por Mn, y se define como Mn = ∆(Gn)

Puesto que Sn actúa de manera natural en Gn, los espacios Cp(Mn),

Zp(Mn), Bp(Mn) y por tanto H̃p(Mn) se convierten en Sn-módulos sobre C.
En este caṕıtulo consideramos la descomposición en módulos irreducibles de
H̃p(Mn) = H̃p(∆(Gn)), para n = 4, 5, 6 y H̃p(∆(K(Gn))), para n = 5, 6.

Ejemplo 4.1.2. Considérese la gráfica K4; construiremos el complejo de
emparejamientos M4 dado por el conjunto de vértices

V = {12, 13, 14, 23, 24, 34},

que es el conjunto de aristas de la gráfica de K4. La familia de 1-simplejos
estará dada por el siguiente conjunto:

{{12, 34}, {13, 24}, {14, 23}}.

65
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Es decir,

M4 = {{12}, {13}, {14}, {23}, {24}, {34}, {12, 34}, {13, 24}, {14, 23}}.

2 3

1 4

K4

12

34 24

13 14

23

G4

12, 34 13, 24 14, 24

K(G4)

El teorema 4.1.3 que se enuncia a continuación, nos muestra la descom-
posición en módulos de Specht de los módulos de homoloǵıa reducida de
complejos de emparejamientos H̃p(Mn).

Teorema 4.1.3 (Teorema de Bouc). ([2], proposición 4, p.172). Para to-
dos n, k ≥ 1:

H̃k−1(Mn) ∼=Sn

⊕
λ:λ`n
λ=λ

′

d(λ)=n−2k

Sλ.

Ejemplo 4.1.4.
Sea n = 3 y k = 1,

H̃0(M3) ∼=S3

⊕
λ:λ`3
λ=λ

′

d(λ)=3−2(1)=1

Sλ = S(2,1) = S .

Sea n = 4 y k = 1,

H̃0(M4) ∼=S4

⊕
λ:λ`4
λ=λ

′

d(λ)=4−2(1)=2

Sλ = S(2,2) = S .

Sea n = 5 y k = 2,

H̃1(M5) ∼=S5

⊕
λ:λ`5
λ=λ

′

d(λ)=5−2(2)=1

Sλ = S(3,1,1) = S .

Sea n = 6 y k = 2,

H̃1(M6) ∼=S6

⊕
λ:λ`6
λ=λ

′

d(λ)=6−2(2)=2

Sλ = S(3,2,1) = S .
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En los ejemplos de las próximas secciones se calculan expĺıcitamente por
métodos elementales los siguientes módulos de homoloǵıa reducida: H̃p(M),

para n = 4, 5, 6 y H̃p(∆(K(Gn))), para n = 5, 6.

4.2 Módulos de homoloǵıa reducida de M4

Enseguida, obtendremos los módulos de homoloǵıa reducida de M4. Toman-
do la notación de los p-simplejos orientados, los S4-módulos de cadenas son:

C0(M4) = 〈(12), (13), (14), (23), (24), (34)〉.

C1(M4) = 〈(12, 34), (13, 24), (14, 23)〉.
Sean

a1 = 12 a4 = 23 b1 = (12, 34)
a2 = 13 a5 = 24 b2 = (13, 24)
a3 = 14 a6 = 34 b3 = (14, 23).

Consideremos a β0 = {a1, a2, a3, a4, a5, a6} y β1 = {b1, b2, b3} como las ba-
ses de C0(M4) y C1(M4) respectivamente. Notemos que dimC0(M4) = 6 y
dimC1(M4) = 3. A continuación hacemos actuar un representante de cada
clase de conjugación del grupo simétrico S4 sobre los elementos de la base
de C0(M4) y C1(M4).

(12)a1 = a1 (123)a1 = a4 (1234)a1 = a4 (12)(34)a1 = a1

(12)a2 = a4 (123)a2 = a1 (1234)a2 = a5 (12)(34)a2 = a5

(12)a3 = a5 (123)a3 = a5 (1234)a3 = a1 (12)(34)a3 = a4

(12)a4 = a2 (123)a4 = a2 (1234)a4 = a6 (12)(34)a4 = a3

(12)a5 = a3 (123)a5 = a6 (1234)a5 = a2 (12)(34)a5 = a2

(12)a6 = a6 (123)a6 = a3 (1234)a6 = a3 (12)(34)a6 = a6.

(12)b1 = b1 (123)b1 = −b3 (1234)b1 = −b3 (12)(34)b1 = b1

(12)b2 = −b3 (123)b2 = b1 (1234)b2 = −b2 (12)(34)b2 = −b2

(12)b3 = −b2 (123)b3 = −b2 (1234)b3 = b1 (12)(34)b3 = −b3.

Entonces tenemos las representaciones θ1 y θ2 de S4 en C0(M4) y C1(M4)
definidas respectivamente como se muestra enseguida:

θ1(12) =


1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1

, θ1(123) =


0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0

,
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θ1(1234) =


0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0

, θ1(12)(34) =


1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1

,

θ2(12) =

 1 0 0
0 0 −1
0 −1 0

, θ2(123) =

 0 1 0
0 0 −1
−1 0 0

,

θ2(1234) =

 0 0 1
0 −1 0
−1 0 0

, θ2(12)(34) =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

,

de tal forma que:
χC0(M4)((1)) = 6, χC0(M4)((12)) = 2, χC0(M4)((123)) = 0,

χC0(M4)((1234)) = 0, χC0(M4)((12)(34)) = 2,

χC1(M4)((1)) = 3, χC1(M4)((12)) = 1, χC1(M4)((123)) = 0,
χC1(M4)((1234)) = −1, χC1(M4)((12)(34)) = −1.

Añadiendo estos dos últimos caracteres a la tabla de caracteres de S4

tenemos la tabla 4.1.

No. Elementos 1 6 8 6 3
Clase (1) (12) (123) (1234) (12)(34)
χC 1 1 1 1 1

χS(1,1,1,1) 1 -1 1 -1 1
χS(3,1) 3 1 0 -1 -1
χS(2,1,1) 3 -1 0 1 -1
χS(2,2) 2 0 -1 0 2
χC0(M4) 6 2 0 0 2
χC1(M4) 3 1 0 -1 -1

Tabla 4.1: Tabla de caracteres de S4, C0(M4) y C1(M4).

Queremos escribir a C0(M4) como suma directa de módulos irreducibles
de S4, aśı que calculemos el producto interno de χC0(M4) con los caracteres
de los módulos irreducibles de S4 para conocer la multiplicidad con la que
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aparecen estos últimos (corolario 1.9.3).

〈χC0(M4), χC〉 =
1

24
((1)(1 · 6) + (6)(1 · 2) + (8)(1 · 0) + (6)(1 · 0) + (3)(1 · 2))

=
1

24
(6 + 12 + 6) = 1,

〈χC0(M4), χS(1,1,1,1)〉 =
1

24
((1)(1 · 6) + (6)(−1 · 2) + (8)(1 · 0) + (6)(−1 · 0) + (3)(1 · 2))

=
1

24
(6− 12 + 6) = 0,

〈χC0(M4), χS(3,1)〉 =
1

24
((1)(3 · 6) + (6)(1 · 2) + (8)(0 · 0) + (6)(−1 · 0) + (3)(−1 · 2))

=
1

24
(18 + 12− 6) = 1,

〈χC0(M4), χS(2,1,1)〉 =
1

24
((1)(3 · 6) + (6)(−1 · 2) + (8)(0 · 0) + (6)(1 · 0) + (3)(−1 · 2))

=
1

24
(18− 12− 6) = 0,

〈χC0(M4), χS(2,2)〉 =
1

24
((1)(2 · 6) + (6)(0 · 2) + (8)(−1 · 0) + (6)(0 · 0) + (3)(2 · 2))

=
1

24
(12 + 12) = 1.

De lo anterior se sigue:

C0(M4) ∼= C⊕ S(3,1) ⊕ S(2,2). (4.1)

De la tabla 4.1, se observa que χC1(M4) = χS(3,1) , aśı que por el corolario 1.9.3
inciso 5 tenemos:

C1(M4) ∼= S(3,1). (4.2)

Con lo cual tenemos el siguiente complejo de cadenas aumentado donde
∂1, ∂2, ε son los correspondientes operadores frontera y la función aumento:

. . . 0 → 0
∂2→ C1(M4)

∂1→ C0(M4)
ε→ C → 0 → 0 . . .

Sean f0 y f1 los isomorfismos obtenidos de las expresiones 4.1, 4.2 respectiva-
mente, y definimos en general al homomorfismo ∂̂k como ∂̂k = fk−1◦∂k ◦f−1

k ,
con lo cual tenemos el complejo de cadenas aumentado:

. . . 0 → 0
∂̂2→ S(3,1) ∂̂1→ C⊕ S(3,1) ⊕ S(2,2) ε̂→ C → 0 → 0 . . .
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0
∂2−−−→ C1(M4)

∂1−−−→ C0(M4)
ε−−−→ Cy f1

y f0

y y
0

∂̂2−−−→ S(3,1) ∂̂1−−−→ C⊕ S(3,1) ⊕ S(2,2) ε̂−−−→ C

Figura 4.1: Diagrama conmutativo de los complejos de cadenas de M4

En la figura 4.1 se muestra diagrama conmutativo de los complejos de
cadenas anteriores.

Ahora calculemos los módulos de homoloǵıa reducida H̃0(M4) y H̃1(M4).
Por el teorema 1.7.6 y como ε̂ es suprayectiva tenemos:

(C⊕ S(3,1) ⊕ S(2,2))/ ker ε̂ ∼= im ε̂ = C,

entonces
ker ε̂ ∼= S(3,1) ⊕ S(2,2). (4.3)

Por otra parte, de la proposición 1.7.8, se tiene que im ∂̂1
∼= S(3,1), o bien

im ∂̂1 = 0.
Como ∂1((12, 34)) = 34− 12, tenemos que im ∂1 6= 0 (en general ∂k 6= 0

por definición del operador frontera), se sigue que im ∂̂1 6= 0 puesto que el
diagrama es conmutativo. Por lo tanto,

im ∂̂1
∼= S(3,1). (4.4)

De las expresiones 4.3, 4.4 y de la proposición 1.7.9 concluimos:

ker ε̂ = S(3,1) ⊕ S(2,2). (4.5)

im ∂̂1 = S(3,1). (4.6)

Nuevamente por el teorema 1.7.6,

S(3,1)/ ker ∂̂1
∼= im ∂̂1 = S(3,1),

entonces
ker ∂̂1 = 0. (4.7)

Como ∂̂2 es un homomorfismo de módulos, tenemos

im ∂̂2 = ∂̂2(0) = 0. (4.8)

Por lo tanto, de la ecuaciones 4.5, 4.6, 4.7 y 4.8 obtenemos:

H̃0(M4) = ker ε̂/ im ∂̂1 = (S(3,1) ⊕ S(2,2))/S(3,1) = S(2,2),

H̃1(M4) = ker ∂̂1/ im ∂̂2 = 0/0 = 0.
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4.3 Módulos de homoloǵıa reducida de M5

Consideremos ahora la gráfica G5 (ver figura 4.2) y el complejo de empareja-
mientos M5, que está dado por el conjunto de vértices (aristas de la gráfica
de K5):

V = {a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9, a10},

donde

a1 = 12 a2 = 13 a3 = 14 a4 = 15 a5 = 23
a6 = 24 a7 = 25 a8 = 34 a9 = 35 a10 = 45.

Entonces la familia de 1-simplejos orientados estará dada por:

b1 = (a1, a8) b6 = (a2, a10) b11 = (a4, a6)
b2 = (a1, a9) b7 = (a3, a5) b12 = (a4, a8)
b3 = (a1, a10) b8 = (a3, a7) b13 = (a5, a10)
b4 = (a2, a6) b9 = (a3, a9) b14 = (a6, a9)
b5 = (a2, a7) b10 = (a4, a5) b15 = (a7, a8).

12

34

15 23

45
35

25

24 14

13

Figura 4.2: Gráfica de emparejamientos G5

No. Elementos 1 10 20 30 24 15 20
Clase (1) (12) (123) (1234) (12345) (12)(34) (123)(45)

χS(5) 1 1 1 1 1 1 1
χS(1,1,1,1,1) 1 -1 1 -1 1 1 -1
χS(4,1) 4 2 1 0 -1 0 -1
χS(2,1,1,1) 4 -2 1 0 -1 0 1
χS(3,1,1) 6 0 0 0 1 -2 0
χS(3,2) 5 1 -1 -1 0 1 1
χS(2,2,1) 5 -1 -1 1 0 1 -1

Tabla 4.2: Tabla de caracteres de S5
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Con el teorema de la reciprocidad de Frobenius (teorema 1.10.5) obten-
dremos la descomposición de los S5-módulos de cadenas C0(M5) y C1(M5)
en módulos de Specht con un menor número de cálculos.

Consideremos:

V0 = 〈45〉
H0 = {g ∈ S5 | gV0 = V0} = {〈(1), (12), (123), (45), (12)(45), (123)(45)〉}

Sean

t1 = (1) t2 = (14) t3 = (15) t4 = (24) t5 = (25)
t6 = (34) t7 = (35) t8 = (14)(25) t9 = (14)(35) t10 = (24)(35).

Sea T = {t1, t2, . . . , t10} la trasversal izquierda de H0 en S5, entonces

S5 = t1H0 ∪ t2H0 ∪ · · · ∪ t10H0.

Además C0(M5) =
⊕10

i=1 tiV0 = V0 ↑S5
H0

, por la proposición 1.10.8 se tiene
χC0(M5) = χ

V0↑
S5
H0

.

Aplicamos reciprocidad de Frobenius (ver teorema 1.10.5), para obtener
la multiplicidad de cada módulo de Specht en la descomposición de C0(M5).

No. Elementos 1 1 3 3 2 2
Clase (1) (45) (12) (12)(45) (123) (123)(45)
χS(5)↓H0

1 1 1 1 1 1

χS(1,1,1,1,1)↓H0
1 -1 -1 1 1 -1

χS(4,1)↓H0
4 2 2 0 1 -1

χS(2,1,1,1)↓H0
4 -2 -2 0 1 1

χS(3,1,1)↓H0
6 0 0 -2 0 0

χS(3,2)↓H0
5 1 1 1 -1 1

χS(2,2,1)↓H0
5 -1 -1 1 -1 -1

χV0 1 1 1 1 1 1

Tabla 4.3: Caracteres de S5 restringidos a H0 y carácter de V0
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〈χC0(M5), χS(5)〉S5 = 〈χ
V0↑

S5
H0

, χS(5)〉S5 = 〈χV0 , χS(5)↓H0
〉H0

=
1

12
(1 + 1 + 3 + 3 + 2 + 2) = 1,

〈χC0(M5), χS(1,1,1,1,1)〉S5 = 〈χ
V0↑

S5
H0

, χS(1,1,1,1,1)〉S5 = 〈χV0 , χS(1,1,1,1,1)↓H0
〉H0

=
1

12
(1− 1− 3 + 3 + 2− 2) = 0,

〈χC0(M5), χS(4,1)〉S5 = 〈χ
V0↑

S5
H0

, χS(4,1)〉S5 = 〈χV0 , χS(4,1)↓H0
〉H0

=
1

12
(4 + 2 + 6 + 0 + 2− 2) = 1,

〈χC0(M5), χS(2,1,1,1)〉S5 = 〈χ
V0↑

S5
H0

, χS(2,1,1,1)〉S5 = 〈χV0 , χS(2,1,1,1)↓H0
〉H0

=
1

12
(4− 2− 6 + 0 + 2 + 2) = 0,

〈χC0(M5), χS(3,1,1)〉S5 = 〈χ
V0↑

S5
H0

, χS(3,1,1)〉S5 = 〈χV0 , χS(3,1,1)↓H0
〉H0

=
1

12
(6 + 0 + 0− 6 + 0 + 0) = 0,

〈χC0(M5), χS(3,2)〉S5 = 〈χ
V0↑

S5
H0

, χS(3,2)〉S5 = 〈χV0 , χS(3,2)↓H0
〉H0

=
1

12
(5 + 1 + 3 + 3− 2 + 2) = 1,

〈χC0(M5), χS(2,2,1)〉S5 = 〈χ
V0↑

S5
H0

, χS(2,2,1)〉S5 = 〈χV0 , χS(2,2,1)↓H0
〉H0

=
1

12
(5− 1− 3 + 3− 2− 2) = 0.

De los productos internos calculados anteriormente obtenemos:

C0(M5) ∼= C⊕ S(4,1) ⊕ S(3,2). (4.9)

Observación: De la tabla 4.3, sean (45), (12) ∈ H0, (45) y (12) no son
conjugados, pues no existe un elemento h ∈ H0 tal que (45) = h(12)h−1,
por lo que (45) y (12) están en diferentes columnas de la tabla 4.3. Sin
embargo, para realizar los cálculos del producto interno de caracteres, se
pudo haber considerado (45) en la misma columna de (12). En las tablas
de caracteres que restan en el caṕıtulo, colocaremos las permutaciones que
tengan la misma estructura en ciclos en la misma columna siempre y cuando
tengan el mismo carácter, como la dimensión de todos los módulos inducidos
considerados es 1, las permutaciones actuando en el simplejo que genera a
tal módulo deben tener la misma orientación para que dichas permutaciones
estén en la misma columna.
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Ahora consideremos los siguientes conjuntos, nuevamente para usar re-
ciprocidad de Frobenius.

H1 = 〈(13, 24)〉,
V1 = {g ∈ S5 | gH1 = H1}.

(24) (1432) (14)(23)
Elementos (1) (13) (1234) (12)(34) (13)(24)

χS(5)↓H1
1 1 1 1 1

χS(1,1,1,1,1)↓H1
1 -1 -1 1 1

χS(4,1)↓H1
4 2 0 0 0

χS(2,1,1,1)↓H1
4 -2 0 0 0

χS(3,1,1)↓H1
6 0 0 -2 -2

χS(3,2)↓H1
5 1 -1 1 1

χS(2,2,1)↓H1
5 -1 1 1 1

χV1 1 1 -1 -1 1

Tabla 4.4: Caracteres de S5 restringidos a H1 y carácter de V1

〈χC1(M5), χS(5)〉S5 = 〈χ
V1↑

S5
H1

, χS(5)〉S5 = 〈χV1 , χS(5)↓H1
〉H1

=
1

8
(1 + 2− 2− 2 + 1) = 0,

〈χC1(M5), χS(1,1,1,1,1)〉S5
= 〈χ

V1↑
S5
H1

, χS(1,1,1,1,1)〉S5
= 〈χV1

, χS(1,1,1,1,1)↓H1
〉H1

=
1

8
(1− 2 + 2− 2 + 1) = 0,

〈χC1(M5), χS(4,1)〉S5
= 〈χ

V1↑
S5
H1

, χS(4,1)〉S5
= 〈χV1

, χS(4,1)↓H1
〉H1

=
1

8
(4 + 4 + 0 + 0 + 0) = 1,

〈χC1(M5), χS(2,1,1,1)〉S5 = 〈χ
V1↑

S5
H1

, χS(2,1,1,1)〉S5 = 〈χV1 , χS(2,1,1,1)↓H1
〉H1

=
1

8
(4− 4 + 0 + 0 + 0) = 0,

〈χC1(M5), χS(3,1,1)〉S5
= 〈χ

V1↑
S5
H1

, χS(3,1,1)〉S5
= 〈χV1

, χS(3,1,1)↓H1
〉H1

=
1

8
(6 + 0 + 0 + 4− 2) = 1,

〈χC1(M5), χS(3,2)〉S5 = 〈χ
V1↑

S5
H1

, χS(3,2)〉S5 = 〈χV1 , χS(3,2)↓H1
〉H1

=
1

8
(5 + 2 + 2− 2 + 1) = 1,

〈χC1(M5), χS(2,2,1)〉S5
= 〈χ

V1↑
S5
H1

, χS(2,2,1)〉S5
= 〈χV1

, χS(2,2,1)↓H1
〉H1

=
1

8
(5− 2− 2− 2 + 1) = 0.
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De donde obtenemos:

C1(M5) ∼= S(4,1) ⊕ S(3,1,1) ⊕ S(3,2). (4.10)

En la figura 4.3 se muestra el diagrama conmutativo de los complejos de
cadenas de M5, donde f0 y f1 son los isomorfismos obtenidos de las expre-
siones 4.9 y 4.10.

0
∂2−−−→ C1(M5)

∂1−−−→ C0(M5)
ε−−−→ Cy f1

y f0

y y
0

∂̂2−−−→ S(4,1) ⊕ S(3,1,1) ⊕ S(3,2) ∂̂1−−−→ C⊕ S(4,1) ⊕ S(3,2) ε̂−−−→ C

Figura 4.3: Diagrama conmutativo de los complejos de cadenas de M5

Calculemos los módulos de homoloǵıa reducida H̃0(M4) y H̃1(M4).
Como ε̂ es suprayectiva y por el teorema 1.7.6 tenemos:

(C⊕ S(4,1) ⊕ S(3,2))/ ker ε̂ ∼= im ε̂ = C

aśı que
ker ε̂ ∼= S(4,1) ⊕ S(3,2).

Sabemos que H̃0(M5) = ker ε̂/ im ∂̂1 = 0, pues M5 es conexo. Se sigue en-

tonces que ker ε̂ ∼= im ∂̂1, con lo cual:

im ∂̂1
∼= S(4,1) ⊕ S(3,2). (4.11)

Además del teorema 1.7.6 y la expresión 4.11, se tiene:

(S(4,1) ⊕ S(3,1,1) ⊕ S(3,2))/ ker ∂̂1
∼= im ∂̂1.

De lo anterior y la proposición 1.7.9 tenemos:

ker ∂̂1 = S(3,1,1). (4.12)

Por otro lado,
im ∂̂2 = ∂̂2(0) = 0. (4.13)

pues ∂̂2 es un homomorfismo de módulos.
De las ecuaciones 4.12 y 4.13 concluimos:

H̃1(M5) = ker ∂̂1/ im ∂̂2 = S(3,1,1)/0 = S(3,1,1).
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Anteriormente usamos el hecho de que M5 es conexo para concluir por
medio de un teorema de topoloǵıa algebraica que H̃0(M5) = 0. Veamos

ahora, sin embargo, que es posible calcular im ∂̂1 por métodos elementales.
Verifiquemos primero que dim(im ∂1) = 9. Del teorema 1.1.7, sabemos

que im ∂1 = 〈∂1(b1), . . . , ∂1(b15)〉, veamos que el número de vectores lineal-
mente independientes de la im ∂1 es 9, es decir, si

λ1∂1(b1) + λ2∂1(b2) + . . .+ λ15∂1(b15) = 0

entonces:

λ1(a8 − a1) + λ2(a9 − a1) + λ3(a10 − a1) + λ4(a6 − a2) + λ5(a7 − a2)

+ λ6(a10 − a2) + λ7(a5 − a3) + λ8(a7 − a3) + λ9(a9 − a3) + λ10(a5 − a4)

+ λ11(a6 − a4) + λ12(a8 − a4) + λ13(a10 − a5) + λ14(a9 − a6) + λ15(a8 − a7)

= (−λ1 − λ2 − λ3)a1 + (−λ4 − λ5 − λ6)a2 + (−λ7 − λ8 − λ9)a3

+ (−λ10 − λ11 − λ12)a4 + (λ7 + λ10 − λ13)a5 + (λ4 + λ11 − λ14)a6

+ (λ5 + λ8 − λ15)a7 + (λ1 + λ12 + λ15)a8 + (λ2 + λ9 + λ14)a9

+ (λ3 + λ6 + λ13)a10 = 0,

con lo cual obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

−λ1 −λ2 −λ3 = 0
−λ4 −λ5 −λ6 = 0
−λ7 −λ8 −λ9 = 0
−λ10 −λ11 −λ12 = 0
λ7 +λ10 −λ13 = 0
λ4 +λ11 −λ14 = 0
λ5 +λ8 −λ15 = 0
λ1 +λ12 +λ15 = 0
λ2 +λ9 +λ14 = 0
λ3 +λ6 +λ13 = 0

al que representamos en su forma matricial:

-1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 -1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 -1 0
0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 -1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0


,
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lo llevamos a su forma escalonada:

1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 -1
0 0 1 0 0 0 0 0 -1 0 0 -1 0 -1 -1
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 -1 0
0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 -1
0 0 0 0 0 1 0 -1 0 0 -1 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 -1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0


.

Como el rango de la matriz es 9, obtenemos dim(im ∂1) = 9, lo cual implica

que dim(im ∂̂1) = 9 (se sigue de la definición de ∂̂1).

Por el teorema 1.7.8 tenemos:

∂̂1(S(4,1)) = S(4,1) o ∂̂1(S(4,1)) = 0

∂̂1(S(3,1,1)) = 0

∂̂1(S(3,2)) = S(4,1) o ∂̂1(S(3,2)) = 0

además dim(S(4,1)) = 4 y dim(S(3,2)) = 5, luego

im ∂̂1 = ∂̂1(S(4,1) ⊕ S(3,1,1) ⊕ S(3,2)) = S(4,1) ⊕ S(3,2).

4.4 Módulos de homoloǵıa reducida de K(M5)

La gráfica de clanes de G5, es decir K(G5), se muestra en la figura 4.4.
Consideremos ahora su complejo de subgráficas completas ∆(K(G5)) al que
denotaremos simplemente como K(M5). Este complejo tiene como vértices
(aristas de la gráfica de M5):

a1 = (12, 34) a6 = (13, 45) a11 = (15, 24)
a2 = (12, 35) a7 = (14, 23) a12 = (15, 34)
a3 = (12, 45) a8 = (14, 25) a13 = (23, 45)
a4 = (13, 24) a9 = (14, 35) a14 = (24, 35)
a5 = (13, 25) a10 = (15, 23) a15 = (25, 34)

La familia de 1-simplejos orientados estará dada por:
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b1 = (a1, a2) b9 = (a3, a13) b17 = (a6, a13) b25 = (a10, a11)
b2 = (a1, a3) b10 = (a4, a5) b18 = (a7, a8) b26 = (a10, a12)
b3 = (a1, a12) b11 = (a4, a6) b19 = (a7, a9) b27 = (a10, a13)
b4 = (a1, a15) b12 = (a4, a11) b20 = (a7, a10) b28 = (a11, a12)
b5 = (a2, a3) b13 = (a4, a14) b21 = (a7, a13) b29 = (a11, a14)
b6 = (a2, a9) b14 = (a5, a6) b22 = (a8, a9) b30 = (a12, a15).
b7 = (a2, a14) b15 = (a5, a8) b23 = (a8, a15)
b8 = (a3, a6) b16 = (a5, a15) b24 = (a9, a14)

Los 2-simplejos orientados son:

c1 = (a1, a2, a3) c4 = (a3, a6, a13) c7 = (a5, a8, a15) c9 = (a7, a10, a13)
c2 = (a1, a12, a15) c5 = (a4, a5, a6) c8 = (a7, a8, a9) c10 = (a10, a11, a12).
c3 = (a2, a9, a14) c6 = (a4, a11, a14)

a1

a3

a6 a5

a15

a4

a8

a12a2

a13 a7

a11

a9a10

a14

Figura 4.4: Gráfica de clanes K(G5)

A continuación obtendremos la descomposición de los S5-módulos de
cadenas Ck(K(M5)), para k = 0, 1, 2, en módulos de Specht por medio del
teorema 1.10.5 de la reciprocidad de Frobenius.

Consideremos:

V0 = 〈a1〉 = 〈(12, 34)〉,
H0 = {g ∈ S5 | gV0 = V0}.

Entonces C0(K(M5)) = V0 ↑S5
H0

.
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(12)(34)
(12) (1324) (13)(24)

Elementos (1) (34) (1423) (14)(23)
χS(5)↓H0

1 1 1 1

χS(1,1,1,1,1)↓H0
1 -1 -1 1

χS(4,1)↓H0
4 2 0 0

χS(2,1,1,1)↓H0
4 -2 0 0

χS(3,1,1)↓H0
6 0 0 -2

χS(3,2)↓H0
5 1 -1 1

χS(2,2,1)↓H0
5 -1 1 1

χV0 1 1 1 1

Tabla 4.5: Caracteres de S5 restringidos a H0 y carácter de V0

〈χC0(K(M5)), χS(5)〉S5 = 〈χ
V0↑

S5
H0

, χS(5)〉S5 = 〈χV0 , χS(5)↓H0
〉H0 = 1,

〈χC0(K(M5)), χS(1,1,1,1,1)〉S5 = 〈χ
V0↑

S5
H0

, χS(1,1,1,1,1)〉S5 = 〈χV0 , χS(1,1,1,1,1)↓H0
〉H0 = 0,

〈χC0(K(M5)), χS(4,1)〉S5 = 〈χ
V0↑

S5
H0

, χS(4,1)〉S5 = 〈χV0 , χS(4,1)↓H0
〉H0 = 1,

〈χC0(K(M5)), χS(2,1,1,1)〉S5 = 〈χ
V0↑

S5
H0

, χS(2,1,1,1)〉S5 = 〈χV0 , χS(2,1,1,1)↓H0
〉H0 = 0,

〈χC0(K(M5)), χS(3,1,1)〉S5 = 〈χ
V0↑

S5
H0

, χS(3,1,1)〉S5 = 〈χV0 , χS(3,1,1)↓H0
〉H0 = 0,

〈χC0(K(M5)), χS(3,2)〉S5 = 〈χ
V0↑

S5
H0

, χS(3,2)〉S5 = 〈χV0 , χS(3,2)↓H0
〉H0 = 1,

〈χC0(K(M5)), χS(2,2,1)〉S5 = 〈χ
V0↑

S5
H0

, χS(2,2,1)〉S5 = 〈χV0 , χS(2,2,1)↓H0
〉H0 = 1.

Con los productos internos calculados obtenemos:

C0(K(M5)) ∼= C⊕ S(4,1) ⊕ S(3,2) ⊕ S(2,2,1). (4.14)

Consideremos ahora los siguientes conjuntos:

V1 = 〈b1〉 = 〈(a1, a2)〉 = 〈((12, 34), (12, 35))〉,
H1 = {g ∈ S5 | gV1 = V1} = {(1), (12), (45), (12)(45)}.
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Elementos (1) (12) (45) (12)(45)
χS(5)↓H1

1 1 1 1

χS(1,1,1,1,1)↓H1
1 -1 -1 1

χS(4,1)↓H1
4 2 2 0

χS(2,1,1,1)↓H1
4 -2 -2 0

χS(3,1,1)↓H1
6 0 0 -2

χS(3,2)↓H1
5 1 1 1

χS(2,2,1)↓H1
5 -1 -1 1

χV1 1 1 -1 -1

Tabla 4.6: Caracteres de S5 restringidos a H1 y carácter de V1

De la tabla 4.6 calculamos los productos internos:

〈χC1(K(M5)), χS(5)〉S5 = 〈χ
V1↑

S5
H1

, χS(5)〉S5 = 〈χV1 , χS(5)↓H1
〉H1 = 0,

〈χC1(K(M5)), χS(1,1,1,1,1)〉S5 = 〈χ
V1↑

S5
H1

, χS(1,1,1,1,1)〉S5 = 〈χV1 , χS(1,1,1,1,1)↓H1
〉H1 = 0,

〈χC1(K(M5)), χS(4,1)〉S5 = 〈χ
V1↑

S5
H1

, χS(4,1)〉S5 = 〈χV1 , χS(4,1)↓H1
〉H1 = 1,

〈χC1(K(M5)), χS(2,1,1,1)〉S5 = 〈χ
V1↑

S5
H1

, χS(2,1,1,1)〉S5 = 〈χV1 , χS(2,1,1,1)↓H1
〉H1 = 1,

〈χC1(K(M5)), χS(3,1,1)〉S5 = 〈χ
V1↑

S5
H1

, χS(3,1,1)〉S5 = 〈χV1 , χS(3,1,1)↓H1
〉H1 = 2,

〈χC1(K(M5)), χS(3,2)〉S5 = 〈χ
V1↑

S5
H1

, χS(3,2)〉S5 = 〈χV1 , χS(3,2)↓H1
〉H1 = 1,

〈χC1(K(M5)), χS(2,2,1)〉S5 = 〈χ
V1↑

S5
H1

, χS(2,2,1)〉S5 = 〈χV1 , χS(2,2,1)↓H1
〉H1 = 1.

De donde resulta:

C1(K(M5)) ∼= S(4,1) ⊕ S(2,1,1,1) ⊕ 2S(3,1,1) ⊕ S(3,2) ⊕ S(2,2,1). (4.15)

Ahora tomemos los siguientes conjuntos:

V2 = 〈c1〉 = 〈(a1, a2, a3)〉 = 〈((12, 34), (12, 35), (12, 45))〉,
H2 = {g ∈ S5 | gV2 = V2}.

Con lo cual conseguimos la tabla 4.7.
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(34) (12)(34)
(35) (12)(35) (345) (12)(345)

Elementos (1) (12) (45) (12)(45) (354) (12)(354)
χS(5)↓H2

1 1 1 1 1 1

χS(1,1,1,1,1)↓H2
1 -1 -1 1 1 -1

χS(4,1)↓H2
4 2 2 0 1 -1

χS(2,1,1,1)↓H2
4 -2 -2 0 1 1

χS(3,1,1)↓H2
6 0 0 -2 0 0

χS(3,2)↓H2
5 1 1 1 -1 1

χS(2,2,1)↓H2
5 -1 -1 1 -1 -1

χV2 1 1 -1 -1 1 1

Tabla 4.7: Caracteres de S5 restringidos a H2 y carácter de V2

La cual nos ayuda a calcular los siguientes productos internos:

〈χC2(K(M5)), χS(5)〉S5 = 〈χ
V2↑

S5
H2

, χS(5)〉S5 = 〈χV2 , χS(5)↓H2
〉H2 = 0,

〈χC2(K(M5)), χS(1,1,1,1,1)〉S5 = 〈χ
V2↑

S5
H2

, χS(1,1,1,1,1)〉S5 = 〈χV2 , χS(1,1,1,1,1)↓H2
〉H2 = 0,

〈χC2(K(M5)), χS(4,1)〉S5 = 〈χ
V2↑

S5
H2

, χS(4,1)〉S5 = 〈χV2 , χS(4,1)↓H2
〉H2 = 0,

〈χC2(K(M5)), χS(2,1,1,1)〉S5 = 〈χ
V2↑

S5
H2

, χS(2,1,1,1)〉S5 = 〈χV2 , χS(2,1,1,1)↓H2
〉H2 = 1,

〈χC2(K(M5)), χS(3,1,1)〉S5 = 〈χ
V2↑

S5
H2

, χS(3,1,1)〉S5 = 〈χV2 , χS(3,1,1)↓H2
〉H2 = 1,

〈χC2(K(M5)), χS(3,2)〉S5 = 〈χ
V2↑

S5
H2

, χS(3,2)〉S5 = 〈χV2 , χS(3,2)↓H2
〉H2 = 0,

〈χC2(K(M5)), χS(2,2,1)〉S5 = 〈χ
V2↑

S5
H2

, χS(2,2,1)〉S5 = 〈χV2 , χS(2,2,1)↓H2
〉H2 = 0.

De donde obtenemos:

C2(K(M5)) ∼= S(2,1,1,1) ⊕ S(3,1,1). (4.16)

En la figura 4.5 se muestra el diagrama conmutativo de los complejos de
cadenas de K(M5), donde f0, f1 y f2 son los isomorfismos obtenidos de las
expresiones 4.14, 4.15 y 4.16.

Denotemos a Ĉk(K(M5)), para k = 0, 1, 2, como sigue:

Ĉ0(K(M5)) = C⊕ S(4,1) ⊕ S(3,2) ⊕ S(2,2,1).

Ĉ1(K(M5)) = S(4,1) ⊕ S(2,1,1,1) ⊕ 2S(3,1,1) ⊕ S(3,2) ⊕ S(2,2,1).

Ĉ2(K(M5)) = S(2,1,1,1) ⊕ S(3,1,1).
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0
∂3−−−→ C2(K(M5))

∂2−−−→ C1(K(M5))
∂1−−−→ C0(K(M5))

ε−−−→ Cy f2

y f1

y f0

y y
0

∂̂3−−−→ Ĉ2(K(M5))
∂̂2−−−→ Ĉ1(K(M5))

∂̂1−−−→ Ĉ0(K(M5))
ε̂−−−→ C

Figura 4.5: Diagrama conmutativo de los complejos de cadenas de K(M5)

Calculemos los módulos de homoloǵıa reducida H̃k(K(M5)), para k = 0, 1, 2.
Como ε̂ es suprayectiva y por el teorema 1.7.6 tenemos:

(C⊕ S(4,1) ⊕ S(3,2) ⊕ S(2,2,1))/ ker ε̂ ∼= im ε̂ = C,

aśı que

ker ε̂ ∼= S(4,1) ⊕ S(3,2) ⊕ S(2,2,1).

Sabemos que H̃0(K(M5)) = ker ε̂/ im ∂̂1 = 0, pues K(M5) es conexo. Se

sigue que ker ε̂ ∼= im ∂̂1, con lo cual:

im ∂̂1
∼= S(4,1) ⊕ S(3,2) ⊕ S(2,2,1). (4.17)

Además del teorema 1.7.6 y la expresión 4.17 se tiene:

(S(4,1) ⊕ S(2,1,1,1) ⊕ 2S(3,1,1) ⊕ S(3,2) ⊕ S(2,2,1))/ ker ∂̂1
∼= im ∂̂1.

De lo anterior y la proposición 1.7.9 tenemos:

ker ∂̂1 = S(2,1,1,1) ⊕ 2S(3,1,1). (4.18)

Por otro lado,

im ∂̂3 = ∂̂3(0) = 0,

pues ∂̂3 es un homomorfismo de módulos. Ya que M5 ' K(M5) (resultado de

[11]), por el teorema 3.4.3, tenemos que H̃2(M5) ∼= H̃2(K(M5)) y H̃2(M5) =
0, aśı que:

H̃2(K(M5)) = ker ∂̂2/ im ∂̂3 = 0,

por lo que ker ∂̂2 = 0. Del teorema 1.7.6 tenemos:

(S(2,1,1,1) ⊕ S(3,1,1))/ ker ∂̂2
∼= im ∂̂2.
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De lo anterior y la proposición 1.7.9 tenemos:

im ∂̂2 = S(2,1,1,1) ⊕ S(3,1,1). (4.19)

De las ecuaciones 4.18 y 4.19 tenemos:

H̃1(K(M5)) = ker ∂̂1/ im ∂̂2

= (S(2,1,1,1) ⊕ 2S(3,1,1))/(S(2,1,1,1) ⊕ S(3,1,1)) = S(3,1,1).

Anteriormente usamos el hecho de que M5 ' K(M5) para concluir que

H̃2(K(M5)) = H̃2(M5) = 0. Sin embargo veamos que es posible calcular

im ∂̂2 por métodos elementales.
Verifiquemos primero que dim(im ∂2) = 10. Del teorema 1.1.7, sabemos

que im ∂2 = 〈∂2(c1), . . . , ∂2(c10)〉, veamos que el número de vectores lineal-
mente independientes de la im ∂2 es 10, es decir, si

λ1∂2(c1) + λ2∂2(c2) + . . .+ λ10∂2(c10) = 0

aśı que:

λ1(a2a3 − a1a3 + a1a2) + λ2(a12a15 − a1a15 + a1a12) + λ3(a9a14 − a2a14 + a2a9)

+ λ4(a6a13 − a3a13 + a3a6) + λ5(a5a6 − a4a6 + a4a5) + λ6(a11a14 − a4a14 + a4a11)

+ λ7(a8a15 − a5a15 + a5a8) + λ8(a8a9 − a7a9 + a7a8) + λ9(a10a13 − a7a13 + a7a10)

+ λ10(a11a12 − a10a12 + a10a11)

= 0.

Claramente λ1 = λ2 = · · · = λ10 = 0, intuitivamente esto se puede deducir
de la gráfica 4.4. Sea bj la frontera de algún 2-simplejo ci, las aristas de bj
no pertenece a ningún otro triángulo distinto de ci, por lo tanto ∂2(cj) no es
combinación lineal de las fronteras ∂2(ci) con i 6= j.

Aśı que dim(im ∂2) = 10, lo cual implica que dim(im ∂̂2) = 10 (se sigue

de la definición de ∂̂2).
Ahora, por el teorema 1.7.8 tenemos:

∂̂2(S(2,1,1,1)) = S(2,1,1,1) o ∂̂2(S(2,1,1,1)) = 0

y

∂̂2(S(3,1,1)) = S(3,1,1) o ∂̂2(S(3,1,1)) = 0.

Además dim(S(2,1,1,1)) = 4 y dim(S(3,1,1)) = 6, entonces:

im ∂̂2 = ∂̂2(S(2,1,1,1) ⊕ S(3,1,1)) = S(2,1,1,1) ⊕ S(3,1,1).
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4.5 Módulos de homoloǵıa reducida de M6

Consideremos el complejo de emparejamientos M6, que se obtiene de la gráfi-
ca G6 que se muestra en 4.6. El complejo M6 tiene el conjunto de vértices
(aristas de la gráfica de K6):

a1 = 12 a4 = 15 a7 = 24 a10 = 34 a13 = 45
a2 = 13 a5 = 16 a8 = 25 a11 = 35 a14 = 46
a3 = 14 a6 = 23 a9 = 26 a12 = 36 a15 = 56

los 1-simplejos:

b1 = (a1, a10) b13 = (a3, a6) b25 = (a5, a6) b37 = (a8, a10)
b2 = (a1, a11) b14 = (a3, a8) b26 = (a5, a7) b38 = (a8, a12)
b3 = (a1, a12) b15 = (a3, a9) b27 = (a5, a8) b39 = (a8, a14)
b4 = (a1, a13) b16 = (a3, a11) b28 = (a5, a10) b40 = (a9, a10)
b5 = (a1, a14) b17 = (a3, a12) b29 = (a5, a11) b41 = (a9, a11)
b6 = (a1, a15) b18 = (a3, a15) b30 = (a5, a13) b42 = (a9, a13)
b7 = (a2, a7) b19 = (a4, a6) b31 = (a6, a13) b43 = (a10, a15)
b8 = (a2, a8) b20 = (a4, a7) b32 = (a6, a14) b44 = (a11, a14)
b9 = (a2, a9) b21 = (a4, a9) b33 = (a6, a15) b45 = (a12, a13).
b10 = (a2, a13) b22 = (a4, a10) b34 = (a7, a11)
b11 = (a2, a14) b23 = (a4, a12) b35 = (a7, a12)
b12 = (a2, a15) b24 = (a4, a14) b36 = (a7, a15)

y los 2-simplejos:

c1 = (a1, a10, a15) c6 = (a2, a9, a13) c11 = (a4, a7, a12)
c2 = (a1, a11, a14) c7 = (a3, a6, a15) c12 = (a4, a9, a10)
c3 = (a1, a12, a13) c8 = (a3, a8, a12) c13 = (a5, a6, a13)
c4 = (a2, a7, a15) c9 = (a3, a9, a11) c14 = (a5, a7, a11)
c5 = (a2, a8, a14) c10 = (a4, a6, a14) c15 = (a5, a8, a10).

La tabla 4.8 nos ayudará a construir las tablas de caracteres restringi-
das a los conjuntos que se establecen a continuación, esto para obtener la
descomposición de los S6-módulos de cadenas Ck(M6), para k = 0, 1, 2, en
módulos de Specht de forma análoga como se hizo en los ejemplos anteriores.

Consideremos:

V0 = 〈a1〉 = 〈(12)〉,
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Figura 4.6: Gráfica de emparejamientos G6

No. de Elementos 720 48 18 16 8 6 5 48 18 8 6
Clase (1) (2) (3) (2,2) (4) (3,2) (5) (2,2,2) (3,3) (4,2) (6)
χS(6) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

χS(1,1,1,1,1,1) 1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1
χS(5,1) 5 3 2 1 1 0 0 -1 -1 -1 -1

χS(2,1,1,1,1) 5 -3 2 1 -1 0 0 1 -1 -1 1
χS(4,1,1) 10 2 1 -2 0 -1 0 -2 1 0 1
χS(3,1,1,1) 10 -2 1 -2 0 1 0 2 1 0 -1
χS(4,2) 9 3 0 1 -1 0 -1 3 0 1 0
χS(2,2,1,1) 9 -3 0 1 1 0 -1 -3 0 1 0
χS(3,3) 5 1 -1 1 -1 1 0 -3 2 -1 0
χS(2,2,2) 5 -1 -1 1 1 -1 0 3 2 -1 0
χS(3,2,1) 16 0 -2 0 0 0 1 0 -2 0 0

Tabla 4.8: Tabla de caracteres de S6

H0 ={g ∈ S6 | gV0 = V0} = {(1), (12), (34), (35), (36), (45), (46), (56), (345), (346),

(354), (356), (364), (365), (456), (465), (12)(34), (12)(35), (12)(36), (12)(45),

(12)(46), (12)(56), (34)(56), (35)(46), (36)(45), (3456), (3465), (3546), (3564),

(3645), (3654), (345)(12), (346)(12), (354)(12), (356)(12), (364)(12), (365)(12),

(456)(12), (465)(12), (12)(34)(56), (12)(35)(46), (12)(36)(45), (3456)(12),

(3465)(12), (3546)(12), (3564)(12), (3645)(12), (3654)(12)}.
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No. de Elementos 1 7 8 9 6 8 3 6
Clase (1) (2) (3) (2,2) (4) (3,2) (2,2,2) (4,2)
χS(6)↓H0

1 1 1 1 1 1 1 1

χS(1,1,1,1,1,1)↓H0
1 -1 1 1 -1 -1 -1 1

χS(5,1)↓H0
5 3 2 1 1 0 -1 -1

χS(2,1,1,1,1)↓H0
5 -3 2 1 -1 0 1 -1

χS(4,1,1)↓H0
10 2 1 -2 0 -1 -2 0

χS(3,1,1,1)↓H0
10 -2 1 -2 0 1 2 0

χS(4,2)↓H0
9 3 0 1 -1 0 3 1

χS(2,2,1,1)↓H0
9 -3 0 1 1 0 -3 1

χS(3,3)↓H0
5 1 -1 1 -1 1 -3 -1

χS(2,2,2)↓H0
5 -1 -1 1 1 -1 3 -1

χS(3,2,1)↓H0
16 0 -2 0 0 0 0 0

χV0 1 1 1 1 1 1 1 1

Tabla 4.9: Caracteres de S6 restringidos a H0 y carácter de V0

De los productos internos calculados a partir de la la tabla 4.9 obtenemos:

C0(M6) ∼= C⊕ S(5,1) ⊕ S(4,2). (4.20)

Ahora tomemos:

V1 = 〈b1〉 = 〈(a1, a2)〉 = 〈(12, 34)〉,

H1 ={g ∈ S6 | gV1 = V1} = {(1), (12), (34), (56), (12)(34), (12)(56), (34)(56),

(13)(24), (14)(23), (12)(34)(56), (13)(24)(56), (14)(23)(56), (2314),

(2413), (2314)(56), (2413)(56)}.

Con V1 y H1 construimos la tabla 4.10 y calculamos los productos internos
correspondientes con la reciprocidad de Frobenius de forma similar a los
ejemplos anteriores.

De donde obtenemos:

C1(M6) = S(5,1) ⊕ S(4,1,1) ⊕ S(4,2) ⊕ S(3,3) ⊕ S(3,2,1). (4.21)

Por último consideremos:

V2 = 〈c1〉 = 〈(12, 34, 56)〉,
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(12) (12)(34)
(34) (12)(56) (13)(24) (13)(24)(56) (2314) (2314)(56)

Elementos (1) (56) (34)(56) (14)(23) (12)(34)(56) (14)(23)(56) (2413) (2413)(56)
χS(6)↓H1

1 1 1 1 1 1 1 1

χS(1,1,1,1,1,1)↓H1
1 -1 1 1 -1 -1 -1 1

χS(5,1)↓H1
5 3 1 1 -1 -1 1 -1

χS(2,1,1,1,1)↓H1
5 -3 1 1 1 1 -1 -1

χS(4,1,1)↓H1
10 2 -2 -2 -2 -2 0 0

χS(3,1,1,1)↓H1
10 -2 -2 -2 2 2 0 0

χS(4,2)↓H1
9 3 1 1 3 3 -1 1

χS(2,2,1,1)↓H1
9 -3 1 1 -3 -3 1 1

χS(3,3)↓H1
5 1 1 1 -3 -3 -1 -1

χS(2,2,2)↓H1
5 -1 1 1 3 3 1 -1

χS(3,2,1)↓H1
16 0 0 0 0 0 0 0

χV1 1 1 1 -1 1 -1 -1 -1

Tabla 4.10: Caracteres de S6 restringidos a H1 y carácter de V1

H2 ={g ∈ S6 | gV2 = V2} = {(1), (12), (34), (56), (12)(34), (12)(56), (34)(56), (13)(24), (14)(23), (15)(26), (16)(25),
(35)(46), (36)(45), (12)(34)(56), (13)(24)(56), (14)(23)(56), (15)(26)(34), (16)(25)(34), (35)(46)(12),

(36)(45)(12), (2314), (2413), (1625), (1526), (3546), (3645), (2314)(56), (2413)(56), (1625)(34), (1526)(34),

(3546)(12), (3645)(12), (135)(246), (136)(245), (145)(236), (146)(235), (153)(264), (154)(263), (163)(254),

(164)(253), (135246), (136245), (145236), (146235), (153264), (154263), (163254), (164253)}.

No. de Elementos 1 3 3 6 6 1 6 8 6 8
Clase (1) (2) (2,2) (2,2) (4) (2,2,2) (2,2,2) (3,3) (4,2) (6)
χS(6)↓H2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

χS(1,1,1,1,1,1)↓H2
1 -1 1 1 -1 -1 -1 1 1 -1

χS(5,1)↓H2
5 3 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1

χS(2,1,1,1,1)↓H2
5 -3 1 1 -1 1 1 -1 -1 1

χS(4,1,1)↓H2
10 2 -2 -2 0 -2 -2 1 0 1

χS(3,1,1,1)↓H2
10 -2 -2 -2 0 2 2 1 0 -1

χS(4,2)↓H2
9 3 1 1 -1 3 3 0 1 0

χS(2,2,1,1)↓H2
9 -3 1 1 1 -3 -3 0 1 0

χS(3,3)↓H2
5 1 1 1 -1 -3 -3 2 -1 0

χS(2,2,2)↓H2
5 -1 1 1 1 3 3 2 -1 0

χS(3,2,1)↓H2
16 0 0 0 0 0 0 -2 0 0

χV2 1 1 1 -1 -1 1 -1 1 - 1 1

Tabla 4.11: Caracteres de S6 restringidos a H2 y carácter de V2

De la tabla 4.11 obtenemos:

C2(M6) ∼= S(4,1,1) ⊕ S(3,3). (4.22)

En la figura 4.7 se muestra el diagrama conmutativo de los complejos
de cadena de M6, donde f0, f1 y f2 son los isomorfismos obtenidos de las
expresiones 4.20, 4.21 y 4.22.
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0
∂3−−−−−→ C2(M6)

∂2−−−−−→ C1(M6)
∂1−−−−−→ C0(M6)

ε−−−−−→ Cy f2

y f1

y f0

y y
0

∂̂3−−−−−→ S(4,1,1) ⊕ S(3,3) ∂̂2−−−−−→ S(5,1) ⊕ S(4,1,1) ⊕ S(4,2) ⊕ S(3,3) ⊕ S(3,2,1) ∂̂1−−−−−→ C⊕ S(5,1) ⊕ S(4,2) ε̂−−−−−→ C

Figura 4.7: Diagrama conmutativo de los complejos de cadenas de M6

Por calcular los módulos de homoloǵıa reducida H̃k(M6), para k = 0, 1, 2.
Como ε̂ es suprayectiva y por el teorema 1.7.6 tenemos:

(C⊕ S(5,1) ⊕ S(4,2))/ ker ε̂ ∼= im ε̂ = C,

aśı que

ker ε̂ ∼= S(5,1) ⊕ S(4,2),

Sabemos que H̃0(M6) = ker ε̂/ im ∂̂1 = 0 pues M6 es conexo, se sigue

que ker ε̂ ∼= im ∂̂1, con lo cual:

im ∂̂1
∼= S(5,1) ⊕ S(4,2). (4.23)

Además del teorema 1.7.6 y la expresión 4.23 se tiene:

(S(5,1) ⊕ S(4,1,1) ⊕ S(4,2) ⊕ S(3,3) ⊕ S(3,2,1))/ ker ∂̂1
∼= im ∂̂1

De lo anterior y la proposición 1.7.9 tenemos:

ker ∂̂1 = S(4,1,1) ⊕ S(3,3) ⊕ S(3,2,1). (4.24)

Figura 4.8: G6 Figura 4.9: BK(G6)
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Por otro lado, ∂̂3 es un homomorfismo de módulos, aśı que:

im ∂̂3 = ∂̂3(0) = 0.

Considerando la figura 4.8. Se observa que contrayendo los triángulos, se
encuentra que G6 es homotópica a BK(G6) esto puede demostrarse formal-
mente ocupando los resultados que aparecen en [10] y [13]. Por el teore-

ma 3.4.3, H̃2(M6) ∼= H̃2(∆(BK(G6))). Además H̃2(∆(BK(G6))) = 0, pues
en BK(G6) no existen 2-simplejos.

Por lo que:
H̃2(M6) = ker ∂̂2/ im ∂̂3 = 0,

por lo que im ∂̂3 = ker ∂̂2. Del teorema 1.7.6 tenemos:

(S(4,1,1) ⊕ S(3,3))/ ker ∂̂2
∼= im ∂̂2.

De lo anterior y la proposición 1.7.9 tenemos:

im ∂̂2 = S(4,1,1) ⊕ S(3,3). (4.25)

De las ecuaciones 4.24, 4.25 y la proposición 1.7.9 tenemos:

H̃1(M6) = ker ∂̂1/ im ∂̂2

= (S(4,1,1) ⊕ S(3,3) ⊕ S(3,2,1))/(S(4,1,1) ⊕ S(3,3))

= S(3,2,1).

En lo anterior usamos el hecho de que G6 ' BK(G6), de donde se sigue

que H̃2(M6) ∼= H̃2(∆(BK(G6))) = 0. Veamos ahora que podemos calcular

im ∂̂2 por métodos elementales.
Verifiquemos primero que dim(im ∂2) = 15. Del teorema 1.1.7, sabemos

que im ∂2 = 〈∂2(c1), . . . , ∂2(c15)〉, veamos que el número de vectores lineal-
mente independientes de la im ∂2 es 15, es decir, si

λ1∂2(c1) + λ2∂2(c2) + . . .+ λ15∂2(c15) = 0

entonces,

λ1(a10a15 − a1a15 + a1a10) + λ2(a11a14 − a1a14 + a1a11) + λ3(a12a13 − a1a13 + a1a12)

+ λ4(a7a15 − a2a15 + a2a7) + λ5(a8a14 − a2a14 + a2a8) + λ6(a9a13 − a2a13 + a2a9)

+ λ7(a6a15 − a3a15 + a3a6) + λ8(a8a12 − a3a12 + a3a8) + λ9(a9a11 − a3a11 + a3a9)

+ λ10(a6a14 − a4a14 + a4a6) + λ11(a7a12 − a4a12 + a4a7) + λ12(a9a10 − a4a10 + a4a9)

+ λ13(a6a13 − a5a13 + a5a6) + λ14(a7a11 − a5a11 + a5a7) + λ15(a8a10 − a5a10 + a5a8)

= 0.
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Claramente λ1 = λ2 = · · · = λ15 = 0, intuitivamente esto se puede deducir
de la gráfica 4.6. Sea bj la frontera de algún 2-simplejo ci, las aristas de bj
no pertenece a ningún otro triángulo distinto de ci, por lo tanto ∂2(cj) no es
combinación lineal de las fronteras ∂2(ci) con i 6= j.

Aśı que dim(im ∂2) = 15, lo cual implica que dim(im ∂̂2) = 15 (se sigue

de la definición de ∂̂2).
Ahora, por el teorema 1.7.8 tenemos:

∂̂2(S(4,1,1)) = S(4,1,1) o ∂̂2(S(4,1,1)) = 0

y

∂̂2(S(3,3)) = S(3,3) o ∂̂2(S(3,3)) = 0

Además dim(S(4,1,1)) = 10 y dim(S(3,3)) = 5, entonces:

im ∂̂2 = ∂̂2(S(4,1,1) ⊕ S(3,3)) = S(4,1,1) ⊕ S(3,3).

4.6 Módulos de homoloǵıa reducida de K(M6)

Consideremos el complejo de clanes de la gráfica de emparejamientos M6,
al que denotamos como K(M6), que está dado por el conjunto de vértices
(triángulos de la gráfica de M6):

a1 = (12, 34, 56) a6 = (13, 26, 45) a11 = (15, 24, 36)
a2 = (12, 35, 46) a7 = (14, 23, 56) a12 = (15, 26, 34)
a3 = (12, 36, 45) a8 = (14, 25, 36) a13 = (16, 23, 45)
a4 = (13, 24, 56) a9 = (14, 26, 35) a14 = (16, 24, 35)
a5 = (13, 25, 46) a10 = (15, 23, 46) a15 = (16, 25, 34).

el conjunto 1-simplejos:

b1 = (a1, a2) b13 = (a3, a8) b25 = (a4, a14) b37 = (a9, a12)
b2 = (a1, a3) b14 = (a3, a11) b26 = (a5, a8) b38 = (a10, a11)
b3 = (a1, a4) b15 = (a3, a13) b27 = (a5, a6) b39 = (a10, a12)
b4 = (a1, a7) b16 = (a4, a7) b28 = (a5, a15) b40 = (a10, a13)
b5 = (a1, a12) b17 = (a5, a10) b29 = (a6, a9) b41 = (a11, a12)
b6 = (a1, a15) b18 = (a6, a13) b30 = (a6, a12) b42 = (a11, a14)
b7 = (a2, a3) b19 = (a8, a11) b31 = (a7, a8) b43 = (a13, a14)
b8 = (a2, a5) b20 = (a9, a14) b32 = (a7, a9) b44 = (a13, a15)
b9 = (a2, a9) b21 = (a12, a15) b33 = (a7, a10) b45 = (a14, a15).
b10 = (a2, a10) b22 = (a4, a5) b34 = (a7, a13)
b11 = (a2, a14) b23 = (a4, a6) b35 = (a8, a9)
b12 = (a3, a6) b24 = (a4, a11) b36 = (a8, a15)
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y los 2-simplejos:

c1 = (a1, a2, a3) c6 = (a3, a6, a13) c11 = (a13, a14, a15)
c2 = (a1, a4, a7) c7 = (a3, a8, a11) c12 = (a7, a10, a13)
c3 = (a1, a12, a15) c8 = (a4, a5, a6) c13 = (a4, a11, a14)
c4 = (a2, a5, a10) c9 = (a7, a8, a9) c14 = (a5, a8, a15)
c5 = (a2, a9, a14) c10 = (a10, a11, a12) c15 = (a6, a9, a12).

a2

a1a3

a7

a4

a15

a12a6

a13

a11

a8

a10

a5
a14

a9

Figura 4.10: Gráfica de clanes K(G6)

A continuación obtendremos la descomposición de los S6-módulos de
cadenas Ck(K(M6)), para k = 0, 1, 2, en módulos de Specht por medio del
teorema 1.10.5 de la reciprocidad de Frobenius.

Consideremos:

V0 = 〈a1〉 = 〈(12, 34, 56)〉,

H0 ={g ∈ S6 | gV0 = V0} = {(1), (12), (34), (56), (12)(34), (12)(56), (13)(24), (14)(23),

(15)(26), (16)(25), (34)(56), (35)(46), (36)(45), (1423), (1324), (1625), (1526),

(3645), (3546), (12)(34)(56), (13)(24)(56), (14)(23)(56), (15)(26)(34), (16)(25)(34),

(35)(46)(12), (36)(45)(12), (153)(264), (135)(246), (145)(236), (154)(263),

(136)(245), (163)(254), (146)(235), (164)(253), (1423)(56), (1324)(56), (1625)(34),

(1526)(34), (3645)(12), (3546)(12), (135246), (136245), (145236), (146235),

(153264), (154263), (163254), (164253)}.

Con los productos internos calculados a partir de la tabla 4.12 obtenemos:

C0(K(M6)) ∼= C⊕ S(4,2) ⊕ S(2,2,2). (4.26)
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No. de Elementos 1 3 9 6 7 8 6 8
Clase (1) (2) (2,2) (4) (2,2,2) (3,3) (4,2) (6)
χS(6)↓H0

1 1 1 1 1 1 1 1

χS(1,1,1,1,1,1)↓H0
1 -1 1 -1 -1 1 1 -1

χS(5,1)↓H0
5 3 1 1 -1 -1 -1 -1

χS(2,1,1,1,1)↓H0
5 -3 1 -1 1 -1 -1 1

χS(4,1,1)↓H0
10 2 -2 0 -2 1 0 1

χS(3,1,1,1)↓H0
10 -2 -2 0 2 1 0 -1

χS(4,2)↓H0
9 3 1 -1 3 0 1 0

χS(2,2,1,1)↓H0
9 -3 1 1 -3 0 1 0

χS(3,3)↓H0
5 1 1 -1 -3 2 -1 0

χS(2,2,2)↓H0
5 -1 1 1 3 2 -1 0

χS(3,2,1)↓H0
16 0 0 0 0 -2 0 0

χV0 1 1 1 1 1 1 1 1

Tabla 4.12: Caracteres de S6 restringidos a H0 y carácter de V0

Consideremos los siguientes conjuntos:

V1 = 〈b1〉 = 〈(a1, a2)〉 = 〈(12, 34, 56), (12, 35, 46)〉,

H1 = {g ∈ S6 | gV1 = V1}
= {(1), (12), (36), (45), (12)(36), (12)(45), (34)(56), (35)(46), (36)(45), (12)(34)(56),

(12)(35)(46), (12)(36)(45), (12)(3564), (12)(3465), (3564), (3465)}.

Los conjuntos V1 y H1 nos ayudan a construir la tabla 4.13.
Después de calcular los productos internos por medio de la tabla anterior

resulta:

C1(K(M6)) ∼= S(2,1,1,1,1) ⊕ S(3,1,1,1) ⊕ S(4,2) ⊕ S(2,2,2) ⊕ S(3,2,1). (4.27)

Ahora tomemos los siguientes conjuntos:

V2 = 〈c1〉 = 〈(a1, a2, a3)〉 = 〈(12, 34, 56), (12, 35, 46), (12, 36, 45)〉,

H2 ={g ∈ S6 | gV2 = V2} = {(1), (12), (34), (35), (36), (45), (46), (56), (345), (346),

(354), (356), (364), (365), (456), (465), (12)(34), (12)(35), (12)(36), (12)(45),

(12)(46), (12)(56), (34)(56), (35)(46), (36)(45), (3456), (3465), (3546), (3564),

(3645), (3654), (345)(12), (346)(12), (354)(12), (356)(12), (364)(12), (365)(12),

(456)(12), (465)(12), (12)(34)(56), (12)(35)(46), (12)(36)(45), (3456)(12),

(3465)(12), (3546)(12), (3564)(12), (3645)(12), (3654)(12)}.
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No. de Elementos 1 1 2 3 2 2 2 3
Clase (1) (2) (2) (2,2) (2,2) (4) (4,2) (2,2,2)
χS(6)↓H1

1 1 1 1 1 1 1 1

χS(1,1,1,1,1,1)↓H1
1 -1 -1 1 1 -1 1 -1

χS(5,1)↓H1
5 3 3 1 1 1 -1 -1

χS(2,1,1,1,1)↓H1
5 -3 -3 1 1 -1 -1 1

χS(4,1,1)↓H1
10 2 2 -2 -2 0 0 -2

χS(3,1,1,1)↓H1
10 -2 -2 -2 -2 0 0 2

χS(4,2)↓H1
9 3 3 1 1 -1 1 3

χS(2,2,1,1)↓H1
9 -3 -3 1 1 1 1 -3

χS(3,3)↓H1
5 1 1 1 1 -1 -1 -3

χS(2,2,2)↓H1
5 -1 -1 1 1 1 -1 3

χS(3,2,1)↓H1
16 0 0 0 0 0 0 0

χV1 1 1 -1 1 -1 -1 -1 1

Tabla 4.13: Caracteres de S6 restringidos a H1 y carácter de V1

No. de Elementos 1 1 6 8 3 6 6 8 3 6
Clase (1) (2) (2) (3) (2,2) (2,2) (4) (3,2) (2,2,2) (4,2)
χS(6)↓H2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

χS(1,1,1,1,1,1)↓H2
1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 1

χS(5,1)↓H2
5 3 3 2 1 1 1 0 -1 -1

χS(2,1,1,1,1)↓H2
5 -3 -3 2 1 1 -1 0 1 -1

χS(4,1,1)↓H2
10 2 2 1 -2 -2 0 -1 -2 0

χS(3,1,1,1)↓H2
10 -2 -2 1 -2 -2 0 1 2 0

χS(4,2)↓H2
9 3 3 0 1 1 -1 0 3 1

χS(2,2,1,1)↓H2
9 -3 -3 0 1 1 1 0 -3 1

χS(3,3)↓H2
5 1 1 -1 1 1 -1 1 -3 -1

χS(2,2,2)↓H2
5 -1 -1 -1 1 1 1 -1 3 -1

χS(3,2,1)↓H2
16 0 0 -2 0 0 0 0 0 0

χV2 1 1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1

Tabla 4.14: Caracteres de S6 restringidos a H2 y carácter de V2
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De donde obtenemos:

C2(K(M6)) ∼= S(2,1,1,1,1) ⊕ S(3,1,1,1). (4.28)

En la figura 4.11 se muestra el diagrama conmutativo de los complejos
de cadena de K(M6), donde f0, f1 y f2 son los isomorfismos obtenidos de
las expresiones 4.26, 4.27 y 4.28.

0
∂3−−−→ C2(K(M6))

∂2−−−→ C1(K(M6))
∂1−−−→ C0(K(M6))

ε−−−→ Cy f2

y f1

y f0

y y
0

∂̂3−−−→ Ĉ2(K(M6))
∂̂2−−−→ Ĉ1(K(M6))

∂̂1−−−→ Ĉ0(K(M6))
ε̂−−−→ C

Figura 4.11: Diagrama conmutativo de los complejos de cadenas de K(M6)

donde

Ĉ0(K(M6)) = C⊕ S(4,2) ⊕ S(2,2,2).

Ĉ1(K(M6)) = S(2,1,1,1,1) ⊕ S(3,1,1,1) ⊕ S(4,2) ⊕ S(2,2,2) ⊕ S(3,2,1).

Ĉ2(K(M6)) = S(2,1,1,1,1) ⊕ S(3,1,1,1).

Calculemos los módulos de homoloǵıa reducida H̃k(K(M6)), para k = 0, 1, 2.
Como ε̂ es suprayectiva y por el teorema 1.7.6 tenemos:

(C⊕ S(4,2) ⊕ S(2,2,2))/ ker ε̂ ∼= im ε̂ = C

aśı que
ker ε̂ ∼= S(4,2) ⊕ S(2,2,2).

Sabemos que H̃0(K(M6)) = ker ε̂/ im ∂̂1 = 0 pues K(M6) es conexo, se sigue

que ker ε̂ ∼= im ∂̂1, con lo cual:

im ∂̂1
∼= S(4,2) ⊕ S(2,2,2). (4.29)

Además del teorema 1.7.6 y la expresión 4.29 se tiene:

(S(2,1,1,1,1) ⊕ S(3,1,1,1) ⊕ S(4,2) ⊕ S(2,2,2) ⊕ S(3,2,1))/ ker ∂̂1
∼= im ∂̂1.

De lo anterior y la proposición 1.7.9 tenemos:

ker ∂̂1 = S(2,1,1,1,1) ⊕ S(3,1,1,1) ⊕ S(3,2,1). (4.30)
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Por otro lado, ∂̂3 es un homomorfismo de módulos, aśı que:

im ∂̂3 = ∂̂3(0) = 0

De [11] sabemosM6 ' K(M6), por el teorema 3.4.3 se sigue H̃2(M6) ∼= H̃2(K(M6))

y H̃2(M6) = 0, aśı que:

H̃2(K(M6)) = ker ∂̂2/ im ∂̂3 = 0.

por lo que ker ∂̂2 = 0. Del teorema 1.7.6 tenemos:

(S(2,1,1,1,1) ⊕ S(3,1,1,1))/ ker ∂̂2
∼= im ∂̂2.

De lo anterior y la proposición 1.7.9 tenemos:

im ∂̂2 = S(2,1,1,1,1) ⊕ S(3,1,1,1). (4.31)

De las ecuaciones 4.30 y 4.31 tenemos:

H̃1(K(M6)) = ker ∂̂1/ im ∂̂2

= (S(2,1,1,1,1) ⊕ S(3,1,1,1) ⊕ S(3,2,1))/(S(2,1,1,1,1) ⊕ S(3,1,1,1))

= S(3,2,1).

De igual modo que en M5, usamos el hecho de que M6 ' K(M6) para

concluir que H̃2(K(M6)) = H̃2(M6) = 0, sin embargo observemos que es

posible calcular im ∂̂2 por medio de cálculos elementales.
Verifiquemos primero que dim(im ∂2) = 15. Del teorema 1.1.7, sabemos

que im ∂2 = 〈∂2(c1), . . . , ∂2(c15)〉, veamos que el número de vectores lineal-
mente independientes de la im ∂2 es 15, es decir, si

λ1∂2(c1) + λ2∂2(c2) + . . .+ λ15∂2(c15) = 0,

aśı que:

λ1(a2a3 − a1a3 + a1a2) + λ2(a4a7 − a1a7 + a1a4) + λ3(a12a15 − a1a15 + a1a12)

+ λ4(a5a10 − a2a10 + a2a5) + λ5(a9a14 − a2a14 + a2a9) + λ6(a6a13 − a3a13 + a3a6)

+ λ7(a8a11 − a3a11 + a3a8) + λ8(a5a6 − a4a6 + a4a5) + λ9(a8a9 − a7a9 + a7a8)

+ λ10(a11a12 − a10a12 + a10a11) + λ11(a14a15 − a13a15 + a13a14)

+ λ12(a10a13 − a7a13 + a7a10) + λ13(a11a14 − a4a14 + a4a11)

+ λ14(a8a15 − a5a15 + a5a8)λ15(a9a12 − a6a12 + a6a9)

= 0.

Claramente λ1 = λ2 = · · · = λ15 = 0, intuitivamente esto se puede deducir
de la gráfica 4.4. Sea bj la frontera de algún 2-simplejo ci, las aristas de bj
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no pertenece a ningún otro triángulo distinto de ci, por lo tanto ∂2(cj) no es
combinación lineal de las fronteras ∂2(ci) con i 6= j.

Aśı que dim(im ∂2) = 15, lo cual implica que dim(im ∂̂2) = 15 (se sigue

de la definición de ∂̂2).
Ahora, por el teorema 1.7.8 tenemos:

∂̂2(S(2,1,1,1,1)) = S(2,1,1,1,1) o ∂̂2(S(2,1,1,1,1)) = 0

y

∂̂2(S(3,1,1,1)) = S(3,1,1,1) o ∂̂2(S(3,1,1,1)) = 0.

Además dim(S(2,1,1,1,1)) = 5 y dim(S(3,1,1,1)) = 10, entonces:

im ∂̂2 = ∂̂2(S(2,1,1,1,1) ⊕ S(3,1,1,1)) = S(2,1,1,1,1) ⊕ S(3,1,1,1).



Conclusiones

En este trabajo, describimos la descomposición del Sn-módulo H̃k(Mn) en

submódulos irreducibles, donde H̃k(Mn) es el módulo de homoloǵıa reducida
de los complejos de emparejamientos, para n = 4, 5, 6.

Por otro lado, también calculamos la descomposición en módulos irre-
ducibles de H̃k(K(Mn)), es decir, de los módulos de homoloǵıa reducida de
los complejos simpliciales determinados por la gráfica de clanes K(Gn), para
n = 5, 6.

Encontramos que H̃k(Mn) ∼=Sn H̃k(K(Mn)) para n = 5, 6 y k ≥ 0.
Enseguida se muestran los módulos de homoloǵıa reducida que son distintos
de cero.

H̃1(M5) ∼= H̃1(K(M5)) ∼=S5 S
(3,1,1) = S .

H̃1(M6) ∼= H̃1(K(M6)) ∼=S6 S
(3,2,1) = S .

En el art́ıculo [11] se demuestra que Gn ' K(Gn) para n ≤ 8. Esto
implica, por el teorema 3.4.3, que se tiene el siguiente isomorfismo como
espacios vectoriales:

H̃k(Mn) ∼= H̃k(K(Mn)).

Surge la pregunta interesante si también existe el isomorfismo entre
H̃k(Mn) y H̃k(K(Mn)) como Sn-módulos, para n = 7, 8. De los cálculos
que se muestran en la tesis, se observa que para tales casos las complica-
ciones aumentaŕıan significativamente, por lo que no es práctico efectuarlos
directamente. Un posible camino es utilizar software especializado para tales
cálculos.

Si los Sn-módulos H̃k(Mn) y H̃k(K(Mn)) no son Sn-isomorfos, para algún
n ≥ 7, otro problema interesante es encontrar una fórmula análoga a la de
Bouc que muestre la descomposición de los módulos de homoloǵıa de K(Mn)
en submódulos irreducibles.

97
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