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Resumen

Uno de los principales problemas que se han observado en el aprendizaje del algebra, se
relaciona con las dificultades que tienen los estudiantes con el sentido numérico, y sus
implicaciones al operar expresiones alfanuméricas. Se observa que no dan sentido a los
simbolos y a las operaciones que ejecutan con esos simbolos. Con este antecedente, se
disefaron tareas de instruccién para implementarse con estudiantes de primer semestre de
un bachillerato general en el Estado de Hidalgo. El objetivo del trabajo fue identificar
dificultades que tienen los estudiantes para dar significado a expresiones algebraicas, que se
derivan de la identificacion y generalizacion de patrones en secuencias figurales. También
se utiliz6é una calculadora basica como herramienta para ayudar a identificar patrones. Se
tratd de conocer como los estudiantes dieron sentido a la solucion de ecuaciones lineales de

la forma ax +b=rc.

En esta investigacion participaron 44 estudiantes quienes abordaron las tareas en equipos,
durante tres sesiones de dos horas. Se implementaron tres tareas, en la primera, empleando
una calculadora basica realizaron una suma, pulsando repetidamente la tecla igual y
observando los resultados. En la segunda, se llevd a cabo un juego, en donde, se
proporciond una secuencia figural, asociada con la construcciéon de torres de latas. La

tercera tarea consistio en determinar el comportamiento de un ahorro realizado en un banco.

Entre los principales resultados se destaca que no todos los estudiantes fueron capaces de
dar sentido a los simbolos al generalizar patrones, ya que Gnicamente centraron la atencion
en los resultados y no en la estructura de las operaciones. Entre aquellos estudiantes que si
expresaron la generalidad de forma simbolica, hubo algunos que sustituyeron valores
particulares para obtener certeza de la validez de sus resultados. Se observo que estos
ultimos estudiantes dieron sentido a los simbolos, basado en el contexto de las tareas, y este
significado fue de utilidad para que expresaran verbalmente el proceso de solucion de las
ecuaciones correspondientes, a través del método que ellos denominaron operaciones
inversas. Respecto al transito entre ese procedimiento verbal y las manipulaciones
simbolicas respectivas hubo diversas dificultades, algunas de las cuales se relacionan con

uso del signo igual como una relacion de equivalencia.



Abstract

One of the main problems that have been observed in the learning of algebra is related to
the difficulties that students have with the numerical sense and its implications when
operating alphanumeric expressions. It is observed that they do not give meaning to the
symbols and the operations that they execute with those symbols. With this background,
instructional tasks were designed to be implemented with first semester students of a
general baccalaureate in the State of Hidalgo, Mexico. The research’s objective was to
identify difficulties that students have to give meaning to algebraic expressions, which are
derived from the identification of patterns in figurative sequences. A basic calculator was
used as a tool to help students identify patterns. We sought to know how students could

make sense of the solution of linear equations of the form ax + b = c.

In this research, participated 44 students, who tackled the tasks in teams during three
sessions, of two hours each one. Three tasks were implemented, in the first one, using a
basic calculator, they made sums, pressing keys repeatedly and observing the results. In the
second one, a game was carried out, where a figural sequence was provided, and the
corresponding pattern was associated with the construction of can towers, in the third task

was to determine the behavior of a savings made in a bank.

Among the main results is that not all students were able to make sense of the symbols in
the generalization of the expressions, since they only focused attention on the results and
not on the operations. Among those students who expressed generality in a symbolic way,
there were some who substituted particular values to obtain certainty about the validity of
their results. It was observed that these last students gave meaning to the symbols, based on
the context of the tasks, and this meaning was useful for them to verbally express the
process of solving the corresponding equations, through the method they called inverse
operations. Regarding the transit in that verbal procedure and the respective symbolic
manipulations there were several difficulties, some of which are related to the use of the

same as an equivalence relation.
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CAPITULO 1. EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1 Introduccion

Uno de los principales problemas en el aprendizaje de las matematicas, en la educacion
basica y media superior, tiene que ver con temas referentes al algebra, en particular con la
soluciéon de ecuaciones lineales (Samuel, Mulenga y Angel, 2016). Respecto al
entendimiento de las ecuaciones de primer grado con una incognita, los Common Core
State Standards (NGACBP & CCSSO, 2010) sugieren, que el alumno debe ser capaz de
modelar situaciones mediante ecuaciones lineales en una variable y utilizarlas para resolver
problemas. También es importante que desarrolle habilidades para explicar cada paso en el
proceso de solucion de una ecuacion, a partir de suponer que la ecuacion original tiene una
solucion, y construir un argumento viable para justificar el método de solucion. El alumno
debiera resolver ecuaciones lineales en una incognita, incluidas ecuaciones con coeficientes

generales representados por letras.

En este trabajo el propdsito fue el disefio e implementacion de tareas de instruccion, que
promovieran el entendimiento de ecuaciones lineales con una incognita, con base en el
desarrollo de significado para los simbolos algebraicos, mediante procesos de identificacion
y generalizacién de patrones en secuencias figurales. Algunos elementos que se han
reconocido como un puente entre la aritmética y algebra, son: 1) comprender la estructura
de las operaciones, ii) generalizar y justificar resultados, iii) extender el sistema de

niimeros, y iv) usar notacion con significado (Rusell, et al., 2011).

El disefio de las tareas se orientd a que los estudiantes construyeran significados para
expresiones algebraicas, a través de la identificacion de patrones en secuencias figurales y
en contextos que involucraron el uso de una calculadora basica. Con base en estos
significados, sustentados en los contextos de las tareas, se tratd de que los estudiantes

dieran sentido a la solucion de ecuaciones lineales de la forma ax + b = c.



1.2 Revision de la literatura

La literatura en donde se aborda el problema del desarrollo del pensamiento algebraico vy,
particularmente, el andlisis del entendimiento de ecuaciones lineales con una incognita, es
diversa. Rojano (2010) realiz6 un estudio con alumnos de secundaria, con edades entre 12 y
14 anos. En el estudio se emple6 una balanza virtual para ayudar a los alumnos a abstraer
las acciones al nivel de lenguaje simbolico, asociadas con la resolucién de ecuaciones
lineales. Se investigd si los alumnos son capaces de generalizar el método de “hacer lo
mismo de ambos lados de la igualdad”, y extenderlo a modalidades de ecuaciones cada vez
mas complejas, incluidas aquellas que contienen sustraccion de términos con coeficientes

positivos.

Por otra parte, Socas (2011) analizé el transito de la aritmética al algebra desde una
perspectiva global que comprende el desarrollo del pensamiento operacional, estructural y
procesal. El analisis se efectu6 mediante un acercamiento semidtico, mediante el cual se
buscd establecer conexiones entre el lenguaje algebraico y el pensamiento geométrico. Los
sistemas de representacion que se utilizan para dar significado al lenguaje algebraico,
ademds de considerar su cardcter conceptual y procedimental, también muestran la
necesidad de considerar el 4lgebra como una actividad, en donde los alumnos tienen la
oportunidad de usar signos, como un instrumento especifico y mediador para realizar

operaciones aritmeéticas.

De acuerdo con Radford (1996) las bases del pensamiento algebraico consisten en:
determinar semejanzas y diferencias, ordenar, clasificar, etiquetar. El dlgebra aparece como
un medio para la expresion y manipulacion de generalidades. Al generalizar patrones se
usan variables e incognitas, formulas y ecuaciones en un marco de resolucion de
problemas, esto tiene relacion estrecha con el sentido numérico (implica que los estudiantes
sepan utilizar los niimeros y las operaciones en distintos contextos) y la generalizacion. Las
aproximaciones que lleven a cabo los estudiantes para la construccion de formulas o
ecuaciones en las que se aprecie la expresion de generalidad, deben ser variadas.

Visualizacion, manipulacion de figuras, formulacion de reglas recursivas que muestran



como construir el siguiente término usando el precedente, son algunas estrategias para

encontrar un patrén y generalizarlo.

Radford (2006) llevo a cabo un estudio cuyo objetivo fue que los estudiantes aprendieran
conceptos algebraicos y obtuvieran un entendimiento acerca de como se desarrolla el
pensamiento algebraico. En el estudio participaron alumnos de noveno grado (secundaria
en México). Observaron las dificultades que tienen los estudiantes, asi como las posibles
formas de enfrentar esas dificultades con base en una perspectiva semidtica. Los resultados
de la investigacion permitieron distinguir diversas estrategias para generalizar patrones:
induccion ingenua (empleando métodos de adivinacioén) y generalizacion. En cuanto a la
generalizacion formularon subcategorias tales como la generalizacion aritmética y la
generalizacion algebraica. En la generalizacion algebraica, el objeto generalizado se
presenta empleando un esquema que contiene una regla que proporciona una expresion de

cualquier término de la secuencia.

Filloy y Rojano (1989) realizaron una investigacion acerca de la transicion de la aritmética
al algebra, realizando una distincion entre ecuaciones lineales que tienen manifestaciones
concretas y abstractas. El andlisis se llevo a cabo mediante tareas que utilizaron modelos de
balanza y modelos geométricos. Los resultados indican que el desarrollo del uso de un
modelo concreto para operar las incognitas en una ecuacion no es uniforme, aun cuando los
estudiantes tienen niveles cognitivos similares. Con los modelos de balanza, los pasos para
resolver la ecuacion se redujeron a iteraciones sucesivas de cancelacion. En el modelo
geométrico, para resolver ecuaciones de la forma Ax + B = Cx + D se requirid del traslape
de rectdngulos representados por los términos de primer grado, Ax y Cx. Los autores
afirman que el modelado tiene dos significados: el primero tiene que ver con la traslacién
de significados y el segundo con la separacion de nuevos objetos con significado apropiado

a contextos concretos.

Stacey (1989) realizd una investigacion sobre problemas de generalizacion de patrones
lineales. Plante6 actividades donde los estudiantes observan y usan un patrén lineal de la
forma f (x) = ax + b, con b# 0, para contestar una serie de preguntas. En el estudio

participaron estudiantes de entre 9 y 13 afios, documentando las explicaciones que dan. El
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autor observd una inconsistencia sustancial de la eleccion del modelo, ya que los
estudiantes que contestaron correctamente una pregunta facil, adoptaron con frecuencia un
modelo més simple pero incorrecto para preguntas mas dificiles. Otros estudiantes
utilizaron implicitamente un modelo lineal mas frecuente y consistente. Sus explicaciones

relacionaban los patrones espaciales y los patrones numéricos.

Rivera y Becker (2008) realizaron un estudio sobre las percepciones cognitivas de
generalizaciones que implican patrones lineales con estudiantes de secundaria. Encontraron
tres formas de generalizacion: norma constructiva, constructivo no estandar 'y
desconstructivas. Las dos primeras se refieren a una generalizacion constructiva de un
patrén figurativo lineal. El estandar constructivo es el mas facil para la mayoria de los nifios
y el constructivo no estandar es algo dificil. Las desconstructivas se presentan en casos
donde los alumnos generalizan al observar configuraciones superpuestas en la estructura, es
decir, implican un proceso de suma y resta por separado, contando cada subconfiguracion y
quitando partes que se superponen. También documentaron la tendencia de pasar de una
estrategia figural a una estrategia numérica para determinar el patron. Observaron un
cambio en la habilidad y fluidez de representacion, de lo verbal a lo simboélico, y como este

cambio afecta la manera que justifican sus generalizaciones.

Cooper y Warren (2011) llevaron a cabo un estudio sobre la habilidad para generalizar en
estudiantes de primaria. Encontraron que algunos estudiantes pueden expresar la
generalizacion en términos de numeros especificos, antes que puedan proporcionar una
generalizacion verbal o simbolica, a lo que llamaron cuasi-generalizacion. Afirman que la
cuasi-generalizacion es el precursor necesario para expresar la generalidad en lenguaje
natural y notacion algebraica. También identificaron que los estudiantes de Ultimos grados
pueden: (i) representar la equivalencia con incdgnitas en forma de ecuacion; (ii) generalizar
el principio de equilibrio para todas las operaciones; y (iii) utilizar el principio de equilibrio
para resolver incognitas en ecuaciones lineales. Consideran que las secuencias de
representaciones activadoras, iconicas y simbolicas son importantes en la construccion

hacia la generalizacion.



Knuth, Alibali, McNeil, Weinberg y Stephens (2005) realizaron una investigacion con
estudiantes de nivel medio superior sobre el entendimiento de algunos conceptos
algebraicos, en especifico las ideas de equivalencia y variable. Observaron que los
estudiantes ven el signo igual “=" como un simbolo operativo (es decir, una indicacion para
“hacer algo”), en lugar de verlo como un simbolo relacional (es decir, “lo mismo que”).Una
vision relacional del signo igual es esencial para entender que las transformaciones
realizadas en el proceso de resolver una ecuacion, deben preservar la relacion de
equivalencia. Descubrieron que muchos estudiantes sabian cémo usar transformaciones en
la resolucion de ecuaciones, sin embargo, estos mismos estudiantes no parecen utilizar ese

conocimiento para determinar si dos ecuaciones dadas son equivalentes.

Pino-Fan, Assis y Godino (2015) efectuaron un trabajo de investigacion sobre los
significados pretendidos e implementados por profesores, y los significados que logran los
estudiantes en una tarea sobre patrones. El estudio se realizoé con estudiantes de 7° afio de
ensefianza basica en Brasil. Evidenciaron una serie de procesos matematicos en los que
destacan el de problematizacion, cuyo objetivo fue que a partir de procesos de
particularizacion se lograra uno de generalizacion. ldentificaron diferentes procedimientos
que realizaron los estudiantes, entre los que enfatizan, el reconocimiento de regularidades,
el conteo, la generalizacion y la construccion de una expresion matematica para representar
el enésimo término y/o para expresar la regularidad encontrada. También resaltan la
complejidad del trabajo del profesor, quien debe ser capaz de reconocer y negociar los

significados producidos por los estudiantes.

Los trabajos consultados nos permiten concebir las diferentes formas en que se han
abordado tareas con patrones. En las indagaciones se muestran las dificultades y avances
que tienen los estudiantes en la transicion de la aritmética al algebra. Y como por medio del
reconocimiento de regularidades, los estudiantes son capaces de llegar a la generalizacion y
la representan por medio de expresiones matematicas. Por otra parte, en la solucion de
ecuaciones se han utilizado métodos de balanza y modelos geométricos con la intencion de

que los estudiantes puedan generalizar los procesos para resolverla.



1.3 Planteamiento del problema

Con base en la revision de la literatura, se identificd que el algebra es entendida, de una
manera restrictiva, como lenguaje simbolico, y orientada béasicamente a la resolucion de
ecuaciones y estudio de polinomios. Esta asignatura aparece de manera abrupta en
secundaria, sin que al abordarla exista una continuidad con los temas de aritmética, medida
y geometria, tratados en la escuela primaria (Godino, 2012). En este contexto, se busca
identificar elementos que pudiesen ayudar a realizar una conexién entre aritmética y
algebra a través de los procedimientos empleados al resolver ecuaciones, que aparecen en
diferentes tareas sobre identificacion y generalizacion de patrones. También se busca
conocer como los estudiantes dan sentido a los simbolos, al centrar la atencidén en la
estructura de las operaciones en el ambito algebraico. Enfedaque (1990) identificd que
generalmente cuando se presenta una ecuacion, se sefiala que existe algo llamado incognita
y que para saber cuanto vale hay que resolver la ecuacion. Generalmente se da un método
para resolverla y este método se ensefia de forma desligada de contextos y significados

concretos, asi como en los conceptos que se basan los posibles procedimientos.

En los grupos de primer semestre del Colegio de Bachilleres del Estado de Hidalgo
(COBAEH) Plantel Tizayuca turno matutino, en las evaluaciones diagnosticas (APENDICE
G) realizadas al inicio de curso 16-B, se obtuvo, que el 80% de los alumnos muestran
dificultades con los temas que tienen que ver con aritmética y algebra, aprenden a manejar
y operar, en forma bésica, algunos simbolos, pero sin darle sentido a sus planteamientos o
respuestas. Estos estudiantes de acuerdo al programa de estudios de matematicas, guia para
el maestro de secundaria (2011) debieran ser capaces de identificar relaciones y
operaciones entre cantidades indeterminadas, darle significado a la representacion de
nimeros por literales, formular patrones en forma verbal y simbolica, desarrollar
habilidades para operar con simbolos que representan cantidades con fluidez; dando sentido
a los nimeros y operaciones. También deben plantear y proponer modelos que resuelvan
problemas haciendo uso de la ecuacion lineal. Obtener expresiones equivalentes y asociar

la ecuacion lineal con una funcién lineal y su representacion grafica.



Respecto al entendimiento de las ecuaciones de primer grado con una incognita los
Common Core State Standards (NGACBP & CCSSO, 2010) sugieren, que el alumno debe
ser capaz de obtener ecuaciones en una variable y utilizarlas para resolver problemas.
Ademas, debe de explicar cada paso en la solucidon de una ecuacion simple, a partir de la
suposicion de que la ecuacion original tiene una solucion. Construir argumentos para
justificar el método de solucion, y resolver ecuaciones lineales en una variable, incluidas

ecuaciones con coeficientes generales representados por letras.

En este sentido, y de acuerdo con el programa de estudio de matematicas I de la Direccion
General de Bachillerato (DGB, 2014), los indicadores de desempefio de los estudiantes son:
(1) identifica lo que es una ecuacion lineal en una variable, (ii) usa diferentes técnicas para
resolver ecuaciones lineales en una variable, (iii) reconoce a la ecuacién y = mx + b como
una ecuacion de dos variables, como la forma de una funcion lineal; (iv) modela situaciones
para escribirlas como una ecuacion lineal, redacta y resuelve problemas relativos a

situaciones que requieran el uso de ecuaciones lineales en una variable.

Por lo antes mencionado, el objetivo del presente trabajo es documentar dificultades al
abordar la solucion de ecuaciones lineales con una incognita, propiciando la construccion
de significado para las literales, expresiones algebraicas y ecuaciones, mediante actividades
de identificacion y generalizacion de patrones. La pregunta que orienta el presente trabajo
es: (De qué manera, tareas que involucran generalizacién de patrones en contextos de
secuencias figurales y de operaciones aritméticas con una calculadora bésica, apoyan a que
estudiantes de bachillerato den sentido a ecuaciones de la forma ax + b = ¢, asi como a la

solucion y al proceso para obtenerla?



1.3.1 Hipotesis

La hipoétesis que se plantea en este trabajo es que el contexto de la tarea, particularmente la
identificacion de elementos variables e invariantes es fuente de significado para los
elementos de las expresiones algebraicas f(x) = ax + b. Por otra parte, elementos
involucrados en el contexto de las tareas, tales como el nimero de veces que se presiona la
tecla igual o la posicion de la figura, asi como el resultado que aparece en la calculadora o
el nimero de objetos que conforman una cierta figura, permiten a los estudiantes dar
significado a la incégnita y al parametro c, respectivamente, en la ecuacion ax + b = c¢. Asi
mismo, el contexto de la tarea permite al estudiante establecer conexiones necesarias entre
las operaciones aritméticas que involucran al pardmetro ¢ con la incdgnita x, esto en

términos de procedimientos operacionales fisicos.
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CAPITULO 2. MARCO CONCEPTUAL

2.1 Introduccion

Todo trabajo cientifico debe adoptar un marco de investigacion, el cual consiste en una
estructura basica de ideas, principios, acuerdos o reglas que proporcionan las bases y
lineamientos para orientar el proceso investigativo. Un marco conceptual es una estructura,
en donde los términos elegidos para la indagacion y cualquier relacion entre ellos, debiera
ser apropiada y ttil, dado el problema de investigacion. Los marcos conceptuales, al igual
que los marcos tedricos, se basan en investigaciones previas (Lester, 2010). En el presente
trabajo se adopta un marco conceptual, que nos permite argumentar la relaciéon entre las
concepciones de las matemadticas, el aprendizaje de las matemdticas y la instruccion

matematica para la solucion de problemas.

De acuerdo con Steen (1988), podemos definir a las matematicas como la ciencia de los
patrones. Un matematico busca patrones en los niimeros, en las formas y el espacio,
etcétera. Las teorias matematicas explican las relaciones entre esos patrones para producir
estructuras matematicas duraderas. Las aplicaciones de las matematicas utilizan estos
patrones para “explicar” y “predecir” comportamientos de fendémenos naturales y sociales
que se ajustan a tales patrones. La actividad esencial de los matematicos no consiste en
aplicar reglas o algoritmos, sino inventar esas reglas, algoritmos y procedimientos que nos
permitan entender las regularidades que aparecen en nuestro mundo (Barrera y Reyes,
2013). El razonamiento algebraico implica representar, generalizar y formalizar patrones y
regularidades en cualquier aspecto de las matematicas (Godino y Font, 2003). Asi, en este

trabajo, consideramos que las matematicas son la ciencia de los patrones.

Por otra parte, se adoptdé una postura desde la que se concibe al aprendizaje, como un
proceso tanto individual como social. De esto se desprende, que cada estudiante construye
su propio conocimiento al enfrentarse a situaciones problemadticas que desequilibran sus
estructuras cognitivas, independientemente del escenario de instruccion. La actividad
matematica que se lleva a cabo en una comunidad de aprendizaje (el salon de clase) influye

en las caracteristicas del conocimiento que el estudiante construye (Simon, 1994), el cual
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puede ser un conocimiento atomizado o un conocimiento estructurado. A medida que se
negocian los significados grupales, los miembros de una comunidad de practica (Wenger,
McDermott y Snyder, 2002) se involucran en dar sentido y resolver el desequilibrio
causado por las diferencias entre sus ideas y las de los demas, por lo que la promocion de la

reorganizacion cognitiva es la reflexion, la comunicacion de ideas y la cooperacion.

La idea central es que los estudiantes construyen, activamente, sus propios entendimientos,
la construccion de nuevas estructuras cognitivas es estimulada por una situacion
problematica que perturba la organizacién actual del conocimiento del individuo. Esta
distorsion o “desequilibrio”, ocurre cuando sus estructuras cognitivas actuales no son utiles
para explicar el comportamiento de una situacion problematica. El desequilibrio conduce a
la actividad mental y a una modificacion de ideas previamente sostenidas para explicar la

nueva experiencia (Simon y Schifter, 1991).

De acuerdo con esta perspectiva, los estudiantes tienen que estar activamente involucrados
en: la exploracion de situaciones problematicas, en la busqueda de patrones, en la
generacion de ideas e hipotesis, en la verificacion de estas hipotesis, en la generalizacion y
justificacion de las ideas que se presentan. Para ello, los estudiantes manipulan una
variedad de representaciones, incluyendo modelos fisicos, diagramas, representaciones
dindmicas y simbolos matematicos, y desarrollan conexiones entre ellas. Esta actividad se
desarrolla, a veces individualmente, a menudo en parejas o en pequeios grupos, y en
discusiones de clase. Los estudiantes poseen la experiencia de crear matematicas, no sélo
imitar las matematicas de los demds, comunican regularmente sus ideas al maestro y a sus
compafieros, a través de diversos sistemas de representacion. Los entendimientos se
solidifican por medio del refinamiento de las ideas, los problemas no rutinarios, que
fomentan el uso de nuevas ideas en una variedad de contextos, empujan las comprensiones

a niveles mas complejos.
2.2 Aprendizaje con entendimiento

Entendemos algo si vemos como ese algo esté relacionado o conectado con otras cosas que

sabemos (Hiebert et al., 1997). Dos componentes criticos del entendimiento son: la
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reflexion y la comunicacion de ideas. La comunicacién nos permite desafiar nuestras
formas de pensar y pedir aclaraciones para describirlas con mas claridad o para explicarlas
o justificarlas. Al detenernos cuidadosamente para pensar en las cosas y reflexionar, es casi
seguro que aumentara nuestro entendimiento sobre el objeto de reflexion. Entre mayor sea
el nimero de conexiones relevantes que se pueden realizar entre una idea y otras cosas que

conocemos sera mayor el nivel de entendimiento logrado.

Por ejemplo, entendemos a un nivel basico el Teorema de Pitdgoras si conocemos su
enunciado “En un tridngulo rectangulo, la suma del cuadrado de los catetos es igual al
cuadrado de la hipotenusa” y podemos aplicarlo para resolver problemas en los que hay que
encontrar el valor desconocido de un lado si se conocen los valores de los otros dos lados
del tridngulo rectangulo. Otro nivel de entendimiento de este resultado se consigue si
podemos caracterizar a todos los numeros enteros x, y y z que satisfacen la ecuacion
x*y*=z" 0 si conocemos que, si se construyen cuadrados sobre los lados de un tridngulo
rectangulo, entonces la suma de las dreas de los cuadrados que se encuentran sobre los
catetos es igual al area del cuadrado construido sobre la hipotenusa (Barrera y Reyes,

2014).

La construccion de la comprension matemadtica requiere desarrollar ciclos sucesivos de
accion, observacion, formulacion de conjeturas y justificacion de resultados (Barrera y
Reyes, 2016). En Carpenter y Lehrer (1999) se proponen cinco formas de actividad mental
de las que emerge el entendimiento de las matematicas: (a) la construccion de relaciones.
(b) extender y aplicar conocimientos matematicos, (c) reflexionar sobre las experiencias,
(d) articular lo que uno conoce y (e) hacer el conocimiento matematico propio. El papel
mas importante para el profesor es convertir un aula en un ambiente en el que todos los
estudiantes pueden reflexionar sobre las matematicas, comunicar sus pensamientos y

acciones (Hiebert et al., 1997).

Aprender a pensar matematicamente significa (a) desarrollar un punto de vista que valore el
proceso de matematizacion y abstraccion, y tener la tendencia a aplicarlos, y (b) desarrollar
una competencia con las herramientas de trabajo y usarlas en la meta de entender y

construir estructuras para desarrollar el sentido matematico (Schoenfeld, 1994). Si se busca
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que los estudiantes entiendan matematicas, debemos pensar que el entendimiento, es algo
que resulta de resolver problemas, mds que algo que podemos ensefar directamente

(Barrera y Reyes, 2014).
2.3 Instruccion matematica

Santos Trigo (1997) argumenta que un aspecto crucial en la instruccién matematica es
ayudar a los estudiantes a matematizar su aprendizaje, via la resoluciéon de problemas. El
proposito principal de una instruccion basada en la resolucion de problemas no es equipar a
los estudiantes con un bagaje de estrategias y habilidades; por el contrario, se busca que
desarrollen los elementos del pensamiento matematico (experimentar, explorar relaciones,
formular conjeturar, justificar resultados). El valor de las estrategias, habilidades y procesos
radica en favorecer en el estudiante una forma inquisitiva de pensar. En Sepulveda y Santos
(2006) sefialan, que el reto en la instruccidon matemdtica, es generar condiciones de
aprendizaje para los estudiantes donde se reflejen valores propios relacionados con el
desarrollo de la disciplina. En particular, el salon de clase debe promover actividades y

habitos consistentes con la practica real de la misma.

Simon (1994) destaca, que el éxito en la instruccion matematica deberia resultar, no solo
en el desarrollo conceptual y de una mayor capacidad de resolucion de problemas, sino
también, en el desarrollo de concepciones utiles sobre las matematicas. Con este fin, la
actividad matematica en el aula debe involucrar a los estudiantes, en la exploracion de
situaciones matematicas, generacion de hipotesis, comunicacion, validacion y aplicacion de

nuevas ideas.

En la resolucion de problemas, es primordial analizar el proceso cognitivo y no solo los
productos que muestra el estudiante durante sus experiencias de aprendizaje. Ademas, en
esta perspectiva existen constructos tedricos que ayudan a caracterizar el desarrollo del
conocimiento matematico de los estudiantes en términos de la vision de la disciplina
(creencias). Los recursos basicos de los que disponen y puedan acceder durante la
comprension de las ideas matematicas y la resolucion de problemas, las estrategias

cognitivas relevantes en el proceso de solucion y las de monitoreo, evaluacion y
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autorregulacion que guian la resolucion de problemas. Estos aspectos, han influido no
solamente en la forma de estructurar los escenarios de instruccidon, sino en la seleccion e
implementacion de actividades de aprendizaje que faciliten a los estudiantes revelar y

atender el desarrollo de ideas matematicas (Santos, 2009).

No existe un formato Unico acerca de coémo estructurar las distintas actividades de
aprendizaje. Cada profesor, de acuerdo a las condiciones propias de su institucion,
selecciona, organiza e implementa diversas series de actividades que promuevan: (i) la
participacion de los estudiantes en la discusion de tareas o problemas en pequeios grupos,
(1) la presentacion de los acercamientos de los estudiantes a los problemas a toda la clase o
grupo, (iii) la retroalimentacion y orientacion por parte del profesor que permita identificar
las estrategias y métodos de solucion de los estudiantes y la necesidad de aprender nuevos
contenidos, (iv) la reflexion individual que permita al estudiante incorporar y refinar los
distintos acercamientos que aparecieron durante el desarrollo de las actividades (Santos,

2008).
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CAPITULO 3. METODOLOGIA

Este trabajo se abordd desde un enfoque esencialmente cualitativo, ya que la investigacion
cualitativa da profundidad a los datos, la dispersion, la riqueza interpretativa, la
contextualizacion del ambiente o entorno, los detalles y las experiencias unicas (Sampieri,
Collado y Lucio, 2003). En una aproximacidon cualitativa, se busca caracterizar los
significados o las formas de entendimiento que los estudiantes construyen al abordar

situaciones problematicas.
3.1 Participantes

Las tareas se implementaron en el COBAEH Plantel Tizayuca, ubicado en el municipio de
Tizayuca, perteneciente al Estado de Hidalgo. El grupo con el que se desarrollaron las
tareas contd con 44 alumnos (17 mujeres y 27 hombres), con edades entre los 14 — 17 afios
de primer semestre, ciclo escolar 16-B. Al ser estudiantes menores de edad, se solicitd
autorizacion por escrito a los padres de familia para poder grabar en video a sus hijos
durante la implementacion de las tareas. Las videograbaciones se transcribieron
posteriormente asignandoles seudonimos a los estudiantes con la finalidad de proteger la

identidad de los mismos (APENDICE A).

La mayoria de los estudiantes cursaron su educacion secundaria en sistema escolarizado y
solamente uno lo hizo en sistema abierto, los estudiantes, de acuerdo con la opinidon del
profesor del grupo, muestran diferencias considerables en sus habilidades matematicas para
realizar diferentes calculos, por lo que se propicid el trabajo en equipo para favorecer la

comunicacion y reflexion de las tareas.
3.2 Las tareas y el escenario de instruccion

La implementacion de las tareas de instruccion, se desarrollo en tres etapas, en cada etapa
las actividades planteadas invitaron al estudiante a formular conjeturas para resolver paso a
paso lo que se solicitd y asi llegar a la generalizacion de patrones y darle significado a los

simbolos.
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Etapa uno

Se llevé a cabo una actividad empleando una calculadora basica para desarrollar el sentido
de andlisis de patrones a partir de operaciones realizadas con ella. Se solicit6 a los alumnos
traer consigo: plumones, lapiz, hojas blancas y calculadora. Al inicio de la actividad se
realizaron las siguientes preguntas en forma oral: ;Sabes realizar operaciones aritméticas
basicas? Realiza la suma 5 + 5 + 5 ;Cudl es el resultado?, si multiplicas 3 x 5 ;Cual es el
resultado? con el proposito de tener un antecedente de los conocimientos previos de los

estudiantes.

Al terminar las preguntas en un tiempo no mayor a cinco minutos, se solicito a los alumnos
realizar las siguientes sumas, representandolas en una tabla, en donde se debe de escribir la
operacion propuesta, la representacion numérica y el total obtenido. La operacion propuesta
fue 5 + 2, se les solicitd a los estudiantes que se reunieran por equipos de cuatro integrantes

y se les pidi6 que realizaran la operacion empleando la calculadora basica de la siguiente

__9 __%

forma: introducir 5 + 2 y teclear el simbolo , volver a teclear el simbolo

y que
observaran lo que pasa cuando se presiona en repetidas ocasiones el simbolo “=". Se

solicitd que completaran la siguiente tabla:

Representacion numérica de la | Veces que Valor

suma presionas obtenido
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Una vez que los estudiantes completaron el llenado de las tablas, se proporciond un espacio
de analisis y reflexion, realizando las siguientes preguntas: ;Qué valor se obtiene en la
pantalla de la calculadora si presionas 20 veces la tecla igual? ;Si se presiona 30 veces?
(Existe alguna relacion entre el resultado obtenido y el nimero de veces que presionas la
tecla “igual”? ;Como explicarias la relacion obtenida? Si tuvieras que explicar la relacion a

otra persona por medio de un mensaje corto, ;como abreviarias la relacién obtenida?

Después de que los estudiantes contestaron las interrogantes previas, se continudé con el
analisis de la actividad con las siguientes preguntas: ;Cuantas veces tengo que presionar la
tecla “igual” para obtener el nimero 9? ;Cuéntas veces tengo que presionar la tecla “igual”
para obtener el nimero 25? ;Cuéntas veces tengo que presionar la tecla “igual” para
obtener el nimero 195? ;Como obtuviste la respuesta? Se llevo a cabo un proceso de

validacion de respuestas, en donde los alumnos argumentaron el procedimiento utilizado.
Etapa dos

Se realiz6 una actividad para dar sentido a los simbolos mediante el andlisis de
comportamiento de patrones a partir de las relaciones encontradas entre la posicion y la
figura de una secuencia, identificando lo variante de lo invariante, empleando construccion
de torres de latas. En un inicio se solicitd a los estudiantes que observaran la siguiente

secuencia.

Figura 1. Representacion de secuencia figural tarea dos

Empleando hojas de papel y lapiz, se pidio a los estudiantes que dibujaran la figura 5 y la
figura 7, asi como la figural0O. Se les cuestiond a los estudiantes ;Como realizaron la

representacion?
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Una vez que terminaron de realizar la representacion, se pidio a los estudiantes del grupo
que se integraran en cinco equipos, se solicito nombrar al juez de la competencia que llevod
el registro de los puntos y el tiempo. El juego consistié en que dos integrantes de cada
equipo construyeran torres con latas de refresco, de acuerdo a la secuencia mostrada. El
juez tira el dado para determinar el numero de figura que se realizaria, la pareja de cada
equipo tomo el nimero de latas que creian necesario, ya que no podian regresar por latas
para terminar de construir su torre. Se tuvo un minuto para tomar las latas y construir las

torres.

El proceso de puntuacion fue el siguiente: gana 3 puntos, el primer equipo que termine de
construir su torre y dure tres segundos sin caerse. Gana 2 puntos, el segundo equipo en
terminar de construir su torre y dure tres segundos sin caerse. Gana 1 punto, el tercer
equipo en terminar de construir su torre y dure tres segundos sin caerse. Gana 3 puntos
adicionales, el equipo que utilice el numero exacto de latas. El juego se realiz6 a 5 rondas.
El equipo que acumuld la mayor cantidad de puntos gano6 la partida. Después de haber
terminado el juego, se propicid un momento de reflexion, en donde se hicieron algunos
cuestionamientos: ;Coémo supiste el nimero exacto de latas a utilizar en las torres?
(Existird alguna expresion que permita relacionar el nimero de figura con la cantidad de
latas? ;Puedes expresar esa relacion? ;Qué nimero de figura pertenece una torre de 24
latas? Una torre con 36 latas ;ja qué figura pertenece? ;Como obtuviste el nimero de

figura?
Etapa tres

Se solicitd a los estudiantes que resolvieran la siguiente situacion que puede ocurrir en la
vida cotidiana (Problema adaptado de Radford, 2013). En cierto banco, se ofrece que,
invirtiendo un peso, te devuelven dos pesos mds, y mientras sigas manteniendo la
inversion, cada semana te aumentan dos pesos mas. ;Cudnto dinero tendras en la semana
cinco? (En la semana diez? ;En la semana veinte? ;Cudantas semanas pasaron para tener
$51? Y ;Cuantas deben transcurrir para tener $125? Después de haber terminado la
actividad, se llevd un momento de reflexion, en donde se realizaron las siguientes

preguntas: ;Como supiste la cantidad de dinero recibido cada semana? ;Existird alguna
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expresion que permita relacionar la cantidad de dinero recibido con el numero de semana?
(Como obtuviste el numero de semanas para obtener el total acumulado? Se mostrd en el

pizarrén la secuencia de la Figura 2.

Figura 2. Representacion figural de ahorro en un banco

Después de haber debatido sobre los procedimientos empleados en la obtencion del nimero
de pesos dado el niimero de semanas, se comenz6 a preguntar, si tenemos una cantidad
especifica de dinero por ejemplo $121. ;Cuantas semanas pasaron para tener esta cantidad?
Se continud preguntando sobre casos particulares de cantidades de dinero $157 y $317. Se
propuso el llenado de una tabla con dos columnas, una con el titulo de valor ahorrado y la
otra con nimero de semanas que pasaron para el ahorro. Con la finalidad de observar si han
comprendido la forma de resolver una ecuaciéon del tipo ax+ b = c¢. Se pidio a los
estudiantes que explicaran el procedimiento de solucidon para encontrar el numero de

semanas que pasaron para el ahorro mostrado.

Dinero ahorrado Semanas que pasaron para obtener el

ahorro

$25
$57
$135
$141
$297
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3.3 Evaluacion de la actividad

La evaluacion del proceso de aprendizaje, consiste de todos aquellos recursos cognitivos y
afectivos que un profesor utiliza durante el proceso de construccion del aprendizaje. Diaz y
Hernandez (2010) mencionan que hay que tener presente dos cuestiones para evaluar las
caracteristicas del conocimiento construido por los estudiantes: (1) es necesario tratar y
considerar todo el proceso en su dinamismo, (2) el proceso de construcciéon no puede ser
explicado en su totalidad partiendo exclusivamente de las acciones cognitivas y
conductuales de los alumnos. Las acciones docentes en su mas amplio sentido, actividades
de planeacion, ensefianza, evaluativas y los factores contextuales del aula también
desempefian un papel importante y decisivo. Para llevar a cabo la evaluacion de la actividad
implementada en este trabajo, se emplearon ribricas, una para evaluar el proceso de
generalizacion y otra para la solucion de ecuaciones. El empleo de estas rubricas facilité la
identificacion del nivel de entendimiento alcanzado por los estudiantes al abordar las tareas

y determinar como estas influyeron en su aprendizaje.

Tabla 1. Rubrica para evaluar el proceso de generalizacion de patrones.

Nivel Descriptor

Basico Reconoce el patrén en la secuencia mostrada,

describe verbalmente el comportamiento del patron.

Intermedio Reconoce el patron en la secuencia mostrada,
describe verbalmente el comportamiento del patron y

asigna simbolos para expresar la generalizacion.

Avanzado Reconoce el patron en la secuencia mostrada,
describe verbalmente el comportamiento del patrén y
asigna simbolos para expresar la generalizacion,
explica a sus compaiferos, ejemplos del numero de
elementos que debe contener de acuerdo a la posicion

en cada caso.
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Tabla 2. Ruabrica para evaluar el proceso de solucion de una ecuacion lineal.

Nivel Descriptor

Basico Describe verbalmente la forma de solucion de la
ecuacion.
Intermedio Describe verbalmente la forma de solucion de la

ecuacion y emplea la manipulacion simbolica para

obtener la solucion.

Avanzado Describe verbalmente la forma de solucién de la
ecuacion y emplea la manipulacion simbolica para
obtener la solucién, comunica a sus compafieros el

proceso realizado y prueba su validez.

Para la elaboracién de las rubricas se adoptaron diferentes elementos del marco conceptual.
Uno de ellos, es la postura donde se concibe al aprendizaje, como un proceso tanto
individual como social. Otro elemento, es el aprendizaje con entendimiento donde la
comprension matematica requiere desarrollar ciclos sucesivos de accidn, observacion,

formulacion de conjeturas y justificacion de resultados (Barrera y Reyes, 2016).
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CAPITULO 4. RESULTADOS

Este capitulo tiene la finalidad de determinar, si actividades que involucran identificacion y
generalizacion de patrones lineales apoyaron la construccion de significado para ecuaciones
lineales de la forma ax + b = ¢ y un entendimiento del proceso de solucion de la ecuacion.
Cada una de las tres actividades propuestas se analiza de forma individual, centrando la
atencion en como los estudiantes le dieron sentido a los simbolos algebraicos y a la
solucion de una ecuacion lineal. Finalmente se realiza un anélisis global de como estas

tareas contribuyeron al entendimiento de las ecuaciones lineales.

4.1 Analisis de patrones que surgen de realizar operaciones aritméticas con una

calculadora basica

La primera actividad se llevo a cabo empleando una calculadora basica, se propuso una

_9

suma “5 + 2” y que los estudiantes teclearan el simbolo en reiteradas ocasiones. En las
hojas de trabajo realizaron las anotaciones pertinentes. Se observaron tres estrategias
diferentes para representar el resultado que mostraria la calculadora a partir del nimero de

C__9

veces que se presiona la tecla . En un equipo, representaron las operaciones de la
siguiente manera: iniciaron con la suma propuesta “5 + 2”, en el siguiente renglon al
resultado del paso anterior le sumaron dos, es decir “7+2”. Posteriormente usaron este
mismo procedimiento para los siguientes renglones registrando las operaciones “9+27,
“11+2”, hasta completar la tabla. Esta forma de representar la informacidon unicamente

permitio visualizar el aumento constante de dos, pero no ayudo a los estudiantes a observar

mas relaciones entre los datos (Figura 3).
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Figura 3. Representacion con dos sumandos enfocandose en el aumento constante de dos

Una segunda estrategia para representar la informacion consistié en colocar fijo el sumando
inicial (cinco) y en cada uno de los siguientes renglones aumentar dos unidades al segundo
sumando del renglén previo (Figura 4). En esta forma de representar la informacion la
secuencia de segundos sumandos es 2,4,6,8,10,12. En este caso es relativamente facil
obtener cada elemento de la secuencia al multiplicar el nimero de veces que se presiona la

Ce__9

tecla por dos.
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Figura 4. Representacion de dos sumandos, manteniendo invariante al cinco

La tercera estrategia, empleada por cuatro equipos, es parecida a la segunda estrategia, s6lo
que en este caso escribieron explicitamente la cantidad de veces que aparece el dos como
sumando (Figura 5). En esta forma de representar la informacion, los estudiantes podrian
identificar que la cantidad de “2” que aparecen como sumandos es igual al nimero de veces

9

que se presiono la tecla
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Figura 5. Representacion con sumandos desagregados “+2” de acuerdo a las veces tecleadas

Una vez que se completaron las tablas, el instructor solicitd identificar algunas relaciones
entre los datos. Para apoyar el avance de los estudiantes, el instructor pregunto: ;Qué
pasaria si presiono veinte veces la tecla igual? Al no haber una respuesta correcta, el
instructor busco centrar la atencion en la historia de los datos para que los estudiantes
observaran las regularidades, y fueran construyendo la expresion general. Se inicio
preguntando acerca de los primeros valores para que revisaran lo que habian escrito en las
tablas. Al preguntarles nuevamente, ;si se presiona veinte veces la tecla igual [cudl es el

resultado]? Un estudiante contestd, noventa, el instructor tratd de que reflexionara su
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respuesta preguntando ;Cuanto? Otro estudiante contestd en forma correcta, cuarenta y
cinco. Los resultados correctos fueron anotados en el pizarron, para posteriormente, dar un
tiempo a los equipos de justificar sus conjeturas sobre la regla que permite generalizar la

actividad propuesta con la calculadora.

El instructor preguntd ;[cual es el resultado] si lo presiono treinta veces? Un estudiante
contestd cincuenta y cinco, y otro contestd que treinta y uno, el instructor comento: si ya
me pudieron decir que veinte fueron cuarenta y cinco, con treinta veces, (cudnto es? A lo

que un estudiante diferente a los que habian participado contestd que sesenta y cinco.

Profesor: ;Qué pasaria si yo presiono veinte veces la tecla igual? ;Qué resultado nos daria?
Joss: Un chorro...

Profesor: Por ejemplo, si presionaron una vez, una vez el igual, ;cuanto les dio?
Estudiantes: Siete

Profesor: ;Si lo presionaron dos veces?

Estudiantes: Nueve

Profesor: ;Si lo presiono dos veces, que resultado da?
Maria G: Nueve

Profesor: Nueve, ;Si lo presiono tres veces?
Estudiantes: Once

Profesor: Once... jcuatro?

Estudiantes: Trece

Profesor: ;Si yo lo presiono veinte veces?

Joss: Noventa

Profesor: ;Cuanto?

Caballero: Cuarenta y cinco

Profesor: ;Si lo presiono treinta veces?

Joss: Cincuenta y cinco

Profesor: ;Cuanto?

Joss: Cincuenta y cinco

Leonel: Treinta y uno

Profesor: A ver...

Joss: Como treinta y uno
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Profesor: Si ya me pudieron decir que veinte fueron cuarenta y cinco, con treinta veces que
lo presiono, ;Cuanto es? Esto es presionando el signo de igual

Caballero: Sesenta y cinco

Después de haber explorado algunos casos particulares (posicion 20 y 30). Se dio
oportunidad de que los estudiantes interactuaran en sus equipos para encontrar la expresion
que generalizaba el comportamiento de las cantidades que registraron en la tabla y en

exposicion plenaria comunicaron sus conjeturas.

Tabla 3. Diversas maneras de simbolizar el patron de la calculadora.

Equipo Tabla Expresion Explicaciéon
utilizada general
1 Figura § 2x+5 “Nosotros encontramos asi la expresion que

resuelve el problema, seria el numero de veces que
presionas igual lo representamos con la x, lo

multiplicamos por dos y le sumas cinco”

2 Figura 4 atb=c “Para mi a vale cinco, b vale dos por el nimero de
veces que se presiona igual y ¢’ es un valor que va a

ir cambiando”

3 Figura 5 5+ 2x “Es casi igual que esta (la primera expresion) nada
mas que lo puse asi, lo puse al revés dos equis y

cinco”

La forma en que los equipos representaron la informacion, contribuy6d a que algunos de
ellos identificaran mas facilmente la relacion entre el nimero de veces que presiona la tecla
igual y el resultado que muestra la calculadora. Para encontrar la expresion general, los
equipos que representaron la informacidon como en tabla uno (Figura 3), no lograron llegar
a la expresion general, por lo que se puede afirmar, que dependiendo la forma de
representar la informacion permite a los estudiantes visualizar de forma mas explicita un

patron de comportamiento.
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4.1.1 Comprension de la solucion de una ecuacion lineal

Una vez que se encontrd la expresion general, la tarea se orientd a que los estudiantes
dieran sentido a ecuaciones lineales del tipo ax + b = c. Se pidi6 a los estudiantes
determinar el nimero de veces que es necesario presionar la tecla igual para obtener un
resultado. Por ejemplo, se les propusieron los siguientes resultados;15 y 35. Los estudiantes
resolvieron el problema mentalmente. En el caso del resultado 15, comentaron que

__9

presionaron cinco veces la tecla y que la presionaron quince veces para obtener 35

como resultado. Se observd, que una estrategia utilizada para estos casos sencillos fue

sustituir valores en la expresion general hasta obtener el resultado requerido.

Profesor: Si yo les digo treinta y cinco
Joss: Quince

Profesor: ;Quince?

Estudiantes: Quince

Viviana: No

Joss: Si, porque seria quince por dos son treinta, mas cinco, treinta y cinco

A medida que se les proponian resultados mayores, tuvieron algunas dificultades para
encontrar la respuesta. Cuando el instructor preguntd, si el resultado que se muestra en la
calculadora es noventa y siete, ;cuantas veces se presiono el igual? Joss contestd cuarenta y
seis veces, y explicé como encontrd la solucion. Mediante la explicacion se identifico, que
el estudiante dio sentido al simbolo para definirlo como incognita y realizé implicitamente

un proceso de transposicion de términos para encontrar su valor.

Profesor: Si yo les digo [...] noventa y siete, podran decirme ;Cuantas veces se presiono el
igual?

Maria G: Espere, noventa y siete menos cinco, (silencio) cuarenta y seis veces no

Profesor: ;Cuantas?

Maria G: Cuarenta y seis veces

Profesor: Cuarenta y seis veces, (les puede explicar a sus compafieros que hizo?

Profesor: A ver, escuchamos a su compafiera por favor

Maria G: A/ resultado, que fue noventa y siete, le resté cinco y lo dividi entre dos

29



El instructor propuso otros casos particulares con la finalidad de promover la participacion
de otros estudiantes, ya que solamente Joss y Maria G respondian a las preguntas. El
analisis de estos casos particulares también se orientd a que los estudiantes reflexionaran
sobre las acciones que realizaban al resolver el problema. Cuando el instructor pregunt6 si
el resultado obtenido en la calculadora es ciento treinta y cinco, /cuantas veces presionan el
igual? Mario relacion6 los elementos de la expresion general del patron con las acciones
que realizd para resolver el problema, a partir de cuestionamientos realizados por el

instructor.

Profesor: Entonces, esto que estamos aqui viendo, cinco mas dos equis ;Va a ser igual a qué?
(A un resultado no?

Maria G: Si

Profesor: Por ejemplo, ciento treinta y cinco, ustedes pueden saber el valor de esta equis.
(Como lo obtienen? ;Cdémo dijo su compaiiera? ;Qué hicieron primero?

Mario: Pasar el cinco de forma negativa

Maria G: Y al resultado de esa diferencia se divide entre dos

Los estudiantes de cuatro equipos, quienes eran los mas participativos para la realizacion de
la tarea, lograron comprender este proceso de solucion, porque, al encontrar el valor de la
incognita, sustituian éste en la expresion general para verificar que el total de elementos de
la figura era el correcto. Lo anterior aporta evidencia que estos estudiantes dieron sentido al

proceso de solucion para determinar el valor de la incdgnita.
4.2 Analisis de patrones en una competencia “construyendo la torre mas alta”

La segunda actividad se realiz6 en dos fases. En la primera, se les mostrd una secuencia de
figuras (figura 6) y se les pidié que dibujaran las posiciones cinco y seis con la finalidad de
observar el patron involucrado en la secuencia, el cual seria de utilidad en la siguiente fase.
En la segunda fase, los estudiantes participaron en una competencia que consistio en la
formacion de torres con latas de refresco, basado en el patrén observado en la fase uno. Se
identificaron las problematicas que tuvieron algunos estudiantes para darle sentido a los

simbolos, dificultando el entendimiento para solucionar ecuaciones.
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Figura 6. Secuencia de figuras para obtencion de patron del juego

Primera fase. En primer lugar, se les mostrd a los estudiantes la secuencia (Figura 6) y se
les pidi6 que dibujaran las representaciones correspondientes a las posiciones cinco y seis.
De los ocho equipos que se integraron, solo seis resolvieron de manera correcta el
problema, un equipo no realiz6 la actividad y otro equipo lo resolvié de forma errénea, del
cual, no se logré identificar el razonamiento que los estudiantes utilizaron en la solucion
(Figura 7) y no se les preguntd, porque una vez entregadas las respuestas se pasod

inmediatamente a la realizacion de la segunda fase de la tarea.

Figura 7. Falta de asociacion entre posicion y numero de elementos.

Dos equipos tuvieron que dibujar todas las posiciones desde el inicio y tres equipos

dibujaron especificamente las posiciones solicitadas. Se observd, que seguir una estrategia
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de representar las posiciones anteriores a las solicitadas apoyo el desarrollo de una idea mas
clara de la regla recursiva. La cual permitia obtener la posicion siguiente a partir de la
anterior (los estudiantes observaron que dada una posicion podian construir la figura de la

posicion siguiente agregando un nuevo renglon).

Segunda fase. Se llevo a cabo un juego “construyendo la torre mas alta”, el juego consistio
en tomar latas de refresco para construir una torre de acuerdo al patron de comportamiento
de la fase uno. Dos integrantes de cada equipo participaron por turno, debian tomar las latas
exactas para construir la torre de la posicion solicitada, ya que no podian regresar a tomar
mas, ni debian sobrarles latas. El juego se realizdo en cinco rondas, observandose los
siguientes resultados: En la primera y segunda ronda todos los equipos lograron construir
sus torres de forma correcta. En la tercera ronda, se observod que algunos equipos tomaban
el mismo nimero de latas que otros, y por ello se decidi6é cambiar la dinamica y conformar
dos subgrupos de manera que primero compitieran tres equipos entre si y luego los dos
restantes. En la primera competencia de tres equipos, uno de ellos (integrado por Edwin y
Jan) no llevé el nimero adecuado de latas para construir la torre de la posicion seis, y
solamente llevaron latas suficientes para representar la posicion tres, es aqui, donde se
observd que no hubo una asociacion con la regla que seguia la secuencia. Cuando pasaron
los otros dos equipos, construyeron la posicion cuatro en forma correcta. En la cuarta y
quinta ronda todos los equipos construyeron en forma correcta sus torres llevando el

numero adecuado de latas.

Ronda Equipo que Descripcion del error
construy6 en forma

incorrecta la torre

3 3 No llevé el nimero adecuado de latas para construir su
torre, ya que tenian que representar la posicion seis, y
solamente llevaron latas suficientes para representar la

posicion tres
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El equipo se equivocd al tomar un nimero de latas menor al que tenian que representar,
pero llevaron seis latas, por lo que conjeturamos que estaban pensando en la posicion, pero
no recordaron el patron, para tomar las latas necesarias. Cuando se llegd a la etapa de
reflexion y analisis se les preguntd ;cual es la expresion que representa la secuencia

mostrada? Las respuestas que dieron los estudiantes, se muestran a continuacion.

Tabla 4. Diversas maneras de simbolizar el patron de la torre de latas.

Expresion Significado

encontrada

x es el nimero de la figura, y la literal y es igual a dos.

X.y (Algunos estudiantes emplean simbolos solo por tratarse de un
tema de algebra, sin darle sentido)

X.2 En donde x es el nimero de la figura y se multiplica por dos.
Es dos veces el numero de la figura en donde n representa el

2n
numero de la figura.

Después de haber observado las expresiones algebraicas propuestas por los otros dos
equipos, el primer equipo se dio cuenta de que podia haber puesto el dos en lugar de la
literal y. En las expresiones encontradas se observo, que los estudiantes fueron capaces de
asignar una literal al nimero de la figura y expresar las operaciones que debian realizar con

esta literal (multiplicar por dos) para obtener la cantidad de latas en la posicion dada.
4.2.1 Comprension de la solucion de una ecuacion lineal

Una vez encontrada la expresion general del patron, se les preguntd a los estudiantes si
conociendo el numero total de latas en la torre, ellos podrian conocer la posicion de la torre
en la secuencia correspondiente. Algunos de los casos que se abordaron fueron 30 latas, 42
latas, en donde casi de forma inmediata respondieron en forma correcta que correspondian
a la posicion 15 y 21, respectivamente. Cuando se les cuestion6 acerca de la posicion que

ocupaba una torre con 280 latas, después de unos segundos contestaron que era la posicion
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140, al preguntarles sobre como obtuvieron el resultado, los estudiantes comentaron que,
dividiéndolo entre dos, aqui se observd que dieron sentido al simbolo para encontrar el

valor de la incognita realizando una transposicion de términos.
4.3 Analisis de patrones que surgen al proponer un problema de ahorro en un banco

La tercera actividad se realizd, en dos fases, en la primera se mostr6 una secuencia en el
pizarrén (Figura 8) donde se pidi6 a los estudiantes que imaginaran la siguiente situacion.
Al invertir un peso en un banco, este nos regresa dos pesos cada semana, asi sucesivamente.
Después debian encontrar la expresion que generalizaba el comportamiento de ahorro. En
la segunda fase, se buscd que encontraran el nimero de la semana a partir de diversas

cantidades ahorradas para después explicar el procedimiento de solucion.

Figura 8. Secuencia del problema de ahorro mostrada en pizarrén

Primera fase. Se solicité que dibujaran la posicidn cinco y la posicion diez, después de
haber mostrado en el pizarrén las primeras tres posiciones. Ocho estudiantes no realizaron
el dibujo de las posiciones solicitadas, treinta y dos estudiantes realizaron la actividad, de

los cuales cinco estudiantes no dibujaron en forma correcta la figura de la posicion
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solicitada. De los estudiantes que colocaron los elementos necesarios para cada posicion se

observaron diversas estrategias.

Tabla 5. Estrategias para abordar la tarea de ahorro en el banco.

Los estudiantes dibujaron cada una de las posiciones hasta

llegar a las solicitadas 3

Los estudiantes cambiaron la imagen de la secuencia para
colocar verticalmente dos columnas representando el
aumento constante de dos en cada renglon y a un lado el peso
inicial.

Elaboraron las figuras 4 y 5 siguiendo el patron de

comportamiento mostrado en el pizarron.

Colocaron el nimero adecuado de elementos en la posicion 5
y 10 cambiando el orden de los renglones es decir la
secuencia que le tocaria al superior, la coloco en el inferior y

la del inferior la puso en el superior

Colocaron en forma correcta el numero de elementos de

acuerdo a la posicion solicitada 6

Completaron el nimero de elementos que le corresponden a
la posicion, pero no hay ninguna relacion con la secuencia 3

mostrada en el pizarrén

3

Después de haber dado unos minutos de reflexion, se preguntd si habia una forma de
expresar la secuencia mostrada, un estudiante (Caballero) contesto, que 2n + 1, en donde 7,
representa el numero de semanas, el coeficiente 2, son los dos pesos que cada semana

aumenta y el uno, es el peso de inversion inicial (Figura 9). Aqui se observa, que el
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estudiante dio sentido a los simbolos, ya que relacion6 diversos elementos de la expresion
algebraica con los elementos del problema (semanas, inversion, etc.). El instructor
preguntd, si alguien tenia otra expresion que permitiera generalizar el patrén de la
secuencia, pero los estudiantes comentaron que la que habia descrito su compaifiero era la

apropiada.

Figura 9. Explicacion de la expresion algebraica que permite generalizar el patron
4.3.1 Comprension de la solucion de una ecuacion lineal en el problema del banco

Una vez que se encontrd la expresion que generaliza el patrén mostrado en la secuencia, el
instructor pregunt6 sobre el nimero de semanas necesarias para acumular cierto monto de
dinero. Comenz6 con algunos valores, por ejemplo $121, en donde los alumnos contestaron
que debian transcurrir 60 semanas. Cuando el instructor pregunt6 por el método empleado,
tres estudiantes contestaron que le habian quitado uno al resultado y después dividieron
entre dos, aqui se observa que siguen realizando una transposicion de términos para

encontrar el valor de la incognita.

Al preguntar si se tienen $157, un estudiante traté de resolver en forma instantanea
diciendo que eran 73, algunos de sus compaiieros dijeron que no era correcto y que tenian

que haber pasado 78 semanas, empleando el procedimiento anteriormente descrito. El
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siguiente valor fue $317, después de unos instantes Isai, contestd que 158 semanas,

aplicando la estrategia de restarle uno y dividirlo entre dos.

El instructor solicitd, la integracion de equipos de trabajo para realizar el llenado de un
cuadro que contenia en una columna el dinero ahorrado y en la otra el nimero de semanas
que tuvieron que pasar para acumular ese dinero, se les pidio explicar la forma en como
encontraron sus valores .Durante el llenado del cuadro, los estudiantes intercambiaron ideas

y se apoyaron para encontrar los valores.

Tamara: Oye Aldo, ;Como se hacia aqui?

Aldo: Pues supongo, que como nos da la formula, que era 2»n + 1, ahora va a ser al revés,
veinticinco se le restaria uno, serian veinticuatro, se divide sobre dos y serian doce
Tamara: Y eso, ;Seria para todos los valores?

Aldo: Si

Para verificar si los resultados de la actividad eran correctos, el instructor pregunt6d a
algunos equipos como resolvieron el problema. En un equipo tuvieron un desorden en la
explicacion confundiendo un término al cuadrado con un coeficiente dos, ya que
mencionaban al principio de su explicacién “desde la semana uno hicimos x* + 1, porqué es

el doble de un nimero mas uno”.

Profesor: Si ahorramos $25 ;Cuantas semanas pasaron?

Joan: Doce

Profesor: ;Como lo resolvieron?

Joan: Con la formula, pero la inversa

Profesor: ;Qué hicieron con esa formula?

Joan: Lo planteamos desde la semana uno, hicimos x*+ 1, porqué es el doble de un niimero
mas uno, uno por dos mas uno [haciendo referencia a la posicion uno del problema] en la
semana dos fue el doble que serian cuatro, le sumamos uno, asi hasta la semana doce, fue 2
¥+ 1

Profesor: Fueron 12 semanas. Habria que tener cuidado, que significa si es al cuadrado o es

el doble, hay que verificarlo, revisen la sucesion.
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Para el segundo valor de la tabla que se tenian ahorrados $57, al preguntarles ;cudntas
semanas tenian que haber pasado? Los estudiantes contestaron que 28. Para el tercer valor
que era $135, el profesor le pregunto al equipo “2”, ellos contestaron que 67, el profesor
solicitdé que explicaran el por qué de su resultado, comentaron que, a 135 se le resta uno,
serian 134, se divide entre dos y da 67, el profesor les cuestion6 ;jpor qué le tendrian que
restar ese uno? Aldo respondi6 “que como ahora se esta buscando la semana y en la
formula anterior el ahorro total, entonces se le resta uno, estaba sumando ahora se resta y se
divide” y hace un comentario respecto a unas leyes, suma pasa a resta, multiplicar —
division. Se observa que ocupa la transposicion de términos para encontrar el valor
solicitado y trata de asociar algunos conocimientos previos sobre la transposicién para

encontrar el valor de la incdgnita que representa el nimero de semanas.

Profesor: ;Cuantas semanas pasarian para ahorrar $135?

Tamara: Sesenta y siete

Profesor: ;Por qué Aldo?

Tamara: Porque a 135 se le resto uno, serian 134, se divide entre dos y da 67 [se adelant6 a
contestar]

Profesor: ;Por qué le tendriamos que restar ese uno?

Aldo: Porque, bueno, en la férmula como ahora estamos buscando la semana, en la féormula
anterior se estaba buscando el ahorro total, entonces se le resta uno, estaba sumando ahora

se resta y se divide, es como las leyes, que suma pasa resta, multiplicar — division.

Para el cuarto valor que era $141 y el tltimo valor $297, se les preguntd a dos equipos
diferentes sobre las semanas que pasaron para obtener ese ahorro. Los dos equipos
contestaron en forma correcta que fueron 70 semanas y 148 semanas respectivamente, al
preguntarles sobre la forma de solucion contestaron de forma similar comentando, que /o
unico que hicieron fue invertir lo de la primera formula que se dio y fue restarle el peso y

después dividirlo entre dos y asi salio.

Profesor: Y el Gltimo 297 [refiriéndose a cuantas semanas pasaron para ahorrar $297]
Rebeca: A nosotros nos salio 148

Profesor: 148, ;Qué hicieron?
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Rebeca: Lo tUnico que hicimos fue invertir lo de la primera formula que se dio y fue restarle

el peso y después dividirlo entre dos y asi salio.

Otra explicacion que realizé un estudiante en su hoja de trabajo fue, que defini6 a la letra N
como el numero de semanas y a x como el ahorro total de la expresion: 2(N) + 1 = x, “la
manera de resolver es restandole a x uno y lo que salga de este dividirlo entre dos y ese
resultado obtenido es la semana de ahorro (N)” (Figura 10). Aqui se observo que le dio
sentido a los simbolos asociando la expresion general con un resultado cualquiera, empleo

la transposicion de términos para encontrar el nimero de semanas dado un resultado.

Figura 10. Explicacion del proceso de solucion para llenado de tabla
Solamente, 17 de los 32 estudiantes, expresaron por escrito la ruta de solucion empleando
dos formas, en una so6lo redactaron las ideas, expresada en el procedimiento verbal (Figura
11), mientras que el resto, relacionaron estas ideas con manipulaciones simbolicas para

encontrar el nimero de semanas.
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Figura 11. Expresion escrita del procedimiento verbal y expresion simbdlica de la solucion
4.4 Comprension de una ecuacion lineal ax + b = ¢ haciendo uso de patrones

Al observar el desarrollo de las actividades y como los estudiantes encontraron las
expresiones que generalizaban las secuencias figurales propuestas, en algunos equipos, se
observd que para validar sus conjeturas sustituian valores para comprobar el patron. En el
analisis de las tres tareas propuestas con patrones para la solucion de una ecuacion lineal
del tipo ax + b = ¢, se observd, que algunos estudiantes dieron sentido a la incognita para
encontrar la solucidon en cada actividad realizando una transposicion de términos, como se

muestra en la Tabla 6.

Los estudiantes identificaron que realizando “operaciones contrarias” podian encontrar el
valor de la incdgnita. En las explicaciones proporcionadas, se muestra el sentido que dan a
los simbolos para poder llegar a la solucion, asi también, el uso de secuencias figurales que
emplean un comportamiento creciente facilitd que los estudiantes realizaran una

comprension sobre el procedimiento de solucidon en cada actividad.

Un elemento importante para que los estudiantes llegaran a la solucidn, fue la interaccion y
la comunicacion. Al manipular la calculadora o en la construccion de torres con latas de
refresco, mostraron interés en su mayoria por realizar la actividad. Las discusiones que se
tuvieron al interior de los equipos para encontrar la expresion general o un valor
determinado ayudaron a los estudiantes para confirmar sus conjeturas y validar sus

procedimientos.
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Tabla 6. Formas de comprender el proceso de solucion de una ecuacion lineal.

Suma con calculadora Pasar el cinco de forma negativa y al resultado de esa diferencia se

divide entre dos

Construyendo la torre mas Los estudiantes comentaron que, dividiéndolo entre dos
alta
Problema del banco a) El procedimiento que utilizamos fue al monto de pesos le restamos

uno y después lo dividimos entre dos

b) En la formula como ahora estamos buscando la semana, en la
formula anterior se estaba buscando el ahorro total, entonces se le
resta uno, estaba sumando ahora se resta y se divide, es como las
leyes, que suma pasa resta, multiplicar — division

¢) Lo unico que hicimos fue invertir lo de la primera formula que se
dio y fue restarle el peso y después dividirlo entre dos y asi salio

d) La manera de resolver es restandole a x uno y lo que salga de este

dividirlo entre dos y ese resultado obtenido es la semana de ahorro

(N)
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CAPITULO 5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

En este capitulo se contrastan los resultados de esta tesis con los que se han obtenido en
investigaciones previas. Posteriormente, se lleva a cabo una reflexion de los aspectos
metodoldgicos que pudieron realizarse de una mejor manera, con la finalidad de orientar
futuros trabajos en esta misma linea de investigacion. Finalmente se identifica cémo la

realizacion de esta investigacion contribuy6 en mi formacion profesional como docente.

En los equipos de trabajo, algunos estudiantes lograron expresar verbalmente los patrones
que generalizaban lo que observaron en las secuencias y también lograron expresarlos con
simbolos alfanuméricos. Es importante mencionar que los estudiantes asignaron significado
a esos simbolos con base en el contexto de las tareas, no todos los estudiantes fueron
capaces de dar sentido a los simbolos en la generalizacion de las expresiones, ya que
unicamente centraron la atencion en los resultados y no en las operaciones. Entre aquellos
estudiantes que si expresaron la generalidad de forma simbolica hubo algunos que
sustituyeron valores particulares para obtener certeza de la validez de sus resultados. Se
observo que estos ultimos estudiantes dieron sentido a los simbolos, basado en el contexto
de las tareas, y este significado, fue de utilidad para que expresaran verbalmente el proceso
de solucion de las ecuaciones correspondientes, a través del método que ellos denominaron

operaciones inversas.

En la realizacion de las actividades se identifico, que cuando los estudiantes tenian que
encontrar la expresion que permitié generalizar la secuencia, le dieron significado al
simbolo utilizado, ya sea, » o x para que pudiera tomar cualquier valor, para ellos
representaba el numero de la posicion [término variable], lo que les permitid obtener la
expresion general. Pero, cuando se les solicitd que obtuvieran el valor especifico para ese
simbolo, dandoles un resultado, los estudiantes lo convirtieron en una incdgnita y realizaron
la manipulacion de simbolos para encontrar el valor. Aqui se observa, que le dan un
significado muy diferente al simbolo y emplean ese significado para resolver la ecuacion y
encontrar el valor especifico. Respecto al transito en ese procedimiento verbal y las
manipulaciones simbolicas respectivas hubo diversas dificultades, algunas de las cuales se

relacionan con uso del igual como una relacion de equivalencia.
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5.1 Respuesta a la pregunta de investigacion

La pregunta que orientd el presente trabajo es: ;De qué manera tareas que involucran
generalizacion de patrones en contextos de secuencias figurales y de operaciones
aritméticas con una calculadora bésica, apoyan que estudiantes de bachillerato den sentido
a ecuaciones de la forma ax + b = ¢, asi como a la solucién y al proceso para obtenerla? En
cada una de las actividades propuestas, los estudiantes interactuaron en equipos de trabajo
para proponer conjeturas, realizaron casos particulares y comentaron sus resultados
participando, la mayoria de ellos, en forma activa. Algunos estudiantes encontraron el valor
solicitado de la incégnita cuando se preguntd sobre algiin resultado especifico, asociaban la
expresion general con el resultado para obtener una ecuacion de la forma ax + b = ¢. Dieron
sentido al simbolo para definirlo como incégnita y realizaron un proceso de transposicion
de términos para encontrar la solucidon mostrando un entendimiento al realizar las

conexiones necesarias para llevar a cabo dicho procedimiento.

En la tercera tarea, que consisti6 en determinar el comportamiento de ahorro realizado en
un banco, los alumnos lograron darle sentido a los simbolos interpretando el nimero de
semanas y el $1 invertido con la expresion y con la forma de resolver la ecuacion,
realizaron conexiones con los conocimientos adquiridos en cursos previos. Se observo que
ellos comprenden, que para la obtencion del valor de la incognita deben de realizar una
transposicion de términos y de esta forma logran obtener el resultado. Es importante
observar que las tareas propuestas presentan caracterizaciones de tres tipos; generacional,

transformacional y global o de meta nivel propuestos por Kieran (citado en Godino, 2012).

Un resultado relevante de este trabajo es que los estudiantes quienes para encontrar la
posicion de la figura o el nimero de veces que presionan la tecla “igual” en la calculadora,
utilizaron la estrategia de seleccionar la operacion inversa. Hicieron un progreso hacia el
entendimiento de la sintaxis algebraica para resolver ecuaciones lineales de la forma ax + b
= ¢, resultado que es similar a lo obtenido por Filloy y Rojano (1989) al trabajar con
modelos de balanzas. En este trabajo se observd, que los estudiantes lograron generalizar el
. « : : ” . .
proceso de solucion al emplear “operaciones inversas”, a diferencia de lo que propone

Rojano (2010) en el “método de hacer lo mismo de ambos lados de la igualdad”.
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Contrario a otros trabajos que dicen que el algebra es aritmética generalizada, decimos que
no, porque los estudiantes tienen que centrar la atencion en las operaciones aritméticas y no
solo en los resultados, como ocurre en la instruccion usual de la aritmética. El contexto es
un apoyo para darle significado a los simbolos. Al realizar actividades con patrones,
algunos estudiantes emplean métodos de induccion ingenua (adivinar el resultado),
queriendo contestar en forma instantanea, asi que el uso que hicieron estos estudiantes de
las literales no necesariamente expresaba la generalizacion, de acuerdo con Radford (2010),
estos procedimientos no conducen al algebra, porque el algebra no es adivinar, se trata mas

bien de usar signos para pensar una generalidad.

Alrededor de diecisiete estudiantes consiguieron comunicar, no solo en forma verbal sino
también de manera simbolica las expresiones que generalizaban las secuencias, lograron
expresarlas con simbolos y darles significado a esos simbolos, asi como su manipulacion en
las ecuaciones para encontrar el valor especifico. De acuerdo con la rubrica propuesta, estos
estudiantes alcanzaron un nivel avanzado. Se obtuvo evidencia de que las tareas
permitieron a los estudiantes darles sentido a los simbolos, empleando el contexto de las
tareas, con acciones de presionar tecla igual, con la cantidad de elementos en la figura, a
diferencia de lo que ocurre en los salones de clase, donde el algebra se reduce a la
manipulacion de simbolos que no representan algo mas (Kaput, 1999). Una dificultad que
mostraron los estudiantes para generalizar requiere centrar la atencion en la comunicacion y

la estructura mas que en los casos particulares.

Al igual que el estudio de Pino-Fan, et al., (2015), se observaron diferentes procedimientos
que llevaron a cabo los estudiantes, como son, el reconocimiento de regularidades, el
conteo, la generalizacion y la construccion de una expresion matematica para representar el
enésimo término y/o para expresar la regularidad encontrada. Ademas se identific6 como
los estudiantes realizaron el proceso de solucion de una ecuacidon lineal empleando

operaciones inversas dando significado a los simbolos.
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5.2 Trabajos a futuro

En este trabajo, las tareas se implementaron con estudiantes que ya tenian algunos
conocimientos de algebra. Se propone como una investigacién posterior, aplicar estas
mismas tareas con estudiantes que no tienen conocimientos de algebra. Asi también, el
instructor omitio el preguntar el ;por qué? de sus respuestas a algunos estudiantes, por lo
que se sugiere estar indagando en forma constante, a todos los estudiantes, el ;por qué? de

sus respuestas

El disefio de tareas es una actividad que los profesores llevamos a cabo de manera
permanente. Una tarea nunca esta finalizada, ya que al implementarla podemos identificar,
a partir del trabajo de los estudiantes, formas de mejorarla. Por otra parte, una tarea siempre
requerira de adaptaciones dependiendo de las caracteristicas de los estudiantes con los
cuales se busca implementar. Por ejemplo, realizar tareas previas donde los estudiantes
representen las operaciones aritméticas de diferentes formas, ya que la mayoria de los

estudiantes centra la atencion en los resultados

El tener espacios fisicos adecuados para la realizacion de la tarea es importante, por
ejemplo, para la actividad de la construccion de las torres de latas se sugiere realizarla en
un espacio abierto (patio), ya que en el salon de clases, es muy reducido el espacio para
llevar a cabo la competencia. Al implementar nuevamente estas tareas, se sugiere que el
instructor centre la atencion de los estudiantes en las operaciones aritméticas, ya que esto

les facilitara desarrollar procesos de generalizacion.

Cuando los estudiantes explicaron sus métodos de solucion, y el instructor validé la
solucion con el primer expositor, los demds equipos ya no quisieron participar. Por lo
anterior se propone, fomentar primero la participacion de los estudiantes que no contestaron
correctamente fomentando una cultura donde no se penalice el error, sino que se considere
a este como una oportunidad para reflexionar y aprender. Se sugiere identificar contextos
que sean apropiados para desarrollar tareas donde aparezcan ecuaciones lineales donde la

incognita se encuentre en ambos lados de la igualdad.
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La implementacion de las tareas no es algo sencillo, ya que no todos los estudiantes se
interesaron por realizar las tareas, por lo que es importante disefiar mecanismos que
fomenten el interés. Problematicas de tipo social, familiar y emocional, no permiten que los
estudiantes consideren que la escuela proporciona valor para su desarrollo personal y se ve
como una obligacion. Resulta relevante realizar trabajos donde se enfoque la atencion en
como los estudiantes relacionan las soluciones verbales con manipulaciones simbolicas, ya
que nuestros resultados indican que no todos los estudiantes logran realizar en forma
correcta el transito de una a otra. En esta misma linea, se debe prestar particular atencion al
uso del signo igual, ya que la mayoria de los estudiantes lo asocian con un operador

unidireccional de resultado y no como un simbolo que expresa relaciones de equivalencia.
5.3 Reflexiones finales

La realizacion de este trabajo me sirvio para darme cuenta de que un aspecto central de la
actividad docente consiste en conocer como piensan los estudiantes, al preguntarles el por
qué de sus repuestas. Este conocimiento es de utilidad para orientarlos y ofrecerles
sugerencias que les permitan avanzar en el proceso de solucion de los problemas o cambiar
de perspectiva si han elegido un camino equivocado. Anteriormente, para abordar la
solucién de ecuaciones con mis estudiantes utilizaba la interpretacion de una ecuacion
como una balanza, sin embargo, me di cuenta que existen otras rutas y que es importante
dar sentido a los simbolos y a las manipulaciones simbolicas con base en un contexto.
Ademés, conoci que existen recursos tecnologicos (balanzas virtuales') que pueden apoyar

mi labor para que los estudiantes entiendan este tema.

Aunque en mis cursos promovia el trabajo en equipo, no le otorgaba la importancia
requerida a la comunicacion de ideas, ya que Unicamente los estudiantes trabajan en grupos
pequeios sin comunicar sus resultados. Al aplicar este trabajo me di cuenta de que la
comunicacion es parte fundamental para el desarrollo del pensamiento matematico.
Contextualizar las tareas es importante, porque a la mayoria de los estudiantes les motiva

realizar las actividades cuando se trata de manipulacion de objetos y juegos de

'https://www.mathsisfun.com/algebra/add-subtract- balance.html
http://www.mathplayground.com/AlgebraEquations.html
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competencia, despierta su interés por participar en la dindmica de la clase y lleva al
conocimiento de la parte concreta a la abstracta. Aprendi a reconocer lo importante que es
darle sentido a los simbolos y como orientar a los estudiantes para que le den ese
significado a partir de realizar conexiones de los conocimientos que tienen y lo que estan

aplicando.

El planear una tarea para que los estudiantes interactien y logren entender el tema
abordado, no es una actividad facil, ya que se requiere tener experiencia, porque cuando se
plantea una metodologia y la forma de llevarla a cabo, no siempre se tiene el escenario
ideal y todas las variables a favor, hay que considerar elementos imponderables y como
darles solucién en el momento de la aplicacion. La planeacion de tareas debe ser integral,
siempre recuperando los conocimientos previos, que serviran de base para poder avanzar y
alcanzar el objetivo planteado, es importante que se busquen estrategias que permitan
movilizar los saberes que tienen los estudiantes y como son empleados para darle

significado a las tareas.

La practica docente en el aula evidencia el poco o nulo sentido que los estudiantes dan a los
procesos aritméticos al abordar tareas. Consecuentemente, no establecen conexiones entre
conocimientos previos y aquellos que se abordaran, dando como resultado un
entendimiento poco robusto. En algunas tareas no analizan sus procedimientos y resultados.
Unicamente esperan utilizar un algoritmo para encontrar la soluciéon a un problema
planteado sin analizar por qué emplearon cierto método y los resultados obtenidos. Es
complicado lograr que 44 estudiantes de un grupo obtengan los mismos resultados y sean
favorables para todos. Es un desafio como docente, el tratar de involucrarlos y que se
sientan atraidos para realizar las actividades. Cuando logramos involucrarlos y observamos
esos pequefios avances en cada uno de nuestros estudiantes por minimo que parezcan, habra

valido la pena el esfuerzo.

El plantear actividades en donde se privilegie la comunicacion y reflexion debe ser una
premisa como docente, ya que los estudiantes al expresar sus ideas y debatir sus conjeturas,
permite que le den un significado a lo que estan haciendo, se sientan motivados para llevar

a cabo las tareas y les sea util en su formacion.
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APENDICE A. OFICIO DE AUTORIZACION PARA QUE LOS ESTUDIANTES
PARTICIPARAN EN EL PROYECTO DE INVESTIGACION

Tizayuca, Hgo., a 10 de noviembre de 2016.

ESTIMADOS PADRES DE FAMILIA:

Como es de su conocimiento, el profesor Oscar Arce Pefia que imparte la asignatura de
Matematicas I en los grupos 1101, 1102,1103 y 1104 de primer semestre, esta cursando la
Maestria en Ciencias en Matematicas y su Didactica y, como parte de la realizacion de su
tesis, requiere hacer un proyecto de investigacion en el que debe videograbar algunas de las

clases que tiene con sus hijos.

Por este motivo me dirijo a ustedes con el propdsito de solicitar su autorizacion y, para tal
efecto, les pido por favor llenar y devolver el dia lunes, el talon que aparece al calce de la

presente circular.

Es importante que sepa que estos videos se utilizan exclusivamente para fines de
investigacion y seran revisados solo por el profesor y los directores de tesis de la UAEH,

respetando integramente la identidad de los estudiantes, asignandoles un seudénimo.
Sin mas por el momento, quedo de ustedes.
Ing. Dario Gerardo Negrete Trejo

Director del COBAEH Plantel Tizayuca

Autorizo a mi hijo (a) del grupo

, para que participe en el proyecto de investigacion del Profesor Oscar Arce Pena

Nombre del Padre: Firma:
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APENDICE B. HOJAS DE TRABAJO. OPERACIONES ARITMETICAS CON UNA
CALCULADORA BASICA

Representacion numérica de la Veces que Valor obtenido

suma presionas
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APENDICE C. HOJAS DE TRABAJO. CONSTRUYENDO LA TORRE MAS ALTA
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APENDICE D. HOJAS DE TRABAJO. AHORRO REALIZADO EN UN BANCO
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APENDICE E. TRANSCRIPCION AUDIO 1 OPERACIONES ARITMETICAS CON
UNA CALCULADORA BASICA

Equipo de trabajo.

Estudiantel (E1): Cinco mas siete, cinco mas dos es igual a siete y presionas igual

Estudiante 2 (E2): Igual a siete, igual a nueve

E1: Otra vez presionalo

E2: 11

E1: Otra vez

E2: 13

El: Aja

E2: 15

E1: Ajay luego

E2: Diecisiete

E1: Cinco mas dos

E2: Diecinueve

E1: Mis niimeros

Estudiante 3 (E3): Pasamelo para yo remarcarlo

Profesor: ;Ya acabaron?

Estudiantes: Ya profe

Profesor: Ahorita vamos hacer unas preguntas

E1: ;Es asi?

Profesor: ;Esta suma nos da esto?

E2: Nueve

Profesor: Pero, la suma representada ;seria asi?

Estudiantes: No.... seria

Profesor: ;Qué le falta?

Estudiante: No, seria

Profesor: Ahi van siete, le falta, otro ejemplo

Profesor: ;Mas dos, no?

E2: Ah... ya

Profesor: Bien, ;Ya terminaron de llenar su tabla?

Estudiantes: (Nooo!

Profesor: Vamos a revisar algunos valores...

E1: Espéreme tantito

E2: Ahi nos equivocamos porque cinco mas dos es igual a siete

E3: ;Por qué mas?

E2: Ah si cierto, no si, si, asi

E2: Cinco mas dos, mas dos, mas dos,

Profesor: Ya se dieron cuenta de lo que esta pasando cuando presionan la tecla igual

Profesor: ;Qué pasaria si yo presiono veinte veces la tecla igual? ;Qué resultado nos
daria?

E2: Un chorro...

Profesor: Por ejemplo, si presionaron una vez, una vez el igual, jcuanto les dio?
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Estudiantes: Sicte

Profesor: ;Si lo presionaron dos veces?

Estudiantes: Nueve

Profesor: ;Si lo presiono dos veces, que resultado da?

Estudiantes: Nueve

Profesor: Nueve, ;si lo presiono tres veces?

Estudiantes: Once

Profesor: Once... /cuatro?

Estudiantes: Trece

Profesor: ;Si yo lo presiono veinte veces?

Estudiante x (Ex): Noventa

Profesor: ;Cuanto?

Estudiante y (Ey): Cuarenta y cinco

Profesor: ;Si lo presiono treinta veces?

E1: Cincuenta y cinco

Profesor: ;Cuanto?

E1: Cincuenta y cinco

Estudiante z (Ez): Treinta y uno

Profesor: A ver...

E1: Como treinta y uno

Profesor: Si ya me pudieron decir que veinte fueron cuarenta y cinco, con treinta veces que
lo presiono, ;cuanto es? Esto es presionando el signo de igual

Estudiante R (Er): Sesenta y cinco

Profesor: ;Cudnto? Setenta y cinco

Er: Sesenta y cinco

Profesor: ;Seis cinco?

Er: Seis cinco

Profesor: Seis cinco, ok. ;Si yo lo presiono cuarenta veces?

Estudiante 1: Ochenta y cinco

Profesor: ;Si lo presionamos cien veces?

E1: {Ahhh!

Estudiante m: Ciento cinco

Profesor: ;Cuanto?

E1: Ciento quince

Er: Doscientos cinco

Profesor: Doscientos cinco

E1y E2: Nooo, ciento quince

Er: jDoscientos cinco!

E1: ;Ciento quince, no?

Profesor: ;Si presionamos cien veces el igual, doscientos cinco?

E2: No, espera, de cincuenta son noventa y cinco,

Profesor: Vayan observando las regularidades

E2: De sesenta son...

E1: No, es que en mi caso se le suman, sesenta y cinco, se suman quince, ochenta,

E2: De noventa, ciento treinta y cinco, de cien, ciento veinticinco, noo?
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Profesor: De cien son doscientos cinco, ;habra alguna expresion matematica que me ayude
a definir como se esta comportando esto?

E2: No s¢

Profesor: A ver, ;vayan analizando esto?

Estudiante k: Si ;no?

E2: Es mucho anélisis para mi cerebro,

Ek: Es el doble de...

Profesor: ;El doble de cual? A ver vamos a dar tres minutos, coméntenlo con sus equipos
y ahorita me dicen cual seria su respuesta

E1: Es que de veinte son cuarenta y cinco, de treinta son sesenta y cinco, se le suma
veinticinco ¢ ya viste?

E3: Veinte

E1: Veinticinco

E3: Veinte, no manches, como le vas a sumar veinticinco a cuarenta y cinco

E1: Ah no, si es cierto, no espérame, cuarenta y cinco mas veinte sesenta y cinco, mas
veinte ochenta y cinco, para que nos de doscientos cinco menos ochenta y cinco, cero,
dos, uno

E3: Ciento veinte

E1: ;Ciento veinte son de cincuenta no?... si son de cincuenta

E3: Noo,

E1: Si porque imagina

E3: No porque seria mira: seria ochenta y cinco més veinte da ciento cinco

E4: Oye si podria ser esa

E1: O dos equis mas cinco

Profesor: A ver, vamos a ver que dice su compafiero, nos podria explicar por favor...

Ec: {Ah bueno!, este

Profesor: Escuchamos por favor

Ec: Nosotros encontramos asi la expresion que resuelve el problema, seria el nimero de
veces que presionas igual lo representamos con la x, lo multiplicamos por dos y le sumas
cinco, ya te saldria, si quieres representar, si quieres saber cuantas veces el resultado que
sale si lo presionas setenta y cinco veces los sustituirias a la equis por setenta y cinco lo
multiplicarias por dos y le sumas cinco.

E1: Por dos mas cinco

Profesor: Esa es una forma de representar, ;alguien mas tiene otra idea?

E1: Es que no, Dos equis mas cinco, jes que no! ;O sea como?

E3: Dos equis mas cinco.

Inaudible....

Profesor: A ver estudiante h

Eh: Es casi igual que esta nada mas que lo puse asi

E1: Lo puso al revés dos equis y cinco.

Profesor: ;Esta mejor?

Estudiantes: Si

Profesor: Tenemos el nimero cinco, que es el nimero fijo, y equis es el nimero de veces
que se presiona la tecla igual aqui tenemos la expresion mas general “cinco mas dos
equis”
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Profesor: Muy bien, veamos ahora entonces si yo les doy un valor, me pueden decir
Jcuantas veces se presionod el igual no? A ver, si yo les digo, por ejemplo, tengo de
resultado quince, /cudntas veces presionaron el igual?

Estudiantes: Cinco, cinco veces

Profesor: ;Cinco veces?

Estudiantes: Si

Profesor: Si yo les digo treinta y cinco

E2: Quince

Profesor: ;Quince?

Estudiantes: Quince

Em: No

E2: Si, porque seria quince por dos son treinta, mas cinco, treinta y cinco

Profesor: Si yo les digo noventa, noventa y siete, por ejemplo, perdon, noventa y siete,
podran decirme ;cuantas veces se presiono el igual?

E1: Espere, noventa y siete menos cinco, (silencio) cuarenta y seis veces no

Profesor: ;Cuantas?

E1: Cuarenta y seis veces

Profesor: Cuarenta y seis veces, ;les puede explicar a sus companeros que hizo?

E1: Ahhh.

Profesor: A ver, escuchamos a su compafiera por favor

E1: Al resultado que fue noventa y siete, le reste cinco y lo divide entre dos

Profesor: Muy bien, se les restan cinco y lo dividié entre dos. Que pasaria entonces, si yo
tengo aqui ciento treinta y cinco, jcuantas veces presiono el igual?

E1: ;Sesenta y cinco no?

Profesor: ;Cuantas?

E1: Sesenta y cinco

Profesor: Sesenta y cinco, estan de acuerdo,

Estudiantes: Si

Profesor: Entonces, esto que estamos aqui viendo, cinco mas dos equis /va a ser igual a
qué? (A un resultado no?

E1l: Si

Profesor: Por ejemplo, ciento treinta y cinco, ustedes pueden saber el valor de esta equis,
(,como lo obtienen? Como dijo su compafiera, ;qué hicieron primero?

E1: Pasar el cinco de forma negativa y al resultado de esa diferencia se divide entre dos.

Profesor: Al dividir entre dos, estan solucionando una ecuacion.
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APENDICE F. TRANSCRIPCION AUDIO PROBLEMA DE AHORRO EN UN BANCO

Profesor: Dice aqui el problema. En cierto banco, se ofrece, que invirtiendo un peso te
devuelven dos pesos mds y mientras sigas manteniendo la inversion cada semana te
aumentan dos pesos mas. Aqui, ya les puse las figuras como quedaria, la semana uno con
tantos pesos, mas el peso que teniamos; la semana dos, le aumentamos otros dos pesos mas,
mas lo que ya teniamos; la semana tres, también y asi sucesivamente, va a ser cada semana.
Lo que queremos saber es ;cuanto dinero tendremos en la semana cinco? ;Cuanto dinero
tendremos en la semana diez? Podriamos ir revisando y analizando como encontrar una
expresion que nos dé los valores para cada semana. A ver, vamos a trabajar. Vamos a tratar
de encontrar esos valores. Cada quien en sus equipos traten de buscar ;Cuéanto dinero
tendriamos en la semanas cinco y en la semana diez? Adelante.

Estudiantes: [Realizan el trabajo en equipos]

Profesor: ;En la semana diez?

Estudiantes: Veintiuno

Profesor: ;Habrd alguna expresion que me permita calcular para un cierto numero de
semanas? ;Cudl seria?

Caballero: Dos “n” mas uno

Profesor: A ver, pasele Caballero. ;Qué significa eso de dos “n” mas uno?

Caballero: jEh! Bueno, “n” representa el nimero de semanas, el coeficiente 2, son los dos
pesos que cada semana aumenta y el uno, es el peso de inversion inicial

Profesor: ;Estan de acuerdo con su compafiero?

Estudiantes: Si

Profesor: Veamos, ya tenemos la expresion que digamos que funciona para esto. ;Alguien
tiene otra expresion? Que la quiera compartir.

Estudiantes: No

Profesor: Vamos a ver dos “n” mas uno dice su compafiero que “n” significa el nimero de
semanas. Qué pasaria si yo les doy por ejemplo, si tenemos ya en el banco $121. ;Cuantas
semanas tendrian que pasar para ahorrar $121

Isai: Quince

Profesor: A ver, traten de resolver esto, si yo tengo $121;Cuantas semanas pasarian?
Estudiante I: Sesenta

Profesor: A ver Diaz

Ismael: Sesenta

Profesor: sesenta, ;Como lo resolvio? A ver hay atras

Mario: En esa formula, le quitamos uno, dio 120, entre dos son sesenta

Profesor: ;Asi es como lo resolvié Diaz?

Diaz: [inaudible]

Caballero: Se le restaria uno, y todo lo demads se divide entre dos, y eso seria el numero de
semanas

Profesor: Si tuviéramos ciento cincuenta y siete pesos ahorrados, ;Cudntas semanas
pasarian? ;Cudantas semanas tendrian que pasar para que tuviéramos ciento cincuenta y
siete pesos? ;Como le hariamos?

Caballero: Setenta y seis

69



Profesor: ;Cuantas? ;jHaber? Diganme como lo estin resolviendo, tenemos $157

ahorrados, ;Cuantas semanas pasaron?

Tamara: Setenta y tres

Profesor: ;Setenta y tres?

Guadalupe: Setenta y ocho

Profesor: ;Cuantas fueron Guadalupe?

Guadalupe: Setenta y ocho

Profesor: Setenta y ocho, ;Por qué setenta y ocho?

Guadalupe: Porque hice la misma operacion que hizo Mario, le reste uno y se dividi6 entre

dos. Ciento cincuenta y seis entre dos da setenta y ocho.

Profesor: serian setenta y ocho semanas. Imaginemos que ya juntamos trescientos

diecisiete pesos ;Cudntas semanas tendrian que pasar para juntar trescientos diecisiete

pesos?

Estudiantes: 158 semanas

Profesor: ;Estan de acuerdo con los demas?

Estudiantes: Si

Profesor: Les voy a poner aqui ciertos valores y van a poner cuantas semanas tuvieron que

pasar para tener la cantidad ahorrada. Vamos hacer un cuadro, van a encontrar estos

valores, ;Como los encontrarian? ;Qué valor le corresponde para el valor ahorrado total? Si
yo junte veinticinco pesos. ;Cudntas semanas tuvimos que ahorrar? ;Coémo le harian?

Vayan haciendo su actividad y ahorita platicamos.

[Realizacion de actividad en hojas de trabajo.]

Profesor: ;Todos los equipos ya terminaron? A ver, levanten la mano. Tenemos el ahorro

total y cuantas semanas tuvieron que pasar.

Profesor: Si ahorramos $25 ;cuantas semanas pasaron?

Joan: Doce

Profesor: ;Como lo resolvieron?

Joan: Con la formula, pero la inversa

Profesor: ;Qué hicieron con esa formula?

Joan: Lo planteamos desde la semana uno, hicimos x* + 1, porqué es el doble de un niimero
mas uno, uno por dos mas uno [haciendo referencia a la posicion uno del problema] en
la semana dos fue el doble que serian cuatro, le sumamos uno, asi hasta la semana doce,
fue 2 x*+ 1

Profesor: Fueron 12 semanas. Habria que tener cuidado, que significa si es al cuadrado o
es el doble, hay que verificarlo, revisen la sucesion.

Profesor: (Es el cuadrado o es el doble?

Joan: El doble

Profesor: Hay que tener cuidado.

Profesor: El del ahorro total, cuando fueron cincuenta y siete pesos de este lado.

Equipo2: veintiocho

Profesor: Veintiocho, ;Estan de acuerdo todos?

Estudiantes: Si

Profesor: ;Cuantas semanas pasarian para ahorrar $135?

Tamara: Sesenta y siete

Profesor: ;Por qué Aldo?
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Tamara: Porque a 135 se le resto uno, serian 134, se divide entre dos y da 67 [se adelanto
a contestar]

Profesor: ;Por qué le tendriamos que restar ese uno?

Aldo: Porque, bueno, en la formula como ahora estamos buscando la semana, en la formula
anterior se estaba buscando el ahorro total, entonces se le resta uno, estaba sumando
ahora se resta y se divide, es como las leyes, que suma pasa resta, multiplicar — division.

Profesor: Ok, el de 141, ;Cuanto les dio? A ver Amellali.

Amellali: Setenta

Profesor: Perfecto, ;Por qué setenta?

Amellali: Igual hicimos como Aldo, restar uno y dividir 140 entre dos y da 70.

Profesor: y el Gltimo 297 [refiriéndose a cuantas semanas pasaron para ahorrar $297]

Rebeca: A nosotros nos sali6 148

Profesor: 148, ;Qué hicieron?

Rebeca: Lo unico que hicimos fue invertir lo de la primera formula que se dio y fue
restarle el peso y después dividirlo entre dos y asi sali6.

Profesor: Muy bien, aqui tenemos los valores que debieron haber salido.
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APENDICE G. EVALUACION DIAGNOSTICA REALIZADA A GRUPOS DE PRIMER
SEMESTRE CICLO 16-B
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