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Resumen

Conocer la estructura y las propiedades de objetos matematicos, en muchas
ocasiones, resulta complicado. Quiza porque no se han desarrollado suficien-
tes herramientas o tal vez por la propia naturaleza de los objetos. En este
trabajo buscamos comprender un poco méas a los enteros algebraicos, en es-
pecial a aquellos que provienen de extensiones que son radicales, esto a través
de su estructura como Z-mdédulo, donde tiene lugar el concepto de base en-
tera, y el hecho de que el Teorema Fundamental de la Aritmética se puede
extender a los enteros algebraicos, dando paso a los conceptos de grupo y
nimero de clase.

El tiempo fue limitado, por lo que inicamente obtuvimos algunos resultados
sobre bases enteras, mas concretamente, mejoramos un resultado que denomi-
namos “método de minimos enteros”. También introducimos los conceptos
de parejas semi-pares y semi-impares, los cuales nos permitiran construir

una base entera para campos de la forma Q( ¥ay,..., "Wa,,), bajo ciertas
hipétesis sobre los a; y n;. Asimismo, damos condiciones suficientes para que

n,
el campo Q( \/5) sea, monogénico, considerando algunas restricciones sobre
a y n. Finalmente, aplicamos los resultados que obtuvimos para mostrar
algunos ejemplos.

Knowing the structure and properties of mathematical objects, in some cases,
is complicated. Perhaps, it is due to the little developed of tools, or maybe
it is due to the very nature of the mathematical objects. In this work we try
to comprehend a little more of the structure of algebraic integers, especially
those that arise from radical extensions, this is done by using its structure
as Z-module. Here, the concept of integral basis appears, as well as the fact
that the Fundamental Theorem of Arithmetic can be extended to the group
of fractional ideals, given rise to the concepts of class group and class number.
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IV

For time pressure, we only obtained some results concerning integral bases,
more specifically, we improved a result that we call “the method of mini-
mal integers”. We also introduce the concepts of semi-even and semi-odd
couples, which will allow us to construct an integral base for fields of the
form Q( Y/ai,..., "Y/an), under certain assumptions related to the a; and
n;. Likewise, we give sufficient conditions so that the field Q(y/a) be monoge-
nic, considering some restrictions on a and n. Finally, we apply the obtained
results to present some examples.
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Introducciéon

Recuerdo que mi asesor de tesis, desde el primer curso que tomé con él, cons-
tantemente nos decia a mi y a mis companeros de clase la siguiente frase:
“en matematicas la diversiéon nunca termina”’. Para mi esta frase tiene to-
tal sentido, ya que siempre existen caminos que nos invitan a buscar nuevos
resultados, y uno de estos senderos resulta ser el de la generalizacion. Esta
ultima fue la ruta que intentamos seguir para la elaboracion del presente
trabajo, por lo que considero que los dos tépicos que aqui abordamos tienen
como motivacién principal aquella frase que se quedo tan grabada en mi men-
te. Tanto la construccion de bases enteras, como la determinacién del niimero
de clase de un campo numérico, son dos temas estudiados desde hace tiempo,
sin embargo atin no existen, en ambos casos, resultados generales para poder
determinarlos. Una base para el anillo de enteros, visto como Z-mddulo, de
un campo numérico es la definicion de base entera, ésta fue propuesta por
Dedekind [13], sin embargo, para que pudiera nacer este concepto el Ultimo
Teorema de Fermat jugd un rol decisivo, pues gracias a éste se desarrollaron
nuevas herramientas que tenian como propdsito ayudar en su demostracion,
y a lo largo de este camino se profundizé en el estudio de los enteros al-
gebraicos; por ejemplo [13], para los casos donde en la ecuacién de Fermat
los exponentes son 3,5 y 14, los enteros de Q((3), usados por Euler, y los
de Q(+v/5) y Q(v/—=7), usados por Dirichlet, sirvieron para la demostracién
de cada caso, y aunque no desarrollaron nuevas propiedades de los enteros
algebraicos, si hicieron uso de algunas de éstas.

Otra manera de ver la ecuacién de Fermat es de la siguiente forma:

(T+y)(z+Cy) - (x4 y) = 2", (1)

donde (,, es una raiz n-ésima primitiva de la unidad, por lo que podemos
considerar esta factorizacién en los enteros de Q((,). Ahora bien, si los enteros
de Q(¢,) fueran de factorizacién tunica, se podria concluir que la Ecuacién



1 no tiene solucién, como lo hizo Lamé [16]. No obstante Kummer encontré
que para el caso n = 23, la factorizacién tunica falla, lo que implica que
hay un error en la demostracion que Lamé propuso. Es aqui donde Kummer
introduce el concepto de “numeros ideales” con el fin de obtener una nueva
forma de factorizacion unica y, asi, poder demostrar el Ultimo Teorema de
Fermat para una gran cantidad de niimeros primos.

El hecho de que se tenga o no factorizacién unica esta estrechamente rela-
cionado con el concepto de nimero de clase, ya que, como discutiremos mas
adelante, el nimero de clase “mide” qué tan lejos estda un anillo de enteros
de ser de factorizacién tnica. Se sabe que el niimero de clase es finito, y este
resultado, para el caso cuadratico, se le atribuye a Lagrange, mientras que el
caso cibico fue establecido por Eisenstein; ademas, Kummer lo probd para
campos ciclotémicos, y el caso general se debe a Dedekind y Kronecker [13].
En este trabajo presentamos la demostracion de Minkowski. Ahora bien, es
sabido que en matematicas son comunes los enunciados que garantizan la
existencia de ciertos objetos matematicos, mas en su demostraciéon no en-
contramos un método para construirlos, y tal es el caso tanto de las bases
enteras como del niimero de clase de un campo numérico; no obstante, conta-
mos con resultados parciales para ambos casos: si la extension es cuadratica
o ciclotémica, el problema de encontrar una base entera esta resuelto [10];
también, en [12] se propone una base entera para K = Q(6), donde 0 es raiz
del polinomio 2 —m, con m entero libre de cubo. Notemos que los ejemplos
anteriores son casos especiales de extensiones radicales. Centraremos la dis-
cusion en tales extensiones, ya que en el intento de abordar estos problemas,
las extensiones radicales son, en principio, un poco mas sencillas, pues éstas
se obtienen de adjuntar a QQ raices de polinomios irreducibles muy simples, a
saber, los que son de la forma x™ — a, con a un entero libre de raiz n-ésima.
Ejemplos de trabajos més recientes son [17], [6] y [8], donde proponen una
base entera para Q(y/m, /n), Q(v/m) y Q(y/c, /a + by/c), respectivamente.
En este punto, cabe mencionar que hicimos un intento por generalizar las
ideas que proponen en [17], es decir, quisimos aplicar la misma técnica con
Q(v/m,/n, \/Z), pero, como sucedié en repetidas ocasiones a lo largo de este
trabajo, los calculos se complicaron y no pudimos concluir nada. Ahora bien,
un ejemplo donde se discuten algunos casos de extensiones de grado 6 se en-
cuentra en [7], donde se hace uso del concepto de indice de un elemento para
determinar si un campo no es monogénico. Tocado ya el tema del indice de
un elemento, es conveniente mencionar que en [1] encontramos un resultado



que sera de suma importancia en este trabajo, ya que proponen una manera
de construir una base entera a través de un conjunto de minimos enteros
(de los cuales daremos todos los detalles en la Seccién 3.1), y cada elemento
de este conjunto es de forma particular, pues sus denominadores estan re-
lacionados con el indice del elemento primitivo que estaremos considerando,
y éste, a su vez, con el discriminante de tal elemento. Como veremos mas
adelante, inmediatamente nos damos cuenta que existe un problema, y es
que las posibilidades que aparecen para cada minimo entero pueden ser de-
masiadas, ya que esto depende del niimero de factores primos que aparecen
en el discriminante del elemento que tomamos, y a pesar de que nos apoya-
mos de SageMath para realizar los calculos, consideramos que este método,
el cual llamamos “método de minimos enteros”, no es muy 6ptimo; sin em-
bargo, pudimos mejorarlo para aquellos campos que cuentan con subcampos
propios, y la manera en que lo hicimos fue mediante el uso de un resultado
que relaciona el discriminante de un campo intermedio con el del campo que
estamos estudiando, de ahi que se pueden descartar varias posibilidades en
la construccion de cada minimo entero. En este trabajo mostramos algunas
bases enteras de extensiones radicales de grado 4 y 6, aplicando el método de
minimos enteros “mejorado”. En [14] el autor expone una base entera para
Q({/a), con med(a,n) = 1. Por falta de tiempo no nos fue posible revisarlo
con detalle pues es un compendio de 5 articulos, sin embargo, creemos que
es relevante mencionarlo ya que es un trabajo que estd muy relacionado con
el que presentamos aqui. Respecto a lo anterior, en [15, paginas 272 y 274]
encontramos el caso particular cuando n es un primo impar, para el cual se
dan condiciones necesarias y suficientes para decidir si el anillo de enteros del
campo Q({/a) es Z[{/al], y en caso de no ser de esta manera, propone una
base entera. Con este resultado nosotros hacemos dos cosas: la primera es dar
algunas condiciones para que Q({/a), con n libre de cuadrado, med(a,n) =1
y unas hipétesis extras sobre a, sea monogénico; la segunda es proponer ba-
ses enteras formadas a partir de las de algunos subcampos del campo que
estamos tratando, aplicando también [13, Teorema 4.26]. Aqui introducimos
los conceptos de parejas semi-pares y semi-impares, los cuales son de gran
utilidad en el resultado que proponemos para Q( V/ai,..., "/an), jclarol...
bajo algunas hipotesis sobre los a; y n;.

Comentemos brevemente la estructura de la tesis. En el Capitulo 1 intro-
ducimos notacién, terminologia y resultados basicos de anillos, mdédulos y
campos para que este trabajo sea lo méas autocontenido posible. En esta par-
te la bibliografia que mas consideramos la encontramos en [3] y [9]. Dado



que los anillos con los que trabajamos son los anillos de enteros de campos
numéricos y como éstos son dominios Dedekind, entonces en este tipo de
anillos es posible establecer un resultado equivalente al Teorema Fundamen-
tal de la Aritmética por medio de los ideales, como lo hemos mencionado
anteriormente. Por lo que de forma natural tuvimos la necesidad que discu-
tir propiedades de estos anillos, pues estamos interesados en conocer cémo
son sus elementos y su grupo de clase. Por tal motivo, en el Capitulo 2, nos
enfocamos en mostrar algunos resultados de los anillos que son Dedekind.
Ademés, incluimos los dos teoremas que mencionamos de [15] y [13] ya que
éstos sirven de herramienta para poder establecer los Teoremas 3.2.1 y 3.2.2,
que forman parte de las aportaciones de este trabajo.

Uno de nuestros objetivos era poder desarrollar ejemplos del grupo de clase
en una extension radical sobre los racionales, como lo hacemos con las bases
enteras, sin embargo, una vez mas por limitaciones de tiempo en el Capitulo 2
sélo incluimos resultados estandar sobre el grupo de clase y mostramos que
éste es finito. Consideraremos este tema como posible trabajo para futuro,
ya que si tuvimos algo de éxito con las bases enteras, confiamos en que con
mas tiempo también lo hubiéramos tenido con este topico.

Pusimos especial atencion al método de minimos enteros, por lo que en el
Capitulo 3 primero hacemos una discusién lo més detallada posible al res-
pecto, ya que consideramos que la manera en que lo mejoramos es nuestro
aporte principal y, en la segunda parte, incluimos todos los resultados que
obtuvimos a partir de los teoremas que encontramos en [15] y [13].

En el Capitulo 4 incluimos aplicaciones de lo que desarrollamos en el Capitu-
lo 3. Mostramos algunos ejemplos donde hacemos uso del método de minimos
enteros, en éstos es importante resaltar nuestra aportacion, es decir, simplifi-
camos el nimero de casos que en principio aparecen al determinar cada mini-
mo entero. Igualmente aplicamos los Teoremas 3.2.1 y 3.2.2 para proponer
bases enteras. Ademas, en cada ejemplo, mostramos las bases que SageMath
propone, encontramos una matriz de cambio de base y también pedimos a
SageMath que calculara el nimero de clase.



CAPITULO 1

Preliminares, notacién y terminologia

La teoria de numeros es una de las ramas de la matematica que, por lo
menos desde Diofanto, ha cautivado la atencion de los més ilustres gedmetras,
hablando en términos no muy de moda para referirse a los profesionales de
la matemaética. A lo largo de la historia, la teoria de numeros ha jugado
un rol importante en diversas areas de la matematica y sus aplicaciones. Por
mencionar solamente una, nos referiremos a la teoria de nimeros algebraicos.
El primer gran impulso de esta drea tiene lugar desde los anos 1840’s, con las
importantes contribuciones de Kummer, Dirichlet, Dedekind y Kronecker. Es
precisamente con el trabajo de Kummer que se inicia una rama del algebra,
que tiene como eje el concepto de ideal, que para Kummer eran los “ntimeros
ideales”, cuando pensaba subsanar el “defecto” que se tiene en los enteros
ciclotémicos al no cumplirse el Teorema Fundamental de la Aritmética.

Los expertos dicen [16] que una de las consecuencias més importantes del
Ultimo Teorema de Fermat es la gran cantidad de dreas de la matemaética
que se desarrollan en el proceso de su demostracion.

En este trabajo abordaremos algunos de los temas centrales de la teoria alge-
braica de nuimeros, particularmente centramos la discusion en dos conceptos
importantes: bases enteras y nimero de clase. Ambos son definidos en el ani-
llo de enteros de un campo numérico K, denotado por Ok. El concepto de
base entera se origina al mostrar que Ok es un Z-modulo libre de rango fini-
to, mientras que el de niimero de clase es resultado de definir el grupo libre
abeliano generado por los ideales de Ok, llamado grupo de ideales fraccio-
narios, y considerar el cociente con los ideales fraccionarios principales, que
da como resultado el grupo de clase de Ok, el cual es finito. Es por eso que
en este capitulo presentamos algunos resultados béasicos de anillos, médulos
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y campos. También agregamos la notacién y terminologia de los conceptos
que se iran definiendo en cada capitulo, todo esto con el fin de que el trabajo
sea lo mas autocontenido posible.

Cabe mencionar que omitiremos las demostraciones de resultados que son
estandar y aparecen en libros de texto a nivel licenciatura. Habra excepcio-
nes a esta regla, si consideramos que los métodos de prueba ilustran ideas
cercanas a lo que se discute en el trabajo.

1.1. Notacion

En esta seccién describimos la notacién que representa términos, algunos
propios de la teoria algebraica de niimeros.

Como es usual, para denotar al anillo de los enteros racionales, al campo de
los ntimeros racionales y al campo de los nimeros complejos les denotaremos
con Z, Q y C, respectivamente. También aclaramos aca, porqué se usa el
término “enteros racionales”, esto se debe a que los niimeros enteros son
el anillo de enteros, a definirse mas adelante, en el campo de los nimeros
racionales.

Se usaran simbolos usuales de teoria de conjuntos para denotar pertenencia
de un elemento a un conjunto y la inclusiéon de conjuntos.

Para denotar que a divide a b usamos la representacion: alb.

El méximo comun divisor entre un par de enteros a y b lo denotamos por
med(a, b).

Dado un entero positivo n, se define la funcién de Euler ¢(n), como la car-
dinalidad del conjunto {1 < a < n:mcd(a,n) = 1}.

Con (Z) nos referimos al coeficiente binomial.

Una raiz fija del polinomio ™ — 1, que genera a todas las demas, en el
sentido de grupo ciclico, la denotaremos por (,, y se le llama raiz primitiva
de la unidad.

Cuando haya una funcion inyectiva f : A — B, esto se denotara por A — B
y se dird que A estd insertado en B o que hay una inclusién de A en B.
Para nosotros en este trabajo, el término anillo significara que es un anillo
conmutativo, con identidad. Si ademas no tiene divisores de cero, se le llama
dominio entero.

Si R es un anillo, para denotar al grupo que tiene a R como conjunto soporte,
escribiremos (R, +).

Usaremos I < R cuando nos refiramos a un ideal / de un anillo R.
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Para denotar el ideal generado por un conjunto finito de elementos escribi-
remos (ai,...,a,) o {aj,...,a,)y, en caso de que se trate del ideal generado
por un solo elemento, usamos también Ra.

Si K y F son campos tales que K C F', diremos que F' es una extensién de
K y lo denotaremos F/K.

Si F/K es una extensién de campos, F' adquiere estructura de K-espacio
vectorial y a la dimensién de F' como tal le llamaremos el grado de F/K,
denotado [F': K].

Por un campo numeérico entenderemos una extension finita de Q.

Si R es un anillo, R[z] denotard el anillo de los polinomios con coeficientes
en R, en la indeterminada z. Si F'//K es una extensiéon de campos y a € F,
K (a) denota al minimo subcampo de F' que contiene a K y a a. Por Rg nos
referimos al anillo localizado de R en S (Definicién 1.5.2).

Para la extension, /K, con Ty k(o) y Np/k(a) denotamos las importantes
funciones traza y norma, respectivamente, del elemento o (Definicién 1.6.1).
Tanto la norma como la norma absoluta de un ideal I la denotaremos por
N (D).

Cuando {aq,...,a,} es un subconjunto de un campo numérico de grado n
sobre Q, denotaremos por A(ay, . .., a,) al discriminante de dicho subconjun-
to. En particular, para simplificar notacién, pondremos A(1,6,...,0" 1) :=
A(B).

Al discriminante de un campo numeérico lo denotaremos por dg.

Con Apr nos referimos al ideal discriminante.

Escribimos f.g. para abreviar el término: finitamente generado.

El simbolo [ indica el fin de una prueba.

1.2. Anillos

Discutimos brevemente los conceptos concernientes a ideal y anillo que utili-
zamos a lo largo de este trabajo.

Definicién 1.2.1. Por un dominio de ideales principales R, entenderemos
un dominio entero en el cual todo ideal es principal, es decir, todo ideal I de
R es de la forma I = Ra, para algin a € 1.

Definicién 1.2.2. Sean R un anillo e I un ideal distinto de R. Se dice que:

» el ideal I es primo, si cuando ab € I implica que al menos uno de a o
b pertenece a I,
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w ¢l ideal I es maximal, si para cualquier otro ideal J tal que I C J, se
debe cumplir una de las condiciones, [ = J o J = R.

Definicién 1.2.3. Si [ y J son ideales de R, se define el ideal producto
como: I.J := {Zaibi\ai el,b;e Jnc N}.

i=1
Teorema 1.2.1. [5, Teorema 1.2.8] Si R es un anillo e I es un ideal de R,

entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(i) El ideal I es primo.

(ii) Si Ji y Jo son ideales tales que J1Jo C I, entonces J; C1 o Jy C 1.
. R .
(11i) El anillo T esun dominio entero.

Demostracion. Esta demostracién la podemos encontrar en [4, Teorema 1.2.8]. [

Si R es un anillo e I es un ideal de R, por definicién, I es un subgrupo de

(R, +), entonces podemos hablar del grupo cociente T Yyaque, por hipétesis,

I es un subgrupo normal de R.

R
Ahora,sia+1,b+1 € 7 se verifica que la multiplicaciéon de a +1y b+ 1,

R
dada por (a+ I)(b+ I) := ab+ I esté bien definida y que T resulta ser un

anillo con la multiplicacién definida antes.

El siguiente resultado es de gran importancia por establecer una relacién

“natural” entre los ideales de R y los de T

Teorema 1.2.2. (Teorema de la correspondencia [4, Teorema 1.2.2]) Sean
R y Ry anillos. Si f : R — Ry un epimorfismo con nicleo I, entonces
Ry es isomorfo a T Ademds, hay una correspondencia biyectiva entre el

conjunto de ideales de Ry y el conjunto de ideales de R que contienen a I.
Esta correspondencia puede obtenerse asociando a cada ideal J C Ry, el ideal
I, C R definido por I, = f~Y(J). Con I, asi definido, se tiene el isomorfismo:

EUPEL}
L J
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Demostracion. El enunciado de este teorema puede ser encontrado en la re-
ferencia mencionada. UJ

El siguiente diagrama ilustra la situacién en el Teorema 1.2.2.

R

1.3. Modbdulos

El anillo de enteros de un campo numérico K ,que definiremos mas adelante,
es un Z-moédulo libre de rango [K : Q]. Por esta razén, en esta seccion
presentamos algunos resultados basicos de médulos.

Definicién 1.3.1. Sea R un anillo y M un R-maodulo.

1. Un subconjunto S de M se dice linealmente independiente, si todo sub-
conjunto finito de S es linealmente independiente. Cuando S también
genera, es decir, cuando todo elemento de M es combinacion lineal de
elementos de S, se le llama una base. Si M admite una base, se dice

que es libre.

2. Se dice que M es finitamente generado, si existe un subconjunto finito
de M que lo genera.

Teorema 1.3.1. [4, Teorema 3.1.2] Sea R un anillo. Si M es un R-mddulo
libre, entonces las cardinalidades de cualesquiera dos bases son iguales.



CAPITULO 1. PRELIMINARES, NOTACION Y TERMINOLOGIA 10

Demostracion. La demostracién de este teorema puede ser consultada en la
referencia citada. O

Definiciéon 1.3.2. Si M es un R-mddulo libre, se define su rango, denotado
rank(M), como la cardinalidad de una base de M.

Teorema 1.3.2. [4, Teorema 3.1.3] Sea R un anillo. Entonces R es un do-
minio de ideales principales si y solo si todo submaodulo E de un R-mddulo
libre M es libre y rank(E) < rank(M).

Demostracion. Esta demostracion puede ser consultada en la referencia men-
cionada. ([l

1.4. Campos

Presentamos algunas propiedades generales de extensiones de campos que
utilizaremos mas adelante.

Definicién 1.4.1. §i K y F son campos tales que K C F', diremos que F
es una extension de K y lo denotaremos por F/K. A la dimension de F
como K -espacio vectorial le llamaremos el grado de F/K, denotado [F : K].
Cuando [F : K] € N, diremos que la extension es finita.

Teorema 1.4.1. [4, Teorema 6.1.2] Sea F'/K una extension de campos, o €
F algebraico sobre K, entonces existe un unico polinomio monico e irreducible
ma(z) tal que my () =0 y si f(x) es otro polinomio que satisface f(a) =0,
entonces mq ()| f(z).

Demostracion. Como « es algebraico entonces es raiz de un polinomio f(x) =
- ; a1 Qo
2" + - -+ a1z + ap con a, # 0. También es raiz de 2" + - - - + —z + —,
a

a

el cual se obtiene dividiendo por el coeficiente principal de f(x). r e todgs
los polinomios ménicos que tienen a « por raiz elijamos uno de menor grado,
sea mq(z) dicho polinomio.
El polinomio m,(z) es tnico ya que si g(x) es otro polinomio ménico del
mismo grado que m,(z) que tiene a o por raiz, entonces « es raiz de (m, —
g)(x), y como el término principal de m,, se cancela con el de g, el grado de
mq—¢g es menor que el de m,, 6 g. Si m,—g # 0 entonces podemos dividir por
el coeficiente principal y tendriamos que « es raiz de un polinomio ménico
con grado menor y eso contradice la eleccién de mg ().
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Ahora, supongamos que m,(z) se puede factorizar como producto de dos
polinomios de grado menor, es decir, mq(z) = f(z)g(x). Como m,(a) = 0
entonces f(a)g(a) = 0 de lo que tendriamos que « es raiz de f 6 ¢ lo cual
contradeciria la eleccién de m, como el polinomio de menor grado que tiene
a o por raiz.

Finalmente, si f(a) = 0, por el algoritmo de la divisién existen ¢(z), r(x) €
K|z| tales que f(z) = ma(z)q(z) + r(x), donde r(x) es el polinomio cero o
su grado es menor que el grado de m,(z). Evaluando a f(z) en a tenemos:

fla) = ma(a)q(a) +7(),
como f(a) = m(«a) =0, entonces r(«) = 0. Si r(x) no es el polinomio cero, lo
podemos hacer ménico y «, por lo anterior, serd raiz de r(z), es decir, hemos
encontrado un polinomio ménico de grado menor que el de m,(z) que tiene
a « por raiz lo cual contradice la eleccién de m, (). Por lo que r(x) debe ser
el polinomio cero y f(z) = mq(z)q(x). O

Teorema 1.4.2. [4, Teorema 6.1.3] Si L/F y F/K son extensiones finitas,
entonces [L : K| =[L: F|[F : K].

Demostracion. Esta demostracion se encuentra en la referencia citada. 0.

Corolario 1.4.1. Si L/K es una extension finita de campos y K C F C L,
con F' campo, entonces [F : K||[L : K].

Demostracion. Se sigue directamente del Teorema 1.4.2. 0

Definicién 1.4.2. Sean F/K, L/K y M/K extensiones de campos tales que
L,M C F. Definimos el campo compuesto de L y M por:

LM::{Zaiﬁi:aieL,ﬁiEM}.

finita
Teorema 1.4.3. [4, Teorema 6.1.5] Sean F/K y L/K extensiones finitas.

Entonces [LF : K| < [F: K|[L : K|, con igualdad st med([F : K|,[L: K]) =
1.

Demostracion. La demostracion se encuentra en la referencia citada. O

Definicién 1.4.3. Si F/K es una extension de campos y o € F, diremos
que « es algebraico sobre K si existe un polinomio f(x) € Klz|\ {0} tal que
f(a) = 0. La extension F/K se dice algebraica si todo o € F' es algebraico.
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Definicién 1.4.4. Sea F/K wuna extension de campos, a € F algebraico
sobre K. Diremos que « es separable sobre K, si el polinomio irreducible de
a sobre K tiene raices simples. Si F/K es algebraica y todo elemento de F
es separable sobre K, se dice que F/K es una extension separable.

Definicién 1.4.5. Dada una extension F/K, se dice que F contiene un
elemento primitivo, si existe o € F tal que F = K(«).

Teorema 1.4.4. (Teorema del elemento primitivo [4, Teorema 7.1.2]) Si
F/K es finita y separable, entonces F' = K(«) para algin « € F.

Demostracion. Este enunciado lo podemos encontrar en la referencia men-
cionada. 0

Definicién 1.4.6. Una extension F/K se llama normal si satisface que para
todo polinomio irreducible f(x) € K[x] que tiene una raiz en F', implica que
F' contiene todas las raices de f(x).

Teorema 1.4.5. [4, Corolario 8.1.1] Si F// K es una extension finita, entonces
existe una unica extension normal minima Np/K tal que K C F C Np y
[Np : K] < c0.

Demostracion. La demostracion de este teorema la podemos encontrar en la
referencia citada. O

Definicién 1.4.7. Al campo Ng del Teorema 1.4.5 se le llama la cerradura
normal de F/K.

Teorema 1.4.6. [4, Teorema 8.1.5] Sean, F'/K una extension finita y sepa-
rable de grado n y N/K una extension normal tal que F' C N. Entonces hay
exactamente n K-isomorfismos o; : F'— N, donde i =1,...,n.

Demostracion. La demostracion puede ser consultada en la referencia dada. [J

1.5. Localizacion

En esta seccién presentamos algunos resultados sobre localizacion con el fin de
mostrar propiedades que utilizaremos en anillos Dedekind, ademés veremos
que la localizacion es la generalizacién de construir el campo de cocientes de
un dominio entero.
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Definicién 1.5.1. Sea R un anillo y S C R. Se dice que S es multiplicati-
vamente cerrado, si 1 € S y para todos a, b € S se tiene que ab € S.

Si R es un dominio entero y S = R\ {0}, entonces S es multiplicativamente
cerrado. Esto es consecuencia inmediata de la definiciéon de un dominio entero.
Sean R un anillo y S € R multiplicativamente cerrado. Se define en R x S
la relacién: (r,s) ~ (rq,s1) si existe t € S tal que t(rs; — sry) = 0.

Proposicién 1.5.1. [3, pdg. 5] Si R es un anillo, entonces la relacion ante-
rior, (r,s) ~ (r1,s1) es de equivalencia.

Demostracion. Esta demostracién se encuentra en la referencia citada. |

Notacién: Al conjunto de clases de equivalencia en la Proposicion 1.5.1 lo
r
denotaremos por Rg y la clase de (r, s) sera representada por [(r, s)] := —.
s

Teorema 1.5.1. [9, Proposicién 1.1] El conjunto Rg es un anillo con las

operaciones
a n b at+sb B
s t st Tost]
Mas ain, si 0 ¢ S, entonces todo elemento en S tiene inverso multiplicativo
en Rg.

@b _ab
yst

Demostracion. La demostracion la podemos encontrar en la referencia da-
da. ([l

Observacién 1.5.1. [3, Observacién 1] Si 0 € S, entonces Rs es un anillo
con un solo elemento.

Definicién 1.5.2. 57 S C R es multiplicativamente cerrado, el anillo Rg es
llamado el anillo localizado de R en S.

Las siguientes dos proposiciones son estandar en la teoria algebraica de niime-
TOS.

Proposicién 1.5.2. Si R es un dominio entero y S = R\ {0}, entonces
Rg = K es campo, el cual es llamado campo de cocientes de R.

Demostracion. Se verifica sin dificultad que Rg es anillo conmutativo con
identidad. Vamos a mostrar que para todo a € Rg \ {0}, existe © € Rg tal
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b
que ax = 1. Como a € Rg, entonces a = —, con b € R\ {0} y ¢ € S. De esto,
c

. c ,
six = b tenemos que ax = 1, como se queria. O
El campo de cocientes de R es tinico y es el campo més pequeno que contiene
a R en el siguiente sentido; si F' es un campo que contiene una copia isomorfa
de R, entonces también contiene una copia isomorfa de Rg.

Proposicién 1.5.3. Sean R un anillo, p un ideal de R y S = R\, entonces
S es multiplicativamente cerrado si y solo si p es primo.

Demostracion. Supongamos que S es multiplicativamente cerrado y sea ab €
p. Mostraremos que a € p o b € p. Argumentemos por contradiccion, es decir,
supongamos que a y b no pertenecen a p, entonces a y b son elementos de S,
y como S es multiplicativamente cerrado ab € S. Por la hipdtesis sobre ab,
esto es imposible. Asi, p es primo.

Reciprocamente, supongamos ahora que p es primo y sean a, b € S. Vamos a
mostrar que ab € S. Si ab ¢ S, entonces ab € p, y como p es primo, entonces
a € pob € p,locual es imposible. Por lo que S es multiplicativamente
cerrado. O

Teorema 1.5.2. [3, Teorema 3] Si R un dominio entero y S C R multipli-
cativamente cerrado, entonces existe una biyeccion entre los ideales primos
de R tales que su interseccion con S es vacia y los ideales primos de Rg. La

correspondencia estd dada por p — pRg = {% ca€Ep,beS,.

Demostracion. Observemos primero que, como R es un dominio entero, en-
. ., €
tonces R — Rg por medio de la funcion z — T

Si P C Rg es un ideal primo, entonces p = P N R es ideal primo en R.
Mostremos que 8 = pRg. Por definicion de p, tenemos pRgs C B, por lo
x

que resta mostrar la inclusion reciproca. Para esto, sea n € ‘B, entonces

x x
t 7= xr €PN R =p, por ende, n € pRs. Mas aun, hemos probado que

todo ideal de Rg es de la forma I Rg, con I ideal de R.

Ahora, dado B ideal primo en Rg tenemos NS = I, ya que los elementos
de S son unidades en Rg y ‘B es ideal primo. De lo anterior obtenemos que
pNS=(PNR)NS =o.
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Dado un ideal primo p en R tal que p NS = &, vamos a probar que pRg es

a a ab x
primo. Para esto, sean —, . € Rg tales que — - . € pRg, entonces — = —

1 1 1 S
conz €pyseS\p. Delaigualdad anterior tenemos que existe to € S\ p

tal que to(abs — xtty) = 0 € p y, como ty ¢ p, entonces abs — xtt; € p. Ahora,
dado que x € p, el elemento xtt; pertenece a p y por lo cual abs € p. Como
s & p obtenemos que ab € p, lo que implica las siguientes posibilidades: a € p

a
o b e p. Luego n 0 . pertenecen a pRg.
1
Por 1ltimo, nos resta probar que p = pRgNR. Por definiciéon de pRg, tenemos
a
quep C pRsNR. Seax € pRsNR, entonces x = S cona €p,luegotr =a €p

y, como t ¢ p, concluimos que x € p. [

Observacién 1.5.2. [3, Observacién 3] Los ideales primos en Rg, con S =
R\ p, provienen de ideales contenidos en p.

Observacion 1.5.3. [3, Observacion 4] Si R es un anillo, p es un ideal primo
de Ry S = R\p, entonces la localizacion de R en S se denotard por R,.
FEste anillo tiene un unico ideal mazimal: pR,, es decir, R, es un anillo local.

1.6. Normas y trazas

Si L/K es una extension finita, podemos definir dos funciones que juegan un
rol muy importante desde el punto de visto aritmético, éstas son la norma y
la traza. Ambas son homomorfismos, una de la parte multiplicativa y la otra
de la aditiva y entre sus aplicaciones encontramos que, mediante la traza, se
puede definir el discriminante de un campo numérico. Por otra parte, con la
norma es posible definir la norma de un ideal y utilizar este concepto para
mostrar que el nimero de clase de un campo numérico es finito, como se
discutird mas adelante.

Definicién 1.6.1. Sea L/K una extension finita. Dado o € L, « define una
transformacion K-lineal dada por ro(B) = af, con B € L. Se definen la
norma y la traza de o por

Tk (o) = traza(ry),  Npjr(o) = det(ry).

Teorema 1.6.1. [3, Teorema 25| Sea L/K una extension finita de campos.
Entonces
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(i) Tk es K-lineal.
(ii) Para todos o, 3 € L, Np/k(af) = Np/k(a)Npk(B).
(iii) Sioe K yn=I[L:K]|, entonces Np/k(o) = ™.
(iv) Sea E un subcampo de L que contiene a K. Entonces Ty /x(a) =

Demostracion. La demostracion se encuentra en la referencia citada. O

Proposicién 1.6.1. [10, Proposicién 3.14] Sean L/K una extension finita,
a € L algebraico con polinomio minimo m(x) € Klx] y ro como antes.
Entonces el polinomio caracteristico de r, es m(zx).

Demostracidn. Sean m(z) = 2™ + @y 12™ ' + -+ + a1 + ag el polinomio
minimo de a'y {1, ,...,a™ '} base de K(a)/K. Como o™ = —a,, 1a™ ' —
-+ — a1 + ag, entonces
To(bo +bra+ -+ bp_1a™ ) = boa + by + - - - + by_1a™
= by +bra® + - A by (—ap ™ -
cee— a1 — ag)
= —apbym_1 + (bo — b—1a1) -+

o+ (bm72 - bmflamfl)amil-

Luego, la matriz asociada a r,, de acuerdo a la base dada, es

00 -+ 0 —ag
10 -+ 0 -
01 -+ 0 —a
00 -+ 1 —ampa

Se verifica que esta matriz tiene a m(z) como polinomio caracteristico y
minimo.

De la discusién anterior hemos encontrado algo mas, es decir, que 17k () =
—Um-1y NL/K(Oé) = (—1)ma0.

Teorema 1.6.2. [10, Proposicién 3.16] Sea L/K una extension finita y se-
parable de grado n. Sean o4,...,0, las diferentes inmersiones de L en una
cerradura normal de L/K. Entonces
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(Z) TL/K(Oé) = 0'1(06) + -+ O'n(Oé).
(ii) Npjk(o) = oi(a) - on(a).

Demostracion. Sea m(z) € Klz| el polinomio minimo de «. Supongamos
que m(z) = (x — a)(z — ag) -+ (x — ay), donde para cada i = 2,3,...,d,
a; se encuentra en la cerradura de Galois de L/K. Entonces tenemos que

[K(a) : K] =d. Sea {f4,..., 5} una base de L sobre K(«a), donde r = [L :
K(a)] = % Como {1, a, - ,a%1} es una base de K(a)/K, entonces {;a7 :

1<i<r, 0<j<d—1}esunabasede L/K.Paracadai=1,...,r sea W;
al espacio vectorial generado por {f;, i, . .., Bia®"t}. Es claro que cada W;
es ro-invariante y L = Wy & - - - & W,.. Por la Proposicién 1.6.1, la matriz que
representa a la restriccién de r, a K(«) tiene por polinomio caracteristico
a m(x). También se tiene que en cada W;, la matriz que representa a la
restriccién de r,, es la misma, més aun, es la que representa a r,, sobre K («).
De todo esto, el polinomio caracteristico de r, sobre K es f(x) = m(z)".
Ahora, como la extensiéon L/K(«) tiene grado r y es separable, entonces
cada inmersién de K («), en una extensién normal que contiene a L, se puede
extender en r formas distintas y, por definicion, cada inmersién de estas
queda definida por la accion en «. Mas preciso, si estas inmersiones son
o1 =1d, 09, ..., 04, entonces o;j(a) = a;, con a = a;. El resultado se obtiene
recordando que el determinante de r, es el producto de las raices de f(x) y
que la traza de r, es la suma de las raices de f(z). O
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Campos numéricos

A un campo numérico K lo podemos considerar como un espacio vectorial de
dimensién finita sobre los niimeros racionales, por consiguiente éste tiene una
Q-base la cual es, en teoria, relativamente sencilla de construir. Por ejemplo,
si 6 es un elemento primitivo, entonces una Q-base para K es {1,0,...,6" '}
donde n = [K : Q].

Junto con el campo numeérico, se tiene una nueva estructura de anillo de-
nominado el anillo de enteros de K sobre Q y denotado por Og. En este
capitulo vamos a demostrar que este anillo tiene rango n, es decir, lo pode-
mos considerar como un Z-modulo libre de rango n, es aqui en donde aparece
el concepto de base entera, que es el topico central de la discusion que esta-
mos realizando. Asimismo, mostraremos que en anillos Dedekind tenemos un
resultado andlogo al del Teorema Fundamental de la Aritmética, visto ahora
en los ideales del anillo, con el cual definiremos el grupo y niimero de clase
del campo numérico K, ya que Ok resulta ser un anillo Dedekind.
Finalmente, incluimos resultados que hemos encontrado en [13] y [15], éstos
jugaran un rol importante ya que son parte fundamental de algunos resulta-
dos que hemos obtenido en este trabajo.

2.1. Dependencia entera

En esta seccién desarrollamos propiedades con el fin de extender al anillo de
los enteros racionales.

Definicién 2.1.1. Sean R y R’ anillos tales que R C R'. Un elemento b € R’
se dice entero sobre R, si existe f(x) € R[x], mdnico tal que f(b) = 0.

18
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Como mencionamos antes, buscamos que este trabajo sea lo mas autoconte-
nido posible, asi que enunciamos la Regla de Cramer, la cual utilizaremos en
distintas ocasiones.

Teorema 2.1.1 (Regla de Cramer). Sea A una matriz n x n, entonces
Adj(A)- A= A-Adj(A) = |A|l,, donde Adj(A) es la matriz adjunta cldsica
de A.

Teorema 2.1.2. [3, Teorema 6] Sean R C R’ anillos y b € R'. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes.

(i) El elemento b € R’ es entero sobre R.
(ii) El anillo R[b] es un R-mddulo finitamente generado.
(111) Eziste B, R-mddulo finitamente generado tal que R[b) C B C R'.

(iv) Eziste M C R', R[b]-mddulo finitamente generado como R-mddulo, y
el unico elemento y € R[b] tal que yM =0 esy = 0.

Demostracion.

(i) = (44) Como b es entero, entonces existe f(x) = 2" + a,_12" ' + -+ +
a1z + ag € R[x] tal que f(b) = b" + a,_ 1" 1+ -+ a1b+ag = 0. De esto se
tiene que b"® € R+ Rb+ --- + Rb™!. Inductivamente se prueba que b"** €
R+ Rb---+ Rb" !, para todoi > 1, por lo que R[b] = R+ Rb+---+ Rb" !,
es decir, es generado por {1,b,...,0" 1}

(17) = (i7i) Basta con tomar B = RJ[b].

(17i) = (iv) Para la primera parte tomemos M = B. Luego, como 1 € M, si
yM =0, entonces y- 1 =y =0

(iv) = (i) Sea b € R'. Vamos a mostrar que existe f(z) € Rx] tal que
f(b) = 0. Para esto, sea M = Rmy +- - -+ Rm,,. Como M es un R[b]-mddulo,
entonces bM C M, por lo que existen a;; € R tales que

bm; = a;zymy + - - - + a;,m,, paratodotr=1,...,n.

Asi, si A = (a;;) es la matriz de coeficientes del sistema, entonces

A-bl) | | =1: (2.1)
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Multiplicando por la matriz adjunta clasica de A — bl,, y usando la Regla de
Cramer obtenemos
ma 0

My, 0

con I, la matriz identidad. De esto se obtiene que |A —bl,|m; = 0, para todo
i =1,...,n. En consecuencia |A — bl,,| = 0 ya que, por hipétesis, el inico
elemento y tal que yM =0es y = 0.

Por tltimo, sea f(z) = |xI, — A|, entonces f(x) € R[z|, es ménico y f(b) =
|bI, — A| = 0, como se queria. O

Teorema 2.1.3. [3, Teorema 7] Si R y R son anillos tales que R C R’y
bi,...,b, € R son enteros sobre R, entonces R[by, ..., b,] es un R-mddulo
finitamente generado.

Demostracion. Se argumentard por induccién sobre n. Si n = 1, el resultado
se tiene por el Teorema 2.1.2.

Supongamos que n > 1 y el resultado cierto para n — 1. Vamos a mostrar
que R[by,...,b,] es un R-médulo finitamente generado. Por hipédtesis de in-
duccién, existen ay,...,a, € R[by,...,b, 1] generadores de R[by, ..., b, 1]
como R-médulo. Puesto que b,, es entero sobre R, entonces también es entero
sobre R[by, ..., b, 1]. Luego, para algin entero positivo k, R[b1,...,b,_1,by]
es generado sobre R[by, ..., b, 1] por {1,b,,...,b5}. La conclusién se obtiene
tomando como generadores a {a;0’.} con 1 <i<ry1<j<k. O

Corolario 2.1.1. [3, Corolario 4] Si R C R’ son anillos y R. = {b € R :
b es entero sobre R}, entonces R, es un subanillo de R que contiene a R.

Demostracion. Sean x, y € R’ enteros sobre R. Por el Teorema 2.1.3, R|x, y]
es finitamente generado como R-médulo. Luego, por el Teorema 2.1.2, x+y y
2y son enteros sobre R. Lo que implica que R, es un subanillo de R, ademas
todo elemento b € R es entero sobre R, pues f(z) =z — b € R|x], es mdénico
y f(b) =0. O

Definicién 2.1.2. Sean R C R’ y R. como en el Corolario 2.1.1.

Al anillo R, se le llama la cerradura entera de R en R'. Si R' = R,., se dice
que R' es entero sobre R.

Cuando R es un dominio entero, R' es el campo de cocientes de R y R, = R,
se dice que R es integramente cerrado.
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Definicion 2.1.3. Sean Q la cerradura algebraica de Q en C y O la cerradura
entera de Z en Q. Al anillo O le llamaremos el anillo de los enteros en C.

Observacién 2.1.1. [3, Observacién 10] Se cumple que Q es el campo de
cocientes de O.

Demostracion. Esta demostraciéon la podemos encontrar en la referencia men-
cionada. O

Definicién 2.1.4. Dado un campo numérico K, se define el anillo de enteros
O en K como O = KNO.

Observaciéon 2.1.2. Si R es un dominio de factorizacion unica, entonces R
es integramente cerrado.

Demostracion. Sean R’ el campo de cocientes de Ry y € R' N R,, entonces
a .
y = — con a, b € R. Queremos mostrar que y € R. Como R es dominio

de factorizacion unica, podemos suponer que a y b no tienen factores en
comun, salvo unidades. Como y es entero, existe un polinomio ménico f(z) =
"+ a, 12"+ -+ a1z +ag € R[z] tal que f(y) = 0. De esto tenemos que

(5) =S (5)

Multiplicando en la igualdad anterior por " obtenemos

n—1
a®>=b Z —a;a'b" "t (2.2)
=0

De la Ecuacion 2.2, llegamos a que b divide a a™. Ahora, si y no fuera una
unidad, tendriamos que b divide a a, pero esto no puede ser, ya que supusimos

que a y b no tienen factores en comtin. Asi, y es unidad de Ry y = ab™! € R.
O

Teorema 2.1.4. [3, Teorema 8] Sean R C R’ C R" anillos tales que R’ es
entero sobre R y R" es entero sobre R'. Entonces R” es entero sobre R.

Demostracion. Sea o € R’, entonces existen aq,...,a,_1 € R’ tales que
a” + ap,1a" P+ - +aa+ay = 0. Como R’ es entero sobre R enton-
ces, por el Teorema 2.1.3, Rlag,a1,...,a,_1] es finitamente generado como



CAPITULO 2. CAMPOS NUMERICOS 292

R-modulo. Por otro lado, como « es entero sobre R|ay, ..., a,_1], entonces
Rlag,...,an_1,q] es finitamente generado sobre Rao,...,a,_1]. De donde
Rlag, . ..,an_1,q] es finitamente generado sobre R y de esto, a es entero
sobre R.

Observacién 2.1.3. [10, Corolario 3.17] Sean R un dominio integramente
cerrado, K su campo de cocientes, L/K una extension finita y separable
y R' la cerradura entera de R en L, entonces para todo R’ se tiene que

TL/K(CK), NL/K(CK) € R

Demostracion. La demostracion puede ser consultada en la referencia dada. [J

2.2. Anillos Dedekind

El Teorema Fundamental de la Aritmética es un resultado que se cumple en
Z y es piedra angular en la aritmética, sin embargo, al considerar anillos mas
generales, éstos no necesariamente son de factorizacién tnica, por ejemplo,
si R = Z[v/=5], podemos observar que 6 = 2 x 3 = (1 — v/=5)(1 + /=5)
y se muestra que ambas factorizaciones son diferentes, como producto de
irreducibles. Ahora bien, vamos a mostrar que los anillos de enteros son De-
dekind (Definicién 2.2.6) y que en éstos anillos se tiene un resultado andlogo
al Teorema Fundamental de la Aritmética, para ideales, el cual a su vez es
utilizado para definir el grupo de clase, cuya cardinalidad es el nimero de
clase de un campo numérico.

Definiciéon 2.2.1. Un dominio entero se dice anillo de valuacion discreta si
es de ideales principales con un solo ideal primo no cero.

Teorema 2.2.1. [3, Teorema 4] Sea R un anillo, entonces los siquientes
enunciados son equivalentes.

(i) Todo ideal de R es finitamente generado.
(i1) Todo ideal primo de R es finitamente generado.

(i1i) Toda sucesion I; C ---1, C --- de ideales de R se estaciona, es decir,
existe un entero m tal que I, = I,y para todo j > 1.

(iv) Toda familia no vacia de ideales tiene elementos maximales con el orden
dado por la inclusion.
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Demostracion.
(i) = (i#i) Sea I; C ---I, C --- una familia ascendente de ideales y pon-

gamos J = UIj‘ Se verifica que J es un ideal. Por hipdtesis, J es fini-

j=1
tamente generado, es decir, J = (ay,---,a,). Luego, existe un m tal que
{a1,...,a,} C I, y por tanto J = (ay, - ,a,) C I,. Asi I,,4; = I, para

todo 5 > 1.

(i7i) = (iv) Sea F' # & una familia de ideales. Entonces existe [; € F ideal.
Si I; es maximal, hemos terminado, de lo contrario existe Iy € F ideal tal
que I; C Iy y la inclusion es propia. Por hipdtesis, esta construccion no puede
continuar indefinidamente, por lo que F' admite elementos maximales.

(iv) = (i) Sea I'idealde Ry F ={J C I : Jes f.g.}. Como (0) C I, entonces
F # @y, por hipotesis, existe un elemento maximal I, en F'. Mostremos
que I = [y y para esto argumentaremos por contradicciéon. Sea a € I\ Iy,
entonces Iy C Ip+(a) C I. Como Ij es finitamente generado, entonces Iy+(a)
también lo es y por tanto Iy + (a) € F, pero esto es imposible. Asi [ = Iy y
es finitamente generado.

(i) = (i7) Claramente se cumple.

(i1) = (i) Sea FF = {I < R:Inoes f.g.}. Si F esno vacio, entonces se ordena
con la inclusién y aplicando el lema de Zorn se prueba que F' admite elementos
maximales. Sea 9 € F maximal en el sentido del orden. Mostraremos que
M € F es primo. Sean a,b € R tales que ab € M. Si a,b ¢ IM, entonces
J =M+(a) ¢ F'ypor tanto M+(a) = (by, ..., b,) para algunos b; = m;+r;a,
conm; €M r, € Ryl <i<mn Seal ={y € R:yaec M} Asi
I ¢ F, pues se verifica que [ es ideal de R, ademas 9 C [y (b) C [
(ya que ab € 9M). Mostremos ahora que M = (my,...,m,) + al. Como
m; € My al C M, se cumple que (my,...,my,) +al CIM. Seaz € M C J,
entonces © = z1by + -+ - + z,b, = z1(my +10) + - + 2, (M, + 1rya), de esto
tenemos © — zymy — -+ — zpymy,, = (2111 + -+ zprp)a € My por tanto
21 4+ zprn € 1, es decir, M = (my, ..., m,)+al, pero esto implica que
I es finitamente generado, lo cual es imposible. Luego, a € 9 o b € I, es
decir, 2 es primo, contradiciendo que M € F. Asi F' debe ser vacio. 0

Definicién 2.2.2. Se dice que R es un anillo noetheriano si satisface cual-
quiera de las 4 condiciones del Teorema 2.2.1.

Definicién 2.2.3. Sean R un dominio entero noetheriano, K su campo de
cocientes, M un R-modulo no cero contenido en K. Se dice que M es un
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ideal fraccionario de R si M es finitamente generado sobre R.

Teorema 2.2.2. [3, Teorema 21| Sean R un dominio entero noetheriano, K
su campo de cocientes, M un R-mddulo no cero contenido en K, entonces M
es un ideal fraccionario de R si y solo si existe r € R\ {0} tal que rM C R.

Demostracion. Supongamos que M es un ideal fraccionario, entonces M =

n
Z—;R—i—- . -+Z—:R. Sir = H b;, se tiene rM C R. Reciprocamente, supongamos
i=1
ahora que existe r € R\ {0} tal que rM C R, entonces rM es un ideal
de R y es finitamente generado, ya que R es noetheriano. De esto rM =

a1R+...+anR,1oqueimplicaM:a71R+"'+aTnR' -

Definicién 2.2.4. Dado un ideal fraccionario M, se define M~ = {x € K :
M C R}.

Observacion 2.2.1. [9, Observacién, pagina 17| Si M es un ideal fraccio-
nario, entonces M~' también lo es.

Demostracién. Por definicién tenemos que M~! es un subconjunto de K y
se verifica sin dificultad que es un R-mddulo no cero. Falta mostrar que es
finitamente generado sobre R. Para esto, sea m € M, con m # 0. Entonces
M= m < Ry es finitamente generado como R-médulo, ya que R es noethe-
riano. Asi M~'m = aR+-- -4 a,R, lo que implica M~ = LR ... 4 R,
como se queria. O

Definicién 2.2.5. Un ideal fraccionario M se dice invertible si MM~ = R.

Observacién 2.2.2. [3, Obaervacién 8] Si R es de valuacion discreta, en-
tonces

(i) El anillo R es integramente cerrado.
(i1) El anillo R es noetheriano.

(11i) Todo elemento o € R\ {0} es de la forma un™, con n >0, u unidad y
7 irreducible que genera al unico primo no cero de R.

(iv) Los ideales no cero en R son de la forma Rr™, con n > 1.
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Demostracion.

(1) Como R es un dominio de valuacion discreta, entonces es de ideales prin-
cipales y por tanto de factorizacién unica, luego por la Observacién 2.1.2, R
es integramente cerrado.

(77) El anillo R es noetheriano, pues es de ideales principales.

(77i) Como R es de factorizacién tnica y tiene un tnico ideal maximal no
cero, entonces existe, salvo asociados un tnico elemento irreducible 7.

(1v) Este hecho se sigue de (ii7) y de que R es de ideales principales.

Teorema 2.2.3. [3, Teorema 10] Si R es un dominio entero, entonces R es
de valuacion discreta si y solo si R es noetheriano, integramente cerrado y
con un unico ideal primo no cero.

Demostracion. Si R es de valuacion discreta, por la Observacién 2.2.2, R es
noetheriano, integramente cerrado y con un unico ideal primo no cero.

Para probar el reciproco, debemos mostrar que R es de ideales principales.
Para esto, mostremos primero que si p es el ideal primo no cero de R, entonces
es principal. Sean a € p \ {0}, b € R y consideremos el conjunto (a : b) =
{r € R :rb € Ra}, el cual resulta ser un ideal, como se puede verificar sin
dificultad. Definamos F' = {(a : b) : b ¢ Ra} y notemos que F' # &, pues (a :
1) € F. Dado que R es noetheriano, entonces F' admite elementos maximales.
Sea 9 = (a : b) € F maximal, en el sentido de orden. Mostraremos que 9t es
primo no cero. Como a # 0y a € M, entonces M # (0), ademds si zy € M
y x,y ¢ 9, entonces

M=(a:b) M+ (x) S (a:yb),
contradiciendo la eleccién de 9. Luego, como p es el tnico primo no cero,
entonces p = (a : b) = M.

b
Por la eleccién de b, se tiene — ¢ R. Observemos que M— C Ry es un ideal,
a a
b b
entonces se cumple una de las posibilidades: 91— C 91 o 9M— = R, pues

b b
M es maximal. Si M- C M, entonces M es un R [—] -mdodulo finitamente
a a

generado sobre R.
Aplicando el Teorema 2.1.2, y que R es integramente cerrado, tenemos que

b € R, lo cual es imposible. De esto, i)ﬁé =RyM= R% = Rm.
a a
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Ahora mostremos que R es de ideales principales, para esto primero probemos

que
NG = o). (23)

n>1

Sea a € ﬂ(w”), entonces a = b, = b, 7" para todo n > 1. De lo

n>1
anterior tenemos (by) C (bg) € -+ C (b,) C --- vy, como R es noetheriano,
entonces existe n tal que (b,) = (by11). Asi b, = t,b, vy, de la igualdad
a = b,m™ = by, tenemos que a = b, = b,tn"! lo que implica

b,(tm — 1) = 0. Como R es un dominio entero y 7 no es unidad, entonces
b, = 0, probando que a = 0. Por ultimo, sea [ ideal de R no cero. De la
Ecuacién 2.3 concluimos que existe n tal que I C (7") e I € (7"). Sea
a € I\ (7"1), entonces a = ¢t7" y 7 no divide a t, por que ¢ es unidad. Asf
7 =t"ta € I. Luego I = (7™), como se querfa. O

Definicion 2.2.6. Un dominio entero R se dice anillo Dedekind si es noe-
theriano y Ry es anillo de valuacion discreta para todo ideal primo p # (0).

Teorema 2.2.4. [3, Teorema 11| Si R es un dominio Dedekind y S es un
subconjunto multiplicativamente cerrado de R, entonces:

(i) todo ideal primo no cero de R es un ideal mazximal,

(ii) el anillo Rg es Dedekind.

Demostracion.

(7) Sip es un ideal primo de R, entonces existe 9, ideal maximal de R, tal
que p C M. Como M es maximal, entonces es primo. Si localizamos a R en
I tenemos que pRoyy C MRyy. Dado que Ry es un dominio de valuacion
discreta, entonces tiene un tunico ideal primo. Luego, por el Teorema 1.5.2,
necesariamente se cumple que p = 9.

(77) Primero mostremos que Rg es noetheriano. Como R lo es, entonces todo
ideal de R es finitamente generado, ademas todo ideal de Rg es de la forma
IRg, con I < R. Asi I Rg es finitamente generado y por tanto Rg es noethe-
riano. Ahora probemos que (Rg)yr, es de valuacion discreta. Un ideal primo
en Rg tiene la forma pRg, con p < Ry pNS = @. Como S C R\ p, entonces
Rg — R,. Se verifica que

(Relyn, = {32 ¢ pis} =,

o Q|13
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Por tanto Rg es Dedekind. O

Teorema 2.2.5. (Teorema Chino del Residuo [3, Teorema 12]) Sean R un
anillo conmutativo con identidad e I, ..., I, ideales de R tales que I;+1; = R

n
para i # j. Si I = ﬂ I;, entonces:
j=1
R

R _ R
(Z)T—I—IX"'XE

n

(ii) I=(\; =L 1,

j=1
Demostracion.

(i) Sea ¢ : R —» ]Ex S X IE dada por o(r) = (r+ Ii,...,r + I,,).
1 n

Se verifica que ¢ es un homomorfismo y Kery = I. Mostremos que ¢ es

suprayectiva. Para esto, definamos e; := (0,...,0,1 4+ [;,0,...,0) € T X
1

R

-++ X —. Observemos que, como (ry + I,...,7, + I,) =rie; + -+ ,rpep, €s
n

suficiente justificar que existe z; € R tal que ¢(x;) = e;, pues si definimos

T =rixy + -+ rpx, tenemos que p(z) = (1 + I, 0 + 1).
Fijemos un indice ¢. Entonces para cada j # ¢, existen x;; € I; y y; € I; tales
que z;; +y; = 1, pues I; + I; = R. Sea x; = Hyj = H(l—a:ij) =1—-x
J#i J#i
con z € I;. De esto tenemos que z; = 1 (mdd [;), x; = 0 (méd [;) para
j # iy por tanto ¢(x;) = e;. Ahora, por el primer teorema de isomorfismo
R

[

]F-—»YI X - X j;.

(17) Para esta parte, argumentaremos por induccién sobre m. Supongamos
que n = 2. Sabemos que ;I C I; N 1. Mostraremos la otra inclusion. Como
I, + I, = R, entonces existen a; € I1 y ay € I5 tales que a; + as = 1. Asi, si
r € Iy N Iy, entonces r = ra, +ras € I1 I5.

Supongamos que n > 2 y el resultado cierto paran — 1. Sea J =11 ---I,,_1.
Por hipétesis tenemos que para cada 1 < j < n — 1, existen z; € I, y

n—1 n—1
y; € I; tales que 1 = z; +y;. Siy = Hyj = H(l—xj) =1—z € J,
j=1 j=1

entonces 1 —x =y € Jyx € I, Luego, como x + y = 1, tenemos que
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J + I, = R. Aplicando hipétesis inductiva y el caso n = 2 concluimos que

(L Lot) Lo=J N1, = (LN N L) N =) 1. O

j=1

Teorema 2.2.6. [3, Teorema 14] Si R un anillo noetheriano, entonces todo
tdeal de R contiene un producto finito de ideales primos.

Demostracion. Sea F'= {I < R : I no contiene un producto finito de ideales
primos}. Si F' # &, entonces por el Teorema 2.2.1, F' tiene elementos maxi-
males. Sean p € F maximal y a,b € R tales que ab € p, entonces p C p + (a)
yp C p+(b) y por tanto p+(a),p+(b) ¢ F. Asi, existen p1, ..., P, q1,- .., Gs,
ideales primos de R, tales que py---p, C p+(a) y q1---q; € p+(b). Tomando
producto obtenemos py---p,q1---q C (p+ (a))(p + (b)) C p, lo cual no es
posible, pues p € F'. En consecuencia F' = &. O

Observacion 2.2.3. [3, Observacién 11] Si My y My son ideales maximales
diferentes de R, entonces M{' + MJ" = R, para todos n,m > 1.

Demostracion. Sean n,m > 1. Como M; # M, y son maximales, existen
x € My yy € M, tales que x +y = 1. De esto 2" = (1 —y)" =1 — z, con
z € Ms. De lo anterior tenemos z™ = (1 — z™)™ = 1 — w, con w € M{". Asi,

M} + M3 = R para todos n,m > 1. O
Corolario 2.2.1. [3, Corolario 5] Si My, ..., M, son ideales mazimales de
R, entonces para todo e; > 1
R R _ R " " R
My Men

n = n
ﬂ M H M
=1 =1

Demostracion. La conclusiéon se tiene del Teorema 2.2.5 y de la Observa-
cién 2.2.3. 0

Corolario 2.2.2. [3, Corolario 6] Si R es un anillo noetheriano, entonces
ezisten ideales primos tales que (0) = p7* - - - pér. Adicionalmente, si todo ideal

primo no cero es maximal, entonces

R R
Tl “ .. x -
pl r

I

R
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Demostracion. La primera parte se obtiene del Teorema 2.2.6.
Para la segunda parte usamos el Teorema Chino del Residuo, es decir,

R~ R R o R " " R
O "B R =

O
Teorema 2.2.7. [3, Teorema 15| Sea R un anillo en el que todo ideal primo
no cero es maximal. Adicionalmente, supongamos que (0) = p7*---pc, con
P1, ..., P, ideales primos no cero. Entonces estos son los unicos ideales primos
de R.
Demostracion. Sea Q un ideal primo no cero de R. Entonces (0) = p7* - - - pSr C
. Como £ es primo, entonces p; C 9, para algini = 1,...,r. Luego, como
todo ideal primo es maximal, necesariamente p; = Q. 0

Corolario 2.2.3. [3, Corolario 7] Si R es un dominio Dedekind e I es un
ideal no cero de R, entonces existe solamente un niumero finito de ideales
primos pi, . .., P, que contienen a I y pi'---ps C I, para algunos e; > 0.

‘ R
Demostracion. Sea B = —, entonces los Unicos ideales en B son los que se

corresponden con los ideales que contienen a I. Ademéds, como R es noe-
theriano, entonces B también lo es y por el Teorema 2.2.6, todo ideal de B
contiene un producto finito de ideales primos. Luego, por el Corolario 2.2.2,
{0} =p7 - p;", es decir,

(p)m”'(E)er_pel_,_]. per—i-l_pel---perJr]

I )i I T )i

I
7=
Por el teorema de la correspondencia para ideales tenemos pi* -« - pér +1 = [
y en consecuencia pi' ---per C I. [

Teorema 2.2.8. [3, Teorema 16] Si R es un dominio Dedekind, p es un ideal
primo no cero de R y a € N, entonces

R _ R,

pe peR,

R R
Demostracion. Definamos f : E — pa}; , dada por f(r +p®) =r + p*R,.
p
Se verifica que f estd bien definida y que es homomorfismo. Mostremos que
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es inyectiva. Para esto, si f(r +p®) =7+ p®R, = p°R,, entonces r € p*R, y
r b
de esto 1=7 con b € p® t € R\ p, consecuentemente tr = b € p*. Ahora,

como t ¢ p, se cumple que (t) +p = R. Luego, usando un argumento similar
al de la Observacién 2.2.3, (t) + p* = R. En consecuencia, existen z € R
y y € p® tales que xt + y = 1. Si multiplicamos la ecuaién anterior por r
obtenemos que xrt + yr = xb+ yr = r € p%, ya que xb y yr son elementos
de p°.

b
Mostremos que f es suprayectiva. Sea — +p*R,, con b € Ry ¢ ¢ p. Entonces
c
(¢) +p = R, lo que implica (c) + p* = R, de lo cual existen x € Ry
1 b b
y € p® tales que zc+y = 1. De esto:iz:—l—g = — y asi b:l:—i——y = —. Luego
c c c c

b

f(bx +p*) = - + p*R,, como se queria. O
c

Corolario 2.2.4. [3, Corolario 8] Si R y a son como en el Teorema 2.2.8,

entonces los ideales en E son potencia de ]%, el cual es principal.

R
P también lo

Demostracion. Como R, es de ideales principales, entonces
p

~ p

R
es. Luego, de l; = —, tenemos que 1; es de ideales principales. Por el
p

R
teorema de la correspondencia y dado que 1% es principal, todo ideal en —

es potencia de % ([l

Teorema 2.2.9. [3, Teorema 17| Si R es un dominio Dedekind e I es un
ideal no cero de R, entonces I = p{'---pS, para algunos pi,...,p, ideales
primos y e; >0,1=1,2,...,r. La factorizacion de I es unica salvo orden.

Demostracion. Primero mostremos la existencia. Por el Corolario 2.2.3, te-
nemos que existen py,...,p, tales que pi*---p% C I con a; > 0. Como
R es Dedekind, por la Observacion 2.2.3 y el Teorema Chino del Residuo
(Teorema 2.2.5) obtenemos:

R R R

=~ Lo X

- @~ X )
al ai
I RERS U v
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1
Ahora, por el isomorfismo anterior, el ideal al—pa tiene una representa-

pl r
R 1 o L >
cién en —- X - -+ X — de la forma —- X+ x = es decir, existe una funcién
[1 p£€1 e 1 T
o Ty X o dada por f(y) = (y + 1",y +p77).

pit e p Pyt
Por el isomorfismo f, existen yZ € p;' tales que (y + pi', ...,y + p¥) =
(y1+p7 . yr+p97). De la 1gualdad anterior tenemos que y —y; € pi* C pi’

y de esto, y € p;*, es decir, y € ﬂpz’ =py--pir, paratodoi =1,... 7.

Con esto se ha probado que I = p RS
Mostremos unicidad. Supongamos que I pet e pr =qft - ql, conp;yq;
ideales primos para todosi =1,..., 7y j=1,...,s. Entonces p{* - - - pt~ C g;

para todo i. De esto p; C g;. Luego, como R es Dedekind y por el Teore-
ma 2.2.4, se cumple que todo ideal primo es maximal y en consecuencia
p; = q;, para algin ¢ y algin j. Asi r < s. Andlogamente se prueba que s < r
y por tanto I = p{'---pS = pi'---p% . Para cada ¢ = 1,...,r considere el
ideal IRy, = pi' - - p" Ry, = pi' - - - pi' R,,. Entonces pj' R, = pj*R,, ¥, como
p; Ry, es principal, se tiene que es generado por un elemento, digamos 7. Asi
T R, = m* R,,, lo que implica que 7% = 7%, con u unidad en R,, y ¢; = a;,
como se queria. O

Teorema 2.2.10. [3, Teorema 18] Si R es un dominio Dedekind el cual tiene
solo un numero finito de ideales primos, entonces R es un dominio de ideales
principales.

Demostracion. Como R es Dedekind, entonces todo ideal no cero se puede fac-
torizar como producto de ideales primos. Por esto, basta mostrar el resultado
para los ideales primos. Sean pq,...,p, los ideales primos de R. Entonces,

por el Corolario 2.2.4, sabemos que —; es principal para todo 7 = 1,...,7.

Asi % = m; +pZ, con m; € p; \ p2. Luego, por el Teorema Chino del Residuo,
R R

R
tenemos ———— =& — X .-+ X — X --- X —. Asi, existe x; € R tal que
1 pl pT pl pz
z; = m (méd p?) y x; = 1 (méd p;) con j # i. De esto, x; € p; ¥y z; ¢ ;.

Por consiguiente 2;R ¢ p; y, como ;R se factoriza como producto de primos
en R, necesariamente x; R = ;. O

i
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Teorema 2.2.11. [3, Teorema 19] Sean R un dominio integramente cerrado,
K su campo de cocientes, L/ K una extension finita y separable de grado n,
A la cerradura entera de R en L. Entonces existen R-mddulos M y M’ de
rango n tales que M' C A C M. Explicitamente, si L = K(a), o € A,

1
entonces M' = R® Ra & --- & Ra"' = R[a] y M = =R]a], con

)
0= H(az - O‘j)QJ
i<j
en donde o = v, ..., qy son los conjugados de .

Demostracion. Como [L : K] < ooy L/K es separable, entonces por el
Teorema del elemento primitivo, existe § € L tal que L = K(f). Se verifica

que existen « € Ay b € R tales que § = %. Por tanto L = K(«a) y

{1,a,...,a" '} es una K-base de L. Si M' = R® Ra ® - - ® Ra""! = R|q]
tenemos la primera parte del teorema, es decir, M’ C A. Mostremos ahora

1
que A C —R[a]. Para esto, sea y € A, entonces existen ¢y, ..., ¢, elementos

de K tales que

n—1
y = chaj. (2.4)
=0

Reescribiendo la Ecuacion 2.4 tenemos
n—1 O[J
Yy = jzo 5@7.

Como 6 € R, (Observacioén 2.3.1) y dado que ¢; € K, entonces dc; € K, para
todo 7 =0,...,n—1.
Debemos probar que dc; € R. Sean N la cerradura normal de L/K, A’ la

cerradura entera de R en N y oy,...,0, los K-monomorfismos de L en N,
entonces los conjugados de y son o1(y) = y1,...,0,(y) = yn ¥ pertenecen a
A.

Aplicando o; en la Ecuacién 2.4 obtenemos

n—1
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con «; = 0;(«). Entonces ¢y, ..., ¢,_1 pueden ser considerados como solucio-
nes del sistema

n—1
yi:Zang, coni=20,...,n—1. (2.5)
=0

El determinante del Sistema 2.5 es

1 1
. e} (a7
D =det(al) = | " =TT = ay).
. . 1<j
o/f_l art

el cual es un determinante de Vandermonde y D? = §.

Por la Regla de Cramer tenemos que Dc; = det(A;), en donde A; es la matriz
de coeficientes obtenida al reemplazar la columna j-ésima por las variables
Yty - Yn. Asl De; = det(4;) € A’ lo que implica que D?c; € A’ y, dado que
D?c; € K, entonces dc; = D*c; € KN A = R. O

Corolario 2.2.5. [3, Corolario 9] Si K es un campo numérico, Ok el anillo
de enteros en K, entonces Ok es un Z-mddulo libre de rango [K : Q).

Demostracion. Por el Teorema 2.2.11 y dado que Z es un dominio de ideales
principales, el resultado se sigue tomando R=7Z, K =Qy L = K. O]

Proposicién 2.2.1. [3, Corolario 10] Si K es un campo numérico, Ok es el
anillo de enteros de K, entonces:

(i) el anillo Ok es integramente cerrado y noetheriano,

(ii) todo ideal primo en Ok es mazimal.

Demostracion.

(i) Sea a € K entero sobre Ok. Entonces existe f(z) = 2" + a, 12" +
o+ ax + a9 € Oklx] tal que f(a) = 0, por lo que « es entero sobre
Zlag, . ..,a,_1]. Por el Teorema 2.1.2; Zlay, ..., a,_1,a] es finitamente gene-
rado como Zlag, ..., a,_1]-médulo. Como a; € Ok, parai = 0,...,n — 1,
entonces, por el Teorema 2.1.3, Zlay, . . ., a,_1] es finitamente generado como
Z-médulo y por el Teorema 2.1.4 Zlay, ..., a,—1, ] también es entero sobre

Z. Luego, Z[a] es un Z-mébdulo finitamente generado y por ende, « es entero.
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Luego, Ok es noetheriano y esto se sigue del hecho de que Ok es un Z-mddulo
libre de rango [K : Q] y de que Z es dominio de ideales principales.

(77) Sea p un ideal primo no cero de O, entonces existe un nimero primo
p € Z tal que pNZ = (p). Como (p) es maximal, entonces p también lo es. [J

Mostraremos otras formas ttiles para caracterizar a los dominios Dedekind,
para esto necesitaremos los siguientes lemas.

Lema 2.2.1. [9, Lema 3.17] Si R un dominio entero, entonces

R= (] R

M maximal

donde la interseccion es tomada sobre todos los ideales mazximales de R.

Demostracion. Pongamos R; = ﬂ Rop. Como R — Ryy para todo 91

. . m n_la:m'mal
ideal maximal de R, podemos considerar que R C R;.

a .
Sea x € Ry, entonces xr = 7 Consideremos

A={y € R:ya € Rb}.

Se verifica que 2 es un ideal de R. Ahora, para todo ideal maximal 99t de R
a

-
tenemos que z = — = —, conr € Ry s ¢ M. Luego, como sa = rb, entonces
s
s € 2. Por tanto, para todo 99 maximal, 2 no esta contenido en 9t y de esto
bt
ﬂ:R.AsiRagRb,a:btyx:%:E:teR. 0

Lema 2.2.2. [3, Teorema 20] Si K es un campo y {R;}icq es una familia
de subanillos de K integramente cerrados, con €1 un conjunto de indices,

entonces m R; es integramente cerrado.
=)

Demostracion. Sean A = ﬂ R;, L el campo de cocientes de A y K; el campo

i€Q
de cocientes de cada R;, entonces L C ﬂ K;. Sea a € L entero sobre A,
i€Q
entonces a € ﬂ K; y por tanto es entero sobre cada R;. Como cada R; es

1€Q
integramente cerrado, a € R; para todo i € {2, como se queria. 0
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Lema 2.2.3. [9, Lema 3.19] Si R es un dominio entero, 2 y B son dos
1deales de R, entonces A = B si y solo si ARy = BRon para todo ideal
mazimal N de R.

Demostracion. Si A = B, entonces ARgy = B Roy. Supongamos que ARy =
B Ry v sea b € B, entonces para todo ideal maximal 9T de R tenemos que

b € ARgy. De esto b = S conac Ay c ¢ M. Consideremos € = {r € R :
c

br € A}. Se verifica que € es un ideal de Ry, como ¢ € €, entonces € no esta
contenido en M, por tanto € = R. De esto, b-1 = b € 2A. Andlogamente se
prueba que 2 C ‘8. O

Teorema 2.2.12. [3, Teorema 20| Sea R un dominio entero el cual no es
campo. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) El dominio R es Dedekind.

(ii) Para cada ideal mazimal MM de R, Ryn es de valuacion discreta y para
todo a € R\ {0}, a estd contenido solamente en un nimero finito de
tdeales primos.

(i1i) El dominio R es integramente cerrado, noetheriano y cada ideal primo
no cero es maximal.

Demostracion.

(1) = (i) Como todo ideal maximal es primo, entonces por definicién de R,
Rgn es de valuacion discreta. En el Corolario 2.2.3, ya probamos que todo
ideal no cero esta contenido en una cantidad finita de ideales primos, en
particular tenemos el resultado para el ideal generado por a.

(i1) = (i13) Mostremos primero que todo ideal primo no cero es maximal.
Para esto, sean p un ideal primo no cero y 9 un ideal maximal tal que p esta
contenido en 9. Como pRyy es un ideal primo en Ry y Rop es de valuacion
discreta, necesariamente pRoyy = M Roy. Luego, por el Teorema 1.5.2 (pagina
14), p = M.

Probemos ahora que R es integramente cerrado. Por la Observaciéon 2.2.2,
para todo ideal maximal M, Ryy es integramente cerrado. Por el Lema 2.2.1,
R = Ry, donde la interseccién se toma sobre todos los ideales maximales
de Ry, por el Lema 2.2.2, el resultado se tiene, es decir, R es integramente
cerrado. Falta probar que R es noetheriano, para esto sean 2l un ideal no
cero de R, a € A\ {0} y p1,...,p, los tinicos ideales primos que contienen a
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a. Por hipdtesis, R,, es de valuacion discreta, entonces para todoi =1,...,r,
o : Ci
AR, es principal, es decir, AR, = xR, , con x = —, ¢; € A. Observemos que
Pi ) ) Pi Pis L. )

7
xRy, = ¢;Ry,, por lo que desde un principio podemos suponer que 2AR,, =
¢iRy,. Sea B = (a,c1,...,¢) C A Sea M un ideal maximal de R tal que

1

M # p;, entonces para toda i = 1,...,r se tiene que — € Rgy, pues a ¢ 9N,
a

lo que implica B Ryy = AR = Ryy. Ahora, si 91 = p;, obtenemos

AR,, = ciR,, C BR,, C AR,,.

AsiAR,, = BR,,. Luego, por el Lema 2.2.3, 2 = B, es decir, 2 es finitamente
generado y por tanto R es noetheriano.

(74i) = (i) Por hipétesis R es noetheriano, falta mostrar que para todo ideal
primo p # 0, R, es de valuacion discreta. Para esto, sea p ideal primo no
cero de R, entonces como I es noetheriano, R, es noetheriano y como R es
integramente cerrado, R, también es integramente cerrado, ademads tiene un
Unico ideal primo no cero, pues p es maximal. Luego, por el Teorema 2.2.3,
pagina 25, R, es de valuacion discreta. O

Corolario 2.2.6. [3, Corolarios 9y 11] Si K es un campo numérico, entonces
Ok, el anillo de enteros de K, es un dominio Dedekind, mas aun, es un Z-
mddulo libre de rango [K : Q.

Demostracion. En la Proposicién 2.2.1 mostramos que O satisface la condi-
cién (i7i) del Teorema 2.2.12, por consiguiente Ok es un dominio Dedekind. [J

Teorema 2.2.13. [9, Teorema 6.1] Si R un dominio Dedekind, K su campo
de cocientes, L una extension finita y separable de K y R la cerradura entera
de R en L, entonces R es Dedekind.

Demostracion. La prueba de este teorema la podemos encontrar en la re-
ferencia citada, en ésta se muestra que R’ satisface la condicién (iii) del
Teorema 2.2.12. 0

2.3. Discriminante

El discriminante de un campo numérico es muy importante, ya que esta
estrechamente relacionado con el concepto de base entera desde su definicién.
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En los siguientes resultados encontramos ciertas relaciones entre discrimi-
nantes de subcampos de un campo y el del propio campo, es por eso que los
consideramos de gran utilidad para encontrar, por ejemplo, bases enteras en
extensiones de la forma K = Q( Y/ai,..., "/an), para algunos a; enteros y
n; naturales.

Definicién 2.3.1. Sean R un dominio Dedekind, K su campo de cocientes,
L/K una extension de grado n y separable, R' la cerradura entera de R en
L y{o,...,an} C L. Se define el discriminante de {a, ..., an} como

Alag, ..., an) = det(Tr k (iaj)).

Observacién 2.3.1. [10, Corolario 3.20] Si {a1,...,a,} € R, entonces
A(Ozl, . ,Oén) € R.

Demostracion. Por la Observacion 2.1.3, pagina 22, y dado que a; € R, para
cadai=1,...,n, tenemos que a;a; € R’y esto implica que Tr k(i) € R.
Luego, det(Tr, k(i) = Ao, ..., o) € R. O

Ahora, sean R =Z, K = Q y L un campo numérico, R’ el anillo de enteros
de L (R' = Op). Por el Corolario 2.2.6, Oy, es un Z-médulo libre de rango
n=[L: K]. Sean {aq,...,an} y {f1,...,0n} Z-bases de Or, entonces

aj = Zamﬂi, con ai; € Z y det(ai;) = £1,
i=1
de esto
Alar, ... o) = det(Ty (i) = det(aif)*A(Ba, - . ., Bn).
De lo anterior se concluye:

A(Oq, Ce ,Ozn) = A(ﬁl, ce ,671).

Observaciéon 2.3.2. [5, Teorema 1] Sean K = Q(6), con 6 € Ok, y f(x) =
x"—a el polinomio minimo de 6. Entonces A(1,0,...,07 1) = (—1)(;)71”@”_ .

Demostracion. La demostracion de esta observacion la podemos encontrar
enla referencia dada. O

Definicién 2.3.2. Se define el discriminante de O (o de L) y se denota
o = Alaq,...,ap), en donde {aq, ..., an} es una Z-base de Of,.
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Definiciéon 2.3.3. Sean R un dominio Dedekind, K su campo de cocientes,
L/K wuna extension finita y separable de grado n y R' la cerradura entera de
R en L. El ideal discriminante de R’ en R, denotado Apk, es el ideal de R
generado por los elementos Aoy, -+ ,ap,), donde {a1,...,a,} C R’ es una
base de L/ K.

Teorema 2.3.1. [3, Teorema 33] Si R’ es un R-mddulo libre con base {a, .. .,
an} y es como en la Definicion 2.5.3, entonces A g = Ap = RA(az, ..., ay).

Demostracion. Como {a1,...,a,} es una base de R’ sobre R, entonces es
linealmente independiente sobre K y esto implica que A(aq, ..., ay) € AfL.
Ahora, si consideramos f,...,083, € R, donde {f;...,5,} es una base de
L sobre K, para cada i = 1,...,n, tenemos que existen a;; € R tales que

n
B = Z a;joj. Al definir la matriz A = (a;5) y realizando los célculos corres-
j=1
pondientes obtenemos

A(BL, ..., B = (det(A)*Alay, ..., ay),
de esto concluimos que A(fy, ..., Bn) € RA(aq,...,an). O
Proposicién 2.3.1. [13, Corolario 1, pag. 150] Si Q C K C L, entonces el

. . L [L:K]
discriminante Ay, g es dividido por AK/Q .
Demostracion. Esta demostracion puede ser consultada en la referencia men-
cionada. 0

Proposicién 2.3.2. [13, Proposicién 4.25] Sean K un campo numérico, K
y Ko dos extensiones finitas de K. Si L = K1Ks, entonces el conjunto de
ideales primos que dividen a Ar y Ax, Ak, coinciden.

Demostracion. La demostracién de este resultado se encuentra en la referencia
citada. 0

Las Proposiciones 2.3.1, 2.3.2 y todas las siguientes donde hacemos referencia
a alguna propiedad de los ideales discriminante, también se pueden aplicar a
los discriminantes del campo.

Teorema 2.3.2. [13, Teorema 4.26] Parai = 1,2 sean K;/Q extensiones fini-
tas de grado n; con ideal discriminante A;, y supongamos que med(Ar,, Ar,) =
1. Entonces el grado de la extension K = K1 K5 es ning y

— n2 ni
Ag = A2 AW,
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Adicionalmente, si {wy...,wn, } y {o1,...,an,} son bases enteras de Ky y
K, respectivamente, entonces {wiaj} es base entera de K.

Demostracion. La demostracion puede ser consultada en la referencia dada. [J

Corolario 2.3.1. [13, Corolario, pdg.160] Para i = 1,2,...,r sean K;/Q
extensiones finitas de grado n; y sean {a;;} bases enteras de cada K;. Si
para i # j tenemos mcd(Ag,, Ag;) = 1, entonces el ideal discriminante de

K=K Ky---K, esigual a
[12%.
i=1

con n = ning---n,. Yy una base entera es formada por el producto de los
elementos de las bases enteras {c;}.

Demostracion. El resultado se sigue del Teorema 2.3.2 usando induccion so-
bre r. O

Tanto los enunciados, como las demostraciones de las siguientes proposiciones
las podemos encontrar en [15, paginas 272 y 274]. Se esta considerando f(z) =
aP—a € Z[z], donde p es un primo distinto de 2, a un entero libre de cuadrado

tal que med(a,p) =1y K = Q(V/a).

Proposicién 2.3.3. El ideal discriminante de K es A = ZpP~ 2 aP~1, con
27 <p.

Demostracion. La demostracién de esta proposicion se encuentra en la refe-
rencia mencionada. O

Proposicién 2.3.4. Sea j como en la Proposicion 2.5.3, entonces las si-
gquientes condiciones son equivalentes:

(i) el anillo Ok tiene una base de potencias, mas aun, O = Z[\/al,

(ii) se cumple que aP~1 # 1 (mdd p?) y j = 0.

2.4. Norma de ideales

Mas adelante mostraremos que el nimero de clase de un campo numérico es
finito, y esto lo haremos utilizando la cota de Minkowski la cual involucra la
norma de un ideal.
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Definiciéon 2.4.1. Sean R un dominio Dedekind, K su campo de cocientes,
L/K una extension finita y separable, R’ la cerradura entera de R en L y
Nk la norma de L en K. Dado un ideal I de R, se define la norma de I
como

N(I) :==(Npk(a):a€l),
esto es, el ideal generado por Nk (a), a € I.

Teorema 2.4.1. [3, Teorema 37] Con las condiciones de la Definicion 2.4.1
se tiene:

(i) N'(aR') = Npjx(a)R.

(ii) Si S C R es un conjunto multiplicativamente cerrado, entonces N'(I)g =

N(Is), con I ideal de R'.
(iii) N(IJ) = NN (J).

Demostracion.

(4) Observemos primero que N'(R’) = R, pues N /i (1) = 1.

Ahora, como a € aR’, entonces Ny k(a)R € N(aR’). La otra inclusién se

tiene de la definicién de NV (aR’).

_ Nyk@ _ Nk
Np/k(s) s"

(i1) Sea x = g € I, entonces Ny /() ,conn=|[L:

K], por lo que N(Is) C N(I)s.
Mostremos ahora la otra inclusién. Sea b € N(I)g, dado que b € N(I),

s
b N b1) + - +rmN bm
tenemos que — = Ny (br) S ), conb; € I yr; € R. Asi
s s

b riNp(bi) + -+ 1Ny g (bn)

S S
b b
:Tlsn_lNL/K(;l) +"'+’I“m8n_lNL/K( > EN(Is),

s
de donde la igualdad se tiene.

(171) La idea para demostrar este punto es utilizar el Lema 2.2.3, pdgina 35.
La demostracién completa puede ser consultada en [3, Teorema 37]. O

Ahora, notemos que si ponemos R = Z, K = Q y L un campo numérico,
entonces N (I) = mZ, con m > 0, I # (0). De esto tenemos la siguiente
definicion.
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Definicion 2.4.2. Se define la norma absoluta de I como m y st no hay
confusion se denotard también por N'(I) = m.

2.5. Grupo de clase

En repetidas ocasiones mencionamos que en anillos Dedekind se cumple un
resultado analogo al Teorema Fundamental de la Aritmética. Expondremos
la manera de conseguir dicho resultado, es decir, mostraremos que los ideales
fraccionarios de un dominio Dedekind se representan de manera tinica como
producto de ideales primos con exponentes enteros. A partir de lo anterior,
definiremos el grupo y el nimero de clase de un dominio Dedekind y mos-
traremos que el nimero de clase es finito, mediante el Teorema de la cota de
Minkowski.

Teorema 2.5.1. [9, Lema 4.1] Si R es un dominio Dedekind y p es un ideal
no cero de R, entonces p es invertible.

Demostracién. Sea p~t = {x € K : xp C R}. Se verifica que pp~! es un ideal
de R. Sean I = pp~! y M un ideal maximal de R. Como R es Dedekind, en-
tonces Ryy es un dominio de valuacién discreta, particularmente es de ideales
principales. Asi IRyy = pp~ ' Ron = pRopp ' Rop. Como pRyy es principal, en-
tonces es invertible y su inverso es p~! Ryn. Por tanto I Ryy = Ry y para todo
ideal maximal 9 de R tenemos que I ¢ M, lo que implica I =pp~! = R. O

El siguiente resultado es al que hemos hecho alusién en repetidas ocasiones,
es decir, el resultado andlogo al Teorema Fundamental de la Artimética en
los ideales fraccionarios de un anillo Dedekind, el cual podremos aplicar a los
anillos de enteros, pues ya mostramos que éstos son Dedekind.

Teorema 2.5.2. [9, Teorema 4.2] Si R es un dominio Dedekind, entonces
todo ideal fraccionario de R se representa de manera unica como producto de
tdeales primos con exponentes enteros.

Demostracion. Sea M un ideal fraccionario, entonces existe a € R\ {0} tal
que aM C R es un ideal y por tanto aM = p{*---p?, con p; ideal primo
de R para toda ¢ = 1,...,r. También tenenmos que Ra = q’{l -o-qbn con g;
ideales primos de R para toda i =1,...,n. De esto

M = (Ra)~'p§t - pf = qp - q Ut - pl,
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La unicidad se obtiene de la unicidad en la representacion de ideales en
dominios Dedekind. O

Por el Teorema 2.5.2 el conjunto de los ideales fraccionarios en un dominio
Dedekind forman un grupo libre abeliano generado por los ideales primos
de R. Este grupo lo denotaremos por I(R) y se llama el grupo de ideales
fraccionarios.

Consideremos ahora a P(R) = {Rx : x € K*}. Se verifica que P(R) es un
subgrupo de I(R) el cual es llamado grupo de ideales fraccionarios principales.

Definicion 2.5.1. El cociente

I(R)
C(R) = P(R)
es llamado el grupo de clase de R. Si C(R) es finito, se define el nimero de
clase de R como hr = |C(R)].

Notemos que si R es de ideales principales, entonces todo ideal fraccionario
de R es principal. De esto I(R) = P(R) y hg = 1, mas aln, tenemos el
siguiente resultado.

Observacién 2.5.1. [9, pag. 19] Si R es un dominio Dedekind, entonces R
es un dominio de ideales principales si y solo st hr = 1.

Introduciremos el concepto de red en R™, esto con el fin de mostrar que el
nimero de clase de un campo numérico es finito.

Definicién 2.5.2. Una red en R™ es un subgrupo Zay @ --- @ Za,., con
a; € R™. Sir =n la red se dice completa. Al grupo Zoy & -+ @ Zay lo
denotaremos por £.

Definicién 2.5.3. Si £ es una red completa, se define el paralelogramo fun-
n

damental T determinado por la base {ay, ..., a,} de £, como T = { Z riQy
i=1

Teorema 2.5.3. (Teorema del cuerpo convexo de Minkowski [9, Teorema 12.3,
péag 65]) Sean £ una red completa, A = Vol(T) el volumen del paralelogramo
fundamental de £ y X C R"™ tal que para todo x1,x2 € X se tiene % eX
y Vol(X) > 2"A. Entonces X N (£\ {0}) # @.
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Demostracion. La demostraciéon completa se encuentra en [9, Teorema 12.3,
pag 65|, sin embargo se basa en el siguiente hecho: si Y C R”" tiene volumen
acotado y (A +Y) N (u+Y) = @ para todo A\, € £ distintos, entonces
Vol(T) > Vol(Y). O

Todo polinomio de grado n con coeficientes racionales tiene n raices en los
complejos, de las cuales » > 0 son reales y las demds, que son un nimero
par, son complejas. Si K es un campo numérico tal que [K : Q] = n, por
el teorema del elemento primitivo, sabemos que K = Q(6), y por tanto K
posee n inmersiones en C, r de las cuales son reales y 2s son complejas. A
partir de esto escribiremos n = r + 2s, con r, s enteros no negativos.

Sean o1, ...,0, las n inmersiones de K en C que dividiremos de la forma:
o1,...,0, tales que 0;(K) C R, coni = 1,...,7, y 0;(K) ¢ R para cada
1 > r. Asi las podemos enumerar de tal manera que o1, ...,0., 0,41, .., 0rts,
Tra1,---,001s sOn todas las inmersiones de K € C.

Definamos ¢ : K — R" x C* dada por

ola) = (o1(a),...,o0(@),0p41(q), ..., 0p1s()).

Se verifica que ¢ es un monomorfismo de (K, +) en R" x C*, més ain, cumple
el siguiente resultado.

Teorema 2.5.4. [3, Teorema 48] Sea K un campo numérico de grado n =

r+2s. Si I es un ideal no cero de O, entonces p(I) es una red completa
en R* x C* = R".

Demostracion. La demostracion completa de este Teorema se encuentra en [3,
Teorema 48], sin embargo, la idea se basa en probar que si {ag ..., a,} es una
Z-base de I, entonces {¢(aq),...,o(a,)} es R-linealmente independiente. OJ

Sea T = { Z rip(ag) 1 0 <r; < 1}. Se verifica que el volumen de T es igual
i=1

al valor absoluto del determinante de la matriz que cambia la base candnica
a{p(a1),...,o(an)} v es independiente de la base que se elija en ¢(I).

Corolario 2.5.1. [3, Corolario 19] Sean I un ideal no cero de Ok y A el
discriminante de alguna base de I. Entonces el paralelogramo fundamental T

de o(I) tiene volumen
VIA|
T) —
Vol(T) o8
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Demostracion. Sea D como en el Teorema 2.5.4, entonces A(aq, ..., ap) =

(det(D))? = (—24)?(det(M))2. Por tanto Vol(T) = |det(M)| = VZGT'. 0

Definicién 2.5.4. Si I es un ideal no cero de O, se define el discriminante

de I denotado por 61 = A(aq,...,an), con {aq,...,a,} base de I.

Teorema 2.5.5. [9, Proposicién 13.4] Sean K un campo numérico, Ok su
anillo de enteros, I un ideal no cero de Ok y dx el discriminante de K.

Entonces 1 = N'(I)?0k.

Demostracion. La demostracion de este teorema puede ser consultada en la
referencia mencionada. 0J

Corolario 2.5.2. [3, Corolario 20] Si I es un ideal no cero de Ok y 0k el
discriminante de K, entonces el volumen del paralelogramo fundamental T
de p(I) es

Vol(T) =27°N(I)\/|0k]|.

Demostracion. Aplique el Corolario 2.5.1 y el Teorema 2.5.5. O

Proposicién 2.5.1. [9, Proposicién 12.4] Sean n = r + 2s, ¢1,...,Crqs y t
numeros reales positivos, definamos

T S
Xy =A{(z1,...,2p,y1,21,. .., Ys, 25) ER™: Z|$i|+22,/y]2-+z]2 < t},
i=1 j=1

entonces

2T—Sﬂ.3tn
nl

VOZ(Xt> =

Demostracion. La demostracion de esta proposicion puede ser encontrada en
la referencia dada. O

Teorema 2.5.6. [3, Teorema 50] Sea I un ideal no cero de O. Entonces

existe a € I\ {0} tal que |[N(a)| < (E>SZ—7{N(1)\/!6K\.

™

Demostracion. Considere el conjunto Xy C R™ x C*, con X; = {(z1,...,x,
T S

Tpgls -y Tpts) Z!le + QZHI,«_H‘H < t}. Por la Proposicién 2.5.1,
i=1 j=1
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27’—57.‘.8.[:71
Vol(Xy) = — Queremos encontrar a t de tal manera que podamos
s 27”7871.81:71
aplicar el Teorema 2.5.3, es decir, se requiere que Vol(X;) = 0

ON—Tp| I 5
2"Vol(T) = 2" *N(I)/|0k| o equivalentemente, " > nN ()| K‘

8

Dado € > 0, pongamos t" = ¢ + 2" "nlr*N(I),/|0k|. Por el Teorema 2.5.3
tenemos (¢ ( )\N{0}) N Xy (e) # @, ademas la interseccion es finita. Asi, existe
a €I\ {0} tal que

¢(a) = (o1(a),...,00(a),0ry1(a),...,0r1s(a)) € Xy

r+s r+s S
Como N (a Hal H Gj(a), entonces |N(a)| = H loi(a)] H |oj(a)|?
j=r+1 j =

Usando la des1gua1dad entre la media geométrica y arltmeuca tenemos

@I < [l |+2Z|am | <o

=1

Como t" = 2" "nlx SN (I)+/|0K|, entonces

V@l < (2) SV

™

0

Teorema 2.5.7. (Teorema de la cota de Minkowski [3, Teorema 51]) Sea M
un ideal fraccionario de O, entonces existe un ideal entero I, es decir, un
ideal de Ok, tal que I € [M] y

N(I) < (ﬁ):—'\/@

™

Demostracién. Como M es ideal fraccionario, entonces M~! también lo es,
por tanto existe a # 0 tal que aM~' C R es un ideal entero. Sean J =

4\° n!
aM~tym(K) = (—) l\/|6K\. Como aM M = aR = JM, tenemos que
) n"

[J] = [M~1]. Asi, podemos suponer que M ~! es un ideal entero. Luego, por
el Teorema 2.5.6, existe b € M1 tal que |N(b)| < N(M~1Y)m(K), por lo que
IN(D)IN (M) < m(K). Sea I =bM ideal de Ok, entonces
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N(I)=NON (M) =|NOD)N(M) <m(K).
O

Teorema 2.5.8. (Finitud del grupo de clase [3, Teorema 52]) Si K es un

campo numérico con anillo de enteros R y Cr = es el grupo de clase

P(R)
de K, entonces |Cg| < 0.

Demostracion. Sea [M] € Cr, entonces por el Teorema 2.5.7 existe I € [M]
ideal entero de R que representa a [M]y N(I) < m(K). Como I = p§*---pr
con p; ideales primos de R y para cada p; existe un p; € Z tal que (p;) = p;,NZ,
entonces

N(I) = piet - pler < m(E6). (2.6)

Observemos que m(K) no depende de M ni de I, por lo que existen un nimero
finito de primos en Z y exponentes e}s tales que cumplen la desigualdad 2.6,
ademés sobre cada primo p; € Z hay un nimero finito de ideales primos en
R y por tanto hay una cantidad finita de ideales primos en R y exponentes
tales que N(I) < m(K). De lo anterior, podemos concluir que Cg tiene una
cantidad finita de elementos, de lo contrario tendriamos que existen infinitos
ideales de R con norma mayor que m(K). O



CAPITULO 3

Bases enteras

En muchas ocasiones nos encontramos con resultados que garantizan la exis-
tencia de ciertos objetos matematicos, sin embargo, sus demostraciones no
muestran una manera de construirlos. Este es el caso de los resultados que
involucran a las bases enteras ya que, en el Corolario 2.2.5, se demuestra su
existencia, pero no una construccion, aunque hay resultados parciales. Por
ejemplo, si consideramos una extension de grado 2, se sabe con precision
c6mo es una base entera [10, Proposicién 2.34], es decir, si K = Q(v/d) con
d entero libre de cuadrado, una base entera para K esta dada por

{1,Vd}, si d=203 (méd 4),
1+d
{1, +\/_}, si d=1 (méd 4).

2

Ahora, para el campo ciclotémico K = Q((,,), donde m es un entero positivo
y es (, una raiz primitiva de 2™ — 1, de acuerdo con [1, Teorema 7.5.1], una
base entera para K es de la forma

{]-a Cm» st Tﬁ(m)*l}

Los dos ejemplos anteriores son bien conocidos, sin embargo, es natural pre-
guntarse, ;qué se ha dicho en el caso de extensiones de grado 37 En [1, Teo-
rema 7.3.2] encontramos una respuesta a esta pregunta cuando K = Q(/m),
con m = ab®, a y b enteros libres de cuadrado y primos relativos. Para este

47
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caso, una base entera esta dada por

b

2 2 2
{1,9,%}, § m=-+1 (méd9),

02
{1,9,—}7 si m*#1 (méd 9),

donde 6 = /m.

En este capitulo discutimos, con suficiente detalle, el concepto de minimo
entero de grado 7, pues en el Capitulo 5 propondremos ejemplos donde, por
medio de los minimos enteros, construiremos bases enteras. Ademas veremos
que, gracias al uso de los discriminantes de algunos subcampos del campo a
considerar, los calculos necesarios para dicha construccion se simplifican.
Asimismo, obtuvimos algunas consecuencias del Teorema 2.3.2 y de las Pro-
posiciones 2.3.3 y 2.3.4, es decir, bajo ciertas hipotesis sobre los a;, n; y
los discriminantes de los subcampos de K, donde K = Q( Va1,..., Var),
podemos construir bases enteras.

Definicién 3.0.1. Sea K un campo numérico. Una Z-base para Ok es lla-
mada una base entera para K.

Definicién 3.0.2. Sea K un campo numérico de grado n. Si existe un ele-
mento 0 € Ok tal que O = Z[0] diremos que K es monogénico y al conjunto
{1,0,...,0"1} lo llamaremos base de potencias para K.

3.1. Minimos enteros

Una manera de obtener bases enteras es mediante la construccién de un
conjunto de minimos enteros de grado i. En esta seccién presentamos este
concepto que sera de gran utilidad para mostrar ejemplos.

Las demostraciones que no presentamos en esta seccién pueden ser encontra-
das en [1, Capitulo 7] y [12, Capitulo 4].

Consideremos un campo numérico K de grado n sobre Q, entonces existe
0 € Ok tal que K = Q(6). Sea {aq,...,a,} una base entera de Ok y, como
0 es entero, existen ¢;; € Z tales que

n

i—1_§ : s

0 = Cij Oy, Z—l...,n,
J=1
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y en consecuencia
A(L,0,..., 9”_1) = (det(cij))QA(al, ce Q) = (det(cl-j))2(5K.

Definicién 3.1.1. Sea m = |det(c;;)|, el entero positivo m es llamado el
indice de 0 y se denota por ind(0).

Teorema 3.1.1. [12, Teorema 4.22] Si {aq,...,a,} es un conjunto de ge-
neradores de un Z-modulo libre N y M es un submodulo de N, entonces se
cumplen las siguientes condiciones.

(i) Existen Bi, ..., Bm, con m < n tales que
M=7Zp1+ -+ 7ZBn
n
yﬁi:Zpijaj, conl<i<nyp; €Z.
Jj=i
(i1) Sin=m, entonces [N : M| = pi1 - Pn.
Demostracién. Esta demostracién puede ser consultada en [12, Teorema 4.2.2].
Observacién 3.1.1. [12, Ejercicio 4.2.8] Se cumple que ind(0) = [Ok : Z[0]).
Demostracion. Se sigue del Teorema 3.1.1. O

Observacién 3.1.2. [1, Teorema 7.1.8] Sean K un campo numérico de grado
n sobre Q y 0 € Ok tal que K = Q(0). Si A(1,0,...,0" %) es libre de
cuadrado, entonces {1,0,...,0" 1} es una base entera de O.

Demostracién. Por hipétesis A(1,6,...,0" 1) es libre de cuadrado y como
A(1,0,...,0" 1) =ind?(A)dk, necesariamente se cumple que ind(d) = 1. O

Proposicién 3.1.1. [12, Ejemplo 4.3.1] Supongamos que el polinomio mini-
mo de 0 es Fisenstein con respecto del primo p, entonces p tind(f).

Demostracion. La demostracién de esta proposicion se encuentra en la refe-
rencia citada. O

El siguiente teorema es un resultado clasico en teoria de nimeros y en oca-
siones resulta ttil en la construccion de bases enteras.
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Teorema 3.1.2. [1, Teorema 7.1.14] Si K es un campo numérico, entonces
dk =001 (méd 4).

Demostracion. Este resultado lo podemos encontrar en la referencia mencio-
nada. O

De aqui en adelante vamos a considerar un campo numérico K de grado
n > 3 sobre Q tal que K = Q(0), con 0 € Ok vy, para simplificar notacion,
escribiremos A(f) para referirnos a A(1,6,...,0"1).

Para todo a € Ok existen ag,...,a,_1 € Q tales que
a=ay+af+---+ an_19”*1.

Siie {0,1,...,n—1} es tal que a; # 0y a;4; = 0 para todo j > 1, entonces
a=ay+af+---+ a0 es llamado entero de grado i en 6.

Vamos a mostrar que los denominadores de los a; son acotados. Por ejemplo,
si {1,0,...,0" 1} es una base de potencias, entonces los denominadores son
iguales a 1.

Teorema 3.1.3. [1, Teorema 7.2.1] Si K es un campo numérico de grado
nywi,...,w, € Og son tales que A(ws,...,wy) # 0, entonces para todo
a € Ok existen unicos enteros racionales x1, ..., x, tales que

n
azz#w.
st Alwy, ... wy) 7

Y
Awy, ... 7wn)|x]2-, j=1,2,...,n.
Demostracion. Como A(wy,...,w,) # 0, entonces {wy,...,w,} forma una
Q-base para K. Ademas, por la Observacion 2.3.1, A(ws,...,w,) € Z.
Por lo que, existen unicos y1,...,y, € Q tales que
n
a= Zijj. (3.1)
=1

Sean o1, ...,0, las n Q-inmersiones de K en una cerradura normal. Si apli-

camos los n monomorfismos a la Ecuaciéon 3.1 obtenemos un sistema de n
ecuaciones lineales en las indeterminadas v;, el cual es el siguiente

or(a) :Zyjar(wj), r=1,...,n. (3.2)
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Aplicando la regla de Cramer al Sistema 3.2 y elevando al cuadrado obtene-
mos que
2
or(wi) -+ oi(wj—1) o) oi(wipr) oo oulwn)
yJZA(wl, CeWp) =
on(w1) o on(wj-1) onl(@) on(wjr1) -+ onlwn)
La parte de la derecha, en la igualada anterior, es un entero algebraico para
j=1,...,ny, como yJQ-A(wl, ..., wyp) € Q, entonces yJQ-A(wl, ., wy) € Z.

e
Pongamos y; = -2, donde 7; € Z, s; € Ny med(rj, s;) = 1. De esto
Sj

2
r
—;A(wl,...,wn)EZ, j=1,...,n.
S*
J
Como med(rj, sj) = 1, tenemos que 33|A(w1, ...,wp) para j=1,...,n.
Sean z; = y;A(w1,...,wp) = QA(wl,...,wn) €Z,conj=1,...,n.
5.

Entonces, de la Ecuacion 3.1, obtenemos

n
azz#w.
st Alwy, ... wy)

Dado que 5]2-|A(w1, ..., Wwp), concluimos que
A(wl,...,wn)|x§, j=1,2,...,n.

La unicidad de los x; se debe a que estan univocamente determinados por
los y;, los cuales son 1inicos. O

Teorema 3.1.4. [1, Teorema 7.2.2] Si o € Ok, entonces existen unicos

. r
racionales —~, con med(rj, s;) =1 y s; > 0 tales que

Py

j

- r

a = Jgi—1
5
j=1"7

1< s; < |AD)], 2IA®D).



CAPITULO 3. BASES ENTERAS 52

Demostracion. Dado que 0 € O, tenemos que A(f) € Z. Ademés, como 0
es un elemento primitivo, entonces A(6) # 0.
Luego, por el Teorema 3.1.3, existen Uinicos enteros racionales x1, ..., z, tales

que
- Lj pj—1
— 0
=2 A6)
7j=1

y

A(9)|x?, j=1,...,n
Para j =1,...,n definamos

L slAO) A0
7 med(z, A(6)) med(z;, A(6))

Observemos que med(r;, sj)=1, s; > 0,

T T T
A QIE Jpi-1

s;  A(0) S;
y
ERING)

También, para j = 1,...,n tenemos

ﬁA(e) Y ey

S A(0)
y, como med(rj, 55)=1, entonces s5|A(6). O
Para cada ¢ =10,1,...,n — 1, definamos el conjunto

S; = {a; € Qlag + a1 + - - - + ;6" € O, para algunos ag, a; . ..,a;_1 € Q}.

Observemos que Sy = Zy Z C S; parai = 1,...,n — 1. Ademas, por el
Teorema 3.1.4, sabemos que los denominadores de los elementos en .S; son
acotados. Por tanto, S; tiene un elemento a; positivo el cual es minimo. Por
ejemplo afy = 1, pues Sy = Z.

Siguiendo con la notacién anterior, obtenemos la siguiente definicion.
Definicién 3.1.2. Todo entero algebraico o de K que es de la forma
a=ag+al+ - +a;_10"" + a0,

donde ag,aq,...,a;_1 € Q, es llamado un minimo entero de grado i en 0.
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Teorema 3.1.5. [1, Teorema 7.2.3] Con la notacion anterior, S; = a}Z.

Demostracion. Como a; € S;, entonces a;Z C S;.
Mostremos la otra inclusion. Para esto sean a € S; y m el menor entero
positivo tal que ma € Z y a;m € N. Por el algoritmo de la divisién, existen
q,r € Z tales que

ma=amqg+r, 0<r<a;m.

Ahora, como a, a’ € S;, existen by, b1,...bi—1,co,c1,...,ci—1 € Q tales que

bo+b10+ -+ b1 +ab € Ok

co+clf+---+ Ci_leiil + af&l € Ok.

Haciendo algunos calculos utilizando las dos ecuaciones anteriores tenemos
(bo — ch) + (bl — QC1)¢9 + - (bifl - qcz-,l)@i_l + (a — qaf)&i € Ok,

y esto implica que a —qa; € S;. Por otro lado, como ma = a;mq+r, tenemos
r

,
que — =a —a;q, con 0 < — < af. Lo cual contradice la eleccién de a. Asi
m
r
= 0y a = a;q, como se queria. O
Teorema 3.1.6. [1, Teorema 7.2.4] Parai=0,1,...,n—1, se cumple que
1
a; = —,
7 dz

con d; algun entero positivo.

Demostracion. En la demostracién de este teorema se argumenta por in-
duccion y se hace uso del Teorema 3.1.5. Los detalles de la prueba pueden
encontrarse en la referencia dada, sin embargo es importante mencionar que
en el proceso de la demostracién se obtiene que a;_; € S;. O

Teorema 3.1.7. [1, Teorema 7.2.5] Parai=1,...,n—1

di—l’di-
Demostracion. En el Teorema 3.1.6 se demuestra que a;_; € S;. Dado que
1
Si = afZ, entonces existe m € Z tal que a;_; = ma;. Como a; | = Ty
i—1

a; = T para algunos d;_1 y d; enteros positivos, se sigue que d; = d;_1m. [J
(]
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Teorema 3.1.8. [1, Teorema 7.2.6] Si o es un entero algebraico de grado i
en 6, entonces existen ag, aq,...,a; € Z tales que

ap + a0+ -+ ai_10’_1 + a;0"

d; '
En particular, si a es un minimo entero de grado v en 6, entonces existen
ag, a1, -..,0;—1 € Z tales que

ap+arf + -+ a; 16071 + 6

d;
Demostracion. Argumentemos usando induccién sobre ¢ € {0,1,...,n — 1}.
Sea a un entero de grado 0 en 6. Entonces a = a¢9 € Z. Como dy = 1,

entonces o = 3—3 y el enunciado es cierto para ¢ = 0. Supongamos que el
resultado se cumple para todos lo enteros de grado hasta 7 — 1 en #, donde
j€{1,2,...,n—1}. Sea a un entero de grado j en . De los Teoremas 3.1.5
y 3.1.6 tenemos que existen 79,71,...,7j—1 € Q y a; € Z tales que

. a:; .
a=ro+7r10+- - +r 16077+ d—”eﬂ.
J
Sea [ un minimo entero de grado 7 — 1 en #. Por hipdtesis de induccién,
existen sg, 51,...,5j—2 € Z tales que

so+ 810+ -+ 5500972+ 771

8=

dj,1
Como d;_1|d;, entonces
j—1
d; d;r; — ajs;—1
T a;0B = ro + AL
dj—1 djir =~ = dja

es un entero algebraico de grado j—1 en 6. Por hipotesis de induccién, existen
Co,C1,--.,Cj—1 € Z tales que

Jj—1 Jj—1

ro + Z djri — ajsi- A Ll - Z dCl‘el.
-1

dj-1 =1 dj-1 1=0

Igualando coeficientes tenemos

) c+ajs;—1
o=, N=——"7FT——

[=1,2,...,5—1
d] d] ) » < a] )
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como se queria. O

El siguiente resultado es importante para el desarrollo de este trabajo ya que,
como hemos mencionado antes, mostraremos ejemplos de bases enteras usan-
do el concepto de minimos enteros y algunos discriminantes de subcampos
del campo a considerar.

Teorema 3.1.9. [1, Teorema 7.2.7] Parai =0,1,...,n—1 sea a; un minimo
entero de grado i en 0. Entonces {ag,aq,...,an—1} €s una base entera para
K.

Demostracion. Primero observemos que cualquier base entera para K de-
be tener al menos un elemento de la forma ag + @10 + - -+ + a,_16""! con
ag, a1, ..., 0an—1 € Qv a,_1 # 0, de lo contrario dicha base no podria repre-
sentar al elemento "~ !. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
an—1 > 0 ya que, si es necesario, lo podemos cambiar por su negativo.
Ahora, sea {wi,...,wy,} una base entera para K con

Wp = ag+a1f + -+ ap_10""

donde a,,—1 > 0 y minimo.
Sea i € {1,2,...,n — 1}, entonces

wi = bo+b10 + -+ + bp_10""1, bo, by, .., by1 € Q.

Reemplazando a w; por su negativo, si es necesesario, podemos suponer que
0 < b,_1. Sea m el unico entero no negativo tal que
bn—l bn—l

—1l<m< .
Ap—1 Ap—1

Efectuando algunos calculos llegamos a
0< bn—l — Map—1 < Ap—1.

Si by,—1 — ma,—1 # 0, pongamos w; = w; — mwy. Consideremos al con-
junto {w1,...,wi—1,w), wit1,...,wy} €l cual también forma una base en-
tera para K, sin embargo, esto contradice la minimalidad de a,_1. Asi,
bn—1 — may_1 = 0, es decir, b,_1 es un multiplo entero de a,_1. Por tan-
to, existen mq,...,my_1 € Z tales que w} =w; —mjw, conj=1,...,n—1
son enteros de grado a lo mds n — 2 en 0. Més atn, {w],...,w/,_1,w,} es
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una base entera para K. Consideremos todas las bases enteras de la for-
ma {wi,...,wp—1,w,} de tal forma que wy,...,w,—1 son enteros de grado
a lo mds n — 2 en 0, elijamos una donde el coeficiente de #"~2 es positi-
vo y minimo y continuemos la construccion hasta obtener una base entera
{ap,1,...,an_1}, donde cada «; es de grado i en . Mostremos ahora que
cada a; es minimo entero de grado i. Para esto, debido a que

1

o= ait’, a; €Q,

§=0
tenemos
ox = A(ag, i, ..., an—1) = (agoa11 - - an—1n—1)>A(0).
Ahora, para i =0,1,...,n — 1 sea §; un minimo entero de grado 7. De esto

A(Bo, ., Bn-1) = (agai -+~ an_1)*A(0).
Como |0k | < |A(Bo, - -, Bn-1)|, entonces

*

Xk
apod11 *** Ap—1n—1 < Qpaq - @

n—1
y por tanto
apo . a11 o Gp—1n—1 <1
ag  aj Uy
Finalmente, como a; € S; para 1=0,1,. — 1, tenemos que a;; = a;m;,
con m; € Z. De esto, cada — es un entero posmvo por lo que a;; = a;. U

P
El siguiente teorema nos brinda informacion sobre los d;, la cual serd de gran
utilidad para construir ejemplos de bases enteras.

Teorema 3.1.10. [1, Teorema 7.2.8] Parai=0,1,...,n—1 sea

a0 + a0+ -+ aii_lei_l + 6
Q; = d. )
(A

Con a0, ---,05-1 € Z, un minimo entero de grado i en 0, de modo que
ag = dop = 1. Entonces
dodl tee dn,1 = 1nd(«9)

AWG), i =01, n— L
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Demostracion. Ya mostramos que {«ag, aq,...,a,—1} es una base entera para
K. Por tanto 5[( = A(Oé(), aq,... ,Oén_1>.
Como A(6) = ind?(0)dx y A(0) = (dody - - - dn_1)?>A(ap, 1, ..., 1) , en-
tonces

A(6) ind?(6)d g

O = A ce,0p) = - '
K (0, a1, ..., an-1) (dody -+ -dp—1)?  (dody -+ dp—1)>

Dado que dy,ds, .. .,d,—1 e ind(f) son entero positivos, tenemos que
d0d1 cee dn—l = 1nd(9)
También
A(0)
(dody - - - dyp—1)

5 = 0K € Z,
lo que implica
(dody - - - dn—1)?|A(6),
y, como d;_1|d;, entonces d?(n_i)|A(9). O

Definiciéon 3.1.3. Al proceso de encontrar una base de elementos que son
como en el Teorema 3.1.9 le llamaremos método de minimos enteros.

3.2. Bases enteras de extensiones radicales

Recordemos que uno de nuestros objetivos es poder construir bases enteras en
extensiones radicales. Nosotros encontramos en el Teorema 2.3.2 y la Propo-
sicién 2.3.4, pagina 38, algunas condiciones que nos ayudan en gran medida
a lograr este objetivo.

Comenzaremos con los resultados que nos fueron dando ideas para llegar al
Teorema 3.2.1, el cual es el mas importante de esta seccion.

Definicién 3.2.1. Una extension F/K se dice:
(i) radical si existe « € F F = K(«a) y o™ € K para algin n > 1,

(1) radical repetida si existe una secesion de campos K C K1 C -+ C K, =
F, tales que K;/K;—1 es radical para todo i =1,...,r.

El término de extension radical, lo usaremos indistintamente para referirnos
a una extensiéon radical o radical repetida.
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Proposicién 3.2.1. Parai=1,...,r, sean K; = Q(\/a;), con a; enteros y
libres de cuadrado. Simed(a;,a;) =1, parai # j, ya; =2 03 (mdd 4), para
a lo mds un i, entonces med(dg,, 0;) = 1.

Demostracion. Recordemos que el discriminante en extensiones de la forma
Q(Vd)es:d,sid=1 (méd 4) o04d,sid=203 (méd 4).

Para demostrar la proposiciéon argumentemos por contradiccion, es decir,
supongamos que a; =2 0 3 (méd 4) y a; =2 03 (mdd 4) con i # j. Como

K; y Kj tienen discriminantes dx, = 4a; y 0k, = 4a;, respectivamente,
entonces med(dg,, 0k;) # 1. Asi, si a; =2 0 3 (méd 4) para a lo mds un 7, y
el resultado se tiene ya que med(a;, aj) = 1 cuando ¢ # j. O
Proposicién 3.2.2. Parai=1,...,r, sean K; como el la Proposicion 3.2.1.

St K = Ki---K,, entonces K satisface las hipotesis del Corolario 2.3.1
(pdgina 39) y una base entera para K es producto de bases enteras de sus
subcampos K;.

Demostracion. El resultado se tiene ya que los discrimininates de cada K;
son primos relativos a pares. 0]

Proposicién 3.2.3. Sean m y d enteros, K1 = Q(Ym), Koy = Q(\/d),
K = K1Ks, 0r,y 0K, los discriminantes de Ky y Ka, respectivamente. Adi-
cionalmente, supongamos que 31 d y med(m,d) = 1. Si alguna de las condi-
CLOmes

(a) d=1 (méd 4),
(b) d=2 03 (méd 4) y24m,

se cumple, entonces med(dk,,0k,) = 1 y una base entera para K se obtiene
mediante el producto de una base entera de K1 con una base entera de Ks.

Demostracion. Sea m = ab®, con a y b enteros, primos relativos y libres de
cuadrado. En [1, Teorema 7.3.2] encontramos que

5o —27a%b?, si m?#1 (méd 9),
F —3a?b?, si m=+1 (méd9).

Por otro lado, en [3, pdgina 47] podemos encontrar que el discriminante de
K5 es

S — 4d, si d=203 (mébd4),
270 a si d=1 (mod 4).
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Supongamos que d = 1 (mdd 4), entonces dg, = d. Como 3 1 d y med(m,d) =
1 tenemos que med(dk,,0k,) = 1. Ahora, sid =203 (méd 4) y 2t m de
igual manera, por las hipdtesis sobre d y m tenemos que med(dg,,dk,) = 1.
Por tanto K satisface las condiciones del Teorema 2.3.2 y una base entera
para K es formada por el producto de una base entera de K7 y otra de Ks. [

Proposicién 3.2.4. Para cada i@ = 1,...,r, si K; = Q(/a;), con p un
primo impar y a; un entero libre de cuadrado tal que p 1 a;, entonces los
discriminantes de cada K; no son primos relativos a pares.

Demostracion. Por las Proposiciones 2.3.3 y 2.3.4, pagina 39, para todo i =
1,...,r tenemos que p|dg, , entonces plmed(dk,, ..., 0k, ). O

Las Proposiciones 3.2.2, 3.2.3 y 3.2.4 nos permiten notar que, bajo ciertas
condiciones, podemos obtener un resultado mas general, es decir, para ex-
tensiones de la forma K = Q( Y/a1,..., Y/a,). Para esto, introduciremos
la siguiente definicién con el fin de dar condiciones sobre los discriminan-
tes de los subcampos de K de la forma Q( {/a;), para asi poder aplicar el
Corolario 2.3.1.

Definicién 3.2.2. Sean n un entero positivo y a un entero libre de cuadrado
tales que med(a,n) = 1. Diremos que la pareja (a,n) es

» semi-impar sin =1 (méd 2) 6n=2 (méd 4) y a=1 (méd 4).
» semi-par sin =0 (méd 4) 6 n=2 (méd 4) y a =3 (mdd 4).

Lema 3.2.1. Sea K = Q(+/a) con a entero libre de cuadrado. Simed(a,n) =
1 yn=2%¢"---q¢, entonces

K= (_1)(Z)an—1q<111 gy si (a,m) es semi — impar,
(—1)(Z>af7“_12(’“0q‘f1 ceq%, si(a,n) es semi — par.
Donde 1 < a; <e;, parai=0,1,...,r.

Demostracion. Pongamos 6 = y/a y mostremos primero que a® 6. De la
ecuacion

A(0) = (=1)Enmam 1 = ind?(0)5x (3.3)

y, dado que el polinomio irreducible de 6 es Eisenstein para cada divisor
primo de a, tenemos, por la Proposicién 3.1.1, pagina 49, que a { ind(#), lo
que implica a™!|g.
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También, observemos que para cada divisor primo de n, Q(y/a) C K, con

qe€{2,q1,...,qr}

Supongamos primero que ¢ es impar y mostremos que ¢|dx para todo ¢ €
{¢1,...,q-}. Por las Proposiciones 2.3.3 y 2.3.4, pagina 39, tenemos que el
discriminante de Q(+/a) es

()@grar=l, sial# 1 (méd ¢?),
(—1)Bg=2q91 siq =1 (méd ¢?),

con 2j < ¢. En cualquer caso q|dg g5y ¥ como dg( 9z)|0r, entonces g|dx para
cada ¢ € {q1, .-, ¢}

Hasta aqui, hemos mostrado que a® ¢ ---¢% |0k, con 1 < a; < ¢; para
¢t =1,...,7. Ademsés si (_1)(’;) = —1, de la Ecuacién 3.3, necesariamente

0 < 0.

Supongamos que (a,n) es semir-impar y estudiemos cada subcaso. Sin = 1
(mdéd 2) notemos que, si 2|a, entonces 2|0x. En caso de que n = 2 (mdd 4)
y a =1 (méd 4), entonces dg(, /5 € K, sin embargo, como a =1 (méd 4) y
dx = a, tenemos que 2 { dg.

Ahora, si (a,n) es semir-par, de nuevo, veamos qué sucede en cada caso.
Cuandon =2 (mdd 4) y a =3 (mdd 4), la situacién es similar a la anterior,
la diferencia es que dg(,/q) = 4a y por tanto 2|0k . Por ultimo, si n = 0
(méd 4), entonces Q(v/a) C K y en [6] encontramos que 2\(5@( Yy implicando
que 2|0x. O

Lema 3.2.2. Sean a y b enteros libres de cuadrado, n y m naturales tales
que el mdzimo comin divisor a pares es 1 excepto med(n,m) < 2. Sean

m

K = Q(v/a) y Ko = Q(Vb). Si a lo mds una de las parejas (a,n) ¢ (b, m)

es semi-par, entonces med(dg,,0r,) = 1.

Demostracion. Si (a,n) y (b,n) son semi-pares, entonces 2|0k, v 2|0k,, en
consecuencia med(dg,,0k,) # 1. Ahora, notemos que, por las hipétesis so-
bre a,b,n y m, este es el tnico caso donde 2 divide a los discriminantes de
Ky v K5, ademas es el tinico posible factor primo que puede dividir a am-
bos. Asi, si a lo més una de las parejas (a,n) o (b,m) es semi-par, entonces
mcd(5K1,5K2) = 1. O

Teorema 3.2.1. Sean a,b,n y m como en el Lema 3.2.2, K1 = Q(v/a) y
Ky = Q(Vb). Si las parejas (a,n) y (b,m) satisfacen las hipdtesis del Le-
ma 3.2.2, entonces una base entera para K = K1 K es de la forma {a;;}icr jer,
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con {a;}icr Y{Bj}jes bases de Ky y Ky, respectivamente, donde I = {1,...,n}
yJ={1,...,m}.

Demostracion. Como Kq y Ko satisfacen las hipétesis del Teorema 2.3.2,
pagina 38, el resultado se sigue. 0

Corolario 3.2.1. Parai=1,...,r, sean a; y n; enteros tales que a; es libre
de cuadrado, el mazimo comin divisor a pares es 1 excepto med(n;, n;) < 2,
cuando i # j, y K; = Q( Ya;). Si a lo mds una de las parejas (a;,n;) es
semi-par, entonces med(dg,, ;) = 1 para cada i # j.

Demostracion. El resultado se sigue usando el mismo argumento del Le-
ma 3.2.2. 0

n;

Corolario 3.2.2. Para i = 1,...,7, sean a;, n;, K; = Q( Ya;) y (a;,n;)
como en el Corolario 3.2.1. Entonces una base entera para K = K --- K,
puede ser obtenida del producto de bases enteras de cada K;.

Demostracion. Por el Corolario 3.2.1 tenemos que K satisface las hipotesis
del Corolario 2.3.1, pagina 39, y el resultado se sigue. 0

Por el Teorema 2.3.4, pagina 39, sabemos exactamente cuando el anillo de
enteros de K = Q(+/a) es Z[y/a], bajo ciertas hipdtesis sobre a y p. Por
otro lado, si consideramos campos de la forma L = Q(+/a), con n libre de
cuadrado, entonces para cada divisor primo de n encontramos que L contiene
campos como K. En el siguiente resultado damos ciertas condiciones para que
el campo L, con n = pq, tenga una base de potencias.

Teorema 3.2.2. Sean p y q primos distintos, a entero libre de cuadrado
tal que pgtay K = Q(X/a). Sia?t £ 1 (méd ¢%) y a1 # 1 (mdd p?),
entonces K tiene una base de potencias.

Demostracién. Pongamos 6 = {/a, entonces
A(B) = (=) (gp)Pa® " = ind?(6)dc.

Vamos a mostrar que ind(f#) = 1. Para esto, sean K1 = Q(v/a) y Ky =
Q(y/a) subcampos de K. Por las Proposiciones 2.3.3 y 2.3.4, pdgina 39,
0K, = (—1)(g)qqaq_1 y 0k, = (—1)(g)ppap_1. De la Proposicion 2.3.1, pagina
38, tenemos que 5%1 |0k y 5‘}(2 |0k, lo que implica que (gp)?|dk. Luego, como
f(z) = 2% — a es el irreducible de 0 y éste es Eisenstein para cada divisor
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primo de a, entonces, por la Proposicién 3.1.1, pagina 49, a 1 ind(f), por lo
que a®? 1|5, Asi, ind(0) = 1y {1,0,6%, ...,0P9"1} es una base entera para
K. O

Corolario 3.2.3. Sean n = py---p,, con p; primos distintos, a entero libre
de cuadrado y K = Q(+/a). Si med(a,n) = 1 y a1 # 1 (méd ¢?), para
1=1,...,r, entonces K es monogénico.

Demostracion. El resultado se sigue del Teorema 3.2.2 y usando induccion
sobre 7. 0J



CAPITULO 4

Ejemplos

En la primera parte vamos a considerar ejemplos usando minimos enteros.
Para esto observemos que si A(6) tiene muchos factores primos a potencias
altas, las posibilidades para los d; aumentan y los calculos resultan més com-
plicados, sin embargo, si conocemos algunos divisores del discriminante de K,
estas posibilidades disminuyen. Asi, mediante los ejemplos que proponemos,
mostraremos una mejora del método de minimos enteros y compararemos las
bases que obtenemos con las que SageMath muestra.

Por 1ltimo presentaremos un ejemplo utilizando el Torema 3.2.1, pagina 60,
y lo compararemos también con el que SageMath propone.

Consideremos p un primo impar tal que ¢ = 2p — 1 no es un cuadrado y
1 — 4p? es libre de cuadrado. Sean @ rafz del polinomio f(r) = z* + 2% + p?,
K =Q() y L=Q(y/1—4p?). En [2] encontramos que f(x) es irreducible,
por la condicién sobre q.

Mediante el método de minimos enteros, encontraremos una base entera de
K. Para esto, calculamos el discriminante de 6 y obtuvimos:

A(0) = 2*(1 — 4p*)?p? = ind?(0)d. (4.1)

Por el Teorema 3.1.10, pagina 56, se cumple que df(n_i)m(ﬁ) para todo i =
0,1,2,3, y la igualdad: ind(0) = dyddads.

Ya sabemos que dy = 1, asi que procedamos a encontrar las posibilidades para
los otros d;. Como d$|A(6), necesariamente d; = 1. Ahora d3|A(6), por lo
que dy es: 1 o 2. Por tltimo, d3|A(6) asf que, en principio, ds es: 1,2,22 p,1—
4p2,2p, 2(1 — 4p?), 4p, 4(1 — 4p?), p(1 — 4p?), 2p(1 — 4p?) o 4p(1 — 4p?). Para

63
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d3 resultaron muchas posibilidades y recordemos que para cada i, estamos
ap+ a1+ +a; 1607+ 6

buscando a = y € Ok, con d; maximo.

i
Por otro lado, como L es un subcampo de K y [K : L] = 2, entonces 02 |k,
ademas se cumple la congruencia 1 — 4p? = 1 (mdéd 4), lo que implica que

81, = 1 — 4p®. De lo anterior y por la Ecuacién 4.1, obtenemos que el factor
(1 — 4p?)? no divide al fndice de 6, asf que en las posibilidades para ds
descartamos a aquellas en donde aparece 1 — 4p?.

Con lo que obtuvimos anteriormente busquemos un minimo entero de grado
1 para cada ¢ = 0,1,2,3. Como dy = d; = 1, entonces 1 y € son minimos
enteros de grado 0 y 1, respectivamente. Prosigamos con ds, si do = 2, veamos

L ag + a0 + 62 ) .
si existe a € Ok tal que a = DT De ser asi, o debe satisfacer

un polinomio moénico con coeficientes enteros y, haciendo algunos calculos en
SageMath, encontramos que las expresiones de los coeficientes del polinomio
que « satisface son complicadas de tratar, es por eso que hicimos algunos
casos particulares poniendo p = 3,7,11, 17, y encontramos que si ag = a1 = 1,
entonces o € Q. De lo anterior, si ponemos ag = a; = 1 y consideramos a
p como en las hipdtesis, mediante el uso de SageMath, encontramos que « es
solucion de la ecuacion

p+12 p2—1 p4—2p2+1
=0.
y Ut T 16

Se verifica sin dificultad que cada coeficiente de la ecuaciéon anterior es entero.

1+60+62
Consecuentemente do =2 y Rl es un minimo entero de grado 2.

x4x+

Finalmente, dado que ds|ds y por la relacién entre el indice y los d;, tenemos

que 2|ds y las posibilidades restantes para ds son 2 o 2p. Para encontrar

un minimo entero de grado 3, hicimos algunos casos particulares tomando
- 0 + po* + 67

p = 3,7,11, y esto nos permitié encontrar que o = T € Ok, ya

que « satisface la ecuacién

p*+1 2 pP—1 pt—2p?+1

=0
i N A S 5 1 T 16 ,
y se verifica que cada coeficiente del polinomio anterior es entero, lo que
0+ po% + 03

implica que un minimo entero de grado 3 es 5
P

Con lo hecho anteriormente y por el Teorema 3.1.9, pagina 55, obtenemos el

siguiente resultado para K.
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Teorema 4.0.1. Sean p un primo impar tal que 2p — 1 no es un cuadrado
y 1 —4p? es libre de cuadrado y 6 raiz del polinomio f(z) = 2* + 22 + p2. Si
K = Q(0), entonces una base entera para K es

Lo 1+60+6% 0+pb?+ 03
) ) 2 ) 2p *

Demostracion. El resultado se sigue de la discusién anterior. O

Ejemplo 4.0.1. Sean f(z) = v*+22+9 y § unarafz de f(z). Como 2-:3—1 =5
no es un cuadrado y 1 —4-p = —35 es libre de cuadrado, por el Teorema 4.0.1,
si K = Q(#), entonces una base entera para K es

2 2 3
A:{1,0,1+9+9 0+30°+6 }

2 ’ 6

Ahora, SageMath cuenta con una funcién que calcula bases enteras y, para el
mismo ejemplo, la base que SAGE propone es

3 2 3
B—{“;Q ,“396 6 ,92,93}.

Haciendo algunos cédlculos, obtenemos que la matriz que cambia la base B a
la base A esta dada por

2 0 1 0
0 6 3 1
0 -3 -1 0|’
-1 -1 -1 0

la cual tiene determinante 1.

También preguntamos a SageMath sobre el nimero de clase de este campo y
resulta que es 1. Asi que para este caso O es un dominio de ideales principales
y por tanto es de factorizacién tnica.

Apliquemos una vez méas el “método de minimos enteros mejorado” para
construir una base entera de K = Q(f), donde 6 es raiz del polinomio irre-
ducible f(z) = z* + pz? + p y p es un primo impar tal que p — 4 es libre de
cuadrado. Si L = Q(1/p? — 4p), entonces L C K y, haciendo unos célculos,
obtenemos:

AB) = 2 (p — 4)*p® = ind?(0)k. (4.2)



CAPITULO 4. EJEMPLOS 66

Comencemos por determinar las posibilidades para cada d;. De nuevo, re-
cordemos que del Teorema 3.1.10 tenemos que df(nﬂ)\A(Q) y la igualdad:
1nd(0) = dodldeg.

Como dy = 1, prosigamos con dj. Para éste, dado que d$|A(f) y por la
Ecuacion 4.2, tenemos que d; = 1. Ahora, encontramos que dy puede ser: 1
0 2 ya que d3|A(6). Por tltimo, como d3|A(f), las posibilidades para ds son:
1,2,4,p,p —4,2p,4p,2(p — 4),4(p — 4), p(p — 4),2p(p — 4) 0 4p(p — 4).
Luego, como f(x) es p-Eisenstein, entonces por la Proposicién 3.1.1, pagina
49, p tind(f) y en consecuencia p®|d.

Por otro lado, 67, = p>—4p, ya que p>—4p = p> = 1 (méd 4). Asi, (p?—4p)?|dx
y el factor p3(p — 4) no divide al indice de 8, por lo que en las posibilidadess
para d3 descartamos a aquellas que son divididas por py (p — 4).

Hasta aqui, hemos obtenido que 1 y 6 son minimos enteros de grado 0 y 1,
respectivamente. También que las posibilidades para dy son: 1 o 2, y las de
dz son: 1, 2 0 4.

Veamos si dy = 2. De ser asi existe un elemento a € Og tal que a =
ao + a6 + 62

2
tisface la ecuaciéon x* + Az® + Bz? + Cx + D = 0, donde

. Haciendo célculos, usando SageMath, encontramos que « sa-

= —26L0 + p,

1
B = Z[Gag + (a} — 6ap + 2+ p)p),

1
= —Z[Qag + (ap — 1)])2 + ((ap — 2)@% — 3a3 + 2a0)p],

1
g0 + (a + af = 2a0 + 1)p* + (a1 — 2a5 + (a5 — dap)aq + 2a5)p).

De B, si tomamos congruencia médulo 2 en el numerador, tenemos que aq
debe ser impar y, si tomamos congruencia modulo 4 de nuevo en el numerador
de B, obtenemos:

6ag + (a} — 6ag +2 +p)p = 2a3 +p+2app +2p+1  (méd 4).
Ahora, si p=1 (mdd 4), de la congruencia anterior tenemos que se cumple:
202 4+ 1+ 2app+2 +1 =242 +2a9 =0 (méd 4).

Sin embargo, si p = 3 (mdd 4), entonces

203+ p+2a0p+2p+1 = 203 +3+2a0+24+1 = 2a3 +2ap+2 # 0 (méd 4),
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es decir, para este caso, do = 1.

Supongamos primero que p = 1 (méd 4). Después haremos el caso cuando
p =3 (mdbd 4).

Si ag = a; = 1, entonces « es soluciéon de la ecuacion

4+ (p—2)2° +

3 2
p°—=3p+6 5 p—1 p —2p+1
1 r°+ 5 T+ 6 = 0.

Como p = 1 (mdd 4), se verifica sin dificultad que cada coeficiente de la

., . . 14+6+062 ..
ecuacion anterior es entero. Por consiguiente, do = 2 y — s es mini-

mo entero de grado 2. Ademds, como ds|d3 entonces d3 = 2 y existe a =

ap + a10 + ax6* + 63
0+ @b+ asb” + € Ok el cual es un minimo entero de grado 3. Ponien-

do ag =0, a; =1y as = 2, encontramos que « satisface la ecuacion

S —4p?+7 2-3p+2 2 _op+1
p Z+px2+(p f+)px+(p 1g+)p20‘

z* + pr® +

De igual manera, se verifica sin dificultad que cada coeficiente de la ecua-

cién anterior es entero. En consecuencia, un minimo entero de grado 3 es
0+6%+06°

Ahora, supongamos que p = 3 (mdéd 4). Anteriormente obtuvimos que dy =
1. Como las posibilidades para d3 son 1, 2 0 22. Veamos si existe o € O tal
ap + a10 + as6? + 6°

4
que o debe satisfacer la ecuaciéon x* + Az® + B2? + Cx + D = 0, donde

. Mediante el uso de SageMath, encontramos

que o =

Ao GeP— 26%0,
2
B = %[(a% —2ay — 3)p* + p* + 6ad + (af — 6agaz + 2a3 + 4a1)pl,
C= —3%[(@0 — ag)p® + 2a3 + (apa3 — a3 — 2apay + 2(ay + 1)as — 3ag)p?
+ (aga? + 2apa3 + 4agay — (3a2 + 2a?)as)pl,
D = ! [ag + (a2 + a3 — 2apag + a3 — 2a1 + 1)p° — (2a0a3 — a3 + 2a3ay

T 256
+ 2a‘i’ — (a% + a% — 4a1)a% + 3ag — 2a% — 4(apay + ao)ag)pz + (aga% + ot‘l1

+ 2a2a3 + 4ada; — 2as(ad + 2a0a?))p].
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De A, tenemos que ag debe ser par. Ademas, si tomamos congruencia médulo
2 en el numerador de B, encontramos que a; también debe ser par. Asimismo
y por la informacién que hemos obtenido sobre a; y a9 se verifica sin dificultad
que, si en el numerador de B tomamos congruencia médulo 4, ag es par.
Luego, del numerador de D, como deseamos que 256 lo divida, en particular
el 2 lo debe dividir y, al tomar congruencia médulo 2 en el numerador de D,
obtenemos que éste es impar. Consecuentemente ds # 4 y las posibilidades
restantes para ds son 1 o 2. Andlogamente se muestra que d3 # 2, lo que
implica que d3 = 1 y, para este caso, K tiene una base de potencias.

De la discusion anterior hemos obtenido el siguiente resultado.

Teorema 4.0.2. Sean p un primo impar y 0 raiz de f(x) = o* + pr? +p. Si
p —4 es libre de cuadrado y K = Q(0), entonces una base entera para K es

{1,0,6%,60%}, sip=3 (mdd 4),

2 2, p3
{1,9,1+92+9 ,9+82+9 }, sip=1 (mébd 4).

Demostracion. El resultado se sigue de la discusién anterior. O

Ejemplo 4.0.2. Sean f(r) = 2*+ 722+ 7y 0 una raiz de f(z). Debido a que
7—4 = 3 es libre de cuadrado, entonces K = Q(f) es como en el Teorema 4.0.2
y tiene una base de potencias, ya que 7 =3 (mod 4).

Comparamos con SageMath y, como era de esperarse, él propone la misma
base que nosotros. Ademas calculé que el nimero de clase es 4 y mas aun,
dice que su grupo de clase es ciclico.

Ejemplo 4.0.3. Consideremos al polinomio f(z) = 2*+1722+17 y f una raiz
de f(z). De nuevo, si K = Q(0), tenemos que K es como en el Teorema 4.0.2
y una base entera para K estd dada por

2 2 3
A:{1’971+6’2+9 79+92+0 }

pues 17 = 1 (mdéd 4). Por otro lado, la base entera que SageMath propone
para este ejemplo es

3 2 3
B:{lze ’0+92+0 ’02’93}’
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y la matriz que cambia la base B a la base A es

2 0 1 0
0 2 1 1
0 -1 0 0}
-1 -1 -1 0

la cual tiene determinante 1.
En este caso, con SageMath encontramos que el nimero de clase es 8 y que
su grupo de clase es Cy x Cs.

En [17] encontramos la construccién de una base entera para campos de la
forma Q(y/n,v/m), para n y m enteros libres de cuadrado, sin embargo, en
el ejemplo que presentamos a continuacion, nosotros utilizamos el método
de minimos enteros y el hecho de que conocemos los discriminantes de los
subcampos Q(/n) y Q(y/m). Es importante mencionar que no presentamos
un resultado més general como lo hacen en [17] ya que, por el método que
utilizamos, obtendriamos un factor de la forma (m — n)? y, como m y n son
enteros arbitrarios, no tenemos control de sus divisores primos. Sin embar-
go, recordemos que nuestro proposito principal en este tipo de ejemplos es
mostrar una mejora del método de minimos enteros por medio de los discri-
minantes de algunos subcampos.

Consideremos el campo K = Q(\/i, v/n), con n entero libre de cuadrado tal
quen =1 (méd 4) y supongamos que ¢ = n—2 también es libre de cuadrado.
Entonces K = K1 K5, donde K| = Q(v/2) y K2 = Q(v/n). Sea § = V2 + /n,
se verifica sin dificultad que 0 es un elemento primitivo de K.

Calculando el discriminante de # obtenemos:

A(0) = 2"n%(n — 2)* = ind?(0) k. (4.3)

Por otro lado, determinemos las posibilidades para cada d;. Como d$|A(6),
entonces d; puede ser: 1,2 0 22. Ahora, dado que d3|A(6), encontramos que do
es: 1,2,22 0 23. Por tltimo, ya que d3|A(6), tenemos que las posibilidades para
ds son: 1,2,22,23 24 25 26 27 . (n—2),2n,2%n,23n,2%n, 250, 2%, 27n, 2(n—
2),2%(n—2),23(n—2),2*(n—2),25(n—2),2%(n—2),2"(n—2),n(n—2), 2n(n—
2),2%n(n — 2),23n(n — 2),2*n(n — 2), 2°n(n — 2),2%n(n — 2), 2"n(n — 2). No-
temos que en el ultimo caso obtenemos demasiadas posibilidades, es por eso
que una vez mas, si involucramos la informacion que conocemos sobre los
discriminantes de algunos subcampos de K, vamos a obtener menos casos.
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Sean dg, v 0k, los discriminantes de K; y K, respectivamente. Por la Pro-
posicién 2.3.1, pagina 38, tenemos que % |0k y 0%, |0x. Ademds, dado que
S, = 23, 6k, = n y por la Proposicién 2.3.2, pagina 38, los tinicos primos
que dividen a dx son 2 y n. De lo dicho anteriormente y de la Ecuacién 4.3
tenemos que 2% y n? son factores de dx y que (n — 2) divide al indice de
0, por lo que las posibilidades de cada d; han cambiado y ahora son me-
nos, es decir, hemos obtenido que d; es: 1 0 2, dy es: 1,2 o 22, y ds es:
(n —2),2(n —2),2%2(n — 2),23(n — 2) 0 24(n — 2).

Encontrelgos primero un minimo entero de grado 1. Si d; = 2, buscamos

ag +

o =

€ Ok tal que sea solucién de la ecuacion

3a2 —n — 2$2_a0(a% —n— 2)x+aé —4a3 —2(ad +2)n+n?+4

2 2 16 0

x4—2a0x3+

Como «a € Ok, entonces cada coeficiente de la ecuacién anterior debe ser
entero, en particular el de 22, de esto, ag debe ser impar, sin embargo, con esta
condicién y dado que n =1 (méd 4), si ponemos ag = 2bg + 1y n = 4r + 1,
donde by y r pertenecen a Z, y sustituimos en el término constante obtenemos:

ag—4a2—2(ad+2)n+n2+4 = 16(bg+2b3—203r—2bgr—bo+r2—r)+4 £ 0 (méd 16).

Por tanto d; = 1 y 6 es un minimo entero de grado 1.

Calculemos ahora a un minimo entero de grado 2. Para esto, tomemos la posi-

. . . ap + a16 + 6*
bilidad mayor, es decir, pongamos dy = 4 y veamos si existe o = U L

que pertenezca a Ok. En este caso, « satisface la ecuacién x4 + Az3 + Bx? +
Cx+ D =0, donde

A=—(ap+n+2),

1
B = g[Ba% —2a3 — (af — 6ag — 4)n + 3n* + 12ag + 12)],

C= —%[a% —2(ag + 2)a? — (a3 — 3ag + 2)n* + 13 + 662 — ((ag — 4)a?
— 3a2 — 4ag + 4)n + 12a0 + 8],

D= %[aé + 8ap + 24a3 + 32a¢ + 4a} — 2(a? — 2a9 + 4)n® + n?
— 4(ak + 4ag + 4)a? + (a} — 4(ag — 1)a? + 6a — Sag + 24)n?

—2(2a} — 2a3 + (a3 — 8ag — 4)a? — 4a2 + Sag + 16)n + 16].
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Sin embargo, dado que en los coeficientes encontramos expresiones un tanto
complicadas de tratar, hicimos casos particulares tomando n = 5,13,17, 21.
En tales casos, encontramos que si ag = 3y a1 = 2, « es raiz de un polinomio
monico con coeficientes enteros. Por tanto, conjeturamos que si tomamos
agp =3y a; = 2, entonces A, B,C, D pertenecen a Z.

Si consideramos esos valores y poniendo n = 4r + 1, obtenemos (usando
SageMath) que « es solucién de la ecuacién

2 —2(2r+3) 23+ (6r2 +12r+11) 22 —2(2r* +-3r? +-6r+4)x+r* +2r2 +4r+2 = 0,

3+ 20 + 62
como se queria. Asi dy =22y % es un minimo entero de grado 2.

Ahora, recordemos que dy = 22|d3, por lo que necesariamente se debe cum-
plir que d3 = 22¢. Ahora sélo resta encontrar ag,ai,as € Z, tales que
ap + a10 + as0? + 63 . i
o= 21 1 2 € Og. Sin embargo, una vez mas encontramos
q

que a debe ser raiz de un polinomio cuyos coeficientes son complicados de
tratar. Es por eso que también calculamos algunos casos particulares conside-
rando n = 5,13,17,21,29,33,37,41, y observamos que si ag =0, a1 =n — 10
y as = 2n—4, a pertenecia a O . Asi, mediante el uso de SageMath, pudimos
encontrar que el polinomio

f(z) = o* —2(4r + 3)2® + (247 +18r + 5)2? — 2(16r — 3 — 2)x + 167
—24r% + 2512 — 12r — 4,

(n —10)0 + (2n — 4)6? + 63
4q )

tiene coeficientes enteros y f(a) =0, con o =

De la discusion anterior obtenemos el siguiente Teorema.

Teorema 4.0.3. Si K = Q(v/2,/n), n y ¢ = n—2 enteros libres de cuadrado
donde n =1 (méd 4), entonces 0k = 2°n? y una base entera para K es

{1 4 3+ 260 + 62 (n—10)9+(2n—4)92+03}
) Y 4 ) 4q N

Demostracion. El resultado se sigue de la discusién anterior. 0

Notemos que, si K es como en el Teorema 4.0.3, K satisface las condiciones
del Teorema 2.3.2, es decir, K = K K5 con K1 = Q(v2) vy Ky = Q(\/n).
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Como 6, = 8 y 0, = n, entonces med(dx,, dx,) = 1, por lo que, si {1,v/2}

14++/n

y b3
otra base entera para K estd dada por el producto de las bases enteras
anteriores, es decir, otra base entera para K es

B= {1,\/5, ! +2\/ﬁ, ﬁzm}

son bases enteras de K7 y K respectivamente, tenemos que

y la matriz que cambia la base B en la base que obtuvimos en el Teorema 4.0.3
es

1 1 n+3 n+1
4 2
0 1 0 0
0 2 1 1
0 0 1 2

Ejemplo 4.0.4. Sea K = Q(v/2,1/13). Como 13 y 13 — 2 = 11 son libres
de cuadrado y 13 = 1 (mdd 4), entonces K satisface las hipétesis del Teore-
ma 4.0.3. Asi, una base entera para K es

L8 3420+62% 30+2202+63
) ) 4 b 44 b

donde 0 = /2 + /13.

SageMath dice que para este caso el nimero de clase es 1. De lo que podemos
concluir que el anillo de enteros de K es un dominio de ideales principales o
equivalentemente, que es de factorizacién unica.

En los siguientes dos ejemplos hacemos uso del Teorema 3.2.2, pagina 61,
observemos que el primero si cumple con todas las hipotesis, pero el segundo
no. Asi que para el Ejemplo 4.0.6, una vez mas nos apoyamos del método de
minimos enteros para mostrar una base entera.

Ejemplo 4.0.5. Sean n =2-3-5, a = 11 y pongamos K = Q(+/a), entonces
por el Corolario 3.2.3, K es monogénico, ya que 11 = 3 (mdd 4), 112 = 4
(méd 9) y 114 =6 (méd 25).
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Ejemplo 4.0.6. Sea K = Q(+/5), observemos que K no es como en el Teo-
rema 3.2.2, ya que 5 = 1 (mdéd 4).

Calculemos una base entera para K mediante el método de minimos enteros.
Para esto, sea 0 = \6/5 Entonces

A(f) = 6°5° = ind?(0)dk. (4.4)

Como f(z) = 2% — 5 es el irreducible de § y éste es 5-Eisenstein, por la
Proposicién 3.1.1, 5 no divide al indice y por tanto 5° es un factor de . Por
otro lado, L = Q(\B/g) es un subcampo de K con discriminante d;, = —3352.
Como 0% |§f, tenemos que 3% es otro factor de dk, de esto y de lo anterior,
encontramos que 355°|0.

Calculemos cada d;. Sabemos, por el Teorema 3.1.10, que df((}_z) debe dividir
a A(f) para cada i = 0,1,...,5. Asi que, como d3?, di° y d§ dividen a A(6),
entonces dy = d; = do = 1. Asimismo, las posibilidades para ds son: 1,2, 3 0 6,
las de dy son: 1,2,3,5,6,10,15 0 30, y las de ds son: 1,2,22,23,3,32,33, 5,52, 2.
3,22.3,23.3,2-3%2,22.32,23.32,2.33,22.33,23.33,2.5,22.5,23.5,2.52 22.
52,23.52,3.5,32-5,33-5,3-52,32.523%.522.3.5,22.3.5,23-3-5,2-
32.5,22.3%.5,23.32.5,2.3%.5,22.35.5,23.3%.5,2.3.52,22.3.5%,23.
3-5%,2.3%.5222.32.5223.32.522.3%.5222.35.52 0233 5% Sin
embargo, como notamos anteriormente, tenemos que 3655|6 K, lo que implica
que debemos descartar todas aquellas posibilidades para los d; que tengan de
factor a 3 y a 5, lo cual simplifica mucho los casos.

En resumen, hemos obtenido que 1,6, 2 son minimos enteros de grado 0,1 y
2, respectivamente, y que ahora las posibilidades para ds son: 1 o 2, las de dy
son: 1 0 2, y las de ds se simplificaron tnicamene a: 1,2,2% o 23.

Calculemos los restantes minimos enteros. Empecemos por un minimo entero
de grado 3, para esto, primero observemos que, como F' = Q(+/5) es subcampo
1+V5 146

de K, el elemento g =

tanto también es entero en K, mas aun, es un minimo entero de grado 3.
Luego, como ds|dy, d4|lds v d3 = 2, y de la Ecuacién 4.4 obtenemos que
dy =ds = 2.

es un elemento entero en F'y por

0+ 64

€ Ok, mas
2

Ahora, como 3y € son elementos de Of, entonces 05 =

atin, éste es un minimo entero de grado 4. De la misma manera, 623 =

es un minimo entero de grado 5.
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Asf, una base entera para K = Q(v/5) es

A:{l 0 02 1463 +064 €2+95}.

2 27 2
Para este ejemplo, la base entera que propone SageMath es

3 4 2 5
B:{1+«9 70+9 ’6 +0 ’93,94795}’
2 2 2

y la matriz que cambia la base B en la base A es

2 0 0 100
0 2 0 010
0O 0 2 001
-1 0 0 00 0}”
0 -1 0 000
0 0 -1 000

con determinante igual a —1.
En este ejemplo, resulta que K también tiene niimero de clase 1, por lo que
una vez mas, el anillo de enteros de K es de factorizacion unica.

Proposicién 4.0.1. Sean K = Q(\/2, ¢/m) y m entero impar, libre de cua-
drado tal que m?> # 1 (m6d 9) y d = 22 + 33m? es libre de cuadrado. Si
0 =2+ Ym, entonces K = Q(6) e ind() = d.

Demostracion. Se verifica sin dificultad que 6 es un elemento primitivo, es
decir, K = Q(#). Por otro lado, tenemos lo siguiente, K1 = Q(v/2) C K,
Ky = Q(¥/m) C K, 6k, = 23 y 0k, = —33m?. Ademés,

A(#) = 2235m*d? = ind?*(0)d.

Por la Proposicién 2.3.1, 6%, |0k v 0%, |0k, lo que implica 273°m?|dx. Luego,
por la Proposicién 2.3.2, los unicos primos que dividen a dx son 2, 3 y
divisores primos de m. Como d es primo relativo con 2, 3 y m, necesariamente

ind(0) = d. 0
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Observaciéon 4.0.1. S7 K, 0 y d son como en la Proposicion 4.0.1, entonces
una base entera para K es de la forma

{1’ 0,0% 937 o, ag + a0 + az6? —;agg?) T oagft + 6° }7

para algunos a; € Z e i =0,1,2,3,4.

Demostracion. Recordemos que en la Proposicion 4.0.1, por hipdtesis, d
es libre de cuadrado y encontramos que ind(f) = d. Por otro lado, como
dodidadsdy = ind(0) = d y d;|d; 11, necesariamente dy = dy =ds =dg =1y
d4 = d, es decir, de acuerdo con el Teorema 3.1.10, una base entera para K es
{17 0.62,6°. 6%, aop + a10 + as6? ‘2&303 + a,0* + 6°

}, para algunos a; € Z. [

En el intento de construir un ejemplo utilizando la Observacion 4.0.1, tu-
vimos algunas dificultades en los célculos, sin embargo, nos fue posible en-
contrar una base con la ayuda de la que SageMath propone a través de la
contruccién de una matriz de cambio de base. De acuerdo con la notacién
utilizada en la Observacién 4.0.1, si m = 3, entonces d = 755, recorde-
mos que queremos determinar valores de ag, a1, a2, a3 y a4 enteros para que

+ a10 + a6 + as0® + as0* + 6° :
q = T aota as 24 € Og. Hallamos que, si ag = 166,

a1 = —312, as = 179, a3 = 245 y a4 = 614, a5 es un minimo entero de grado
5 y una base entera para K es como en la Observacion 4.0.1.

En el siguiente ejemplo obtenemos, mediante la aplicacién del Teorema 3.2.1,
una base entera para un campo numérico compuesto. Ademads, para este mis-
mo ejemplo, escribimos la base entera que SageMath propone y encontramos
una matriz de cambio de base entre la que proponemos nosotros y la de
SageMath.

Ejemplo 4.0.7. Sean K; = Q(v/3) y Ko = Q(\/7). Para simplificar, ponga-
mos a = v/3 y B = /7. Por la Proposicién 2.3.4, pagina 39, una base entera
para K estd dada por {1,a,a? a3, a*}, por otro lado, una base entera para
K5 es {1, 5}. Luego, como la pareja (3,5) es semi-impar y la pareja (7,2) es
semi-par, por el Teorema 3.2.1, una base entera para K = KK es

{17a7 a27a37a47 67 /Ba7/8a27/8a37/8a4}'
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Como K = Q(v) con v = v/3 4+ /7, SageMath propone que una base entera
para K sea

{777 s 727 s 379}7

donde 1 = 9320 4 9511 + 721702 + 1171702 + 2311a* + 5(1824 + 2772 +
511402 + 191402 + 2485at).

Haciendo algunos calculos, entontramos que la matriz que cambia la base que
obtenemos nosostros a la base que propone SageMath es

9320 0 7 0 49 3 343 441 2401 18522
9511 1 0 21 0 245 3 2401 588 21609
7217 01 O 42 0 735 3 9604 756
117177 0 0 1 0 7O O 1715 3 28812
2311 00 0 1 0 105 0 3430 3

1824 1 0 7 0 49 18 343 1176 2401 |’
2772 0 2 0 28 0 294 21 2744 1764
5114 0 0 3 0 70 0 1029 24 12348
1914 0 0 0O 4 O 140 0 2744 27
2485 0 0 O O 5 0 245 0 6174

la cual tiene determinante 1.
El nimero de clase en este ejemplo, segiin SageMath, es 1, asi que Ok es de
ideales principales.

4.1. Conclusiones

El objetivo de este trabajo fue presentar métodos para construir bases en-
teras y grupos de clase en ciertas extensiones radicales y con éstos mostrar
ejemplos. Durante la revision de la literatura nos encontramos con el Teore-
ma 3.1.9, pagina 55, en el cual identificamos un método para construir bases
enteras y creimos que serviria para presentar algunos ejemplos, sin embargo,
al efectuar los calculos para calcular los coeficientes de algunos elementos que
buscdbamos fueran enteros, tuvimos muchas dificultades, a pesar de que nos
apoyamos de SageMath para realizarlos, por lo que una pregunta que surgi6
fue, ; podemos mejorar el método? Como los numerosos casos que aparecieron
resultaron ser un obstaculo, buscamos reducir la cantidad de posibilidades,
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y observamos que conocer factores del discriminante del campo era de gran
utilidad. Lo que hicimos fue aplicar las Proposiciones 2.3.1 y 3.1.1, paginas 38
y 49, respectivamente, en el método de minimos enteros para construir ejem-
plos de bases enteras, donde se nota que los casos se simplifican demasiado.
Es importante resaltar que aunque mostramos una mejora, el método tiene
bastantes limitaciones, ya que determinar los polinomios de los elementos
que forman la base en extensiones de grado mas alto, parece ser un proble-
ma mayor, pues el nimero de operaciones e incégnitas con las que hay que
tratar resultan ser demasiadas. Asi que seria interesante buscar otra manera
de optimizarlo.

Por otro lado, para proponer bases enteras en K = Q( V/ai,..., "Vam)
introducimos los conceptos de pareja semi-par y semi-impar. Estos conceptos
hicieron que pudiéramos aplicar exitosamente el Teorema 2.3.2 a K, donde
a K lo vemos como el campo compuesto K --- K, con K; = Q( {/a;), y
planteamos el Teorema 3.2.1, es decir, obtuvimos una base entera para K a
partir de bases enteras de sus subcampos Kj;.

En la Proposicién 2.3.4 se dan condiciones necesarias y suficientes para deter-
minar si el campo Q(y/a) tiene como anillo de enteros a Z[v/a], con p primo
impar y bajo ciertas hipétesis sobre a. Nosotros hicimos uso de este resultado
para obtener el Teorema 3.2.2, donde damos condiciones suficientes sobre a
y n para que Q(+/a) también tenga una base de potencias.

A pesar de los resultados obtenidos, las condiciones que pedimos en los Teo-
remas 3.2.1 y 3.2.2 son muy restrictivas, por lo que una posible ruta para
continuar se obtiene a través de pedir menos condiciones a a; y n; o a a y n,
respectivamente.

En el dltimo capitulo, donde desarrollamos ejemplos aplicando cada uno de
los resultados que obtuvimos, también pedimos a SageMath que calculara
bases enteras para cada caso, las incluimos y encontramos matrices de cambio
de base. Dado que estas matrices deben tener entradas enteras y determinante
+1, creemos que seria conveniente estudiar mas a fondo el grupo lineal general
sobre Z para tener una vision mas amplia sobre las matrices de cambio de
base y ver si es posible aplicar algunos resultados de estas matrices en la
construccion de bases enteras.

Por limitaciones de tiempo y ya que nos sumergimos demasiado en la parte
de bases enteras, no pudimos discutir como hubiéramos querido el grupo de
clase, sin embargo, lo consideraremos como trabajo para futuro.
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