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Abstract

In this thesis it was created mathematical model order reduction based on data
from literature for simulate the production to hydrogen to MICROBIAL ELECTROLY-
SIS CELL (MEC) supported it with experimental data. three process are considered:
1) Substrate Consumption (removal of organic matter from wastewater), 2) biomass
production, and 3) hydrogen production by electrolysis. this model has extended to
continuous operation it’s used like virtual plant to allow apply of proposed controller,
nonlinear control law have a feedback of double sigmoid function of the control error
in order to control the substrate concentration at the minimum value that lead indi-
rectly to regulate the concentration H2 gaseous at the MECS . It has been made çlosed
loop”to show the effect of the substrate input to MECS o system (feed flow in this
case dilution rates D) based on the three state variables in order to select breackeven
point to maximum hydrogen production, identifying 4 possible cases to implement con-
trol law. A theoretical framework’s stability to closed loop from MFCS it afford based
on that the trajectory are limited on the real operation from MFCS. I analyzed the
convergence from proposal methology used the Lyapunov stability theory. finally, the
numerical experimetns showed satisfactory perfomance from proposal methology com-
paraded with standard linear P controller. There are a necesity to develop this studies
at the pilot scale, such as field applications at the complete scale.
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Resumen

En esta tesis se generó un modelo matemático de orden reducido basado en datos
de literatura para simular la producción de hidrógeno en una celda de combustible mi-
crobiano (por su siglas en ingles MEC “Celda de Electrolisis Microbiana”) validado con
datos experimentales. Tres procesos se consideran en el modelo: 1) consumo del sustrato
(eliminación materia orgánica de agua residual), 2) La producción de biomasa, y 3) la
producción de hidrógeno mediante electrolisis. Este modelo se ha extendido a una ope-
ración en continuo, que se emplea como una planta virtual para permitir la aplicación
de un controlador propuesto. La ley de control no lineal contiene una retroalimentación
de doble sigmoidal del error de control con el fin de controlar la concentración de sus-
trato en el valor mı́nimo que conduce indirectamente a regular la concentración de H2

gaseoso en la MEC. Se realizó un barrido a lazo abierto para ver el efecto de la entrada
de sustrato a la MEC o sistema (flujo de alimentación en esta caso tasas de dilución
D) sobre las tres variables de estado con el objetivo de seleccionar los puntos de equili-
brio correspondientes a la máxima producción de hidrogeno, identificando 4 escenarios
posibles para implementar la ley de control. Un marco teórico de la estabilidad a lazo
cerrado de la MEC se proporciona bajo el supuesto que las trayectorias son limitadas
en la operación real de la MEC. Se analizó la convergencia de la metodoloǵıa propuesta
usando la teoŕıa de la estabilidad de Lyapunov. Por último, los experimentos numéricos
demostraron un desempeño satisfactorio de la metodoloǵıa propuesta en comparación
con el controlador P lineal estándar. Hay una necesidad de extender estos estudios a
escala piloto, aśı como para aplicaciones de campo a escala completa.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Breve descripción del estado del arte.

El aumento en la demanda energética debido a la creciente población mundial, el

agotamiento de las reservas de combustibles fósiles, y sus impactos ambientales están

llevando a una búsqueda de nuevas tecnoloǵıas para la generación de enerǵıa y com-

bustibles [1].

Actualmente, la investigación de diversos escenarios en sistemas energéticos ha de-

mostrado el impulso de las nuevas tecnoloǵıas, aśı como resultados enfocados en la

generación de enerǵıa renovable con respecto a la diversificación de la enerǵıa primaria.

Los procesos de eficiencia energética y enerǵıas renovables deberán evolucionar antes

que las ciudades sostenibles para permitir la integración exitosa de estas tecnoloǵıas de

apoyo para tener un efecto directo en el desaf́ıo climático y la sociedad [2-3]. Es decir,

se están desarrollando avances en las tecnoloǵıas de enerǵıas renovables como la solar,

eólica, geotermia, biomasa, etc., con un enfoque de enerǵıa pura, eficiente y ecológica

[4]. La atención a los procesos bioenergéticos ha aumentado considerablemente durante

la última década. Actualmente, existen proyectos con apoyo económico relacionados

con la optimización de las bio-refineŕıas integradas. Estos proyectos trabajarán para

resolver los problemas cŕıticos para la ampliación exitosa y las operaciones confiables
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1. INTRODUCCIÓN

generando protocolos y técnicas de alto impacto para aumentar la productividad [5].

Se ha informado que Brasil y Estados Unidos produjeron aproximadamente el 70 % de

la oferta mundial de biocombustibles en 2015, lo anterior, igual a aproximadamente 35

mil millones de galones [6,7].

La biomasa se ha utilizado como un medio para producir calor y luz generados a

partir de diversas actividades industriales y tecnoloǵıas avanzadas. Se ha puesto mucho

énfasis en convertir biomasa bruta en formas de enerǵıa más útiles que sean fáciles de

usar y transportar [8]. Cabe mencionar, que los biocombustibles lo podemos clasificar

en: bio-diesel, bio-etanol, bio-hidrógeno, bio-metano entre otros. Alternativamente, el

hidrógeno es un portador de enerǵıa limpia, que produce agua como único subproduc-

to cuando se quema. El desarrollo de la biotecnoloǵıa del hidrógeno está avanzando

rápidamente como un combustible de importancia creciente, en paralelo a la desapa-

rición de los combustibles fósiles [9]. Los enfoques biológicos podŕıan contribuir a la

producción de hidrógeno a gran escala, ya que diversos microorganismos pueden pro-

ducir hidrógeno en condiciones moderadas a partir de sustratos renovables fácilmente

disponibles, lo que hace que las estrategias biológicas sean potencialmente competitivas

con procesos qúımicos como el reformado y la gasificación [10].

El hidrógeno se genera por reacciones bioqúımicas, principalmente en procesos de

fermentación anaeróbica, como la biofotólisis del agua usando algas verdes y algas

verde-azules (cianobacterias) [11, 12], biofotólisis directa, fotofermentación indirecta y

fermentación oscura [13, 14]. Sistemas h́ıbridos, que utilizan biorreactores de fermenta-

ción oscura y fotofermentativos (fotocatalizador, semiconductor, pilas de combustible

por sus siglas en inglés (FC)) [15, 16] y biorreactores microbianos asistidos por bioelec-

troqúımica [17].

Las celdas de combustible microbiana (por sus sigla en inglés Microbial Fuel Cells

“MFC”) y celdas de electrolisis microbiana (por sus sigla en inglés Microbial Fuel Cells

2



1.1 Breve descripción del estado del arte.

“MFC”) son consideradas fuentes de enerǵıa renovables prometedoras. Una celda de

combustible es un dispositivo biológico que convierte enerǵıa qúımica en eléctrica. Las

MFC tienen la mayor eficiencia en comparación con todas las fuentes de enerǵıa y no

produce contaminantes [18]. Las MFC son dispositivos adecuados que pueden convertir

la enerǵıa bioqúımica en enerǵıa eléctrica y otros productos secundarios principalmente

gases para combustión como el metano e hidrógeno entre otros, estos sub-productos son

generados v́ıa electrolisis (aplicación de un voltaje a la MFC) o fermentación ( reacciones

bioqúımicas intracelulares) [19].

Las MFC son sistemas que tienen como objetivo la eliminación de contaminantes

para la generación de bioenerǵıa sostenible. Una MFC utiliza microorganismos o bac-

terias como catalizadores para oxidar sustratos (orgánicos y materias inorgánicas) y

generar bioenerǵıa en forma de electricidad y biocombustibles como el hidrógeno. Has-

ta hoy en d́ıa, la contaminación del agua es un proceso en constante crecimiento debido

al desarrollo industrial y el aumento de la población humana. Existen muchas tecno-

loǵıas desarrolladas para aguas residuales, por lo general son tratamientos ineficientes,

costosos y no sostenibles [20].

Por otro lado, el gas de hidrógeno se produce predominantemente a partir de com-

bustibles fósiles (96 %) en la actualidad. Aproximadamente el 5 % restante de la produc-

ción internacional proviene de la electrólisis del agua [21, 22]. La electrólisis microbiana

aplicada al tratamiento de aguas residuales es una tecnoloǵıa de electrólisis que puede

producir hidrógeno a bajo costo [23, 24], restringiendo aún más el impacto ecológi-

co de la generación de hidrógeno. T́ıpicamente, una celda de electrólisis microbiana

(MEC) genera hidrógeno en el rango de voltaje de 0.5 V a 1.5 V, mientras que un

electrolizador alcalino convencional necesita un voltaje de operación de 2.0 a 3.0 V. El

voltaje de electrólisis requerido para generar hidrógeno en un MEC se reduce gracias

a la biopeĺıcula microbiana electroactiva desarrollada en la superficie del ánodo, que

3



1. INTRODUCCIÓN

cataliza la oxidación de la carga orgánica contenida en las aguas residuales. Mientras

que el proceso aeróbico de tratamiento de aguas residuales basado en lodos activados

consume mucha enerǵıa (1.2 kWh / kg-DQO) [25, 26].

Por lo tanto, es necesario mencionar que la función dual de una MEC (producción

de hidrógeno mientras se limpian las aguas residuales) es, en principio, una solución

prometedora para las plantas de tratamiento de aguas residuales que funcionan en con-

diciones cercanas a la enerǵıa neutra. Esta consideración solo es cierta si la enerǵıa

eléctrica suministrada al MEC es menor que la enerǵıa potencialmente contenida en

el hidrógeno producido cuando se convierte en vapor de agua y calor por combustión

cataĺıtica, o directamente en electricidad en una celda de combustible. La enerǵıa con-

sumida por un MEC es proporcional al voltaje aplicado a la celda. Sin embargo, es

dif́ıcil desarrollar y especialmente implementar estrategias avanzadas de monitoreo y

control para la producción real de una MEC, lo anterior, debido:

• No existen modelos cinéticos con amplios rangos de predicción variables.

• Ausencia de instrumentación confiable para medir variables de estado biológico,

es decir, sustratos, pH, biomasa, enzimas metabólicas y concentraciones de productos

[27].

• Baja calidad de los datos monitoreados y la frecuencia de muestreo son funciones

de la precisión de los biosensores empleados para el control del proceso.

• En muchos casos, las variables de estado no se pueden medir en ĺınea (en tiempo

real) debido al alto costo de los sensores y las condiciones de operación extremas.

Estos hechos, junto con la no linealidad y la incertidumbre de los parámetros de

las MEC, requieren un esfuerzo en el modelado, las estrategias de estimación de estado

(observabilidad) y el control (controlabilidad) para el escalamiento de estos bioprocesos

[28, 29].

El rendimiento de las MEC depende en gran medida de la actividad del bio-

4



1.1 Breve descripción del estado del arte.

catalizador, eficiencia del ánodo, el cátodo, del sustrato y condiciones de operación.

En las MEC, la enerǵıa qúımica de los materiales orgánicos se convierten en enerǵıa

eléctrica mediante el uso de un microorganismo como catalizador para oxidar los sustra-

tos y producir flujo de electrones en la cámara del ánodo. En el sistema MEC, debido a

la adición de voltaje en el biorreactor anaeróbico del cátodo, se obtiene la reacción entre

protones y electrones que conduce a la formación de gas hidrógeno [30]. Por otro lado,

el objetivo principal del desarrollo de modelos matemáticos de las MEC es optimizar

la tasa de producción de hidrógeno mediante predicciones cuando existan, variaciones

generadas en diferentes condiciones operativas [31].

Actualmente trabajos relacionados a la parte experimental con el objetivo de incluir

el efecto de la alimentación del sustrato y el voltaje han sido publicados como por

ejemplo: la obtención de bioelectricidad por un consorcio de microalgas en una celda de

combustible microbiana fotosintética, además algoritmos sobre control robusto aplicado

a sistemas energéticos se puede consultar en la literatura [27, 31-33].

Haciendo una comparativa de la eficiencia energética del hidrógeno contra la gaso-

lina, 1 kg de H2 equivale a 2.78 kg de gasolina a su vez 1 litro de H2 equivale a 0.268

litros de gasolina.

Masa H2 (kg) H2 gas (Nm2) Enerǵıa (MJ) Enerǵıa (KW ∗ h)

1 11.2 120 33.33

Tabla 1.1: Enerǵıa del hidrógeno.

Un litro de gasolina es proporcional a 10 KWh y es aproximadamente 34.78 MJ .

Litro Enerǵıa (MJ) Enerǵıa (KW ∗ h)

Hidrógeno 1 120 33.33

Gasolina 3.773 131.22 37.73

Tabla 1.2: Comparación de enerǵıa del hidrógeno contra la gasolina.

5



1. INTRODUCCIÓN

Tomando en cuenta que el hidrógeno tiene una densidad de 0.0899 kg/m3 y la

densidad de la gasolina es de 680 kg/m3.

Estos hechos, junto con la no linealidad y la incertidumbre de los parámetros de los

bioprocesos, requieren un esfuerzo de modelado mejorado, estrategias de estimación de

estado (observabilidad) y control (controlabilidad) [27, 28].

1.2. Modelado del proceso

La descripción del comportamiento de un sistema, constituye un modelo de este,

modelar significa organizar y representar el conocimiento que se posee de un sistema.

Los siguientes conceptos [29] serán tomados en cuenta a lo largo del presente trabajo.

Definición 1. Modelo: Un modelo (M) para un sistema (S) y un experimento (E)

es cualquier fenómeno al cual se le pueda aplicar E, para obtener respuesta a preguntas

acerca de S.

Definición 2. Simulación: Al proceso de formular cuestionamientos a una descrip-

ción se le denomina simulación (con los modelos se simula, con los sistemas f́ısicos se

experimenta).

Definición 3. Modelo matemático: Modelo matemático: Es aquel que puede repre-

sentarse mediante expresiones matemáticas algebraicas, diferenciales, integrales, etc.

En muchas situaciones, los modelos matemáticos pueden ser codificados en términos

de un programa de cómputo. Por programa de cómputo se entiende: “Un conjunto de

reglas lógicas que fijan los modos de procesamiento de cierta información cuantitativa”.

Definición 4. Estado del sistema dinámico: Conjunto de variables descriptivas que

almacenan la memoria de la evolución temporal del sistema.

6



1.2 Modelado del proceso

1.2.1. Modelos matemáticos:

Definicion 5. Modelos en tiempo continuo. Se caracterizan por el hecho que, en

un rango de tiempo finito, las variables de estado cambian sus valores infinitamente. La

codificación del modelo suele utilizar ecuaciones diferenciales (Figura 1.1). Esta es la

clase de modelos matemáticos más comúnmente empleados por los teóricos del control

automático.

Definicion 6. Modelos en tiempo discreto. En esta clase de modelos la variable

temporal esta discreta. La codificación del modelo suele utilizar ecuaciones en diferen-

cias (modelos de sistemas continuos controlados por medio de computadoras digitales).

Definicion 7.Modelos cualitativos. Son por naturaleza modelos en tiempo discreto

y sus variables dependientes están discretizadas. Se codifican usualmente por medio de

representaciones de estado finito.

Figura 1.1: Tipo de modelo matemático

Definicion 8. Modelos a eventos discretos. Tanto la variable temporal, como las va-

riables de estado, son esencialmente continuas. Se diferencian de los modelos en tiempo

7



1. INTRODUCCIÓN

continuo por el hecho de que en un rango temporal finito solo puede ocurrir un número

finito de cambios en el estado.

Definicion 9. Modelos de parámetros concentrados. Estos modelos poseen variables

(generalmente dependientes del tiempo) que no están ligadas al estado y que describen

propiedades que se consideran concentradas espacialmente.

Definicion 10. Modelos de parámetros distribuidos. Los parámetros describen in-

teracciones del sistema dinámico descrito con campos distribuidos espacialmente [34].

Generalmente, en sistemas biológicos los modelos a nivel macroscópico son muy

útiles ya que pueden ser empleados con fines prácticos: escalamiento de biorreactores,

para condiciones de operación, diseño de equipos, simulación, control y para diagnóstico

de fallas, los cuales están conformados por balances de materia fenomenológicos que

representan especies macroscópicas como son: biomasa, sustrato, productos de interés y

reacciones irreversibles que suceden en el medio de cultivo [30-32], cabe mencionar que

la parte crucial en el modelo, es referida a la estructura cinética es decir la velocidad

espećıfica de crecimiento debido a su no linealidad, falta de conocimiento bioqúımico del

bioproceso (ruta metabólica), la fusión de leyes f́ısicas y a los pocos criterios de selección

entre un modelo y otro [33]. Los modelos cinéticos son herramientas poderosas para

describir y comprender el comportamiento de sistemas celulares complejos.

1.2.2. Modelado de bioprocesos.

Muchos de los modelos diseñados han sido basados en la hipótesis de la ruta bio-

qúımica, recientemente un enfoque más cuantitativo lo describe la bioloǵıa de sistemas

basándose en la dinámica del proceso bioqúımico [34]. La mayoŕıa de estos enfoques

utilizan ecuaciones diferenciales ordinarias para representar la dinámica a nivel intrace-
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1.2 Modelado del proceso

lular y extracelular, modelando las posibles reacciones bioqúımicas mediante balances

de masa, Figura 1.2.

Figura 1.2: Proceso para el desarrollo de modelos metabólicos [35]

Modelos cinéticos no estructurados:

Existen diversas expresiones que muestran el crecimiento microbiano, la más difun-

dida es la ecuación de Monod, que relaciona el valor de mu con la concentración de un

componente del medio de cultivo que está en defecto respecto de los requerimientos del

microorganismo: el sustrato limitante. Donde S es la concentración de sustrato limitan-

te, µmax es la velocidad de crecimiento espećıfica máxima, y ks se conoce como constante

de saturación. En promedio las bacterias poseen valores de, µmax cercanos a 0.9 h−1,

las levaduras 0.45 h−1 y los hongos filamentosos 0.25 h−1. En los sistemas biológicos se

ha estudiado la dinámica de bioprocesos mediante varios modelos cinéticos no estructu-

rados del tipo Monod, inhibición por sustrato y producto, Chen y Hashimoto, Contois

y Levenspiel [36-38]. La presencia de un compuesto tóxico para los microorganismos se

refleja en una menor tasa de crecimiento de los mismos. No todos los microorganismos

se ven afectados de la misma forma por los mismos compuestos. Se dice que hay tres

9



1. INTRODUCCIÓN

tipos básicos de inhibición, en función de la reversibilidad y del parámetro cinético al

que afecta. A través de las constantes “biocinéticas” de la ecuación de Monod para la

tasa de crecimiento espećıfico y de utilización de substrato, se puede ajustar el modelo

para tener en cuenta los factores inhibidores.

µbio = µmax[ S
ks+S ] (1.1)

Modelo Parámetro afectado Ecuación

Inhibición no competitiva Tasa máxima de crecimiento µm[ S
ks+S ][ k1

KI+I ]

Inhibición competitiva Constante de saturación µm[ S
ks(1+ I

kI
)+S

]

Inhibición a competitiva Tasa máxima y constante de saturación [ µm
1+ ks

S
+ I

kI

]

Tabla 1.3: Modelos cinéticos de inhibición

La expresión de la inhibición a competitiva se denomina, también, cinética de Hal-

dane, y ha sido utilizada para expresar la inhibición por el propio substrato (S) o por

el producto (P) .
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1.2 Modelado del proceso

Modelo Ecuación

Boulton µmkP
P+kP

Levenpiel µm[1− P
KP

]m

Luong µm[1− P
KP

]m

Tabla 1.4: Modelos cinéticos de inhibición

Haldane y Moser solo pueden describir el consumo de sustrato y los modelos de

Boulton, Levenspiel y Luong sólo describen la formación de producto. Muchos de estos

modelos no son muy eficientes cuando se extrapola a sistemas continuos debido a que no

representan el comportamiento bioqúımico o mecanismo de reacción de los fenómenos

biológicos por lo que es necesario incorporar esquemas estructurados, otros modelo

cinéticos se han aproximado mediante la reconstrucción e identificación de las reacciones

y rutas metabólicas [41].

Por otro lado, las herramientas computacionales para la modelización in silico, ofre-

cen una buena alternativa para la identificación de las principales v́ıas reguladoras

y circuitos genéticos que controlan las v́ıas metabólicas. Una vez que las ecuaciones

cinéticas y los parámetros se han formulado, el modelo puede ser sometido al paso de

simulación utilizando una ecuación diferencial basado en un simulador, para estudiar

su comportamiento dinámico y las propiedades de su solución en su estado estacionario

[41]. La mayoŕıa de estos programas utilizan rutinas para simular ecuaciones diferen-

ciales ordinarias (ODE) y se pueden formar redes lógicas con el fin de describir una

red metabólica y solucionarlo con un modelo computacional, cada programa tiene una

interface gráfica de usuario (GUI). Después de realizar la simulación se compara con
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1. INTRODUCCIÓN

los datos experimentales lo que permitirá en caso de ajustar bien sus parámetros, su-

gerir nuevas hipótesis del sistema experimental, algunos de estos programas para su

simulación se presentan en la Figura 1.3.

Figura 1.3: Simuladores y propiedades para modelado intracelular y extracelular.
[W:Windows, J:Java y L: Linux.][42]

1.3. Modelado de MFC y MEC.

El modelado matemático de una MEC permite representar un sistema complejo

a ecuaciones algebraicas simples para evaluar el efecto de la operación y parámetros

sobre el rendimiento global y el diseño. Existen dos tipos de modelo para las MEC y

MFC los basados en ingenieŕıa y los estad́ısticos. Los modelos basados en ingenieŕıa

se desarrollan con ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) y ecuaciones diferenciales

parciales (EDP) basados en el impacto de los parámetros relevantes en el rendimiento
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1.3 Modelado de MFC y MEC.

de la salida. El modelado de las MFC se han desarrollado en base a diferentes aspectos,

como el número de cultivos de microorganismos, modelado de ánodos y / o cámaras

de cátodos, modos de suministro de sustrato y transferencia de iones y electrones [42,

43]. Las ecuaciones utilizadas en el modelado matemático de las MFC se proporcionan

en la Tabla 1.5.

Microrganismo o Tiempo de reacción Sistema y solución Ref.

cultivo mixto a modelar en 1D, 2D y 3D.

Monod: Crecimiento bacteriano.

Una cepa y oxidación de sustrato. EDP, 1D Y2D [44,45]

Nernst: Comportamiento electroqúımico

Una cepa Monod, Crecimiento bacteriano y

oxidación de sustrato, extracelular. EDO, 1D [47]

Double Monod: Crecimiento

Dos cepas bacteriano y oxidación de sustrato, EDO, 1D [48]

extracelular.

Butler-Volmer: Densidad actual.

Tafel: Cinética de electrodo

Monod y Tessier: Crecimiento

Una cepa bacteriano y oxidación de sustrato, EDO, 1D [49]

extracelular

Nernst: Comportamiento electroqúımico

Una cepa Tessier: Cinética bacteriana que simula

MEC la fase de retraso en las bacterias. EDO, 1D [50]

Tabla 1.5: Modelos matemáticos.

Actualmente la mayoŕıa de los modelos desarrollados solamente permiten predecir el

comportamiento de algunas partes de las MEC y MFC, algunos otros inician a acoplar

los balances para la producción de hidrógeno bajo pocas condiciones operacionales en

las MEC [50].
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1. INTRODUCCIÓN

Figura 1.4: Celda de Electrolisis Microbiana

Figura 1.5: Celda Microbiana de Combustible

1.4. Preliminares de control.

En esta sección se recuerdan y exponen algunos conceptos básicos de la Teoŕıa del

Control. ¿Qué estudia la teoŕıa matemática del control automático?

Esta teoŕıa estudia con base en modelos matemáticos, los mecanismos que dotan a

los sistemas dinámicos de la capacidad de comportarse de manera autónoma.

¿Sistemas dinámicos?
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1.4 Preliminares de control.

Definición 11. Sistema: Fuente potencial de datos. Sistema dinámico: Es aquel que

genera datos que cambian con el paso del tiempo, esto es que poseen cierta dinámica.

Clases de sistemas dinámicos:

• AISLADOS: No interactúan con su entorno.

• NO AISLADOS: Interactúan con su entorno.

• NATURALES: Ajenos a la intervención humana.

• ARTIFICIALES: Creados por el hombre.

• FISICOS: Involucran a la materia y a la enerǵıa.

• NO FISICOS: Pensamientos.

En general un sistema puede poseer dos clases de canales, a través de los cuales

fluye la información (en forma de señales):

LOS DE ENTRADA. Estos canales existen a su vez en dos tipos diferentes: los

accesibles a la manipulación y los inaccesibles a esta. Por medio de los canales de

entrada accesibles a la manipulación se le puede proveer información al sistema.

LOS DE SALIDA: Estos canales existen en dos tipos, los que proveen información

medible y los que son inaccesibles a la medición (la cual en ciertas circunstancias puede

ser observada, esto es medida de manera indirecta).

En el caso de los canales de entrada, las señales que circulan a través de los que

son inaccesibles a la manipulación suelen denominarse perturbaciones (o disturbios).

Además existen circunstancias en las que las perturbaciones pueden ser medidas y a

veces se les puede manipular para que no afecten el comportamiento del sistema (en

términos coloquiales se podŕıa decir que las perturbaciones proveen de información al

sistema afectado, que podŕıan llevarlo a modificar su comportamiento) [74].

Los canales de circulación de señales con los que cuentan los sistemas proveen el

medio que permite (cuando es posible) la manipulación del sistema (experimentación,
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control) y su monitoreo (observación, medición), Figura 1.6.

Figura 1.6: Elementos del sistema

¿En qué consiste el problema de control?

Considere un sistema representado de manera esquemática por la siguiente figura:

Figura 1.7: Sistema representado

El sistema esta caracterizado por un conjunto de entradas (U), un conjunto de

salidas (Y) y un conjunto de variables internas (Σ), que incluyen las variables de estado

y cualesquiera otras variables algebraicas

La situación “normal” para un problema de simulación está dada cuando todas las

entradas están dadas y cuando la estructura del sistema y las condiciones ińıciales de

todas las variables de estado están especificadas.

Problema directo:
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1.4 Preliminares de control.

La tarea de la simulación es determinar el comportamiento de las trayectorias de

todas las variables de salida, esto es:

U, Σ conocidos, Y desconocido (simulación) Problema directo (1.2)

Problemas inversos.

Si el sistema es una caja negra, se tienen los problemas de identificación de estruc-

tura y de estimación del estado, respectivamente. En este caso:

Estimación:

U, Y conocidos; Σ desconocido (1.3)

Si el sistema tiene un problema de control tenemos

Σ, Y conocidos; U desconocido (1.4)

Los procesos bio-tecnológicos ofrecen una gran oportunidad para los sistemas de

control y monitoreo debido a su comportamiento complejo, modelos no lineales, sensi-

bilidad a cambios externos e internos, condiciones ińıciales, mediciones ruidosas, entre

otras [51].
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Figura 1.8: Optimización de bio-procesos utilizando herramienta de control y estimación.

Steffens y Lant, [52] escribe: el problema de control es por definición un problema

multivariable: es decir hay múltiples objetivos de control y múltiples variables manipu-

ladas. Además, las relaciones entre las entradas y salidas son complejas (no lineales y

con variación en el tiempo). En vista de las caracteŕısticas del proceso, que es no lineal

y el tiempo variante (como consecuencia el cambio en los parámetros), uno podŕıa es-

perar que el uso de control más avanzado y robusto podŕıa mejorar el rendimiento con

respecto a un control clásico. Estudios en este momento han desarrollado cuidadosos

comparativos en cuanto a sistema lineales y no lineales dando respuesta a este tipo de

procesos [53].

Según (Larsson y Skogestad [54]), existen dos formas de seleccionar la estructura

de control uno puramente matemático un poco más complejo y por lo cual poco apli-

cado en la práctica y uno general. En los sistemas biológicos se tienen las siguientes

complicaciones para el control de sus procesos: Incertidumbre en cuanto a precisión de

medidas. Dificultades en la determinación de los parámetros del modelo, que vaŕıan

con el tiempo, la temperatura de agua, etc. La inhabilidad de medir varias variables de

estado (como por ejemplo composición de biomasa). Dificultades en modelar términos

f́ısicos con no linealidades (Cinética).
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1.4 Preliminares de control.

Las acciones básicas de controladores industriales las podemos clasificar como: De

dos posiciones o de encendido y apagado (On-Off),Proporcionales, Integrales, Proporcionales-

Integrales, Proporcionales-Derivativos y Proporcionales-Integrales-Derivativos

La necesidad de utilizar un controlador no lineal, se justifica por el bajo desempeño

de un controlador lineal principalmente en procesos con problemas de estabilidad y

de comportamiento no lineal. No obstante, la implementación exitosa de controladores

no lineales requiere de extensos programas de sintonizado y pruebas, aśı como de un

conocimiento preciso de sus efectos sobre la estabilidad del proceso. Los bioprocesos

están involucrados en la producción de algún compuesto qúımico sintetizado por un

microorganismo, relacionados con la generación de biomasa, extracción de metabolitos

o degradación de contaminantes [55]. La temperatura, el pH y ox́ıgeno disuelto son las

variables más fáciles de medir y que sirven para controlar parámetros. En el bioproceso,

sólo pocos parámetros cŕıticos se puede medir para permitir un control adecuado del

proceso y asegurar un alta calidad, sin embargo, en la práctica, no existen sensores

e instrumentos de supervisión en ĺınea que permitan una optimización del bioproceso

[56].

Los métodos modernos de control han sido efectivamente empleados para este ti-

po de plantas. Sin embargo, recientemente sólo las estrategias de control basados en

modelos han sido exitosos para los procesos biológicos.

La prueba de la observabilidad y la capacidad de control de un sistema es un

requisito previo necesario para la estimación y regulación de los estados. Debido a

los aspectos no lineales de su dinámica, el análisis de estabilidad y observabilidad es

bastante complejo en aplicaciones de procesos (bioqúımicos). Sin embargo, para los

sistemas no lineales, la teoŕıa de los observadores y controladores no es tan completa ni

exitosa como lo es para los sistemas lineales [57]. La controlabilidad y la observabilidad

son dos propiedades importantes de los modelos de estado que deben estudiarse antes

19



1. INTRODUCCIÓN

de diseñar un controlador. Los diseños de condiciones de observabilidad y capacidad

de control para sistemas no lineales son un problema dif́ıcil (incluso para sistemas

conocidos con precisión) que han recibido una considerable atención [58].

Hasta el momento, se han implementado una variedad de estrategias de control

en los sistemas MFC basadas principalmente en el tipo de modelado o las variables

disponibles en ĺınea, por lo tanto, en operación de variables muy espećıficas para la

parte bilógica, electroqúımica y de enerǵıa. Por ejemplo, se ha propuesto controlar

el flujo de entrada del sustrato a la MFC cuando hay una perturbación en la salida

del voltaje generado, v́ıa dos controladores PID y uno difuso [35]. De igual forma, se

ha propuesto controlar el flujo de entrada del sustrato cuando la temperatura y la

concentración de fluidos en la entrada vaŕıan esto fue mediante un control predictivo

[36]. La Programación de ganancias (Gain Scheduling) se ha utilizado para controlar la

carga eléctrica cuando existen perturbaciones en la temperatura y velocidad de carga

[38]. Se ha buscado mediante controladores lineales on/off y PID, controlar el caudal

cuando tenemos variación en la concentración de flujo de entrada [37]. Además, se ha

controlado la carga eléctrica v́ıa un control digital con tiempo muestreo cunado existen

cambios en condiciones externas como la temperatura, carga y la concentración de

sustrato [39]. Algunos otros ejemplos los citamos a continuación:

a) Retroalimentación clásica y control de avance mediante el control proporcional

integrativo derivado [59-62].

b) Control adaptativo [63-65].

c) Modelo de control predictivo [66].

d) Control de redes neuronales [67].

e) Control de lógica difusa [68-70].

En resumen la mayoŕıa de las estrategias de control podŕıan implementarse utilizan-

do algún software, que se use comúnmente para el registro de datos para proporcionar
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una adquisición de datos precisa y para convertir entradas analógicas en salidas digita-

les para mediciones de puntos de campo [71]. Lamentablemente para las MEC aún no

hay un avance sustancial debido a la complejidad de modelar y acoplar esta tres áreas

mencionadas, por lo cual, es necesario desarrollar metodoloǵıas y estrategias de control

el para la operación eficiente de las MEC.

1.5. Justificación.

Actualmente existe una gran cantidad de procesos industriales enfocados en la pro-

ducción de enerǵıa v́ıa bioprocesos. Existe incluso, una gran cantidad de estrategias

biotecnológicas desarrolladas para incrementar la productividad de estos metabolitos

(por ejemplo, modificación genética, mutagénesis, evaluación de diferentes sustratos,

etc.), de lo anterior, la mayoŕıa de las veces resultan económicamente poco viables para

los bioprocesos. Además, esta tecnoloǵıa se ha desarrollado a prueba y error sin con-

trolar las condiciones óptimas para mejor su desempeño. Esto representa un reto para

la teoŕıa del control. Por lo que en las MECs una ley de control no lineal permitirá

regular la concentración de producción de hidrógeno.

1.6. Objetivo

1.6.1. Objetivo General

Diseñar, simular y comparar un controlador no lineal y un controlador proporcional

para regular la concentración de sustrato e indirectamente regular la concentración de

hidrógeno en una MEC, mediante técnicas modernas de la teoŕıa del control.
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1.6.2. Objetivos espećıficos

Desarrollar un modelo matemático que integre datos cinéticos y de operación, me-

diante resultados previos de la literatura especializada, para analizar el comportamiento

dinámico en régimen estacionario de una MEC.

Calcular condiciones locales de estabilidad y controlabilidad, mediante teoŕıa de

control moderno, para identificar las caracteŕısticas el modelo dinámico en régimen

estacionario.

Diseñar, simular y comparar las estrategias de control no lineal y control proporcio-

nal, mediante la utilización del enfoque de Lyapunov y el uso del modelo matemático

generado, para regular a la planta en un punto de operación espećıfico.

1.7. Planteamiento del problema

El problema por resolver, en la presente tesis, es controlar la concentración de sus-

trato y regular la concentración de hidrógeno en una MEC, lo anterior cobra relevancia,

debido a que una MEC tiene un comportamiento dinámico no lineal, mediante la apli-

cación de una ley de control no lineal garantizando la mayor producción de hidrógeno,

cuando se compara con un control lineal.

1.8. Hipótesis

El controlador no lineal permitirá aumentar el rendimiento de producción de hidrógeno

en una MEC, cuando se compara con un control lineal.
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Caṕıtulo 2

Metodoloǵıa

En este caṕıtulo se expone la metodoloǵıa general mediante diagramas de flujo

para cumplir con los objetivos establecidos, aśı como la descripción de cada etapa y su

interacción en otras actividades.

2.1. Metodoloǵıa general

Figura 2.1: Etapa 1.
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2. METODOLOGÍA

Figura 2.2: Etapa 2.
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2.1 Metodoloǵıa general

Figura 2.3: Etapa 3.
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Caṕıtulo 3

Resultados y discusión

3.1. Modelo del sistema

El modelo matemático fue diseñado en base a datos experimentales reportados

en literatura considerando las ventajas y desventajas de los reportados para las MFC

(sección 1.2) y considerando, que con fines de control es recomendable utilizar un modelo

de orden reducido que permita representar las variables de estado globales-cŕıticas para

la producción de hidrógeno en la MEC. Además, se considera las cinéticas para sistemas

bilógicos y los fundamentos electroqúımicos (sección 1.2). Los valores de los parámetros

iniciales fueron obtenidos de Pinto et al. [44], Luis Blanco-Cocom et al. [51] y Abul et

al. [72]. Después el modelo propuesto se ajustó utilizando la técnica de optimización

de Levenberg-Marquardt, para un funcionamiento de la MEC en lote como primera

aproximación en donde no hay salida de productos es decir la tasa de dilución (D=0),

lo anterior se muestra en las figuras 3.1, 3.2 y 3.3, cabe mencionar que los valores que

reproduce el modelo fueron verificados por estequiometŕıa para limitar el modelo a

valores máximos teóricos factibles. La efectividad del modelo propuesto para describir

las observaciones experimentales se verificó mediante el ya conocido R2 (coeficiente de

correlación) y un coeficiente de eficiencia (Π), un valor positivo de DCE representa una

simulación aceptable, mientras que DCE > 0.9 representa una buena simulación [73].
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A partir de estos criterios, se concluyó que el modelo presentaba datos experimentales

con precisión (ver, Tabla 3.1). Del mismo modo, en todos los casos, R2 estuvo cerca de

la unidad, lo que indica un buen ajuste del modelo, como se observa en la Tabla 3.1.

Además, los resultados indican que es posible inferir con precisión la concentración en

la fermentación por lote de la MEC. A partir de este criterio, se concluyó que el modelo

representaba con precisión los datos experimentales, evaluados aplicando E (promedio)

= 0.995.

Variable R2 Π

Biomasa 0.995 0.985

Sustrato 0.996 0.993

Hidrógeno 0.998 0.990

Average 0.995 0.984

Tabla 3.1: Criterios para validar el modelo de la MEC.
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3.1 Modelo del sistema

Figura 3.1: Resultados de la literatura del sustrato.

Figura 3.2: Resultados de la literatura del hidrógeno.
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Figura 3.3: Resultados de la literatura del la biomasa.

El modelo matemático de la planta considerada en esta tesis, es el siguiente :

Ẋ = Dε1(1−X) + ηA− k2X (3.1)

donde X es la biomasa en el tanque de fermentación, D es la tasa de dilución en

el tanque de fermentación, η representa la tasa de crecimiento de la biomasa, k2 es el

ı́ndice de mortandad de la bacteria y ε1 es la proporción de bacterias que se adaptan a

la MEC. Aqúı, la dinámica de A está dada por la siguiente expresión:

Ȧ = ε2(30−A)− η−XYya . (3.2)

donde A es el sustrado que alimenta a la biomasa, ε2 es una constante y Y ya es
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el parámetro de consumo de sustrato. La dinámica de la variable que representa la

cantidad de hidrógeno producido puede expresar como:

Ḣ = −DH +Xη2 + (
E

Rint
mF

RT
P )X (3.3)

donde H es el hidrógeno producido durante la operación del sistema.

η = ηy(1− e
−X
Ka ) (3.4)

η2 = 0.0096 (3.5)

Al combinar las dinamicas anteriores, el sistema de la MEC de la forma ẋ(t) =

f1(x) + f2(x)u es el siguiente:

Ẋ = ηy(1− e
−X
Ka )A− k2X +Dε1(1−X)

Ȧ = (−ηy(1− e
−X
Ka )) X

Y ya +Dε2(30−A)

Ḣ = 0.0096X + (
E

Rint
mF

RT
P )X −DH

(3.6)

Este es el modelo dinámico no lineal que se ocupó durante el experimento.

Las siguientes suposiciones se han tomado en cuenta en la presente tesis:

• Se supone que el acetato es la única fuente de carbono.

• La fuente de carbono está bien distribuida en el anódico.

• Compartimento, por lo tanto se supone una mezcla ideal y acetato.

• Se descuida el gradiente en la biopeĺıcula.

• Distribución uniforme de las poblaciones microbianas en el biofilm.
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3. RESULTADOS Y DISCUSIÓN

• Se asume y la retención de biomasa debido a la formación de biofilm es descrito

por un modelo h́ıbrido con fases de crecimiento-lavado como descrito abajo.

• Un conjunto constante de mediador de transferencia de electrones intracelular.

• Se asumen microorganismos anodof́ılicos.

• Se supone que el crecimiento de biomasa en el ĺıquido anódico es insignificante

debido a los cortos tiempos de retención hidráulicos utilizados para MEC operación

(condiciones de lavado).

• Se supone la transferencia instantánea de gas de las fases ĺıquida a la gaseosa.

• La temperatura y el pH se consideran totalmente controlados y se mantienen

constante.

3.2. Propiedades de controlabilidad local del modelo de

la MEC.

Se linealizó el modelo matemático descrito en (3.6) por el método de linealización

jacobiana alrededor del punto de equilibrio siguiente (3.7):

X∗ = 11.72

A∗ = 17.97

H∗ = 2.25

(3.7)

donde la respuesta del sistema al poner como condiciones iniciales los puntos de

equilibrio (3.7) esta dada en la Figura 3.4.
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3.2 Propiedades de controlabilidad local del modelo de la MEC.

Figura 3.4: Respuesta del sistema con condiciones iniciales iguales a (3.7)

Como se puede observar en la Figura 3.4 el sistema se mantiene cerca de los puntos

de equilibrio elegidos, por lo cual se decide continuar con la linealización del sistema

en esos puntos.

En (3.6) el sistema esta representado de la forma:

ẋ = f1(x) + f2(x)u (3.8)

Descrita de la siguiente forma:


Ẋ

Ȧ

Ḣ

 =


ηy(1− e

−X
Ka )A− k2X

ηy(1− e
−X
Ka )) X

Y ya

0.0096X + (
E

Rint
mF

RT
P )X

+


ε1(1−X)

ε2(30−A)

−H

u (3.9)

Se hace un cambio de variable ya que el punto de equilibrio no es el cero por lo que

definimos que:

x̄ = x− x∗ (3.10)
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3. RESULTADOS Y DISCUSIÓN

X̄ = X −X∗

Ā = A−A∗

H̄ = H −H∗

(3.11)

Aplicando el método de linealización jacobiana obtenemos:

Jf1(x̄) =


∂
∂X̄
f1(x̄) ∂

∂Ā
f1(x̄) ∂

∂H̄
f1(x̄)

∂
∂X̄
f2(x̄) ∂

∂Ā
f2(x̄) ∂

∂H̄
f2(x̄)

∂
∂X̄
f3(x̄) ∂

∂Ā
f3(x̄) ∂

∂H̄
f3(x̄)


x̄=x∗
ū=u∗

(3.12)

Jf2(x̄) =


∂
∂ūf1(x̄)

∂
∂ūf2(x̄)

∂
∂ūf3(x̄)


x̄=x∗
ū=u∗

(3.13)

Los resultados de las derivadas parciales son:

Jf1(x̄) =


ηy
Ka(e

−X̄
Ka )Ā− k2 − ε1D, ηy(1− e

−X̄
Ka ), 0

−ηy
Y ya +

ηy
Y ya(e

−X̄
Ka − X̄

Kae
−X̄
Ka ), −Dε2, 0

0.0096 + (
E

Rint
mF

RT
P ), 0, −D


x̄=x∗
ū=u∗

(3.14)

Jf2(x̄) =


ε1(1− X̄)

ε2(30− Ā)

−H̄


x̄=x∗
ū=u∗

(3.15)

Sustituyendo los valores en los puntos de equilibrio (3.7) para que el sistema quede

de la forma:

ẋ = Ax+Bu. (3.16)

Por lo que obtenemos el sistema linealizado:
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3.2 Propiedades de controlabilidad local del modelo de la MEC.

˙̄x =


−0.054 0.0315 0

−0.0495 −0.048 0

0.0096 0 −0.5

 x̄+


−10.72

11.6064

−2.25

 ū. (3.17)

El sistema (3.17) se encuentra la forma (3.18) que es necesario para este caso de

estudio.

ẋ = Ax+Bu.

y = Cx+Du.
(3.18)

Donde x ∈ Rn, u ∈ Rm, y =∈ Rp, A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n, D ∈ Rp×m,

Para poder aplicar la ley de control por realimentacion de estado del tipo.

u = −Kx. (3.19)

Se analizó el sistema (3.17) para saber si es controlable y esto lo sabemos al formar

la matriz de controlabilidad (3.20) y verificamos que sea de rango completo.

C =

[
B

... AB
... ...

... An−1B

]
(3.20)

Por lo que se forma la matriz de controlabilidad.

C =


−10.72 0.9273 −0.0494

11.6064 −0.0262 −0.0447

−2.25 0.0096 0.0084

 (3.21)
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3. RESULTADOS Y DISCUSIÓN

Calculando su determinante se obtiene que es diferente de cero por lo tanto se dice

que la matriz C es controlable ya que su es de rango completo.

Det(C) = −0.0023 (3.22)

Para ubicar los polos del sistema se transformó a su forma canónica controlable que

en general es:

˙̂x =


0 1 0

0 0 1

−a0 −a1 −a2

x(t) +


0

0

1

u(x) (3.23)

De tal forma que:

˙̂x = Âx(t) + B̂u(t) (3.24)

donde Â = TAT−1 y B̂ = TB, Â ∈ Rn×n, B̂ ∈ Rn×n, T ∈ Rn×n y T se formo de la

siguiente manera.

T =



q1

...

q1A

...

q1A2


(3.25)

Donde q1 es la ultima fila de la inversa de la matriz C.

C−1 =
Adj C
det C

(3.26)
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3.2 Propiedades de controlabilidad local del modelo de la MEC.

C−1 =


−0.087 3.608 18.565

−1.27 87.608 4575.6521

−22.78 862.47 4557.60

 (3.27)

Por lo que

q1 =

[
−22.78 862.47 4457.6

]
(3.28)

Ya obtenido el valor de q1 se calcula la matriz T quedando de la siguiente forma:

T =


−22.78 862.47 4457.6

2.2642 −42.766 −231.39

−0.2219 2.1241 11.5698

 (3.29)

Por lo tanto, el sistema en la forma canónica controlable que se obtuvo fue la

siguiente:

˙̂x =


0 1 0

0 0 1

−0.0002 2.1241 −0.1514

x(t) +


0

0

1

u(t) (3.30)

.

la ecuación caracteŕıstica se calcula como:

det(sI −A) = s3 + a2s
2 + a1s+ a0 = 0 (3.31)

Por lo que

det(sI −A) = s3 + 0.15145s2 + 0.091s+ 0.0002 (3.32)
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3. RESULTADOS Y DISCUSIÓN

La matriz en lazo cerrado es:

Ac = Â− B̂K (3.33)

Ac =


0 1 0

0 0 1

−0.0002 −0.0091 −0.1514

−


0

0

1


[
k1 k2 k3

]
(3.34)

Ac =


0 1 0

0 0 1

−0.0002− k1 −0091− k2 −0.1514− k3

 (3.35)

Cuyo polinomio caracteristico es:

Φc(s) = s3 + (0.1514 + k3)s2 + (0.0091 + k2)s+ 0.0002 + k1 (3.36)

El polinomio caracteŕıstico propuesto es Hurwitz estable ya que sus ráıces son ne-

gativas y es el siguiente:

Φp(s) = s3 + 15s2 + 15s+ 1 (3.37)

Por lo tanto, K es:

K =

[
0.9998 14.9909 14.8486

]
(3.38)

Ahora se aplicará a la planta no lineal el control por retro de estado, utilizando

como herramienta de apoyo simulink.
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3.2 Propiedades de controlabilidad local del modelo de la MEC.

Figura 3.5: Control por retro de estados simulink

Los resultados son los siguientes.

Figura 3.6: Control por retro de estados (X)

En la Figura 3.6 podemos observar a X que es la bacteria o biomasa sin aplicarle

la ley de control, Xlc es la respuesta de la biomasa del sistema en lazo cerrado ya

aplicándole el controlador por retro de estados y reef es la referencia del sistema.
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3. RESULTADOS Y DISCUSIÓN

Figura 3.7: Control por retro de estados (A)

Como se observa en la Figura 3.7 A que es el sustrato del sistema en lazo abierto,

A lc es la respuesta del sistema en lazo cerrado aplicando la retro de estado, reff2 es

la referencia del sistema.

Figura 3.8: Control por retro de estados (H).

39



3.3 Análisis de puntos óptimos de operación.

En la Figura 3.8 se observa a H que es el hidrógeno del sistema no lineal en lazo

abierto, Hlc es la respuesta del sistema en lazo cerrado al controlador por retro de

estado y a reef3 que es la referencia.

3.3. Análisis de puntos óptimos de operación.

Figura 3.9: Puntos óptimos de operación.
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3. RESULTADOS Y DISCUSIÓN

3.4. Prueba de estabilidad del controlador propuesto.

Considerando un sistema af́ın para el sistema (x-x 3 edos) como se muestra en la

Figura 3.10.

Figura 3.10: Estructura del controlador propuesto en una MEC.

ẋ = f(x) + g(x)u

y = Cx
(3.39)
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3.4 Prueba de estabilidad del controlador propuesto.

Dónde:

• x = [S,X.H]T ∈ R+ es el vector de estado correspondiente.

• y es la salida medible.

•µ es el vectores de entrada de control.

•f(x) es una función vectorial no lineal, continuamente diferenciable.

•g(x) es un vector no lineal.

•La función (f ∈ C∞), es decir, es suave o continuamente diferenciable, esto implica

que sus componentes escalares fi, i = 1, .., n, son de la clase C∞ .

Ahora, se propone la siguiente ley de control:

u = −g1e− g2(
e

1 + e2
)(

1√
1 + e2

) (3.40)

donde la función escalar de error e se define como:

e = C(x− xsp) (3.41)

Considerando la planta no lineal y el controlador propuesto, es importante garan-

tizar la estabilidad del esquema en lazo cerrado. Para este fin, se hace uso del enfoque

de Lyapunov, el cual como es sabido, garantiza la estabilidad de una planta sin conocer

expĺıctamente su solución. La siguiente proposición establece la estabilidad del esquema

en lazo cerrado.

Proposición:

Considere el sistema (3.39) en lazo cerrado con la ley de control (3.40), y también

el error del sistema (3.41), entonces la ley de control (3.40) estabiliza la planta (3.39)

y el punto de equilibrio es localmente asintóticamente estable.

Prueba:

Se la función (3.42) candidata a función de Lyapunov [65].
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3. RESULTADOS Y DISCUSIÓN

V (e) = e2P, P > 0 (3.42)

dV (e)

dt

∣∣∣
3.39

= 2PeėP (3.43)

Por lo que, la dinámica del error de regulación depende de la dinámica la salida de

la planta y su punto de ajuste. Remplazando la ecuación (3.42) en (3.39) obtenemos

que:

ė = C(ẋ− ẋsp) = f̃(x) + g̃(x)u. (3.44)

Sin pérdida de generalidad y teniendo en cuenta el caso de regulación, es decir,

cuando el punto de ajuste es fijo:

ẋsp = 0 (3.45)

Combinando la ecuación (3.40) en la ecuación (3.44), se obtiene lo siguiente:

ė = Cẋ = Cf̃(e) + Cg̃(e)u = C[f̃(e) + g̃(e)(−g1e− g2(
e

1 + e2
)(

1√
1 + e2

))] (3.46)

donde u está dado por (3.40), sustituyendo en (3.42) tenemos que:

V̇ (e) = 2ėP e = 2(Cf̃(e) + Cg̃(e)g1e+ g2Cg̃(e)( e
1+e2

)( 1√
1+e2

))Pe

= 2Cf̃(e)Pe− 2Cg̃(e)g1e
2P − 2g2Cg̃(e)e2P

(3.47)

Asumiendo que Cg̃(e) > 0 (esto se cumple para nuestro caso de estudio) y por la
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3.4 Prueba de estabilidad del controlador propuesto.

desigualdad de Cauchy-Swartz se sabe que:

2Cf̃(e)Pe ≤ 2P |cf̃(e)e| (3.48)

por lo que

V̇ (e)
∣∣∣
(3.39)

≤ 2P |Cf̃(e)e| − 2Cg̃(e)g1e
2P − 2g2Cg̃(e)e2P

≤ 2P ‖ Cf̃(e) ‖‖ e ‖ −2Cg̃(e)g1e
2P − 2g2Cg̃(e)e2P

(3.49)

Adicionalmente, considere que:

‖ f̃(e) ‖≤ ` ‖ e ‖, ` > 0. (3.50)

De lo anterior sigue que

V̇ (e)
∣∣∣
(3.39)

≤ 2P ‖ C ‖‖ f̃(e) ‖‖ e ‖ −2Cg̃(e)g1e
2P − 2g2Cg̃(e)e2P

≤ 2P ‖ C ‖ ` ‖ e ‖‖ e ‖ −2Cg̃(e)g1e
2P − 2g2Cg̃(e)e2P

≤ 2P ‖ C ‖ `|e|2 − 2Cg̃(e)g1e
2P − 2g2Cg̃(e)e2P

≤ 2P ‖ C ‖ `e2 − 2Cg̃(e)g1e
2P − 2g2Cg̃(e)e2P

(3.51)

V̇ (e)
∣∣∣
(3.39)

≤ −2Pe2[Cg̃(e)g1 + Cg̃(e)g2− ‖ C ‖ `] (3.52)

si, ‖ C ‖= 1 y ` = 1 implica que g1 > 0 y g2 > 0 por lo que la solución trivial es

localmente asintóticamente estable, y la proposición está probada.
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A continuación se presenta la implementación del controlador con las siguientes

consideraciones para su simulación:

• Las ganancias se seleccionaron heuŕısticamente.

• Se simula en lazo abierto para t < 20 h y a lazo cerrado para t > 20.

• Se compara con un contador proporcional.

• Se grafica el esfuerzo de control basado en la tasas de Dilución.

• Se obtiene la norma del error para mostrar la eficiencia del controlador.

La Figura 3.11 muestra el comportamiento de la MEC a lazo abierto y cerrado

para la concentración de sustrato. El controlador propuesto tiene una respuesta suave

y mejora el tiempo de convergencia del respecto al controlador proporcional con una

diferencia de tiempo de 23 horas. Además observamos que el controlador tiene la capa-

cidad de regular también la concentración de hidrógeno a un máximo de en un periodo

de aproximadamente 30 horas Figura 3.12. Por otra parte, el esfuerzo de control que

deberá tener la válvula (D) f́ısicamente se puede observar en la Figura 3.13, valores

que se encuentra dentro de rango operacional para mantener estable la concentración

de sustrato.
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3.4 Prueba de estabilidad del controlador propuesto.

Figura 3.11: MEC funcionado a lazo abierto y cerrado para la dinámica del sustrato
comparando dos controladores.
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Figura 3.12: MEC funcionado a lazo abierto y cerrado para la dinámica de la biomasa
comparando dos controladores.
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3.4 Prueba de estabilidad del controlador propuesto.

Figura 3.13: MEC funcionado a lazo abierto y cerrado para mostrar el esfuerzo de control
de la válvula.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones globales

La estabilidad y la convergencia asintótica se verifican mediante simulaciones numéri-

cas, con un rendimiento satisfactorio de acuerdo con la prueba matemática de estabi-

lidad para el controlador propuesto.

En conclusión, puede decirse que el objetivo definido en este trabajo, establecido en

la parte introductoria, ha sido cubierto satisfactoriamente, obteniéndose un conjunto

de resultados interesantes desde un punto de vista biotecnológico.
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Caṕıtulo 5

Recomendaciones

• Instrumentar e implementar en un biorreactor los esquemas de control y estima-

ción propuestos para su monitoreo en tiempo real.

• Considerar un esquema de control SIMO (single input, multiple output) con el

objetivo de controlar mas de una variable de estado como puede ser el Sulfuro de

hidrogeno y el Cadmio removido.

50
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Apéndice A

Anexo A

A.1. Definiciones y teoremas de aplicación

A.1.1. Estabilidad en el sentido de Lyapunov

Un concepto fundamental en la teoŕıa de control es el de estabilidad. En este sentido

Lyapunov caracteriza la estabilidad de un punto de equilibrio; además podemos infe-

rir deducciones acerca del comportamiento de las trayectorias de un sistema dinámico

cuando ellas comienzan cerca de un punto de equilibrio, cabe señalar que estos resul-

tados son si la necesidad de calcular o conocer expĺıcitamente las soluciones en forma

cerrada de las ecuaciones diferenciales que describen el comportamiento dinámico del

sistema. Comenzaremos describiendo conceptos importantes:

Sistemas Autónomos

La dinámica de un sistema no lineal puede usualmente ser representada por un

conjunto de ecuaciones diferenciales ordinaria6s no lineales de la forma:

ẋ = f(x) (A.1)

Donde x ∈ R y f(x) ∈ R+XRn −→ Rn, esto son el objetivo de garantizar existencia,

unicidad y continuidad de las soluciones para cada condición inicial.
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Definición A1. El sistema no lineal (A.1) se dice autónomo si no depende expĺıcita-

mente del tiempo , o sea, si las ecuaciones del sistema son de la forma

Ahora suponga que es un punto de equilibrio de (A.1) esto es que

f(0) = 0 (A.2)

Definición A2 El punto de equilibrio de (A.1) es:

• Estable si, para cada ε > 0hay un δ = δ(e) > 0tal que ‖ x(0) ‖< δ =⇒‖ x(t) ‖<

ε, ∀ t ≥� 0

• Inestable si no es estable, y

• Asintóticamente estable si es estable y existe una r(x0) > 0 tal que ‖ x(0) ‖<

r(x0) =⇒ limx(t)t−→∞ = 0

Observación A.1. Sea r > 0 el conjunto Br = {x ∈ Rn ‖ x ‖< r} define una vecindad

de radio r alrededor del origen x = 0

Método directo de Lyapunov.

El método directo de Lyapunov basa su idea en las variaciones respecto del tiempo

de una función escalar no negativa, cuyo valor puede ser interpretado como la enerǵıa

total del sistema, es decir, si la dinámica del sistema es tal que la enerǵıa del sistema

decrece, entonces eventualmente el sistema alcanza su estado de equilibrio.

Teorema A1 Sea x = 0 un punto de equilibrio para (2A) yV una función continua-

mente diferenciable, D ⊂ Rn y definida positiva, tal que
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V (0) = 0, en Br

V̇ (x) ≤ 0 enBr ∀ x ∈ D
(A.3)

Entonces, x = 0 es estable.

Si

V̇ (x) ≤ 0 en Br − {0} (A.4)

Entonces x = 0 es estable.

Teorema A2 el punto de equilibrio x = 0 de (2A) es exponencialmente estable si

existen dos números positivos α y λ tales que:

‖ x(t) ‖≤ α ‖ x(0) ‖ e−λt, ∀ t > 0 (A.5)

En alguna bola Br alrededor de origen.

Método indirecto de Lyapunov.

El primer método o método indirecto de Lyapunov expresa que las propiedades de

estabilidad de un sistema no lineal, en una vecindad cercana a un punto de equilibrio, su

fundamento se basa esencialmente que son las mismas que las de su aproximación lineal.

Sea el polinomio caracteŕıstica p(s) = del(sI −A) = sn + a1s
n−1 + ...+ an , donde

A ∈ Rnxn es la matriz de aproximación lineal del sistema y a1 ∈ R, i = 1, ..., n. Ahora

bien cundo todos los valores propios de la matriz A satisfacen la condición Reλi < 0 ∀i
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entonces, A se llama una matriz estable o matriz de Hurwitz.

Teorema A3 Sea x = 0 un punto de equilibrio para el sistema no lineal (2A) donde

f es continuamente diferenciable en una vecindad del origen. Sea

A =
∂f(x)

∂x

∣∣
x=0

(A.6)

Entonces,

• Si Reλ1 < 0 para todos los valores propios de A el punto de equilibrio es asintóti-

camente estable.

• Si Reλ1 > 0 para todos los valores propios de A el punto de equilibrio es inestable.

• No se puede concluir nada acerca de la estabilidad del sistema no lineal (2A)

cuando la aproximación lineal tiene al menos un valor propio sobre le eje imaginario.

Observación 2 Las condiciones de estabilidad basadas en la aproximación lineal de

un sistema no lineal son totalmente locales.

Para estudiar la estabilidad global asintótica es necesario recurrir al método directo

de Lyapunov. Si algunos valores propios de A tienen parte real igual a cero y el resto

parte real negativa, entonces las técnicas anteriores son inconclusas. En tales casos la

estabilidad del equilibrio esta determinada por los términos de orden mas alto que se

eliminan en el procedimiento de linealización.
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A.2 Simboloǵıa

A.2. Simboloǵıa

Śımbolo Nombre

µx Tasa de crecimiento máxima de la bacteria X

ks Coeficiente de saturación media

k1 Tasa de mortandad de endogenos en la bacteria X

yxs Parámetro de consumo de glucosa

yxv Coeficiente de crecimiento de VFA asociado al crecimiento de la bacteria X

yxh Coeficiente de formación del H2 asociado a la X

tlag Tiempo de latencia de la bacteria

ηy Tasa de crecimiento máxima de la bacteria Y

ka Coeficiente de saturación media

k2 Tasa de mortandad de endogenos en la bacteria Y

yya Parametro de consumo de acetato

yyh Coeficinete de formacion de H2 asociado al la bacteria Y

ε1 Proporción de las bacterias X que se adaptan a la MEC

ε2 Proporción de ácidos acéticos en el efluente de la MEC

E Voltaje aplicado a la MEC

R Constante de los gases ideales

D Tasa de dilución

IMEC Corriente en la MEC

P Presión atmosférica

T Temperatura en la MEC
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