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Resumen

En este trabajo de tesis se estudian algunas propiedades téoricas y dindmicas de los
operadores de desplazamiento hacia adelante y hacia atras en el espacio de Lipschitz de un
arbol infinito; particularmente estudiaremos condiciones para que dichos operadores sean
acotados, se daran estimaciones para la norma y se calcula esta de forma explicita para
una cierta familia de arboles; ademas, se estudian el espectro, espectro puntual y espectro
puntual aproximado de los operadores de desplazamiento. Por otra parte, se demuestran
condiciones que caracterizan cuando el operador de desplazamiento hacia atras es acota-
do. También se exhibe una condicion que caracteriza la hiperciclicidad del operador de
desplazamiento hacia atras definido en el espacio pequeno de Lipschitz. Finalmente, se
estudian condiciones para que el operador de desplazamiento hacia atras con pesos sea
hiperciclico en el espacio pequeno de Lipschitz y su relaciéon con las condiciones obtenidas
para el caso sin pesos.

Abstract

In this thesis we study some theoretic and dynamical properties of the backward and
forward shift operators on the Lipschitz space of a tree. We particularly study bounded-
ness of the shifts, and we establish estimates on the operator norm (we explicitly compute
the norm for a specific type of tree). In addition we determine the spectrum, point spec-
trum and approximate point spectrum of the backward and forward shifts; we also study
hyperciclicity of the backward and forward shift operators on the little Lipschitz space
of a tree. Furthermore, we characterize boundedness of the backward shift, and we also
obtain a necessary and sufficient condition for hyperciclicity of the backward shift on the
little Lipschitz space of a tree. Finally, we obtain necessary and sufficient conditions for
hyperciclicity of the weighted backward shift on the little Lipschitz space of a tree, and
we show that the sufficient condition coincides with the characterization that we found
for the unweighted case.



Introduccion

El estudio de operadores en arboles infinitos se ha convertido en un campo de inves-
tigacion de mucho interés; esto se debe principalmente a que algunas ramas del andlisis
armonico, analisis funcional y la teoria del potencial estudian algunos operadores clasicos
definidos en estructuras discretas, por ejemplo el operador de Laplace, el operador de
Green, operadores de composicién y operadores de desplazamiento.

Un espacio estudiado en anélisis es el espacio de Bloch B(D); este consiste de todas
las funciones analiticas f en I, el disco unitario abierto centrado en el origen del plano
complejo, tales que:

sup (1 —[2[*)|f'(2)] < oo
zeD

La norma de Bloch esta dada por:

17115 = 1FO)] +sup (1 = 2P)| ()] 0

El espacio de bloch B(ID) es un espacio de Banach bajo la norma dada en (1) (véase [17]).
El subespacio By(ID) que consiste de todas las funciones f € B(ID) tales que:

(1— |z (2)] — 0, cuando |z| — 17,

es la cerradura del conjunto de polinomios en B(D) y es llamado el espacio pequeno de
Bloch (véase [17]).

De acuerdo a algunos autores los drboles infinitos son los andlogos discretos de algunas
superficies de Riemann con curvatura negativa (ver, por ejemplo, [6]). En particular esto
es cierto para el disco unitario en el plano complejo con la métrica hiperbélica (cuya
definicién se puede encontrar en [17]). Es por esto que Colonna e Easley definieron en
[8] los espacios de Lipschitz £ y pequenio de Lipschitz £y de un arbol infinito como los
andlogos discretos de los espacios de funciones B(D) y By(ID) respectivamente; dichos
autores estudiaron varias propiedades de L y Ly tales como completez, separabilidad,
entre otras (ver [8] y [9]).

Las funciones que son Lipschitz juegan un papel de suma importancia en estos espacios,
ya que las funciones en el espacio de Bloch son precisamente las funciones analiticas que
son Lipschitz con respecto a los espacios métricos (D, ) y (C, |- |), es decir, f € B(D) siy
solo si | f(z) — f(w)| < CB(z,w) (ver, [17, Teorema 5.5] para consultar la demostracién de
esta equivalencia), donde (3 es la métrica hiperbdlica y | - | denota el médulo en el campo
de los complejos.

En [11], Jabtonski, Jung y Stochel comienzan el estudio de una nueva clase de opera-
dores en el espacio de Hilbert L*(V'), donde V' denota al conjunto de vértices de un 4rbol
infinito; dichos operadores pueden pensarse como una generalizacion de los operadores de
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desplazamiento clasicos en la teoria de operadores. En dicho articulo, se estudian algunas
propiedades de estos operadores tales como acotamiento, subnormalidad, propiedades es-
pectrales, entre otras. Es importante mencionar que parte de la motivacion por la cual
diversos autores han estudiado propiedades tedricas de operadores definidos en estructu-
ras discretas, es la posibilidad de poder generar ejemplos y contra ejemplos que sirvan
como respuesta a preguntas de existencia en teoria de operadores.

Por otro lado, el estudio de la hiperciclicidad de operadores esta motivada por la es-
trecha relaciéon que existe con la idea de caos en sistemas dinamicos, pues una condicién
necesaria para que un operador sea cadtico es que sea hiperciclico. Lo antes mencionado
permite determinar si un operador no es cadtico (en el sentido de Devaney) tnicamente
estudiando la érbita de los vectores del espacio bajo el operador, pues si ningin vector tie-
ne orbita densa entonces el operador no puede ser cadtico. Otra de las razones por la que
es importante estudiar hiperciclicidad es por su relaciéon con el problema del subconjunto
invariante en espacios de Hilbert, pues un operador no tiene un subconjunto invariante
cerrado no trivial si y solo si cada vector no cero es hiperciclico (véase [12]). En [14], Mar-
tinez Avendafio comienza a estudiar hiperciclicidad de los operadores de desplazamiento
(hacia adelante y hacia atras) en los espacios LP con pesos de un arbol dirigido. En dicho
trabajo, se busca caracterizar la hiperciclicidad de los operadores de desplazamiento en
los espacios LP, y asi extender la caracterizacion que di6 Salas en [15] para el caso clésico
de operadores de desplazamiento con pesos en (P(Z) y ¢*(N).

Motivado por lo anterior y el hecho de que no se habian estudiado los operadores de
desplazamiento en £ y Ly, en esta tesis se analizan algunas propiedades tedricas y dina-
micas de los operadores de desplazamiento hacia adelante y hacia atras definidos en el
espacio de Lipschitz de un arbol infinito. En particular nos interesa estudiar acotamiento,
estimaciones para la norma, espectro, espectro puntual, espectro puntual aproximado,
compacidad e hiperciclicidad de los operadores de desplazamiento. Es importante men-
cionar que en principio no se sabe cémo estos resultados se ven en el espacio de funciones
Bloch, es decir, no conocemos a que tipo de operador en B(D) y By(D) representan estos
operadores de desplazamiento en L y L.

Para presentar los resultados obtenidos se ha dividido la tesis en 5 capitulos distribui-
dos de la siguiente manera:

En el capitulo 1, se presentan algunos preliminares de analisis funcional, teoria espec-
tral y dinamica de operadores lineales que serdn de suma importancia en el desarrollo de
los capitulos posteriores. Ademaés, se introducen definiciones basicas de teoria de graficas
y propiedades importantes de los espacios £ y Loy; por ejemplo, se dota a los espacios £
y Ly con dos normas equivalentes a las cuales denotaremos por || - ||z v || - |

Lo

A partir del capitulo 2 mostramos los resultados originales de este trabajo de tesis. En
este capitulo se demuestra que el operador de desplazamiento hacia adelante .S estd bien
definido y es acotado en L y en Ly; ademds, en el teorema 2.6 se prueba que S es una
isometria cuando se dota a £ con la norma ||-||z,. Posteriormente en la proposicién 2.7 y el
teorema 2.10 se calcula el espectro, espectro puntual y el espectro puntual aproximado del
operador de desplazamiento hacia adelante definido en £ y en Ly. Finalmente se deduce
que S no puede ser un operador compacto y por lo tanto tampoco de rango finito.

En el capitulo 3, se demuestra que el operador de desplazamiento hacia atras B es
acotado en L y en L si el arbol satisface cierta condicién combinatoria, ademés en el
teorema 3.13 se prueban condiciones que son necesarias y suficientes para que B sea



acotado; tambien se calcula explicitamente la norma para una cierta clase de arboles.
Posteriormente en los teoremas 3.18 y 3.21 se calcula el espectro, espectro puntual y el
espectro puntual aproximado del operador de desplazamiento hacia atras definido en £y
en Ly para una cierta familia de arboles. Finalmente se deduce que B no puede ser un
operador compacto y por lo tanto tampoco de rango finito.

En el capitulo 4, se demuestra que el espacio pequeno de Lipschitz es la cerradura
del conjunto de funciones con soporte finito y por lo tanto es separable. También se
observa que el operador de desplazamiento hacia adelante no puede ser hiperciclico en
L. Posteriormente en el teorema 4.8 se caracteriza la hiperciclicidad del operador de
desplazamiento hacia atras B definido en Ly; este teorema basicamente nos dice que B
no es hiperciclico si y solo si el arbol posee cierta propiedad combinatoria.

Por 1ultimo, en el capitulo 5 se define el operador de desplazamiento hacia atras con
pesos y en el teorema 5.2 se exhiben condiciones para que sea acotado en £ o en L.
Posteriormente en el teorema 5.5 se da una condiciéon suficiente para que el operador
de desplazamiento hacia atras sea hiperciclico, y se demuestra que la condicion suficiente
para que el operador de desplazamiento hacia atras con pesos sea hiperciclico coincide con
la condicion combinatoria sobre el arbol obtenida en el capitulo 4 cuando la sucesion de
pesos es constante igual a uno. Finalmente en el teorema 5.7 se da una condicién necesaria
para que el operador de desplazamiento hacia atras sea hiperciclico.

VI



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan algunas de las definiciones y resultados que seran de
utilidad para el desarrollo de la tesis. Primero se daran algunas definiciones y teoremas
clasicos del analisis funcional, de teoria espectral de operadores lineales en espacios de
Banach y de operadores hiperciclicos. Posteriormente, se introducen algunos conceptos
basicos de teoria de gréficas, se define el espacio de Lipschitz de un arbol infinito y se
presentan algunas propiedades del espacio.

Debido a que los resultados de las secciones 1.1 y 1.2 son muy conocidos, preferimos
omitir la demostraciones con el fin de no alargar demasiado el trabajo de tesis. Se indicara
al inicio de dichas secciones en que referencia puede ser consultada la prueba de los
resultados.

1.1. Operadores lineales en espacios normados y de
Banach

Sea Z un espacio vectorial con campo escalar en R o C. Se define una norma en 7
como una funciom || - || : Z x Z — R tal que satisface las siguientes propiedades:

L. ||z|| >0, Vze Z.
2. ||z|]| = 0 siy solo si x = 0.
3. |lax| = |a|||z||, con a un escalar.

4. Dados dos elementos x,y € Z, se satisface la desigualdad del triangulo, es decir:

2+ yll < ll=ll + llyll-

Una norma en Z define una métrica d en Z dada por d(x,y) = ||z — y||, la cual es
llamada la métrica inducida por la norma || - ||. Diremos que (Z, || -||) es un espacio
normado si || - || es una norma en Z.

Definicién 1.1. Sea Z un espacio normado. Se dice que Z es de Banach si es completo
con respecto a la métrica inducida por la norma, es decir, toda sucesién de Cauchy {x,,}
en Z converge.



Capitulo 1. Preliminares

1.1.1. Operadores lineales acotados

Definicién 1.2. Sean X, Y espacios normados y A : X — Y wun operador lineal.
Decimos que A es acotado, si existe k > 0 tal que |Az|ly < k||z||x para todo z € X.

Definicién 1.3. Dado un operador A : X — Y lineal y acotado. Definimos a la norma
del operador A como:

A
4] = sup 122
w0 |]lx
Se puede demostrar que || - || define una norma en B (X ,Y), el cual se define como

B(X,Y)={A: X — Y : Aes lineal y acotado} .

Para el caso en el que X = Y, este conjunto se denotara por B (X). En [13] se
demuestran las siguientes dos proposiciones.

Proposicién 1.4. Sea A € B(X,Y), entonces:

14l = sup flAz]ly.

l|lz|| x =

El siguiente resultado, nos dice que ser un operador continuo es equivalente a que sea
acotado.

Proposicién 1.5. Sea X un espacio de Banach, y sea T' un operador lineal. Entonces T’
es continuo si y solo si es acotado.

Una clase de operadores muy interesantes son aquellos que preservan distancias, a
dichos operadores se les conoce como isometrias.

Definicién 1.6. Sean X y Y espacios de Banach y sea A : X — Y un operador lineal
y acotado. Se dice que A es una isometria si

|Az|ly = ||z||x, para todo x € X.

1.2. Algunos resultados basicos de la teoria espectral
de operadores lineales

Ahora se presentaran algunos de los resultados basicos de la teoria espectral de ope-
radores en espacios de Banach. Si el lector asi lo desea, puede consultar en [4] y [13] la
demostracion de los resultados que se presentan en esta secciéon. En esta seccion entende-
remos que X es un espacio de Banach complejo.

Definicién 1.7. Sea T' € B (X). Se define el espectro de T', o(T), como:
o(T)={X € C:T — Al es no invertible} ,

donde I es el operador identidad en X.



1.2. Algunos resultados bdsicos de la teoria espectral de operadores lineales

Sea T' € B (X); se define el espectro puntual de 7', 0,(T"), como:
op(T) :={ A€ C:ker(T'— \I) # {0}}.

A los elementos de 0,(T") se les llama eigenvalores de T'. Si A € 0,(T), a los vectores no
cero en ker(T' — M) se les llama eigenvectores asociados a A. Claramente o,(7") C o(T).

Proposiciéon 1.8. Si T € B(X), entonces o(T') es un conjunto compacto y no vacio, de
hecho, o(T) C{A € C: A\ < ||T}.

Definicién 1.9. Sea T' € B (X). El espectro aprozimado de T, 04,(T) , consiste de todos
los A € C tales que, existe una sucesion {x,} € X tal que ||z,|| =1y [|[(T— A )z,|| — 0,
cuando n — 00.

Proposiciéon 1.10. Sea T' € B (X). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) X ¢ 00y(T).

(2) ker(T'— XI) = {0} y Ran(T — \I) es cerrado.

(3) Eziste una constante C' > 0 tal que ||[(T' — X)z|| > C||z|| para todo x € X.
De la proposicién anterior se observa que 0,(1") C 0,,(T) C o(T).

Proposicién 1.11. Si T € B (X), entonces 0o(T') C 0,,(T).

Definicién 1.12. El radio espectral de un operador T' € B (X) se define como:

r(T) = sup [}l
Xeo(T)

Para el caso de algunos operadores lineales puede ser complicado estimar su espectro,
a la luz de este hecho, el siguiente teorema ofrece otra alternativa para aproximar el radio
espectral de un operador lineal.

Teorema 1.13 (Teorema del radio espectral). Sea T' € B (X). Entonces

r(T) = lim /|77

Ahora daremos la definicién de operador compacto.

Definicién 1.14. Sea T € B (X). Se dice que T es compacto si para toda bola abierta
B C X se tiene que la cerradura de T'(B) es compacta.

Al igual que en la seccién anterior la demostracion de los siguientes resultados pueden
consultarse en [4] y [13]

Teorema 1.15. Sea T € B (X).
1. Si T es acotado y dim(T' (X)) < oo, entonces T' es compacto.

2. Si dim(X) < oo, entonces T' es compacto.

3



Capitulo 1. Preliminares

El siguiente teorema establece las caracteristicas que tiene el espectro de un operador
compacto.

Teorema 1.16 (F. Riesz). Si dim(X) = 0o, y T € B(X) es compacto, entonces una y
solo una de las siguientes afirmaciones puede ocurrir:

(a) o(T) = {0}.

(b) o(T) ={0,\1,Aa,..., \n}, donde para 1 < k < n, cada N es un eigenvalor de T', y
dim(ker(T" — A1) < 00.
)

(c) o(T) = {0,A1, A2, As,...}, donde para cada k > 1, Ay es un eigenvalor de T y
dim(ker(T — A\¢l)) < oo, mds ain, cero es el dnico punto de acumulacion que po-
see o(T).

Ejemplos que ilustran las afirmaciones del teorema anterior pueden encontrarse en [4] y
[13].

1.3. Operadores hiperciclicos

En esta seccion se presentan algunos resultados basicos de operadores hiperciclicos. Las
demostraciones de los resultados de esta seccién siguen las ideas propuestas por Grosse-
Erdmann y Peris Manguillot en [12].

Sea X un espacio métrico, y sea T' € B (X). Se define la érbita de x bajo T' como:

Orb(x,T) :={T"x : n € Ny},

donde T° = I, con I el operador identidad y 7™ la composicién de T consigo mismo n
veces.

Definicién 1.17. Un operador lineal T : X — X se dice que es hiperciclico, si existe
un vector x € X cuya orbita bajo T es densa en X. En tal caso se dice que x es un vector
hiperciclico de T'. El conjunto de vectores hiperciclicos de T se denota por HC(T)).

Recordemos que un espacio topoldgico X es separable si existe un subconjunto de X
que es numerable y denso. Se observa directamente que si X no es separable, entonces no
pueden existir vectores hiperciclicos.

Definicién 1.18. Un operador T : X — X se dice que es topologicamente transitivo
st para cualesquiera U, V' subconjuntos abiertos no vacios de X, existe n € Ny tal que

T(U)NV #£ (.

Ahora enunciamos el teorema de categoria de Baire (ver [13] para consultar la demos-
tracion), el cual nos servird para probar el teorema de transitividad de Birkhoff.

Teorema 1.19 (Teorema de categoria de Baire). Sea X un espacio métrico completo.
Entonces, la interseccion de toda coleccion numerable de conjuntos abiertos densos en X
es densa en X.

Antes de enunciar y probar el teorema de Birkhoff, hagamos la siguiente observacion.

4



1.3. Operadores hiperciclicos

Observacién 1.20. Sea X es un espacio métrico sin puntos aislados. Si Orb(x,T') es
densa en X para algin v € X, entonces Orb(T"x,T) es densa en X para todo n > 1.

Teorema 1.21 (Teorema de transitividad de Birkhoff). Sea X wun espacio métrico sepa-
rable sin puntos aislados, y sea T : X — X un operador lienal acotado. Entonces T es
hiperciclico si y solo si es topoldgicamente transitivo. En tal caso, el conjunto HC(T) de
vectores hiperciclicos es un conjunto denso de clase Gs.

Demostracion. Supongamos que 1" es hiperciclico, es decir, existe x € X tal que Orb(z, T)
es densa en X. Sean U y V abiertos no vacios en X, entonces existe n € N tal que T"x € U.
Como T"x tiene Orbita densa en X, entonces existe m € N tal que T (T"x) € V, de modo
que T™(U) NV # (), mostrando que T es topologicamente transitivo.

Reciprocamente, supongamos que 1" es topologicamente transitivo. Como X es separa-
ble, entonces existe un subconjunto {z; : j € N} denso en X, esto implica que el conjunto

de bolas abiertas {B 1(z):5,me€ N} forman una base niimerable para la topologia de
X, denotemos a dicha base por {Uy},-,. Para poder continuar con la demostracién del
teorema de Birkhoff es necesario primero probar la siguiente afirmacion.
o0 (o]
Afirmacion. HC(T) = () U T (Uy).

k=1n=0
Demostracion. Sea x € HC(T'). Entonces Orb(x,T) es densa en X y esto implica que

para cualquier W C X abierto no vacio, existe n € Ny tal que T"x € W. En particular,
para cada k > 1 fijo, existe n € Ny tal que T"x € Uy; por lo tanto z € ;2 , T "(Uy) para
todo k£ > 1, luego
[0.9] [e.9]
k=1n=0
Analogamente, tomemos x € Np2, U, T "(U}) arbitrario, entonces para todo k > 1,
existe n € N tal que T"x € Uy. Sea W C X un conjunto abierto no vacio. Notemos que
como {Uj},~, es una base para la topologia de X, entonces existe k* > 1 tal que Uy~ C W.
En particular, debe existir n € N tal que T"z € U C W. Luego Orb(z, T) N W # 0, es
decir, Orb(z,T) es densa en X. Por lo tanto, x € HC(T). |
Por otra parte, como T es topologicamente transitivo se sigue que, para cada k > 1,
el conjunto Uy, T~ "(Uy) es denso en X. Ademds, como T es continuo se tiene que para
todo k > 1, el conjunto Uy, T~ "(Uy) es abierto. Por lo tanto, el teorema de categoria
de Baire y la afrimacion demostrada anteriormente implican que el conjunto de vectores
hiperciclicos HC(T') es no vacio, denso en X y de clase Gy. O

El siguiente resultado proporciona un criterio bastante 1til para probar que un opera-
dor es hiperciclico.

Teorema 1.22 (Criterio de hiperciclicidad de Kitai-Gethner—Shapiro). Sea X un espa-
cto métrico separable y sin puntos aislados, y sea T un operador acotado. Si existe un
subconjunto denso Xo C X, una sucesion creciente de enteros positivos {ny}, y funciones
Snp 1 Xo — X, k > 1, tales que para todo x € X, se satisface:

(1) T x — 0,

(2) Sp,x — 0,



Capitulo 1. Preliminares

(3) TS, v — x,
entonces, T' es topologicamente transitivo y por lo tanto hiperciclico.

Demostracion. Sean U,V conjuntos abiertos no vacios de X. Como X, es denso en X,
entonces existen vectores x,y € X tales que x € UN Xy y y € VN Xq. Se observa que la
condicién (2) implica que, existe k € N tal que

x+ S, yel. (1.1)

Por otra parte, por la condicién (1) se tiene que Tz — 0 y por la condicién (3) tenemos
que TS, y — vy, implicando que T™ (x4 S, y) = T™x+1"*S,, y — y y por lo tanto
existe k suficientemente grande tal que 7" (z + S, y) € V.

Ahora notemos que por la ecuacién (1.1) podemos escoger k, suficientemente grande tal
que, x + S, y € Uy T™ (x4 Sy, y) € V, luego T™=(U) NV # 0. Por lo tanto T es
topologicamente transitivo. O]

1.4. Arboles infinitos

En esta seccion se establecen algunas definiciones bésicas de teoria de graficas que se
usaran durante el desarrollo de la tesis. Una grafica infinita G = (V, E)) es una pareja que
consiste de un conjunto V' infinito numerable (llamado el conjunto de vértices de G) y un
conjunto £ C {{u,v} : u,v € V,u # v} (llamado el conjunto de aristas de G). Notese que
no se consideran lazos ni aristas multiples en nuestra definiciéon de grafica.

Se dice que dos vértices v,w € V son adyacentes v ~ w si {v,w} € E. Se define un
camino finito, como una sucesion de vértices distintos [vg, vy, ..., vy] tal que, vj_y ~ v;.
Diremos que un camino es infinito, si existe una sucesién de vértices distintos [vg, v1, va, . . . |
tal que vj_; ~ v;. Llamaremos a un camino infinito un rayo. Sean v, w € V, diremos que
vy w estan conectados si existe un camino [ug, vy, ..., v tal que ug = v y up = w.

Sea G una grafica infinita, diremos que G es localmente finita si todo vértice es ad-
yacente a una cantidad finita de vértices. Se dice que una gréafica T' es un arbol si para
cualesquiera v, w € V existe un tinico camino que los conecta. Dado un arbol T', se escoge
un vértice o € V el cual estara fijo a lo largo del desarrollo de esta tesis; a dicho vértice
le llamaremos la raiz de T'. Es importante mencionar que los resultados que se presentan
dependen de la eleccion de la raiz.

A partir de este momento solo trabajaremos con arboles infinitos que son localmente
finitos, ya que los resultados son interesantes (desde el punto de vista del analisis funcional)
solamente en el caso en que el arbol es infinito.

Con la finalidad de simplificar la notacién denotaremos al conjunto de vértices de un
arbol T" simplemente por 7.

Sean u,w € T'; la distancia entre dos vértices d(u,w) se define como la longitud del
tinico camino que los conecta (nimero de dristas que componen el camino). Se puede
probar que la funcién d : T' x T' — R define una métrica para el conjunto de vértices de
un arbol. Se define el grado de un vértice v € T', al cual denotaremos por deg(v), como la
cardinalidad del conjunto {{v,u} € E:u e V}.

Diremos que un arbol es homogéneo de orden n, si deg(v) = n+1 para todov € T\ {o}
y deg(o) = n. Sean T un arbol con raiz y v € T. Diremos que w es un descendiente de

6
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v si v pertenece al inico camino que une a la raiz con w, en tal caso diremos que v es
ancestro del vértice w. Denotaremos por v~ al ancestro del vértice v que es adyacente a
v. Llamaremos a v~ el padre de v y a v el hijo de v™.

Sea v € T, se define la longitud de v como |v| := d(0,v). Denotaremos por T, al
conjunto 7'\ {o}, y por T, al conjunto T\ {v : d(o,v) < 1}. Sea v € T, se define el sector
determinado por v como el conjunto 5, el cual consiste del mismo v y todos los vértices
que son descendientes de v , es decir

Sy = {w € T : w es descendiente de v} U {v}.

1.5. El espacio de Lipschitz de un arbol infinito

En esta seccion se presentan algunas de las definiciones y resultados mas importantes
acerca de los espacios de Lipschitz definidos por arboles infinitos; una gran parte de los
resultados de esta seccién fueron propuestos y demostrados por Colonna e Easley en [8].

Sea T un arbol, denotaremos por F al conjunto de funciones f : T' — C; el cual tiene
estructura de espacio vectorial bajo la suma usual de funciones y producto por escalar.
Ahora daremos la definiciéon de espacio de Lipschitz de un arbol infinito.

Definiciéon 1.23. Sea T un drbol infinito, el espacio de Lipschitz L, se define como:
L={feF:3ks>0tal que |f(v) — f(w)| < kpd(v,w), para todo v,w € T} .

En [8] los autores demuestran la siguiente proposicion, en la cual se presenta una
caracterizacion del espacio £ en términos de las diferencias de funciones f € F evaluadas
envyuv .

Proposicion 1.24. Sea f € F. Entonces, f € L si y solo si {|f(v) — f(v7)|:v € T.} es
acotado.

Denotaremos por L™ al espacio de todas las funciones acotadas f : T' — C bajo la
norma del supremo, es decir,

{f € F : Iflloo = sup |f(v)] < oo}.
veT
Sea T" un arbol, definimos la funciéon D f como:
| fw) = fuT)], sivell
Df(”)_{()’ Si’U:O_

De ahora en adelante, en lugar de usar la definiciéon 1.23, usaremos la equivalencia
dada por la proposicion 1.24. Es decir, consideramos el espacio de Lipschitz de un arbol
infinito como:

UET*

L= {fe]—": |Dflloc = sup Df(v) <oo}.

Observaciéon 1.25. [|[Df||. es solamente una seminorma en L, pues si f es constante,
entonces ||Df|lw = 0.
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Definiciéon 1.26. Sea f € L, se define:

1Flle = 17 ()] + 1D f oo

En [8] los autores demuestran el siguiente teorema, el cual establece que el espacio de
Lipschitz de un arbol infinito es un espacio de Banach.

Teorema 1.27. La funcion |||z : L — R define una norma en L, mas ain, (L, || -z)
es un espacio de Banach.

Con la finalidad de facilitar algunos calculos, se define la funcién || - ||z, : L — R

CO1mo:

£z = max {[f ()], [Dflloc}

la cual resultara ser una norma en L.

Proposicion 1.28. || - ||z, define una norma en L.

Demostracion. Sea f € L, como ||[Df|l es una seminorma, se tiene que || f]|
igualdad en cero si y solo si f = 0, en efecto, si ||f||z. es cero, entonces

[f(0)l =0 y sup[f(v) = f(v7)] =0,

UGT*

., > 0 con

por lo tanto, f(v) = f(v™) para todo v € Ty, es decir, f es constante, pero como f(0) = 0,
necesariamente f = 0. Reciprocamente si f = 0, entonces |f(0)] = [|Df||oc = 0, por lo
tanto || f]|z. = 0. Ademas, si se toma o € C se cumple que ||af]z, = |a]||fllz., pues

lecf[le. = méx {[el|f(o)], [al[Dfllec} = |af méx {[f ()], [[Dflloc} = [e|[|f]

Por otro lado, sean f, g € L, entonces

c. = max{[f(0) + g(o)], [D(f + 9)llec} < méx{|f(0)] +[g(0)], [IDfllcc + [[Dlloc}-
Supongamos que max{|f(0)| + |g(0)|, [Dfllsc + [|1Dgllc} = [[Dfllsc + [ Dglloc entonces,

max{[f(0)| + |g(0)[, [[Dfllc +[Dglloc} = 1D flloc + 1Dyl
< max{|f(o)|, [[Dflo}
+ méx{[g(0)|, [ Dglloc}-

L+

1f+9]

Si el méx{|f (o) +[g(0)|, [Dflloc + [ Dgllc} = |f(0)| + [g(0)| , se obtiene que:

max{|f(0)| +[9(o)|, [|Dfllce + [ Dglloc} = [f(0)] + |g(0)]
< max{[f(0)], | D[}
+méx{|g(0)[, [| Dglloc}-

Por lo tanto:

. <max{[f ()], |1Dflloc} + {lg(0)], [ Dglloc} = Il /|

mostrando que || - |

|f + gl c. +llgllec.

£, €S una norma. O
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En la siguiente proposicion se demuestra que las normas son equivalentes.

Proposicién 1.29. Las normas || - ||z y || - ||z. son equivalentes

Demostracion. Sise toma f € L se tiene directamente que || f||z. < || f]lz. Por otra parte,

supongamos que max{|f(0)], ||Df|ls} = [|Df]|c0, entonces

Ly

lle = 5051+ 1Dflle) < 1Df 1l = I

de igual manera, si max{|f (o), || Df|«} = |f(0)| también se obtiene que 1| f||z < || f]
Combinando la desigualdad anterior con la primera desigualdad se sigue que

L+

Al < 17]

c. < flle

lo cual demuestra que las normas son equivalentes. O

Observacion 1.30. Denotaremos por L, al espacio (L, ||.]|z.), el cual como consecuencia
de la equivalencia en normas resulta ser también un espacio de Banach cuya norma induce
la misma topologia que ||.||z sobre L.

Definicion 1.31. El espacio pequeno de Lipschitz se define como el subespacio Ly C L
que consiste de todas las funciones f € L tales que:

lim Df(v) = 0.

|v]—o0

Se demuestra en [8] que Ly es un subespacio cerrado de L, y por lo tanto un espacio
de Banach. Denotaremos por Ly« al espacio (Lg, ||.||z.)-

Introducimos la siguiente notacién la cual fue propuesta por Colonna e Easley en [8]
para el caso de la norma || - ||z. Para cada v € T, se define:

w(v) =sup{|f(v)|: f €L, flo)=0,[Ifllc <1}, ¥
wo(v) = sup{|f(v)| : f € Lo, f(0) = 0,[[fllc <1},

Los siguentes dos lemas fueron demostrados por Colonna e Easley en [8].

Lema 1.32. Para todo v € T se satisface que w(v) = wy(v) = |v].
Lema 1.33. Sea T un drbol y v € T', entonces

(a) Si f € L entonces, |f(v)] < [f(0)] + [0]|[Dflloo-

(b) Si f € Ly entonces, 1im fv) _ 0.

o] oo |v]

En particular, si || f|lz <1 entonces, |f(v)| < |v| para todo v € T,.

El siguiente resultado proporciona una cota superior para el modulo de f(v) cuando
se dota al espacio de Lipschitz con la norma || - |

;C*‘

Lema 1.34. Sea f € L yv € T. Entonces, |f(v)| < (o] + 1) f]

L*'

9
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Demostracion. Sea v un vértice fijoy f € L con || f||z, = 1. Definamos la funcion g(v) =
f(v) — f(o), observemos que g(o) = 0y ||g]lz < 1, por lo tanto el lema 1.32 implica que
l9(v)] < Jv], luego

[f @) < 1f(0)] +lg(v)] < 1+ ],

mostrando el resultado para funciones de norma uno. Ahora tomemos f € £ distinta de

cero. Notemos que la funcién —/— es de norma uno, por lo tanto

IFlle.
[f@)] < 1L+ wDIlf]

lo cual demuestra el resultado. O

L

10



Capitulo 2

Operador de desplazamiento hacia
adelante en £ y en L

En esta seccion estudiaremos bajo que condiciones el operador de desplazamiento hacia
adelante es acotado, encontraremos la norma del operador y se mostrara que S es una
isometria en L,. Este operador fue inicialmente definido en [11] por Jablonski, Jung y
Stochel en el espacio de funciones L? de un 4rbol infinito.

Definicién 2.1. Sea T un drbol. Definimos el operador de desplazamiento hacia adelante

S:F — F como: - _
Sf(v)—{ fv™), siv#o

0, St v =o.

Notemos que al ser F un espacio vectorial bajo la suma de funciones y producto por
escalar, se tiene que S es lineal; en efecto, sean f1, fo € Fy «, 8 € C. Si v = o claramente
S(afi + Bf2)(0) = aSfi(o) + 8Sfa(0), pues Sf(o) vale cero en la raiz para cualquier
funcién en L. Supongamos que v # o, entonces

S(afi+ Bf2)(v) = (afi + Bfa)(v7) = afi(v") + Bf2(v7) = aSfi(v) + BS fa(v).

Como v se tomé arbitrario se sigue que, S(af; + Sf2) = aSfi + BSf, mostrando la
linealidad de S.

2.1. Acotamiento de S en los espacios L y £

Los siguientes resultados establecen que el operador de desplazamiento hacia adelante
es acotado y de norma uno en Ly L.

Proposicion 2.2. El operador de desplazamiento hacia adelante S estd bien definido en
L y es acotado; ademds ||S|| < 1.

Demostracion. Sea v € T,. Si v~ = o, entonces
DSf(v) =[Sf(v) = Sf(w7) =1f(0) =0 = [f(o)] < [l
y si v~ # o, entonces

D(Sf)(w) = |Sf(w) = Sf)l = [f (") = f N < Dflloc < flle; (2.1)

11
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por lo tanto || f||z es una cota superior de D(Sf)(v) y como el supremo es la minima cota,
superior necesariamente || DS f||o < ||f]|z, obteniendo que Sf € L.

Por otra parte, la ecuaciéon (2.1) implica que ||Sf||z = |Sf(0)| + [|[DSfllcc = 0 +
| DS flloo < ||fllz; por lo tanto, S es acotado y ||S]| < 1. O

La siguiente proposiciéon garantiza que siempre es posible definir el operador de des-
plazamiento hacia adelante en el espacio pequeno de Lipschitz.

Proposicion 2.3. El operador S : Lo — Ly estd bien definido y es acotado.

Demostracion. Sea f una funcién en Ly, veamos que Sf € Ly. Sea € > 0, entonces existe
N € N tal que si [v] > N se cumple que D f(v) < e.

Notemos que, DS f(v) = Df(v™) para todo v € T, entonces, si |v| > N + 1 se cumple
que Df(v™) < e. Por lo tanto, Sf es un elemento de Ly, y como S es acotado en L, en
particular, S es acotado en L. O]

Teorema 2.4. 57 S es el operador de desplazamiento hacia adelante en L o en Ly,
entonces ||S|| = 1.

Demostracion. Se observa que en la proposicién 2.2 se obtuvo que uno es una cota superior
para la norma de S, ahora demostremos que 1 < ||S||. Sea g(v) = |v|, como Dg(v) =1
para todo v € T, se sigue que ||Dg|lc < 00, luego g € L. Ademds, se observa que

1DSg||e = sgpp [lv7] = |v™ || =1y como Sg(o) = 0 se obtiene que ||Sg|lz = 9|l
ve * %
Por otra parte,
Sqlz
1= 1590 o s = s <1, 22)
lglle ~ nrie=1

mostrando que ||S|| = 1 cuando S es un operador en £. Andlogamente, sea:

1 .
S S lv| > 1,
9(v) { 0, siv=o.

1
o]

Claramente g € Lo, ya que si |[v~| # o, entonces Dg(v) = — ﬁ‘ — 0, cuando

|| — +00. Por otro lado,

1Sgllc = [Sg(o)| + sup [g(v™) —g(v™ ) =1y |gllz = sup lg(v) —g(v7)| = 1;

VEL wx
por lo tanto, ||S¢|z = ||g||z. Usando el mismo argumento que en la ecuacion (2.2), se
concluye que S : Lo — Ly es de norma uno. O

Observaciéon 2.5. El operador de desplazamiento hacia adelante S no es una isometria
en L. En efecto, sea T el darbol homogéneo de orden 1y sea

2— |U|7 st |U| <2,

flv) = { 0, st |v] > 2.

Por un lado, se tiene que ||f|lz = 3, pues |f(0)] =2 y ||Df|lo = 1. Por otro lado como
|IDSfllec =2y |Sf(0)| =0, entonces ||Sf|z = 2. Porlo tanto, S no puede ser isometria.

12
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El siguiente resultado muestra que el operador de desplazamiento hacia adelante S
definido en L, es una isometria.

Teorema 2.6. El operador de desplazamiento hacia adelante S definido en L, es una
isometria.

Demostracion. Sea f € F tal que ||[Df|l < 0o, entonces

S £z, = max{|Sf(o)], | DSflle}
= sup 1S f(v) = Sf(vT)|

= max {mi}f |Sf(v) = Sf(v7)], sup |Sf(v) — Sf(v_)|}

|U VET s

= méx{|f(o)|7 sup |f(v™) — f(v_)|}

— mix{ (o) sup | (0) = £
~ 1

Por lo tanto, S es una isometria. n

Lo+

Como consecuencia del teorema anterior se tiene que el operador de desplazamiento
hacia adelante también es una isometria en Lo-.

2.2. Espectro del operador de desplazamiento hacia
adelante S

En esta seccién se estudiara el espectro del operador de desplazamiento hacia adelante.
De igual manera se estudian el espectro puntual y el espectro puntual aproximado de S.

Proposiciéon 2.7. Sea S el operador de desplazamiento hacia adelante definido en L.,
entonces o,(S) = 0.

Demostracion. Primero notemos que al ser S una isometria en (£, || - ||z.), entonces S es
inyectivo. Si A = 0 fuese un eigenvalor de S, entonces ker(S) # {0}, lo cual contradice
que el operador S sea inyectivo; por lo tanto, 0 ¢ o,(5).

Por otro lado, sea f € F distinta de cero tal que la ecuacién

Sf=Af,con A #0 (2.3)

se satisface, y sea v € T. Probemos por inducciéon sobre la longitud del vértice v que,
f(v) =0 para todo v € T, en efecto,

» Si v =o0, entonces 0 = Sf(0) = \f(0); por lo tanto, f(0) = 0.

» Si|v| =1, entonces \f(v) = Sf(v) = f(v™) = f(o), pero f(o) = 0; por lo tanto,
f(v)=0.

13
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= Supongamos que f(v) = 0 para todo vértice de longitud n, demostremos que f(v) =
0 para todo |v] = n+ 1. Sea v € T tal que |v| = n + 1, notemos que la ecuacion
(2.3) implica:

Sf(v) = Af(v)

es decir,

™) =Af(v).
Como |v~| = n, por hip6tesis de induccién se cumple que f(v~) = 0; por lo tanto,
fw)=0.

Esto muestra que f(v)

= 0 para todo v € T', es decir, f = 0; por lo tanto, A no es un
eigenvalor de S, luego 0,(S5) =

0. O

Proposicién 2.8. Sea S el operador desplazamiento hacia adelante definido en L, en-
tonces oq,(S) C OD.

Demostracion. Sea A € C tal que |\ # 1y f € L,, entonces:

I(S = AD)f]

c. = [I1Sf = Ale.
> IS flle. — M

Ll

Usando la desigualdad anterior y el hecho de que S es una isometria con la norma L,
se sigue que:

I(S = AL f]

2 Sl = Ml
= [T = A/

Ly

por lo tanto, existe una constante C' > 0 tal que |[(S — AI)f||z. > C| f|lz. para todo
f € L.. Por la proposicién 1.10 se sigue que A ¢ 0,,(S), ademds como S es isometria
entonces o(.S) C D, luego 0,,(S) C ID. O

Observaciéon 2.9. En la proposicion anterior en realidad se probo que, si T es una
isometria, entonces 04,(T) C 0D, pues la demostracion expuesta no depende del espacio

ni del operador con el que se este trabajando.

El siguiente resultado muestra de forma explicita los nimeros que conforman o(S) y
Tap(S).

Teorema 2.10. Si S es el operador de desplazamiento hacia adelante definido en L, o
en Lo+, entonces:

2. 04p(S) = ID.

14



2.2. Espectro del operador de desplazamiento hacia adelante S

Demostracion. Recordemos que o(S) = {A € C: (S — AI) es no invertible}. Notemos que
como ||S|| = 1, entonces ¢(S) C D, por lo tanto, basta mostrar que D C o(S).

Sea A € C tal que 0 < |A| < 1, supongamos que X ¢ o(.S), esto implica que el operador
Ry = (S — M)~ existe, por lo tanto la ecuacion:

(S=Af=y,
tiene una Unica solucion f € L,, para todo g € L. Consideremos la funcién,
1, stiv=o0
g(v):{ O: si v # o,
y probemos por induccién que si [v| = n, entonces f(v) = — (ﬁ)
= Si |v] =0, entonces Sf(0) — Af(0) =1, es decir, f(0) = —1.

= Si|v] =1, entonces Sf(v) — Af(v) =0, es decir, f(0) = Af(v). Del caso anterior se
sigue que f(v) = —55.

= Supongamos que f(v) = — (/\n—lﬂ) para todo |v| = n, probemos que el resultado es
valido para vértices de longitud n+ 1. Sea v € T tal que |v| = n+ 1. Se observa que
la ecuaciéon 2.10 implica que:

Af(v) = 5f(v) = f(v7),

por hipétesis de induccién, se cumple que f(v™) = — (ﬁ), por lo tanto, f(v) =

()
Por otra parte, como f € L,, entonces D f(v) < oo para todo v € T, es decir,

1 1

‘_ </\"+1) Y
«G-l<
— == 00
A7\ ’
pero al ser |[A| < 1 se tiene que /\% — 00, n —» 00; por lo tanto, D f(v) — oo cuando
|u| — o0, contradiciendo el hecho de que f sea una funcién en L,. Por lo tanto, si
0 < |A] <1 se cumple X € o(95).

Notemos que lo obtenido anteriormente implica que, D\ {0} C o(5), pero al ser o(.S)
un conjunto cerrado necesariamente se debe cumplir que:

Df(v)

D Co(S) CD,

mostrando que o(S) = D. O
Ahora demostremos (2). Notemos que el resultado obtenido en (1) y las proposiciones
2.8 y 1.11 implican que:

D = 0o (S) C 04,(S) C OD.
Por lo tanto, 04,(S) = 0D.
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Se observa que el teorema 2.10 también es cierto cuando S es un operador en L, pues
las normas son equivalentes. Obsérvese también que lo mismo se cumple en L.

El siguiente corolario muestra que el operador de desplazamiento hacia adelante S
definido en £ o en £y no es compacto, y por lo tanto tampoco de rango finito.

Corolario 2.11. El operador de desplazamiento hacia adelante S definido en L o en L
no es compacto.

Demostracion. Notemos que los teoremas 2.10 y 1.16 implican directamente que .S no es
compacto, pues su espectro no corresponde al de un operador compacto. O
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Capitulo 3

Operador de desplazamiento hacia
atras en L y en L

En este capitulo estudiaremos algunas propiedades del operador de desplazamiento
hacia atras tales como acotamiento, estimaciones para la norma, espectro, espectro pun-
tual, espectro aproximado, compacidad y rango. Para el estudio de ciertas propiedades
nos restringiremos solo al caso en donde el arbol T" es homogéneo. Sea v € T'y m € N,
denotaremos por:

Chi"(v) :={u € T": u es descendiente de v y d(u,v) =m}.

A los vértices u € Chi"™(v) les llamaremos m-descendientes de v, y cuando m = 1 simple-
mente les llamaremos hijos de v. Denotaremos por v(v,m) a la cardinalidad del conjunto
Chi™(v), y si m = 1 denotaremos por v(v) a la cardinalidad de Chi(v). Nétese que si T
es un arbol homogéneo de orden 7, entonces y(v) =« para todo vértice v € T.

En [14] los autores definen al operador de desplazamiento hacia atrds B como un
analogo apropiado del operador de desplazamiento hacia atras clasico.

Definicién 3.1. Sea T un drbol. Se define el operador de desplazamiento hacia atrds

B:F — F como:
Bf(v)= Y f(u).

u€Chi(v)

Se observa al igual que en la seccién anterior que el operador de desplazamiento hacia
atras B es lineal. En efecto, sean f1, fo € F , o, € C, y sea v € T, entonces:

Blafi+Bf)0) = > afi(u)+ Bfa(u))

u€Chi(v)

=a ), filu) +8> folu)

u€Chi(v) u€Chi(v)

= aBfi(v) + B fa(v).

Como el vértice v fue arbitrario se sigue que, B(afy + 5 f2) = aB fi + 5B f3, por lo tanto,
B es lineal.

A continuacién se presenta un ejemplo de como acttia el operador B en el espacio de
Lipschitz definido por un arbol.
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Capitulo 3. Operador de desplazamiento hacia atrds en L y en Ly

Ejemplo 3.2. Consideremos el darbol homogéneo de orden v y sea:

%, si v # o.
f(v):{ (|),| STV =o0.

Entonces para cualquier vértice se tiene que Bf(v) = Ivlﬁ’ pues |u| = |v| + 1 para todo
u € Chi(v).

3.1. Acotamiento de B en los espacios L y L

Antes de comenzar con el desarrollo de esta seccion se dara la definicién de arbol
homogéneo por sectores; es importante mencionar que esta familia de arboles jugard un
papel muy importante durante el resto de la tesis.

Definicién 3.3 (Arbol homogéneo por sectores). Sea T' un drbol infinito. Diremos que
T es homogéneo por sectores (a partir de un nivel N ), si existe N € N tal que para todo
veT con|v| =N ytodow €S, se cumple que y(w) = v(v).

Nivel N

Figura 3.1: Arbol homogéneo por sectores.

De la definicion anterior se verifica directamente que un arbol 7' es homogéneo por
sectores si y solo si existe N € N tal que para todo v € T con |v| > N, satisface que
~v(v) = y(v™). Nétese que si N = 1, entonces T" es un arbol homogéneo. Sea T" es un arbol
homogéneo por sectores a partir de un nivel N, denotaremos por:

I:=sup{y(v):veT} y Qn:= mix |y(v) —v(v7)|v], (3.1)
0<|v|<N
los cuales son finitos, pues sup {y(v) : v € T} = max {y(v) : 0 < |v| < N} y y(v) = v(v7)
a partir del nivel N. Los siguientes resultados exponen condiciones suficientes para que
B sea un operador acotado en L y en L.
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3.1. Acotamiento de B en los espacios L y Ly

Teorema 3.4. Sea T un drbol infinito. Si T es homogéneo por sectores, entonces el
operador de desplazamiento hacia atras B es acotado en L.

Demostracion. Sean I''y Qn como en la ecuacion (3.1), y sean v € T, y f € L tal que
| fllz = 1, entonces

DBf(v) = [Bf(v) = Bf(v)l=| > flu)— > flw).

u€Chi(v) weChi(v™)
Notemos que como v € Chi(v™), entonces
Bf(v)=Bf(v7 )= > flu— > flw)—f(v).
u€Chi(v) weChi(v™)
wWHV
Esta tdltima expresion es igual a:
Y. (f)=fl)= > (fw)—fl )+ -1)f(v)— (@ )-1)fv). (3.2)
u€Chi(v) wegl;éig)v_)

Por otro lado, sean u* € Chi(v) y w* € Chi(v™) tales que:
[f (") = f)] = méx [f(u)=f(v)] vy [f(w)=f07)|= mix |f(w)—f(v7)]. (3.3)

u€Chi(v) weChi(vT)
Combinando (3.2), (3.3) y aplicando la desigualdad del triangulo se sigue que
DBf(v) <~()|f(u?)=f(0)[+(y(07)=DIf (@)= f(07) [ +[(v(v) =) f(v)=(v(v7) =D f (07 )],

(3.4)
Si se toma el supremo sobre el conjunto 7} en la desigualdad (3.4), se obtiene:

IDBflle < (21 = DD flloc + sup [(y(v) = 1) f(v) = (v(v7) =) f (v7)]. (3.5)

Notemos que como || f||z = 1 entonces sup |f(v) — f(v7)| < 1, ademas, como T es un
[v|[>N
arbol homogéneo por sectores, existe un N € N tal que si |[v] = N y w € S, se cumple
que y(w) = vy(v). En particular, v(v) = y(v™) para todo |v| > N, por lo tanto el dltimo
sumando de la ecuacién (3.5) es igual a

méX{ max |(y(v) = 1) f(v) = (v(v7) = D f(v7)], sup [(v(v) = 1) f(v) = (v(v7) = 1)f(v_)\}

0<|v|<N |v|>N
< miéix {O mix [(v(v) = DS () = ((7) = DS @), T - 1} .

Si se suma en la expresién anterior (y(v~) — 1)f(v) — (y(v™) — 1) f(v), se obtiene

méx{ mix_ |(v(v) - DF(0) - (v(v) = 1) fo)|, T — 1}

0<|v|<N
< méx {nlaxN 667) = D)~ )]+ mix 166) ~ 1) ELT - 1}
< méx {Og%w-) 1)+ mix @) LT - 1} | (36)
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Capitulo 3. Operador de desplazamiento hacia atrds en L y en Ly

Usando el lema 1.33 en (3.6) se tiene que,

< (9T _ ) ) o . o B
DB fllo < (2T 1)+maX{0$?§N(v(v) 1)+0$?§va(v) Y )||vl, T 1}

= (20 — 1) + méx {T' — 1+ Qy, (T — 1)}

Por otra parte, el lema 1.33 implica que

Bf)l =] > [f(s)

s€Chi(o)

< X If)I<(0)ls| =7(0) <T. (3.8)

s€Chi(o)

Combinando lo obtenido en (3.7) y (3.8) se sigue que:

|Bfllz <A — 2+ Q. (3.9)
Por lo tanto,
sup ||Bfllz =Bl <4 —2+ Qy, (3.10)
Iflle=1
es decir, B es acotado en L. O

Corolario 3.5. Sea T' un darbol infinito. Si T es homogéneo por sectores, entonces el
operador de desplazamiento hacia atrds B es acotado en L. Ademds

IB|| < méx {20, 3T — 2 + Qy}.

Demostracion. El acotamiento de B en L, se sigue de la equivalencia de normas. Por otro
lado, de acuerdo con la desigualdad (3.6) si se suma (y(v) —1)f(v™) — (y(v) = 1) f(v7)

obtenemos que:

max{ méx_ |(v(v) = DF(0) - (v(v) = 1) f(o)|, T = 1}

0<|v|<N

Smax{ mdx|(v(v) = D(f(0) = Fe )] + mx |(7(v)—7(v‘))f(v‘)|,F—1}

0<|v|<N 0<|v|<N

Smax{ méx (7(0) ~ 1) + mix |’V(v)—v(v‘)l|f(v‘)l,F—1}-

0<|v|<N 0<|v|<N

Usando el lema 1.34 en la desigualdad anterior, se obtiene que

IDBflloo <2I' —1 +méx{ max (y(v) — 1)+ max |y(v) —y@7)|(Jv"|+1),T — 1}

0<|v|<N 0<|v|<N

=30 =24 mdx [y(v) —~(v7)][v|

0<|v|<N

=3I -2+ Qn.

De igual manera el lema 1.34 implica que |f(s)| < |s| + 1 para todo s € Chi(o), de donde

B =| > f(s)

s€Chi(o)

< X ()l =2y(0) < 2T,

s€Chi(o)
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3.1. Acotamiento de B en los espacios L y Ly

por lo tanto
|Bf|lz. <max{2l,3T — 2+ Qy},

luego, ||B]| = sup ||Bf]lz. <max{2l',3[' — 2+ Qn}. O

Ifllc.=1

Observacion 3.6. El teorema 3.5 implica que si T es un drbol homogéneo de orden -,
entonces ||B|| < méx {27, 3y — 2}.

Teorema 3.7. Sea T un drbol infinito. Si T es un drbol homogéneo por sectores, entonces
el operador de desplazamiento hacia atrdas B es acotado en Ly.

Demostracion. Sea f € Loy € > 0, entonces existe Ny € N tal que |f(v) — f(v7)] < 55
siempre que |v| > Ny, donde I esta dado como en la ecuacién (3.1).
De las ecuaciones (3.3) y (3.4) del teorema 3.4, se sigue que:

DBf(v) = |Bf(v) = Bf(v7)| < T[f(u") = f(v)| + (T = DIf(w") = f(v7)]

+h)f () = 1))
< 5 () (0) = A f@O)]  con o] 2 N

Sea M = max{N +1, Ny + 1} con N el nivel a partir de donde el arbol es homogéneo por
sectores entonces, si [v| > M se tiene que:

2¢ 2¢ _ 2¢ €
DBf() < & +h)Ilf(w) = f0)] < 5 +TIf() — f) < 5 + 5 =
Por lo tanto, Bf € Ly, es decir, B estd bien definido, y como B es acotado en L, en
particular B es acotado en L. O

Claramente se tiene que B es acotado en Ly, pues las normas son equivalentes.

3.1.1. Condiciones necesarias para que B sea un operador aco-
tadoen Ly Ly

En esta seccion se caracteriza el acotamiento del operador de desplazamiento hacia
atras definido en £ o en Ly. Primero demostremos el siguiente lema.

Lema 3.8. Sea T un drbol infinito que no es homogéneo por sectores y supongamos que
sup{y(v) : v € T} = oo, entonces para todo n € N, ezxiste v € T con |v| > n tal que

7(07) <7(v).

Demostracion. Supongamos que existe un N € N tal que para todo v € T' con |[v| > N se
cumple v(v) < y(v™). Notemos que si |v| = N + 1, entonces v(v) < y(v™). Si [v| = N+ 2,
entonces v(v) < y(v™) < (v~ ). De acuerdo con la observacién anterior se tiene que,
para todo n € N, si [v] = N + n entonces v(v) < y(v™) < (v~ ) < -+ < y(v™). Esto
muestra que para todo |u| > N se cumple que y(u) < max{y(w) : |w| = N}; por lo tanto,
v(u) < max{y(w) : lw| < N} para todo u € T, lo cual es una contradiccién. Esto muestra
que para todo n € N, existe v € T' con |v| > n tal que y(v™) < v(v). O

El siguientes teorema muestran una condicién necesaria para que B sea un operador
acotado en L.
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Capitulo 3. Operador de desplazamiento hacia atrds en L y en Ly

Teorema 3.9. Sea T un drbol infinito. Si el operador de desplazamiento hacia atrds
B : Ly — Ly es acotado, entonces T' es homogéneo por sectores.

Demostracion. Supongamos que 1" no es homogéneo por sectores; por lo tanto se tienen los
siguientes caso: sup {y(v) : v € T} = 00 é sup{y(v) : v € T} < 00. Consideremos primero
el caso en el que sup {y(v) : v € T} = 00. Sea v € T, se define la funcién

S L s>
—, silv] >
gw) =9 Zk

0, siv=o,

ol | =1

-2k Z

la cual es una funcién en Lo, pues Dg(v . Por otra parte,

|ul |w)
DEVORIID VIS L D OF
u€Chi(v) k=1 weChi(v—) k=1
[v]+1 |v]
= v(v)kz_: ;—v(v )k_ ,1
1 1 _ 1

= [t g ] 0 e g
_ - 1. 1 )
~ [ =2 [ g )+ 2

Como T no es homogéneo por sectores, por el lema 3.8 se sigue que, existe una sucesion
de vértices {vm },,cn CON [Up| > m, tal que y(vy,) —7(v;,) > 1. Evaluando DBg en {v,, }
se obtiene:

meN

DBg(vp) = |(v(vm) —7(v)) [1 + ; ot !v;\] + l:ﬂfr’fl'
= Um ) — YU, 1 1 7(Um)
= o) ) [ g+
1 1 V(Um)
> [1 + 5 + + |Um"| + o]+ 1 (3.11)

Por otro lado, se sabe que la serie armoénica es divergente, es decir,

[vm|

— — 400, M —> 00. (3.12)
ik

Por lo tanto, DBg(v,,) — oo, luego

sup D(Bg)(v) = [[DBgllec = 0,

vETy

es decir, B no es acotado en L.
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3.1. Acotamiento de B en los espacios L y Ly

Ahora supongamos que sup {y(v) :v € T} < oo. Notemos que como T no es ho-
mogéneo por sectores, entonces para todo m € N, existe v € T con |v| > m, tal
que y(v) # v(v™). Por lo tanto, existe una sucesién {vn,},, .y con |v,| > m tal que
|7(vm) — v(v,,,)| > 1. Sea k = max{vy(v) : v € T} y sea g la misma funcién que en el caso
anterior, entonces

DBglon) = bom) = 2 [14 5 o0 | = 200,

1 1 k
> I+-+-+ - — 00 sim — 0.
2 |V V| + 1

Por lo tanto || DBg||s = sup DBg(v) = 0o, es decir B no es acotado en Ly. O
vETx

Se observa que el teorema 3.9 también es cierto cuando B es un operador en L, ya
que la funciéon que se construyo en el teorema 3.9 también estd en L. Por lo tanto, si T’
no es homogéneo por sectores, entonces B no puede ser un operador acotado en L. esta
observacion se resume en el siguiente corolario.

Corolario 3.10. Sea T un drbol infinito. Si el operador de desplazamiento hacia atrds B
es acotado en L, entonces T es un homogéneo por sectores.

Mostraremos un ejemplo en el que B no es acotado en Ly si T' no es homogéneo por
sectores.

Ejemplo 3.11. Sea T el drbol infinito tal que
2, stv=o,
v(v) =4 2, silv| es par,

, st |v| es impar,

el cual claramente no es homogéneo por sectores. Entonces B no es acotado en Ly.

Figura 3.2: Arbol, ejemplo 3.11
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Capitulo 3. Operador de desplazamiento hacia atrds en L y en Ly

Demostracion. Sea g definida como en el teorema 3.9 y sea v € T,. Si |v| es par, entonces

[v|+1 1 [v] 1

2 B N

1 1 1 1
:|2[1++~--+ ]—[1++-~-+ H

DBg(v) =

2 ] + 1 2 Ju|
1 1 .
=|1+-+--+ + — 00, si|v] — oo.
2 lv| +1 lv] +1
Si |v| es impar, entonces
|v|+11 [v] 1
DBg(v) = |3 - =23 ¢
k=1 k=1
| PO Y P
B 2 o] +1 2 |v]
1 1 .
=|1+-++—| - — 00, si|v] — o0.
2 |v] lv] +1
Por lo tanto ||DBg||e = 00, luego B no es acotado. O

La siguiente proposiciéon muestra una equivalencia a ser un arbol homogéneo por sec-
tores.

Proposicion 3.12. Sea T' un drbol infinito. Entonces, sup {|y(v) —y(v7)||v] : v € Ti} <
oo sty solo si T es homogéneo por sectores.

Demostracion. si T es homogéneo por sectores, entonces
sup {|y(v) = y(v7)|v| 1 v € T.} < 0.

Reciprocamente, supongamos que 7' no es homogéneo por sectores. Notemos que el
lema 3.8 garantiza que existe una sucesion {vy, },,cy con [vy,| > m tal que |y(vy,) —y(v;,)| >
1, luego |y (vm) =y (v, )||vm| > |vm| — oo. Por lo tanto, sup {|y(v) — y(v7)||v| : v € T} =
00. [

Combinando los teoremas 3.4, 3.7, 3.9, corolario 3.10 y la proposiciéon 3.12 se obtiene
la siguiente caracterizacion para el acotamiento de B en Ly L.

Corolario 3.13. Sea T un darbol infinito; las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) B: L — L es acotado

(2) B: Ly — Ly es acotado

(3) T es un drbol homeogéneo por sectores.

(4) sap {[7(v) = v(v7)[|v] : v € Ti} < o0,
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3.2. La norma del operador B en arboles homogéneos

3.2. La norma del operador B en arboles homogéneos

En esta seccion se estudiard la norma del operador de desplazamiento hacia atras B
definido en £ o en Ly cuando 7" es un arbol homogéneo.

Teorema 3.14. Sea B el operador de desplazamiento hacia atrdas en L. Si T es un drbol
homogéneo de orden vy, entonces

) 3y =2, siy>2
HB“_{ 2, siy=1

Demostracion. De la observacion 3.6 se tiene que: |B|| <3y —2,siv <2y ||B| <2, si
v = 1. Sea u € Chi(o) fijo, definimos la funcion:

1, siv=o0

|+ 1, sive S,y v <2
5—|v], siveS,y3<|v]<b
0, otro caso

hu(v) =

la cual claramente esta en L. La figura 3.3 muestra los valores no cero que toma la funcion
h, en un caso concreto.

(1)
hy(u) =2 (0) (0)

o@cIS

Figura 3.3: h,(v) cuando T" es un arbol homogéneo de orden 3 (solo se muestran algunos
vértices).

Por otra parte, si se evalia Bh, en la raiz, se obtiene que |Bh,(0)| = |2| = 2, pues,
hy(v) = 0 para todo v € Chi(o)\{u}. Ahora calculemos DBh,,. Sea v € T, y consideremos
los siguientes casos:

» Supongamos que v = u. Como h,(v) = 0 para todo v € Chi(o) \ {u}, entonces:

DBhy(v) =

> hu(w)= > hu(s)

w€eChi(v) s€Chi(v™)

— [l + 1) = 2| = |3y -2/ =3y -2,

» Siv € Chi(o) \ {u}, entonces:

DBh,(v) =

Z hu(w) - Z hU(S)

w€&Chi(v) s€Chi(v™)

=0—2/=2.
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Capitulo 3. Operador de desplazamiento hacia atrds en L y en Ly

» Sive S, con |v| =2, entonces

DBhy(v) = =16 = (ol + 1)y = (lul + D)y = .

> hu(w) = Y0 hu(s)

w€&Chi(v) s€Chi(v™)

» Siv e S, con |v| =3, entonces Bh,(v™) =y(Jv™| + 1) = 3y, luego

DBh,(v) = =15 =)y —=3=1.

> hu(w)= > hu(s)

w€eChi(v) s€Chi(v™)

» Siv e S, con 3 < |v] <5, entonces

DBhy(v) = =[G =y =G =l l=~

o ha(w) = X hu(s)

w€Chi(v) s€Chi(v)

Notemos que en el resto de los casos se tiene que Bh,(v) = 0, por lo tanto

3y —2, siy>2

£, = méx {[Bh,(0)|,IDBh, |}, se sigue que

)3y =2, siy>2
£ 2, siy=1.

y como ||Bh,|

[ Bhu|

Por otra parte, la observacion 3.6 implica que, |B|| <3y —2siv> 2,y [|B| < 2si
v =1, por lo tanto

Bhu Ly
WPhulle. < up Byl = 12,
1Pulle. ™ lgle.=1
mostrando que
) 3y =2, siy>2
IBIl = { 2, siy=1. =

3.3. Espectro del operador de desplazamiento hacia
atras B

En esta seccion se estudiara el espectro del operador de desplazamiento hacia atras
para el caso en el que T' es un arbol homogéneo. De igual manera se estudian el espectro
puntual y el espectro puntual aproximado de B.

Proposiciéon 3.15. Sea T un darbol homogéneo de orden v, y sea B el operador de des-
plazamiento hacia atrds definido en L o en Ly, entonces

{AeC: A <7} Cop(B) o {AeC:A <} U{r} S op(B)
respectivamente.
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3.3. Espectro del operador de desplazamiento hacia atrds B

Demostracion. Recordemos que una funcion f € F distinta de cero es un eigenvector de
B si y solo si se satisface la ecuaciéon Bf = Af, es decir,

> f(s) = Af(v), para todo v € T. (3.13)
s€Chi(v)

Sea f\(v) = (%) i con A € C. Veamos para que valores de A la funcion f) es un eigenvector
de B. Se observa que f satisface (3.13), ya que

Biw)= ¥ A= ¥ (i)lvﬂzv(jﬁf)ﬂﬂv).

s€Chi(v) s€Chi(v)

Ahora solo resta ver bajo que condiciones f, es una funcién en £ o en L. Sea v € T,

entonces:
A v A v~ | A |v] A [v|—1 A lv]-1
(7) <7> N (v> (7) N (7)
Notemos que la desigualdad anterior implica que, f\ € L si y solo si %‘ < 1; por lo tanto
fx es un eigenvector del operador B definido en L si y s6lo si |A| < .
Analogamente, f) € Ly si y solo si Ay 6n= ~; por lo tanto, f) es un eigenvector

del operador B definido en Ly si y solosi A <v 6 XA =7.
Lo anterior muestra que el espectro puntual para B definido en £ o en L, satisface

21

Dfa(v) = ~

A‘.

{AeC:A[ <7} Cop(B) o {AeC: A<} U{r} Cop(B)
respectivamente. ]
Para calcular el espectro del operador B necesitaremos el siguiente resultado.

Lema 3.16. Sea T un drbol homogéneo de orden v, y sea B el operador de desplazamiento
hacia atras definido en L, o en Lo+, entonces

|IB" ]|z, < méx {(Zn + 1" — 20" (n + 1)}

Demostracion. Sea f € L o en Ly tal que ||f|z« = 1. Sean € Ny v € T, primero
encontraremos una cota superior para || DB™ f| . Notemos que cada vértice u € Chi" ! (v)
es padre de «y vértices distintos del conjunto Chi"(v), por lo tanto

By = > flwy= > (f-f)+y > fls) (3.14)

u€Chi™ (v) ueChi” (v) s€Chi" 1 (v)

Por otro lado, notemos que los vértices que pertenecen al conjunto Chi”*(v) estdn en
Chi"(v™), entonces

(B )= > flw= >  flw+ > fls) (3.15)
weChi™(v) weChi™(v™) s€Chi"~1(v)
w@Chi"~1(v)
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Capitulo 3. Operador de desplazamiento hacia atrds en L y en Ly

por lo tanto, se tiene que

B'f(v) =B "f(v7)= > (flw)—flu )+0-1) > fls)— > flw)
u€Chi”™ (v) s€Chi"~1(v) weChi™(v™)
wgChi"~1(v)

(3.16)
Observemos que cada u € Chi"_Q(v) es padre de ~ vértices distintos que pertenecen a
Chi" ' (v) (como sucedi6 en (3.14)), entonces

Yo fle)= Y (f)=fs)+r X fs) (3.17)
s€Chi"~1(v) s€Chi"~1(v) s€Chi"2(v)

Aplicando un razonamiento andlogo se obtiene que la expresion (3.17) es equivalente a
que:

Yoo fe) = Y (fe=fsN+y D (fle)=fsTN+2 D fls).
s€Chi"~1(v) s€Chi"~1(v) s€Chi"~2(v) s€Chi" =3 (v)
Procediendo inductivamente sobre n se obtiene:

Yo fe) = > (fw—f)+y > (f&—fGT)+ D f(s)

s€Chi"~1(v) u€Chi"~1(v) s€Chi"~2(v) s€Chi" 3 (v)

Fot Y (fe) = )+ Y fs).

s€Chi?(v) s€Chi(v)

Observemos que si s € Chi(v), entonces f(s~) = f(v). Usando esta observacién en la
ecuacion anterior obtenemos que

i)=Y @@y X (fls) = fsT)

s€Chi" 1 (v) u€Chi" ™1 (v) s€Chi"2(v)
" Y (f(8) = fsT) "2 D0 (f(s) = f(s7) +1" 7 f(v).
s€Chi?(v) s€Chi(v)

(3.18)

Por otra parte, notemos que cada w € Chi" '(v™) \ Chi" *(v) es padre de 7 vértices
distintos del conjunto Chi”(v~) \ Chi" ! (v), entonces

> flwy= > (fw)-flw)+y > flw), (3.19)
weChi™(v™) weChi™(v™) weChi"~1(v™)
w¢Chi" ! (v) wgChi"~1(v) w@Chi" 2 (v)

Argumentando de forma andloga sobre los vértices en Chi" *(v™) \ Chi"?(v), se sigue
que el término izquierdo de la expresion (3.19) es igual a

> () —flw)+y X (fw)—flw )+ > flw).
weChi™(v™) weChi"~1(v™) weChi"2(v™)
wgChi"~1(v) wgChi"~2(v) wgChi"~3(v)

Procediendo inductivamente sobre n obtenemos que,

>, fwy= > (fw)—flw)+y > (flw) - flw))

weChi™(v™) weChi™(v™) weChi"1(v™)
wgChi" ! (v) wEChi"1 (1) wgChin2(v)
oot D (f) = fwr) " Y f(w),
w€Chi2(v™) weChi(v™)
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Ahora observemos que cada w € Chi(v™) satisface que f(w™) = f(v™), y como | Chi(v™)\
{v}| =~ —1, entonces

> fwy= > (fw)—flw)+y > (flw)—flw))

weChi™(v™) weChi™(v™) weChi" 1 (v™)
wgChi" 1 (v) w@Chi"~1(v) w@Chi" 2 (v)
ot D (flw) = fwT)) +" T (= D (7). (3.20)
weChi(v™)
wWHV

Sustituyendo lo que se obtuvo en las ecuaciones (3.18), (3.20) y (3.16), y aplicando la
desigualdad del triangulo a DB™ f(v) se sigue que

DB"f(v)< If(U)—f(u_)H(v—l){ > ) = fw)

u€Chi"™ (v) uEChin_l(U)

o D fG) = fED TR D 1f(s) = f(sT))

sEChi"~2(v) s€Chi(v)

+ > fw) — flwT)
weChi™(v™)
wgChi"~1(v)

+y o Y @) = fwT) T Y [fw) = flwT) "y = DIf(v) = f07)].
weChi" 1 (v™) weChi(v™)
w@Chi™~2(v) w#v

Notemos que al ser T un arbol homogéneo se satisface que, | Chi*(v)| = v* y | Chi*(v™) \

Chi* ! (v)| = 4% — 4%~ = 4#=1(y — 1) para todo k € N, entonces

DB" f(v) < 4"[Dflloc + (n = 1)(v = D" Dflloc +n(y" = 4" "D flloc +7" (v = DDl
="+ (=1 =1y +aly =17+ 9" = 1) Dflleo

y como ||Df|l. < 1, obtenemos

DB"f(v) <"+ (n—=1)(y =1y + (n+1)(y = 1)y
="+ (@2n—-17" (v - 1)
= (2n + 1)y —2ny" L. (3.21)
Por lo tanto, [[DB" f]le < (2n + 1)y — 2ny"~1.

Por otra parte, notemos que los 7*~! vértices que pertenecen al conjunto Chi"_l(o)
son padres de todos los vértices del conjunto Chi" (o), entonces

Yo fle)= > (f)—fN+y D fls),

s€Chi" (o) s€Chi” (o) s€Chi" (o)

de igual manera observamos que los v*~2 vértices en Chi" ?(0) son padres de los vértices
en Chi"'(0), esto implica que

Yo fl)= > (&) —fGEN+y D (f)—fs)+ > fls)
s€Chi™ (o) s€Chi™ (o) s€Chi"~1(o) s€Chi"~2(0)
continuando de forma inductiva este proceso sobre n se obtiene
B'fo)= > (f&)=fGN+y > (f&)—fN)+y* > f(s)
s€Chi™ (o) s€Chi"~1 (o) s€Chi" 2 (o)

ot Y (F(s) = f(sT)) + 9" o), (3.22)

s€Chi(o)
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aplicando la desigualdad del tridngulo y acotando por ||Df]|« en la ecuacién (3.22) obte-
nemos que, |[B"f(0)] < 4" (n+1)||Df||c < v"(n+1). Combinando la desigualdad anterior
y (3.21) se sigue que

Notemos que si v = 1, claramente mdx {(2n + 1)7" — 2n7y"" ' (n+ 1)y} = n+ 1. Si
v > 2, entonces

max {(Qn + 19" = 209"t (n + 1)7”} = (2n+ 17" — 207",

va que, (2n+1)y" —2ny""1 > (n+1)y" si y solo si ny™ > 2ny"~1, si y solo si v > 2¢y"71,
lo cual sucede si y solo si v > 2. Por lo tanto

1B" £l < max {(2n + 1)y" = 209", (n+ 1)} O

Teorema 3.17. Sea T un drbol homogéneo de orden vy, y sea B el operador de desplaza-
miento hacia atrds definido en L, o en Lo+, entonces

n (2n + 1)y —2ny™ ) siy > 2
I1B™]| = :
(n+1), siy=1.

Demostracion. Sean u € Chi(o) fijo, n € N, y sea f,,, una funcién definida como:

1, siv=o0

lv| + 1, sive Sy, [v<n+1
Fun(v) = (2n+3)—|v|, siveS,,n+2<|v]<2n+3
wr —|v| +1, sivé Sy, [v|<n+1,v#o

o] = (2n+1), sivgS,, n+2<|v|<2n+1

0, otro caso.

La figura 2.3 muestra algunos valores que toma la funcién f,, , en un caso concreto.
Claramente f,,, € Lo, pues D f, ,(v) = 0, siempre que |v| > 2n + 3.
Por otra parte, notemos que f,, , manda a v"~! vértices del conjunto Chi"(0) a n+1,
y manda al resto de los vértices a 1 — n, por lo tanto si se evalia B"f,,, en la raiz se
obtiene lo siguiente:

1B" fun(0)] = 7" (n+1) = (" =" )(1 —n)]
=" M+ 1)+ (=" (=1 =29"" + (n — 1" (3.23)

Ahora calculemos DB" f,, ,,. Sea v € T, y consideremos los siguientes casos:

» Supongamos que v = u. Notemos que si w € Chi"(u), entonces f,,(w) = n + 2,
ademds observemos que f, ,(w) manda a 4"~ vértices del conjunto Chi" (u~) a n+1,
y al resto de los vértices les asigna el valor 1 — n; por lo tanto

Danuyn(U) = Z fu,n(w) - Z fun<8)

weChi™(v) s€Chi™(v™)
= b0 +2) = 7" 1) = (0" =" (1 )
=" (n+2) ="+ D+ (" =" —-1)] =2n+1)" —2ny""
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Figura 3.4: f,2(v) cuando T es un arbol homogéneo de orden 2.

» Sea v € S, tal que |v| = 2. Se observa que los vértices w € Chi"(v) y los vértices en
s € Chi"(v™) satisfacen la condicién |w| =n+ 2y |s| = n + 1 respectivamente; por
lo tanto

Danu,n(U) = Z fu,n(w) - Z fu,n(s)

weChi™ (v) s€Chi™(v™)
=[((2n+3) = (n+2))y" = (n+ 297" ="

» Sea v € S, tal que 2 < |v| < n + 3. Obsérvese que los vértices w en Chi"(v) y
Chi"(v™) satisfacen que n + 2 < |w| < 2n + 3, entonces

Danu,n(U) = Z fu,n(w) - Z fu,n(s)

weChi™(v) s€Chi™(v™)
= [(2n+3) = (Jol +n)y" = ((2n +3) = (Jo" [+ n))y"[ ="

= Sea v € S, tal que |v| = n+ 3, entonces la longitud de los n-hijos de v~ es 2n + 2;
por lo tanto

Danu,n(U) = Z fu,n(w) - Z fu,n(s)
weChi”™(v) s€Chi™(v™)
=10-9" = (2n+3) = (2n +2))7"|

» Sea v € S, tal que |v] > n + 3. Como la longitud de los vértices en Chi"(v) y
Chi"(v™) siempre es mayor que 2n + 3, necesariamente DB" f,, ,(v) = 0.
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» Siv ¢S, tal que |v] = 1, entonces la longitud de los vértices en Chi"(v) y Chi"(v™)
es n + 1 y n respectivamente, luego

Danu,n(v) - Z fu,n(w) - Z fu,n(s)
weChi™(v) s€Chi™(v™)
==+ 1)+ 17" = (=n+ 17" ="
» Siv ¢ S, tal que |[v| = 2, entonces la longitud de los vértices en en Chi"(v) y

Chi"(v™) es n + 1 y n respectivamente, luego

DB"fum(U) = Z fu,n(w) - Z fu,n(s)

weChi” (v) s€Chi™(v™)
=[(n+2-Cn+ )" = (=(n+ 1)+ 17" ="

» Seav ¢ S, tal que 2 < |v| < n+ 1. Notemos que los vértices w € Chi"(v) satisfacen,
n+2 < |w| < 2n+1y los vértices s € Chi"(v™) satisfacen que n+2 < |s| < 2n+1;
por lo tanto

DB" fyn(v) = Z fun(w) — Z Jun(s)

weChi” (v) s€Chi™(v™)
= [(Jol = @n+1)y" = (Jv7]| = Cn+ DN"[ ="

» Siv ¢S, tal que |[v] =n+ 1, entonces la longitud de los vértices en en Chi"(v) y
Chi"(v™) es 2n + 1 y 2n respectivamente, luego

DBfun(@)=| Y fun(w) = 3 fun(s)

weChi(v) s€Chi(v™)
= 109" = (jv7] = (2n = 1))7"|
= |20 — @+ D" ="

» Sea v ¢ S, tal que |v] > n + 1. Como la longitud de los vértices en Chi"(v) y
Chi"(v™) siempre es mayor que 2n + 1, entonces DB" f,,,,(v) = 0.

Combinando los casos anteriores se concluye que [|[DB" fy 1|0 = (2n+1)y™ —2ny" "L
Notemos que para concluir nuestro célculo de || B™ f|| ;- solo resta encontrar para que valores
de 7y se satisface (n—1)y" "1 4+27y""1 < (2n+1)y" —2n~y""1. Se observa que la desigualdad
es valida si y solo si

2(n + 17" < (n+2)4", (3.24)

lo cual es cierto si y solo si 2(n+1) < (n+2)7, es decir, v > 2 > 2 (Z—E) mostrando que
la desigualdad debe ser cierta para v > 2; obteniendo asi que

(2n + 1)y —2ny" L siy > 2
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Por otro lado, se sabe que

| B" funl

c. < sup |[|BYglle. = [[B"],

lgllc.=1

£, S (2n+ 1)y —2ny" L siy > 2y | B funl

por el lema 3.16, se tiene que || B" f,.n
n+ 1, si v = 1; por lo tanto

a4 1)y =2ny" siy > 2
IB ||_{(n+1), siy =1 -

. <

Teorema 3.18. Sea T' un drbol homogéneo de orden vy, y sea B el operador de desplaza-
miento hacia atrds definido en L, o en Lo+, entonces:

0(B) = 0ap(B) ={A € C: A] <7}

. . , 1
Demostracion. De acuerdo con el teorema del radio espectral, basta calcular lim || B"||»
n—o0

para encontrar el radio del disco mas pequeno que contiene al espectro del operador de
desplazamiento hacia atrés. Si v = 1, entonces el radio espectral del operador B esta dado

por:
nhﬁr{)lo vn+1=1.
Si v > 2, entonces el radio espectral del operador B estd dado por

r(B) = lim [y" (20 + 1)y — 2n)]% = lim v*% ((2n + 1)y — 2n).

Notemos que [(2n + 1)y — 2n]# = exp (w), entonces
In((2 1)y —2
lim [(2n+ 1)y — 2n]% = exp <1Lm n((2n+ 1)y n)) . (3.25)
n—oo n—oo n

Por otra parte, el teorema de L’ Hopital implica que

. <1n((2n—|— 1)7—271)) :ggo< 2y — 1) )

n—0c0 n (2n+1)y —2n

= 0.
Combinando lo anterior y la ecuacion (3.27) se obtiene que,

, n1
r(B) = lim vy = =7.
Por lo tanto, el espectro del operador B definido en £ o en £j es un subconjunto del disco
{AeC: |\ <~}
Por otro lado, se observa que la proposicién 3.15 implica que el espectro de B definido
en L, o en Ly« satisface que

{AeC: A<} Ca(B)S{AeC: A <r}y
{AeC: N <vtu{y}Cao(B)T{AeC: |\ <n}, (3.26)

respectivamente. Por lo tanto, si se toma cerradura en (3.26) se obtiene que el espec-
tro del operador de desplazamiento hacia atrds definido en £ o en Ly es el conjunto

{AeC: |\ <~}
Por otra parte, la proposicion 1.11 implica que {A € C: |A\| =~} C 0,,(B) y como
0,5(B) C 04p(B) necesariamente o,,(B) = {\ € C: [A\| <~} O
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Corolario 3.19. Sea T un darbol homogéneo de orden v, y sea B el operador desplaza-
miento hacia atrds definido en L., entonces 0,(B) ={A € C: |\ <~}

Otra consecuencia del teorema 3.18 es la siguiente: si 7" es un arbol homogéneo, y
B esta definido en el espacio pequeno de Lipschitz, entonces 0,(B) C {A € C: || < ~}.
Ahora se calcula 0,(B) cuando B es un operador en Ly+. Primero se hace una observacion
que sera util.

Observacién 3.20. Sea f un eigenvector de B. Notemos que, si f(0) = 0, entonces debe
existir al menos un w € T tal que f(w) = ¢ con ¢ # 0. Si f(w) = ¢ # 0, entonces %f
también es un eigenvector con la propiedad f(w) = 1.

El siguiente resultado muestra de forma explicita los elementos que componen el es-
pectro puntual del operador B en L.

Teorema 3.21. Sea T' un drbol homogéneo de orden vy, y sea B el operador de desplaza-
miento hacia atrds definido en Lo, entonces 0,(B) ={A € C: |A\| <~} U {7}

Demostracion. Recordemos que en la proposicién 3.15 se muestra que {A € C : |\| <y} U
{7} € 0,(B). Ademas, notemos que el teorema 3.18 implica que 0,(B) C {\ € C: |A| < ~v};
por lo tanto, para probar la otra contencidon basta verificar que el inico nimero A de mé-
dulo v que puede ser eigenvalor de B es . Antes de probar el teorema demostremos lo
siguiente:

Afirmacion. Si f € Ly es un eigenvector de B, entonces para todo n € N, existe
v € Chi"(w), tal que

A n
|f(v)| = | (3.27)
8
Demostracion. Sea f € Ly un eigenvector de B. Supongamos que la afirmacién fuese
falsa, es decir, existe m € N, tal que para todo v € Chi"(v), se tiene que |f(v)| < ‘%‘ :
Como f es eigenvector de B sabemos que se satisface la ecuacion
> flv)=A"f(w);
vEChI™ (w)
por lo tanto
m m A " m
A< D0 f@l <™z =T
veChi™ (w) v
lo cual es una contradiccién. Esto muestra que la afirmacion debe ser cierta. [ |

Ahora supongamos que A # 7, con|\| = v es un eigenvalor de B, esto implica que existe
un eigenvector f € Ly tal que la ecuacion Bf = \f se satisface. Sea w un vértice tal que
f(w) # 0, el cual de acuerdo con la observacién 3.20 podemos suponer que f(w) = 1.
Como f es una funcién en Ly, entonces existe N € N tal que si |u| > N se cumple que

|f(u) = flu)| < % Por un lado, notemos que la afirmacién anterior garantiza que

N
existe u* € S, con u* € Chi™(w), tal que |f(u*)| > (%) = 1. Por otro lado,

> (flo) = fu) = (A =f),

veChi(u*)
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y como |u*| > N, se sigue que

A —
7|27|> S 1fw) = Fh)] = A=A f(w),
Y vEChi(u*)

de donde | f(u*)| < 1, 1o cual es una contradiccién. Esto muestra que + es el uiiico escalar
de médulo v que puede ser un eigenvalor de B. Por lo tanto

op(B) ={A e C: A <~} U{r}. O

Observacion 3.22. Todos los resultados obtenidos en esta seccion para el espectro de B
también son vdlidos para L y Ly, pues las normas || - ||z y || - ||z. son equivalentes.

El siguiente corolario muestra que si 7' es un arbol homogéneo de orden +, entonces el
operador de desplazamiento hacia atras B definido en £ o en £y no es compacto, y por
lo tanto tampoco de rango finito.

Corolario 3.23. Si T es un drbol homogéneo de orden vy, entonces el operador de des-
plazamiento hacia atrds B no es compacto.

Demostracion. Notemos que los teoremas 3.18 y 1.16 implican directamente que B no es
compacto, pues su espectro no corresponde al de un operador compacto. O
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Capitulo 4

Hiperciclicidad de los operadores de
desplazamiento en L

En este capitulo se estudiara hiperciclicidad de los operadores de desplazamiento hacia
adelante y hacia atras en el espacio pequenio de Lipschitz Ly. El siguiente resultado es
demostrado por Colonna y Martinez Avendafio en [9)].

Proposicién 4.1. El espacio de Lipschitz L no es separable.

Se observa que el resultado anterior establece que no es posible estudiar hiperciclicidad
de un operador lineal definido en L, pues el estudio de hiperciclicidad exige que el espacio
donde se trabaje sea separable.

El siguiente resultado establece que el operador de desplazamiento hacia adelante no
puede ser hiperciclico.

Proposicion 4.2. Sea T un drbol infinito, y sea S el operador desplazamiento hacia
adelante definido en Ly, entonces S no es hiperciclico.

Demostracion. Como Sf(o) = 0 para toda f € L, se sigue que S™f(0) = 0 para todo
n € N. Sea y, la funcién caracteristica de la raiz y supongamos que S es hiperciclico,
entonces existe una sucesion {n;}, .y tal que
15" f = Xolle — 0,
la ecuacién anterior y el lema 1.34 implican que
|S™ f(v) — xo(v)| — 0, para todo v € T,
en particular si evaluamos v = o, se tiene que:
[S™ f(0) = Xo(0)| = [0 —1] =1,
lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto, S no puede ser hiperciclico. O
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4.1. Hiperciclicidad del operador de desplazamiento
hacia atras en [

En esta seccion se estudiaran las condiciones bajo las cuales el operador desplazamiento
hacia atras es hiperciclico. A continuacién se prueban algunos lemas que seran de mucha
utilidad para caracterizar la hiperciclicidad de B en el espacio pequeno de Lipschitz.

Lema 4.3. El conjunto de funciones con soporte finito,
Xo={f€Lo: f(v) #0 para un nimero finito de vértices}
es denso en L.

Demostracion. Sean € > 0y f € Ly. Demostraremos que X, = Lo, es decir, que existe
una sucesion {f,}, .y € Lo tal que f, — f en norma L. Notemos que al ser f una
funcién en el espacio pequeno de Lipschitz, existe N; € N tal que si n > N; entonces,

|f(v) = fwT)] <5
Por otra parte, como para cada nivel del arbol hay una cantidad finita de vértices,

entonces para cada v € T con |[v| = n existe Na(n) € N tal que, % < 5. Dadon €Ny

*
v,n

v € T, tal que |v| > n; definamos al vértice w;, como el ancestro de v de longitud n, y

sea
f(v), si v <m
n+Na(n)—|v * .
fulv) = (%) flwy,), sin4+1< |v] <n+ Ny(n)
0, si [v] > n+ Ny(n),

una sucesion de funciones en £,. Claramente f,, € X, para todo n € N, ya que el conjunto
de vértices donde cada f,, es distinta de cero es finito. Como |f,(0) — f(0)| = 0 para todo
n, basta con demostrar que || D(f, — f)|lec —> 0, n — oo para concluir el resultado.

Sea n un entero positivo tal que n > Nj, demostremos que D(f — f,)(v) = |(f(v) —
fn(v)) = (f(v7) = fu(v7)| < € para todo v € T,. En efecto,

» Si |v| < n, entonces D(f — fn)(v) =0, ya que f,,(v) = f(v)y fu(v™) = f(v7).

» Si|v] =n+ 1, entonces

DU = £)(0) = |(7(0) = £7) = (=) s 4 00
1o+ 5 g,
<170 - g + e
< % + 5 — €

» Supongamos que |v| = k, con n+1 < k < n+ No(n), entonces D(f — f,)(v) es igual
a

VTN

(1) = 7070 = (R pu) + (D SEEY) s
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*

- n» DOI lo tanto

<t i<

Notemos que f(w},) = f(w},n)a pues wy,, = w

fwy)
N2 (TL)

D(f = fa)(v) = |f(v) = f(v7) +

» Supongamos que |v| > n + No(n), entonces:
D(f = fa)(0) = [f(v) = fv7)] <e

De los casos se sigue que, si n > Ny, entonces sup D(f — f,,)(v) = || D(f — fu)lloo <€,
vETx
es decir, ||D(fn — f)]loo — 0, n — 00. Por lo tanto X es denso en L. O

Para continuar con el desarrollo del capitulo, es de suma importancia dar a conocer
la siguiente definicion.

Definicién 4.4 (Cabo suelto). Sea T' un drbol infinito. Se dice que T posee cabos sueltos
st existe al menos un vértice w € T, tal que para todo v € S, se cumple que y(v) = 1.

Figura 4.1: Cabo Suelto.

Dado n € N, a los vértices en {v € T : v € Chi"(0)} les llamaremos los vértices en el
nivel n y denotaremos por ¢(n) a la cantidad de vértices en el nivel n. Denotaremos por
V™ al el conjunto de vértices v € T tales que v tiene al menos n ancestros. Ahora se define
la funcion §: T — R, como:

1 : n
_ W, S1 vV € Vv
Blv.n) { 0, sivegVm,

donde v™ denota al n-ancestro de v y v(v™,n) = | Chi"(v™)].
Lema 4.5. Sea T un darbol homogéneo por sectores que no posee cabos sueltos, entonces

sup B(v,n) — 0, si n — 0.
veT
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Capitulo 4. Hiperciclicidad de los operadores de desplazamiento en Ly

Demostracion. Notemos que como T' es homogéneo por sectores, entonces existe M € N
tal que si |v;| > M y u € S,,, entonces:

7(“7 n) = V(Uj’ n) = My

donde v, con j € I ={1,2,--- ,¢(M)} denota a cada uno de los vértices de longitud M,
y pj denota el orden de homogeneidad que tiene cada sector definido por el vértice v;.

Por otra parte, sean n > 2M, v € T, y sea p = min{p; : j € I'}; como T no tiene
cabos sueltos, entonces p > 1. Ahora consideremos los siguientes casos, los cuales seran
de utilidad para probar el resultado.

Supongamos que |v| < n entonces, B(v,n) = 0, pues v ¢ V" y por lo tanto la funcién
es cero por definicion.

Si |v| > M 4 n entonces, [v™| > M , por lo tanto, y(v™, n) = u? para algin j € I.
De lo anterior se sigue que:

S T iy
y como pu" < p7 para todo j € I, entonces:
1
pv,n) < =
de donde,
wp oy <L
|v|>M+n K

Supongamos que n < |[v| < M +n y sea k € N tal que |v| = k. Observemos que los
(k — M)-descendientes de v*~™) son algunos de los n-descendientes de v ( pues
v*=M) es un descendiente de v(™). Por lo tanto, se debe cumplir que:

V(U(n)7 n) Z W(U(kiM)a k— M) (41)

De igual manera, se observa que como n < k < M + n, entonces M < k — M < n,
por lo tanto y(v*=M) k — M) = 15~ para algin i € I. Combinando lo anterior y
la desigualdad (4.1) se sigue que:

Y (W™, n) > M

Por lo tanto,

B(v,n) .
v,n) = < ——< ,
UCRRDRENT N
de donde,
1
sup B(v,n) < .
\v|:k( ) pr=M
Asi,
1
sup  f(v,n) <
n<lo|<M-+n (v.m) pr M
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4.1. Hiperciclicidad del operador de desplazamiento hacia atrds en Ly

Combinando lo obtenido en los tres casos anteriores se tiene que:

sup f(v,n) < méx{l 1} = 1

M’ AL
veT ’unM Mn MnM

y como g > 1, necesariamente lim sup f(v,n) = 0, es decir, 3(v,n) converge a cero
n—o0
veT

uniformemente. O

El siguiente resultado establece una condicién suficiente para que el operador de des-
plazamiento hacia atrés sea hiperciclico en £y con norma || - ||z 6 || - |

L*-

Teorema 4.6. Supongamos B es un operador acotado en Ly. Si T es un drbol que no
posee cabos sueltos, entonces B es hiperciclico.

Demostracion. Para mostrar que B es hiperciclico, usaremos el criterio de Kitai—Gethner—
Shapiro para hiperciclicidad de operadores lineales (véase el teorema 1.22 para consultar
este criterio).

Sean {ni ey = {k}pen » Xo=1{f € Lo | f es de soporte finito} (el cual es denso en
Loy), y sea Ry : Lo — Lo una sucesion de funciones definida por:

®)) s K
muso) = { RIS et

Demostremos que se satisfacen las condiciones del criterio de hiperciclicidad.

1. Sea f € Xy entonces, existe N € N tal que |f(v)| = 0 siempre que |w| > N. Sea
v € T, entonces,

|DB*f(v)| =

> fw- Y fw)

u€Chi” (v) w€Chi* (v—)

=0, siempre que k > N,  (4.2)

si se toma supremos sobre el conjunto T, en la ecuacién (4.2), se obtiene:

IDB* f(v)[l = sup

UGT*

=0, siempre que k > N,

> fw- > fw)

w€Chi* (v) weChi* (v)

ademds, |B*f(0)| = 0 para todo k > N, por lo tanto, ||B¥f||; = 0 , para k > N.
En particular B*f converge a 0 en norma £, cuando k — +o0.

2. Seav €T,y f e Xy Notemos que si |v| < k, entonces DRy, f(v) = 0. Supongamos
que |v| > k, entonces

D(Ryf)(v) = |Rif(v) — Ref(v7)]
= |80, k) FW™) = B, k) f(0*HD)]
< B, ) F W) + B, B)[F*D)].

Como f es de soporte finito entonces f € L, es decir, existe M > 0 tal que
|f(v)| < M para todo v € T, luego:

D(Ryf)(v) < M (B0, k) + B(v™,K)) . (4.3)
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Capitulo 4. Hiperciclicidad de los operadores de desplazamiento en Ly

Por lo tanto, si se toma el supremo sobre todos los vértices en T} en la desigualdad
(4.3), se sigue que

sup D(Ry.f)(v) = | D(Rpf)llec < 2M sup B(v, k).

vETY veTy

Por otra parte, como el arbol T no posee cabos sueltos, el lema 4.5 implica que
|DRyflloo — 0, K — 00, y como |Ry f(0)| = 0 para todo k € N, necesariamente
Ry f — 0 en norma £, cuando k — oo.

3. Sea v € T un vértice arbitrario y f una funcién en Ly. Entonces,

B¥(Rif)(v) = > Ri(u)
u€Chi* (v)
= Y Bluk)f(u®)
u€Chi¥ (v)
1 k
R T NCA

u€Chi* (v)
u€Chi* (v) fy<v’ k)
= f(v),

fw)

asi, B¥Ryf(v) = f(v) para todo k € N, de donde, B*R,f = f.
Por lo tanto, el criterio de hiperciclicidad implica que B es hiperciclico. O

El siguiente resultado muestra que la condicién de que el arbol no tenga cabos sueltos
es también una condicién necesaria para que B sea hiperciclico en L.

Teorema 4.7. Sea T un drbol infinito y supongamos que B es un operador acotado en
Ly. Si B es hiperciclico, entonces T no posee cabos sueltos.

Demostracion. Supongamos que T tiene un cabo suelto, es decir, existe un vértice v* € T
tal que:
v(w) =1, paratodo w € S,..

Notemos que lo anterior implica que para cada vértice v € S; y n € N, se cumple que v
tiene exactamente un n-descendiente; dado v € Sy« denotaremos por v, al n-descendiente
que tiene el vértice v. Sea u € Sy« con u # v* y consideremos la funcion:

1, siv=u

Xu(v) :{ 0, siv#u.

Sea € > 0 tal que € < % Como B es hiperciclico, el teorema de transitividad de Birkhoff
implica que el conjunto de vectores hiperciclicos de B es un conjunto denso en L y de
clase Gy; por lo tanto, es posible elegir un vector hiperciclico f € Ly tal que ||f||, <e.

De igual manera, al ser B un operador hiperciclico se tiene que existe una sucesion
creciente {n} .oy tal que

IB™ f = Xull, <€ (4.4)
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4.1. Hiperciclicidad del operador de desplazamiento hacia atrds en Ly

Notemos que para cualquier vértice v € T se satisface lo siguiente:

IB™ f = xull = |(B™f = xu) (0) = (B™ = xu) (7))

| @)
=1 Y [ -x) = X f)+xulo)]
s€Chi™k (v) reChi™k (v™)
Si evaluamos v = u, la desigualdad (4.5) implica que:
HBnkf - Xu”ﬁ > Z f(S) - Z f(?“) - XU<U) + XU(U_)‘
s€Chi"k (u) reChi"k (u™)
= | F(tgny)) = F(tn—1)) — 1]
> 1= | f(umy) = flugm-n)||
>1- ’f(u(nk)> - f(u(nk—1)>’ )
ademés, por la desigualdad (4.4) y la expresién anterior se sigue que:
l—e< ’f(u(nk)) - f(u(nkq))‘ : (4.6)

Por otra parte, como || f||, < €, necesariamente se satisface que

‘f(u("k)> - f(u(nk—l))’ < €.

Combinando lo obtenido en la desigualdad anterior y en (4.6), se sigue que 1 < 2¢;
lo cual contradice la eleccién de e. Esto muestra que si B es hiperciclico, entonces T no
posee cabos sueltos. O

Combinando lo obtenido en los teoremas 4.6 y 4.7, se obtiene la siguiente caracteriza-
cién para la hiperciclicidad del operador de desplazamiento hacia atras.

Corolario 4.8. Sea T un drbol infinito, y supongamos que B es un operador acotado en
Ly. Entonces el operador de desplazamiento hacia atrds es hiperciclico si y solo si T no
posee cabos sueltos.

Es interesante notar que la condiciéon combinatoria de no poseer cabos sueltos tambien
aparece en [14] como una caracterizacién de la hiperciclicidad del operador de desplaza-
miento hacia atras B definido en el espacio LP de un arbol infinito; sin embargo, dicha
caracterizacion fue obtenida por Martinez Avendano mientras estudiaba la hiperciclici-
dad de una clase de operadores de desplazamiento hacia atras mas generales conocida
como los operadores de desplazamiento hacia atras con pesos. Motivados por lo anterior,
en el siguiente capitulo comenzaremos a estudiar condiciones para que el operador de
desplazamiento hacia atras con pesos sea hiperciclico en Ly.
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Capitulo 5

Operadores de desplazamiento hacia
atras con pesos

En este capitulo se quiere estudiar el acotamiento e hiperciclicidad de los operadores
de desplazamiento hacia atras con pesos; para ello, hemos dividido el capitulo en dos
secciones, una en donde se estudian codiciones para que estos operadores sean acotados
y otra en el que se estudian condiciones sobre los pesos para que el operador de despla-
zamiento hacia atrds con pesos sea hiperciclico. Ahora daremos la definiciéon de operador
de desplazamiento hacia atras con pesos.

Definicién 5.1. Sea T un drbol infinito localmente finito, y sea {\y},cr. una sucesion de
numeros positivos indexada sobre el conjunto T,. Se define el operador de desplazamiento
hacia atras con pesos By : F — F como:

Byf(v)= > Auf(w). (5.1)

uEChi(v)

Observamos que, al igual que en el capitulo 3, el operador de desplazamiento hacia
atras con pesos B) es lineal.

5.1. Acotamiento del operador de desplazamiento ha-
cia atras con pesos en Ly L

En esta seccion se demuestra que, bajo ciertas condiciones, el operador de desplaza-
miento hacia atras con pesos B) es acotado en L y Ly; pero primero, se introducirad un
poco de notacién. Sea {A,}, ., una sucesién de niimeros positivos, denotaremos por O,
y M) a los niimeros:

(a) Ox=sup|v|]| D d— D A

veT. u€Chi(v) weChi(v™)

(b) My=sup > A

veT u€Chi(v)
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Capitulo 5. Operadores de desplazamiento hacia atrds con pesos

Teorema 5.2. Sea {\,},op una sucesion de nimeros positivos, y sea By el operador de
desplazamiento hacia atrds con pesos. Si ©) < oo y M, < oo, entonces By es acotado en

L.

Demostracion. Seav € T'y f € L tal que || f|

c+ = 1, entonces:

DBAH) =] > Mfl@) = > lf(w)

u€Chi(v) weChi(v™)

Yo Alfw) = f@) = D Aw(fw) = fF@I))+ D Aflo) = D /\wf(v)‘

u€Chi(v) weChi(v™) u€Chi(v) weChi(v)

S Af) = > )\wf(v_)|.

u€Chi(v) weChi(v™)

< Y Adf@ = fl+ > Aulf(w) = floT)] +

u€Chi(v) weChi(v™)

Como |f(v) — f(v7)] < [|Df]ls para todo v € T, entonces

YooAdfw) =)+ D Aulf(w) = f(v)] S2My||Df|loe < 2M,.  (5.2)

u€Chi(v) weChi(v™)

Por otro lado, se observa que la siguiente desigualdad se satisface:

Z )\uf(v) - Z )\wf(v_)

u€Chi(v) weChi(v™)

<

DD W

u€Chi(v) weChi(v™)

FOOH Y Al fw)—f07)]

u€Chi(v)

(5.3)
Si combinamos lo obtenido en las ecuaciones (5.2) y (5.3), y usando el lema 1.34, se sigue
que

D(Baf)(v) <3My+| > d— > Xu|(v7]+1)
u€Chi(v) weChi(v™)

§3M)\—|— Z )\u— Z )\w ’U|§3M,\+@)\,
u€Chi(v) weChi(vT)

tomando el supremo sobre todos los vértices en T}, en la desigualdad anterior, se tiene que
[ D(Bxf)lloe < 3Mx+ O, (5.4)

Por otra parte, si evaluamos B, en la raiz se obtiene que

B =| 5 AfG)| < X M) < Ma(ls] +1) = 2,
s€Chi(o) s€Chi(o)
Por lo tanto, ||Byf||z < 3M) + ©, , es decir, B, es acotado en L. O
Noétese que, la equivalencia de || - ||z v || - ||z, implican que By también es acotado en

L.
Resulta que la condicién del teorema 5.2 para el caso en el que los pesos son A\, = 1 es
equivalente a que T' sea homogéneo por sectores, pues la proposicion 3.12 garantiza que
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O = sup{|y(v) —y(v7)||v] : v € Ty} < oo siy solo si T es homogéneo por sectores. Sin
embargo, no hemos podido demostrar si esta condiciéon también es necesaria para el caso
general.

El siguiente resultado establece una condicion suficiente para que B) sea un operador
acotado en L.

Teorema 5.3. Sea {\,}, ... una sucesion de nimeros positivos, y sea By el operador de
desplazamiento hacia atrds con pesos. Si ©) < oo y M, < oo, entonces By es acotado en

LO* .

Demostracion. Sea f € Ly tal que || f||z, =1 y sea € > 0, entonces existe N; € N tal que
|f(v) = f(v7)| < g3 siempre que |v| > Ni. De acuerdo con la ecuacion (5.2) del teorema
5.2, se sigue que

DB, f(v) < My ([ Dflloc + 1D flloc) +

Z )\uf(v) - Z Awf(v_)‘

u€Chi(v) weChi(v™)
2e _
S g + Z Auf(”) - Z Awf(” ) + Z )‘wf</U) - Z Awf(”)
u€Chi(v) weChi(v™) weChi(v™) weChi(v™)
2e _
XY A - Y M@+ T M) - )
u€Chi(v) weChi(v™) weChi(v)
2e
<Xl Y A Y @IS para el > N
u€Chi(v) weChi(v™)
luego,
€ |/ ()]
DB)\f(U) S 5 + @)\ |U| .

Por otro lado, notemos que al ser f una funcién definida en el espacio pequefio de Lipschitz,
el inciso b) del lema 1.33 implica que, existe No € N tal que, si |[v7| > Nj, entonces

|f|§j‘)\ < 35.57- Si se toma N = mdx {NN1, Na}, se sigue que
DBy f(v) < St _On <s4io €, siempre que |v| > N.
2 200+1 2 2
Esto muestra que B) es un operador acotado en L. O

Un ejemplo interesante de operador de desplazamiento hacia atras con pesos es aquel
en el que se toman los promedios, el cual se define como:

Bf(v) = > f)

7(v) w€Chi(v)

Para este operador se presenta el siguente resultado.

Ejemplo 5.4. El operador de desplazamiento hacia atrds B siempre es acotado en L y
en Ly.

Demostracion. Sea T un arbol infinito y sea A\, = (u 3 Observemos que, ©, = 0 y

1
M, =1, pues Z
u€Chi(v) ’7(1})

= 1. Por lo tanto, el teorema 5.2 implica que B es acotado. [
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5.2. Hiperciclicidad de los operadores de desplaza-
miento hacia atras con pesos

En esta seccion se estudiara hiperciclicidad de los operadores de desplazamiento hacia
atras con pesos. Antes de comenzar a enunciar y demostrar los resultados principales de
esta seccién, demostremos la siguiente afirmacion.

Afirmacion. Para todo m € N se tiene que,

B"f(v)= Y (ﬁ )\uu)) f(w).

u€Chi™ (v)

Demostracion. Sea {A,}, . una sucesién de nimeros positivos; si n = 2, entonces:

BQf(U) - B(Bf)(v) = Z )‘uBf(u) = Z Au Z /\Sf(w) = Z /\u/\u*f(u)'

u€Chi(v) u€Chi(v) s€Chi(u) u€Chi2 (v)

w€eChi™(v) \J=1

Supongamos que B"f(v) = > (H )\um) f(u). Observemos que

B )= BB )= Y B fuw)= Y A Y (Hm) f(w)

u€Chi(v) u€Chi(v) weChi™(v)
n+1
= > (I o] fw.
weChi™(v) \j=1
Esto muestra que B" f(v) = > (H )\u(j)> f(u) para todo m € N. |
ueChi™ (v) \j=1

Dada una sucesién {\,},.,. de niimeros positivos y un n € N, definimos la funcién

p(v,n) como: |
p(v,n) = [ Z (}i[l )\u(j))] , siveVn

u€Chi™ (v())
0, sivegVm,

El siguiente teorema exhibe una condicién suficiente en términos de los pesos {\, }
para que el operador B, sea hiperciclico.

UGT*

Teorema 5.5. Sea T un drbol infinito, {\},cp. una sucesion de niimeros positivos, ¥y
supongamos que By es un operador acotado Ly. Si existe una sucesion creciente {ny},
tal que sup p(v,ng) — 0,k — 00, entonces By es hiperciclico.

veT

Demostracion. Para mostrar que B) es hiperciclico, usaremos el criterio de Kitai—Gethner—
Shapiro para hiperciclicidad de operadores. Sean Xog = {f € Ly : f es de soporte finito}
(el cual es denso en Ly) y R,, : Lo — Ly una sucesiéon de funciones definida como:

| plo,n)flo™), siveVn
af(v) = { 0, sivégVm
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5.2. Hiperciclicidad de los operadores de desplazamiento hacia atras con pesos

1. Sea f € Xy, entonces existe N € N tal que |f(v)| = 0 siempre que |w| > N. Sea
v € T,, entonces

IDBYf(v)| = By f(v) = By f(v7)]

> (ﬁ >‘u<f>) flw)— > (ﬁl /\wu)) f(w)

u€Chi”™(v) \Jj=1 weChi™(v™)

=0, siempre que n > N,

asi, ||[DBY||s = 0, siempre que n > N. Ademads, |BYf(0)| = 0 para todo n > N,
por lo tanto, ||BYf|lz =0, siempre que n > N. En particular By* f converge a 0 en
norma L.

2. Seav € T,y f € Xo. Notemos que si |v| < n, entonces DR, f(v) = 0. Supongamos
que |v| > n, entonces

D(Rof)(v) = |Ruf(v) = Rof(v7)]
= [f™)p(v,n) = F"D)p(v™,m)]
< |f@™)lp(v,n) + | ") |p(v™, m).

Como f es de soporte finito entonces, f € L, es decir, existe M > 0 tal que
|f(v)] < M para todo v € T, por lo tanto:

D(Ruf)(w) < M (p(v,n) + p(v,n)) . (5.5)

Por lo tanto, si se evalia la sucesion {n;},.y en la desigualdad (5.5), y se toma
supremo sobre todos los vértices en T, se sigue que

|DRy, flloo < 2M sup p(v,ng) — 0, k — o0,
veT
y como |R,, f(o)] = 0 para todo k € N, necesariamente R, f converge a cero en
norma L.

3. Sea v € T arbitrario, y sea f una funcién en L, entonces

By* (R, f)(v) = Z Ry, f(u)

u€Chi"k (v)

= > [T Ao | Fut™)p(u, ny)
ueChi™k (v) \Jj=1
- -1

= Z ﬁ)\u(j) Z (ﬁ Aw(1)> f(u(nk)>

u€Chi"k (v) _wechj"k(u(”k)) Jj=1
_ -1
Nk Nk
= > I o > ( )\w(ﬂﬂ f(v)
u€Chi™k (v) \J=1 | weChi™k (v) \Jj=1
= f(v),

asi, B\*R,, f(v) = f(v) para todo k € N, es decir, BY*R,, f = f.
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Por lo tanto, el criterio de hiperciclicidad implica que B, es hiperciclico. O

Ahora daremos una sucesion concreta de pesos para la cual By es un operador hiper-
ciclico.

Ejemplo 5.6. Sea T un drbol homogéneo por sectores apartir del nivel N sin cabos sueltos,

y sea {\v},cr definida por A\, = 77(1(];)). Entonces By es hiperciclico.

Demostracion. Notemos que, para todo n € N la funcién p(v,n) estd definida como:

7(w7)
plovm) = { 2 )

wEeChi™ (v(n)

0, siveg vVt

1
} , siveyntt

De acuerdo con el teorema 5.5, es suficiente probar que existe una sucesién creciente
{ni}ren tal que sup p(v,ng) converge a cero; observemos que si [v| < n + 1, entonces
veT

p(v,n) = 0. Supongamos que |v| > n+ 1y sean I' = max{y(v) : |v| < N} y p =

min{7y(v) : |[v] < N}. Como 3((5))) < % para cualesquiera v, w € T, entonces

r n y(v~
sz
K u€Chi™ (v(n)) 7

de donde,

(o,m) < & !
supp(v,n) < =sup| —— | .
vegp F vGYE V(U(n)>n)

1
Por otra parte, el lema 4.5 implica que sup | ———— | converge a cero, pues 1" es ho-
veT ’Y(U(n)a n)
mogéneo por sectores y no posee cabos sueltos; por lo tanto

sup p(v,n) — 0, n — oo,
veT

mostrando que el operador B, es hiperciclico. O

En el siguiente teorema se estudiara una condicién necesaria para la hiperciclicidad
del operador de desplazamiento hacia atras con pesos B,. Es importante mencionar que
esta condicion estara en términos de la suma de los productos de los pesos asociados a los
n-ancestros de cada uno de los n-descendientes de un vértice dado.

Teorema 5.7. Sean T un drbol infinito, {\,},cr. una sucesion de nimeros positivos, y

supongamos que By es un operador acotado en Ly. Si By es hiperciclico, entonces para
todo v € T, existe una sucesion creciente {ny}, oy tal que

) n o n s
max{<1+k> Z (H )\um) , <1+k> Z (H )\w(j)) } —> 00.
\v| ueChi (v) \j=1 ’U ‘ weChi"k (v—) \Jj=1
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5.2. Hiperciclicidad de los operadores de desplazamiento hacia atras con pesos

Demostracion. Supongamos que B, es hiperciclico. Sea u € T, un vértice arbitrario y

definamos la funcion:
(v) = 1, siv=u
Xel7=9 0, siv = .

Como B, es hiperciclico, el teorema de transitividad de Birkhoff garantiza que el conjunto
de vectores hiperciclicos del operador B) es un conjunto denso en L; y de clase G(;, por
lo tanto, dado € > 0 es posible elegir un vector hiperciclico f € Ly tal que, ||f|, < Tl
De igual manera, al ser B) hiperciclico se cumple que para todo N € N, existe m > N
tal que
1BYS = xal < e (5.6)

Recordemos que para cualquier funcién g € L se satisface que, Dg(v) < ||g||z para todo
v € T,. En particular, si se evalta en el vértice u, se sigue que:

IBXf = xull g = [(BX'f = xu) (u) = (BY' = xu) (u)]

LE oz, (1)

s€Chi™ weChi™ (

u)
= Z(@(ﬁ sm> )—1- Z (ﬁ m)

s€Chi™ weChi™

>1-
s€Chi™ (u weChi™

Z( : (Hl)‘s(a')> f(s) = Z (H /\wm) : (5.7)

Usando el lema 1.34 se tiene que |f(s)| < % Por lo tanto, si se aplica la desigualdad
del tridngulo en (5.7), se obtiene:

m

€S wi\e
| BX" f _XuHL >1- [ Z (H )‘s(ﬂ)> || | Z (H Aw(i)) ‘u||]
s€Chi™ (u) weChi™(u—) \J=1
ul +m u |+m O
21| ( ||ur ) X (H AS”) <’||u|> 2 (H A“"”)
L s€Chi™ (u) = weChi™ (u—) \J=1 |
ul+m u | +m
=loe <‘ ’|u! ) 2 (Hm) ! (w) 2 (HA“””)
L sechlm(u) 7j=1 weChim(u*)

7j=1

Con la finalidad de simplificar la notaciéon de la expresion anterior, definamos la funcién

R(u,m) := méx { <1 + m) Z (H /\um) (1 + ) Z (ﬁ )\w(j)> } )
|U| u€Chi™ (v) =1 | | weChi™(v—) \J=1

Notemos que la ecuacién (5.6) implica que, € > 1 — 2eR(u, m), de donde

1
h(u,m — < e
(u,m) := 1+ 2R(u,m)

Esto muestra que para todo € > 0y N € N, existe m > N tal que h(u.m) < ¢, lo cual
es equivalente a que exista una sucesion creciente {ny}, .y tal que h(u,n;) — 0, cuando
k — 00, y esto ocurre si y solo si R(u,ny) — oo, cuando kK — oo. Esto demuestra el
resultado. O]
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Capitulo 5. Operadores de desplazamiento hacia atrds con pesos

Observacion 5.8. La condicion que se obtuvo en el teorema 5.5 para que By sea hiper-
ciclico, coincide con la propiedad combinatoria de no poseer cabos sueltos en el caso en
que la sucesion de pesos {\,}, o es constante uno.

Demostracion. Supongamos que sup p(v, n) converge a cero. Esto implica que p(v,n) debe
veT
converger a cero para todo v € T'. Por otro lado, notemos que

1 .
—— vn
_ ST ) S1 vV €
plo.n) { 0, sivgVm

por lo tanto, el arbol no puede tener cabos sueltos.
Recordemos que en el lema 4.5 se demuestra la otra implicacion. O]

Otra observacion es el hecho de que la condicién necesaria para que By sea hiperciclico
no coincide con la condicién de no poseer cabos sueltos. Desafortunadamente no hemos
sido capaces de caracterizar la hiperciclicidad salvo en el caso en el que los pesos son
constantes, la pregunta quedard pendiente para futuras investigaciones.
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo a futuro

6.1. Conclusiones

El objetivo fundamental de esta tesis es estudiar acotamiento, espectro, compacidad e
hiperciclicidad de los operadores de desplazamiento hacia adelante y hacia atras definidos
en Ly Ly. En este trabajo de tesis logramos:

» Demostrar que el operador S es acotado en L y es una isometria cuando esta definido
en L,.

» Caracterizar el acotamiento del operador de desplazamiento hacia atras en £y Lo;
dicha caracterizacion establece que B es acotado si y solo si T" es un arbol homogéneo
por sectores.

» Calcular el espectro, el espectro puntual y el espectro puntual aproximado del ope-

rador S definido en £ y L.
= Demostrar que los operadores S y B no son compactos.

= Calcular el espectro, el espectro puntual y el espectro puntual aproximado del ope-
rador B definido en £ y Ly cuando T es un arbol homogéneo.

» Caracterizar la hiperciclicidad del operador B definido en L£; dicha caracterizacién
establece que B es un operador hiperciclico si y solo si el arbol T' no posee cabos
sueltos.

= Dar condiciones para que el operador de desplazamiento hacia atras con pesos B)
sea acotado.

= Exhibir condiciones necesarias y condiciones suficientes para que el operador B sea
hiperciclico.

Es importante mencionar que la caracterizacion para el acotamiento de B, los resultados

espectrales de los operadores S y B, la caracterizacion para la hiperciclicidad de B y el
teorema 5.5 se consideran los resultados mas importantes de este trabajo de tesis.
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Capitulo 6. Conclusiones y trabajo a futuro

6.2. Preguntas abiertas

Concluimos este trabajo de tesis con algunas preguntas abiertas que quedaran pen-
dientes para futuros trabajos de investigacion.

1. ;Serd el nimero 31" — 2 + 2 una cota inferior para la norma de B?

2. Calcular el espectro, el espectro puntual y el espectro puntual aproximado del ope-
rador B cuando 7' es homogéneo por sectores a partir de un nivel N > 1.

3. (Sera cierto que el reciproco del teorema 5.2 también se cumple?

4. Las condiciones del teorema 5.5, jtambién son necesarias para que el operador B)
sea hiperciclico?
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