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Resumen

Suavidad y ultrasuavidad son conceptos que se han definido en distintas clases dentro del
espacio de los continuos, tal es el caso de los dendroides y de los continuos hereditariamente
unicoherentes. Existen caracterizaciones de suavidad y ultrasuavidad en estas clases de conti-
nuos, dendroides y continuos hereditariamente unicoherentes. En este trabajo se estudian los
conceptos de suavidad y ultrasuavidad y se analiza la relacion entre ambas propiedades, asi
como la relacion entre los distintos tipos de suavidad y también la relacion sobre los distintos
tipos de ultrasuavidad. También definimos suavidad y ultrasuavidad para cualquier continuo,
no so6lo para dendroides o continuos hereditariamente unicoherentes. Se prueba que estas de-
finiciones generalizan suavidad y ultrasuavidad para dendroides y continuos hereditariamente

unicoherentes.



Abstract

Smoothness and ultrasmoothness are concepts that have been defined in different kinds of conti-
nua, such as dendroids and hereditarily unicoherent continua. There are some characterizations
about smoothness and ultrasmoothness in these classes of continua, dendroids and hereditarily
unicoherent continua. In this work, the concepts of smoothness and ultrasmoothness are stu-
died and the relationship between these two properties is analyzed, as well as the relationship
between the diferent types of smoothness and also the reationship on the different types of ul-
trasmoothness. In addition, we define smoothness and ultrasmoothness in general, not only for
dendroids or hereditarily unicoherent continua. It is proved that these new definitions implies

smooth and ultrasmooth for dendroids and hereditarily unicoherent continua.



Introduccion

El presente trabajo pertenece a una rama de la topologia conocida como teoria de continuos,
cuyo proposito es estudiar propiedades topoldgicas de espacios métricos, conexos, compactos
y no vacios. De hecho, a un espacio X que cumple estas propiedades le llamaremos continuo.

Si Y es un continuo contenido en X, entonces diremos que Y es un subcontinuo de X.

Existen diferentes clases de continuos, por ejemplo, los continuos unicoherentes, los cua-
les son aquellos que cumplen que para cualesquiera dos subcontinuos A y B de X, tales que
AU B = X, se tiene que A N B es conexo. Los continuos hereditariamente unicoherentes son
aquellos para los cuales todo subcontinuo es unicoherente. Por otra parte, si ademds a un con-
tinuo hereditariamente unicoherente le pedimos que para todo par de puntos x,y € X exista f
una funcién continua e inyectiva del intervalo a X tal que f(0) = xy f (1) = y se dice que el

continuo es un dendroide.

También existen otras clases de continuos llamados continuos suaves y continuos ultra-
suaves, cuyas definiciones veremos mas adelante. La definicion de suavidad fue propuesta en
1970 por J. J. Charatonik y C. Eberhart ([4]), por otra parte, la definicion de ultrasuavidad fue
propuesta en 1974 por Lum ([10]). Cabe mencionar que dichas definiciones fueron introduci-
das en el espacio de los dendroides. Posteriormente, en 1999 J. J. Charatonik en [3], introdujo
la definicion de suavidad en continuos hereditariamente unicoherentes, cuyo espacio contiene
propiamente al espacio de los dendroides y fue Gordh ([6]) quien introdujo ultrasuavidad en
continuos hereditariamente unicoherentes. En [3], J. J. Charatonik, muestra que los continuos
ultrasuaves son continuos suaves. En el afio 2008, I. Puga y M. Torres en [13] se enfocaron en

estudiar suavidad y ultrasuavidad en dendroides y caracterizaron a los dendroides ultrasuaves.



2 INTRODUCCION

En este trabajo estudiamos estas propiedades, las cuales llamaremos suavidad tipo I y ul-
trasuavidad tipo I haciendo referencia a las definiciones introducidas en dendroides y suavidad
tipo II y ultrasuavidad tipo II a las introducidas en continuos hereditariamente unicoherentes.
También analizamos algunas pruebas de [13] y [3] relacionadas con estos temas e ilustramos

con ejemplos algunas de las definiciones.

Como el conjunto de los continuos hereditariamente unicoherentes es un conjunto propio
de los continuos, fue inevitable preguntarse si se podian definir suavidad y ultrasuavidad para
continuos en general. De ahi, surgio el objetivo principal de esta tesis, el cual es introducir de-

finiciones de suavidad y ultrasuavidad para continuos en general.

El contenido de esta tesis esté estructurado de la siguiente manera: En el capitulo 1 enuncia-
mos algunas definiciones y resultados ttiles para desarrollar este trabajo, ademas de familiarizar
al lector con conceptos necesarios para comprender el tema, tales como continuo y funciones

de Whitney, entre otros.

En el capitulo 2 definimos y analizamos suavidad tipo I y tipo II asi como ultrasuavidad
tipo I y tipo II. También ejemplificamos cada una de estas propiedades y analizamos con mayor
profundidad algunos resultados de los articulos [3] y [13], los cuales prueban que un continuo

ultrasuave tipo I (o tipo II) es suave tipo I (tipo II).

En el capitulo 3 introducimos definiciones de suavidad (definicién 3.2.1) y ultrasuavidad
(definicién 3.3.1), las cuales definimos para continuos en general, es decir, no sélo para den-
droides o continuos hereditariamente unicoherentes y les llamaremos suavidad tipo III y ultra-
suavidad tipo III. Ilustraremos con ejemplos estas definiciones, veremos que generalizan a las
anteriores definidas para dendroides y hereditariamente unicoherentes y también veremos algu-
nas relaciones entre los diferentes tipos de suavidad (tipo I, Il y III) y ultrasuavidad (tipo I, Il y

10).



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos definiciones y resultados que utilizaremos para el desarrollo

de este trabajo.

Definicion 1.0.1. Sean (X, d) un espacio métrico, x € X y r > 0. Definimos la bola centrada

en x de radio r, denotada por B, (x), como el conjunto B, (x) ={y € X : d(x,y) < r}.

Definicion 1.0.2. Sean (X,d) un espacio métrico y V un subconjunto X. Diremos que V es
abierto respecto a la métrica d, si para cada punto x € V existe una bola centrada en x de

radio 0 < r contenida en V. Diremos que V es una vecindad de x, si V es un abiertoy x € V.

Definicion 1.0.3. Sean (X, d) un espacio métrico y F un subconjunto de X. Diremos que F es

un cerrado respecto a la métrica d, si X — F es abierto respecto a la métrica d.

Dado un espacio métrico (X, d). Si A es un subconjunto de X, escribiremos A C X. Por otra
parte, si A es un subconjunto propio de X, escribiremos A ¢ X. Sea A C Y C X, denotaremos
como A e int(A) la cerradura de A y el interior de A en X, respectivamente. Por otra parte, Ay e
int(A)y representan la cerradura de A y el interior de A en el subespacio Y de X. En este trabajo,
a menos que se indique de otra manera, A° denotard el complemento de A en X. Finalmente, a

una funcién del espacio métrico (X, dx) al espacio métrico (Y, dy) la denotaremos por f : X — Y.

Definicion 1.0.4. Sean (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto no vacio de X. Diremos
que x es un punto de acumulacion de A si para cualquier abierto U de X que contenga a x,

se tiene que AN (U — {x}) # 0.
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1.1. Conexidad y compacidad

Definicion 1.1.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Diremos que X es disconexo si existen dos
subconjuntos abiertos, disjuntos y no vacios U y V de X, tales que X = U U V. Si X no es

disconexo, diremos que X es conexo.

Considere X = [0,1] U [2,3] y d la métrica euclidiana. Entonces X es disconexo, pues
U =1[0,1]y V = [2,3] son subconjuntos abiertos, disjuntos, no vacios de Xy U UV = X. Por
otro lado, el espacio métrico ([0, 1], d) con la métrica euclidiana, el cual denotaremos por /, es

un conjunto conexo.

Proposicion 1.1.2. Sea (X, d) un espacio métrico. X es conexo si y sélo si los vinicos subcon-

juntos abiertos y cerrados de X, son X y el vacio.

Demostracion. Sea (X, d) un espacio métrico. Supongamos que X es conexo y veamos que
los tnicos subconjuntos abiertos y cerrados de X, son X y el vacio. Procedemos por contradic-
cion. Supongamos que existe U & X distinto del vacio, que ademas es abierto y cerrado en X.
Entonces U¢ es distinto del vacio pues U es distinto de X, y U¢ abierto y cerrado en X. Luego

Uy U° sondisjuntos y X = U U U°. Por tanto X es disconexo, contradiciendo que X es conexo.

Ahora supongamos que los inicos subconjuntos abiertos y cerrados de X, son X y el vacio y
probemos que X es conexo. Nuevamente procedemos por contradiccién. Supongamos que X no
es conexo. Entonces existen U y V subconjuntos abiertos, disjuntos y no vacios de X, tales que
X =UUV.LuegoV = Uy como V es abierto, se sigue que U es cerrado. Entonces U es un
subconjunto propio abierto y cerrado en X, contradiciendo que los Unicos abiertos y cerrados

son el vacio y el total. O

Definicion 1.1.3. Sea (X, d) un espacio métrico. Diremos que una familia C = {U};c; de sub-

conjuntos de X es una cubierta para X si X C U Ui Si C' c C es una cubierta para X,
keJ
entonces diremos que C es una subcubierta de C para X. Ademds, si Uy es un conjunto abier-

to en X para cada k € J, diremos que C es una cubierta abierta para X.

Ejemplo 1.1.4. Los siguientes conjuntos son cubiertas para R considerando la métrica eucli-

diana:
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s C={B;(x): xe R}

n C, ={Bi(x): xeZ}, C; C Cy es una cubierta para R. En este caso C; es una subcu-

bierta de C para R.

Definicion 1.1.5. Un espacio métrico (X, d) es compacto, si toda cubierta abierta de X contiene

una subcubierta finita.

En algunos casos resulta menos complicado probar que un conjunto no es compacto a probar
que si lo es. Por ejemplo, para probar que el conjunto de los niimeros reales (R) no es compacto,

basta con encontrar una cubierta de R que no contenga una subcubierta finita.

En el ejemplo 1.1.4, la cubierta C; no contiene una subcubierta finita de R. De hecho,
si A = Bj(z) para algin z € Z, (C; —A) = {B;(x) : x € Z - {z}} no es cubierta de R pues
72¢{B; (x): x € Z —{z}}, por tanto, R ¢ {B; (x) : x € Z — {z}}.

Por otra parte, para probar que un conjunto es compacto, por ejemplo el intervalo cerrado
[1,2] c R, es necesario verificar que para toda cubierta de [1,2] existe una subcubierta finita.
El Teorema de Heine-Borel (también conocido como el Teorema de Heine-Borel-Lebesgue)

establece una caracterizacion para subconjuntos compactos de R”. El teorema es el siguiente:

Teorema 1.1.6 (Heine-Borel). Un subconjunto A de R" es compacto si y sélo si A es un sub-

conjunto cerrado y acotado de R".
Daremos la demostracion del teorema 1.1.6 solo para el casode n = 1.
Lema 1.1.7. Si [a, b] es un intervalo cerrado y acotado de R, entonces [a, b] es compacto.

Demostracion. Sean R una cubierta abierta arbitraria de [a,b] y S el conjunto de puntos
x € [a, b] tal que [a, x] puede ser cubierto por un numero finito de elementos de R. Notemos

que S # @ pues a € S, ademas S estd acotada superiormente pues S C [a, b].

Sea @ = sup S, por ser b cota superior, entonces a < o < b. Luego, como « € [a,b] y R
es una cubierta abierta para [a, b], existe A € R abierto tal que @ € A. Luego, existe € > 0 tal

que [@ — €, + €] & A. Ademds, por ser @ el supremode S y @ — € < a, existe x € S tal que
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a — € < x < a. Consideremos [a, @] = [a, x] U [x, @], como x € S entonces [a, x] esta cubierto
por un ndmero finito de elementos de R, por otro lado, [x, @] C [a@ — €, @] C A. Asi, se sigue que

[a, a] esté cubierto por un nimero finito de elementos de R, por tanto, @ € §.

Sia < b,como a € Ay A es abierto, existe x € («, b] tal que [, x] & A. Luego, como [a, «]
esta cubierto por un nimero finito de elementos de R y [a, x] C A, entonces [a, x] esta cubierta
por un nimero finito de elementos de R, lo cual contradice que « es el supremo de S. Se sigue

que a > b, luego @ = b y por tanto [a, b] C S. Asi, concluimos que [a, b] es compacto. O

Lema 1.1.8. Sea X un conjunto compacto. Si A es un subconjunto cerrado de X, entonces A es

compacto.

Demostracion. Sea X un conjunto compacto y A C X un conjunto cerrado. Sea R una cu-
bierta abierta de A, entonces R U {A°} es una cubierta abierta de X. Como X es compacto, existe
R* una subcubierta finita de R U {A“} que cubre a X. Luego, R* — A es una subcubierta abierta

finita de A, por tanto A es compacto. O

Proposicion 1.1.9. Sea d la métrica euclidiana de R y A C R compacto. Entonces A es cerrado

y acotado en R.

Demostracion. Para mostrar que A es un conjunto cerrado en R, probaremos que A€ es

abierto en R. Sea p € A° arbitrario y considere la coleccion C = {BM (@) :ac€ A}. Lue-
2

go C es una cubierta abierta de A, por ser A compacto, existe una subcubierta finita de C,

’

C = {Bz(,a) (a)):0<i< n}, para algunas a; € A.
2

d(p,ay) d(p.az) d(p,an) }
(-

Sear:min{ s T s

Luego, si B; (p) N Bupay (ar) # O paraalgin 0 < k < n,
2
sea z en esta interseccion, y d (a;,z) < @. Por otro lado, z € B: (p), entonces d(z, p) < 5 <

, es decir, d (p,a) >

@ > d (ay, z) + d(z, p), 1o cual es una contradiccion, pues d es

3d(p.ax)
4

una métrica.

Por tanto, B; (p) N Bd(pz.a,.) (a;) = O para cada 0 < i < ny de esto se sigue que B; (p)NA = 0.

En consecuencia B: (p) C Ay por tanto A° es abierto en R.
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Ahora probemos que A es un conjunto acotado. Consideremos C = {B;(a) : a € A} una
cubierta abierta para A y como A es compacto, se sigue que existen {ai,...,a,} tales que

C ={B; (a;,) : 0 < i< n} es una subcubierta finita.

Sea r = max{d(ay,a,),d(a,as),...,d(a;,a,)} y considere B, (a;). Afirmamos que A C
B..1(a)). Sea x € A, como C’ es cubierta de A, x € C'. Luego existe k € {1,2,...,n} tal que
x € By (ay) y como d es métrica d (x,a;) < d(x,a,) + d(ay,ay), estoes, d(x,a;) < 1+r. Se

sigue que x € B, (a;) y por tanto A C B,,; (ay), y se tiene que A es acotado y cerradoen R. O

Teniendo en cuenta los resultados anteriores hacemos la prueba del teorema 1.1.6. Sin em-
bargo, por la proposicion 1.1.9 se tiene que todo subconjunto compacto de R es cerrado y

acotado. Entonces basta probar solo el reciproco.

Demostracion. Sea A un subconjunto cerrado y acotado de R. Por ser A acotado, existe un
intervalo cerrado y acotado J tal que A C J. Por el lema 1.1.7, el intervalo J es compacto,
ademds A es un conjunto cerrado y contenido propiamente en J, entonces es cerrado en J y por

el lema 1.1.8, se sigue que A es compacto. O

1.2. Homeomorfismos

Definicion 1.2.1. Sean (X, d;) y (Y, d,) dos espacios métricos. Considere f : X — Y una funcion
y x € X. Diremos que f es continua en x si para cualquier abierto U de Y tal que f(x) € U,
existe V abierto en X tal que x € V'y f (V) C U. Si f es continua en x para cada x € X, diremos

que f es continua.

Teorema 1.2.2. Sea f una funcion del espacio métrico (X,d;) en el espacio métrico (Y, d,).

Entonces f es continua si y solo si para cualquier abierto U de Y, f~' (U) es abierto en X.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcién continua. Probemos que para cualquier abierto
U de Y, se tiene que f~! (U) es abierto en X. Sea x € f~! (U), por ser f continua, existe V,
abierto en X tal que x € V, y f(V,) C U. Se sigue que V, C 1, por tanto, =1 (U) es

abierto.
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Ahora supongamos que para cualquier abierto U de Y se tiene que f~! (U) es abierto en X.
Sea x € X y U un abierto en Y tal que f (x) € U, entonces se sigue de manera inmediata que si
V = f71(U), V cumple que x € V'y V es abierto en X, ademas f (V) = U c U. Por lo tanto, f

es continua en x y se sigue que f es continua. O

Teorema 1.2.3. Sea f : X — Y una funcion del espacio métrico (X, d,) al espacio métrico
(Y,d,). Sea x € X, entonces f es continua en x si 'y solo si para cada sucesion {x,},cn en X que

converge a x se tiene que {f (x,)},en converge a f(x).

Demostracion. Sea f : X — Y una funcién. Sea x € X y supongamos que f es continua
en x. Probemos que para cada sucesion {x,},cy en X que converge a x se tiene que {f (x,)},en
converge a f(x). Sea {x,},cn una sucesion en X que converge a x € X. Veamos que {f (x,)},en
es una sucesion en Y que converge a f (x). Sea U un abierto de Y, tal que f(x) € U, como f
es continua en x, existe V abierto de X que contiene a x tal que f (V) c U. Como la sucesién
{xn},en converge a x y V es una vecindad de x, entonces existe N € N tal que sin > N
entonces x, € V. Se sigue que f (x,) € f(V) C U paran > N. Por lo tanto, para todo abierto
U que contiene a f (x), existe un nimero N en los naturales, tal que a partir de este ndmero,
f (x,) € U, es dectr, {f (x,)},en converge a f (x).

Ahora considere f : X — Y una funcion tal que para toda sucesion {x,},.n €n X que con-
verge a x € X, se tiene que {f (x,)},on €S Una sucesion en Y que converge a f (x). Probemos
que f es una funcién continua en x. Como X es un espacio métrico, consideremos el conjunto
{B 1 (x):ne ]N} y supongamos que f no es continua en x, entonces existe un abierto U de Y
que contiene a f (x) pero es tal que para todo abierto V de X que contenga a x, se tiene que
f (V) ¢ U. Entonces, para cada B% (x) existe x,, € B% (x) tal que f(x,) ¢ U. Consideremos la
sucesion de estos puntos, {x,},cn. Por construccion, esta sucesion converge a x, sin embargo la
sucesion {f (x,)},cn DO converge a f (x), pues U es un abierto de Y que contiene a f (x) y dado
que f (x,) ¢ U, no existe n € N tal que f (x,) € U paran > N, lo cual es una contradiccion. Por

lo tanto, f es una funcién continua en x. m]

Definicion 1.2.4. Sean (X, dy), (Y,dy) espacios métricos y f una funcion de X a Y. Decimos

que f es un homeomorfismo entre X e Y si:
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= f es continua.
= f es biyectiva.
» La funcion inversa de f es continua.

Diremos que los espacios métricos (X, dy), (Y, dy) son homeomorfos, o gue X es homeomorfo

a Y, si existe un homeomorfismo entre ellos.

Como ejemplo, el intervalo [a, b] y el intervalo [c, d] son homeomorfos. La funcién

f :la,b] = [c,d], definida de la siguiente manera:
f) = (x-a)+c,

es una funcidn continua, biyectiva y con inversa continua.

1.3. Continuos e hiperespacios

Definicién 1.3.1. Un continuo X es un espacio métrico, compacto, conexo y distinto del vacio.

Diremos que Y es un subcontinuo de X si Y es un continuo y ademds Y C X.

A partir de este momento, a lo largo de todo este trabajo los espacios en los que trabajaremos
seran continuos. Todos los ejemplos de continuos presentados en este trabajo serdn en R”, con
n =1o0n =2y lamétrica que se estard considerando serd la inducida por la métrica euclidiana.
Sin embargo, existen ejemplos de continuos que no son subespacios de R ni R2. Por ejemplo la

esponja de Menger que se encuentra en [7, Fig.9,pag. 14].

El intervalo [0, 1] es un ejemplo de un continuo, pues es métrico, compacto, conexo y no
vacio. A continuacién daremos otro ejemplo de un continuo conocido como el continuo sen (i)
o la curva del topologo.

Considere U = {(x,y) €R?: x€(0,1],y = sen (i)} Entonces X = U (ver figura 1.1) es
no vacio y compacto, por ser cerrado y acotado en R?. Cabe mencionar que sen (i) es métrico
considerando la métrica inducida de la métrica euclidiana en R?, por [15, Theorem 26.3, pag.

192], se tiene que X es conexo, por lo tanto X es un continuo. Durante este trabajo, al continuo
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X lo denotaremos por sen (i) y al conjunto U le llamaremos el rayo del sen (}C) y para hacer

referencia al conjunto X — U le nombraremos barra limite o residuo del sen ( ! )

X

Figura 1.1: Ilustracion del continuo sen ( ! )

X
A continuacidn se define continuo irreducible.

Definicion 1.3.2. Sea X un continuo, decimos que X es un continuo irreducible si existen a y
b puntos de X tales que ningiin subcontinuo propio de X contiene {a, b}. En tal caso, diremos

que a 'y b son puntos de irreducibilidad.

Teorema 1.3.3. Sean X un continuo y a, b dos puntos en X. Entonces existe un subcontinuo Y
de X tal que Y es irreducible y a, b son sus puntos de irreducibilidad (ver [12, 4.35, pdg. 68]).
Ejemplo 1.3.4. Considerando la construccion del continuo sen (%) parax = (0,-1)yy = (0,1),

el continuo irreducible que contiene a x y y es el residuo del sen ()lc)

Definicion 1.3.5. Sean X un continuo y p € X. Diremos que X es localmente conexo en p,
si para cada abierto U de X que contiene a p, existe un abierto y conexo V de X tal que

peVcUl.

Definicion 1.3.6. Un continuo X es localmente conexo, si X es localmente conexo en cada

punto p € X.

Definicion 1.3.7. Un arco en un continuo X es un subconjunto de este homeomorfo al intervalo
[0,1]. Si f : [0,1] — X es la funcion continua e inyectiva tal que f(0) = zy f(1) = w entonces

denotaremos a dicho arco por zw y diremos que z 'y w son los puntos extremos del arco.

Definicion 1.3.8. Sea X un continuo. Diremos que X es arco conexo, si para cualesquiera dos
puntos 7y w de X existe un arco de z a w. Si para cualesquiera dos puntos z,w € X existe un

tinico arco zw, diremos que X es inicamente arco conexo.
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El intervalo [0, 1], es un continuo arco conexo que ademds es tnicamente arco conexo. El
circulo de Varsovia, es otro ejemplo de un continuo unicamente arco conexo (ver figura 1.2),
cuya construccion es la siguiente. Considere la unién del continuo X = sen (}c) y un arco ajeno a
X (excepto en los extremos), que va del punto (0, —1) al punto (1, sen (1)). La razén del por qué
es un continuo es la siguiente: nétese que el circulo de Varsovia es no vacio y métrico conside-
rando la métrica euclidiana de R%. La compacidad se debe a que es la unién de dos conjuntos

1 . .
cerrados y acotados, sen (;) y un arco, por tanto es compacto. Finalmente, la conexidad se de-

be a que es unién de dos conexos con al menos un punto en comun [15, Theorem 26.7, pag. 201].

Figura 1.2: Ilustracion del circulo de Varsovia.

La circunferencia S! = {(x, yER?: X2 +y* = 1}, €s un continuo arco conexo, pero no es

Unicamente arco conexo ya que para cualesquiera dos puntos existen dos arcos distintos entre
1

ellos. Finalmente, el continuo sen (;) no es un conjunto arco conexo, yaque siw e U - Uy

z € U, entonces no existe un arco entre w y 2.

Definicion 1.3.9. Sea X un continuo. Diremos que X es unicoherente si para cualesquiera dos

subcontinuos Ay B de X, tales que X = A U B, se tiene que A N B es conexo.

Definicion 1.3.10. Sea X un continuo. Diremos que X es hereditariamente unicoherente si

para cualquier subcontinuo Y de X se tiene que Y es unicoherente.

Algunos continuos que no son unicoherentes son el circulo de Varsovia y la circunferencia,
cuyo continuo es denotado por S! y se define como S! = {(x, y)ER?: x? +y? = 1}. El circulo
de Varsovia no es unicoherente, pues si consideramos los subcontinuos marcados de color vino
y color azul en el continuo (ver figura 1.2), la interseccién es el conjunto {a, b}, el cual no es
un conjunto conexo. Para el caso de la circunferencia considere dos arcos cuya union sea la
circunferencia y su interseccion no sea conexa. En la figura 1.3, los arcos marcados de color

azul y color vino, son arcos que cumplen dicha descripcion.
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Figura 1.3: Ejemplo de un continuo que no es hereditariamente unicoherente.

Cabe mencionar que si un continuo es hereditariamente unicoherente, entonces es unicohe-
rente, pero el reciproco no es cierto. El continuo conocido como el disco (ver figura 1.4),
definido como {(x, »ER?: xX* +y* < 1}, es un continuo unicoherente ([5, pag. 62]), pero no
hereditariamente unicoherente pues si consideramos un subcontinuo del disco homeomorfo a
la circunferencia, entonces podemos encontrar dos arcos cuya unioén sea el subcontinuo, pe-
ro la interseccion de estos arcos no sea conexa. Un ejemplo de un continuo hereditariamente

unicoherente es el intervalo [0, 1].

Figura 1.4: Ilustracion de un continuo unicoherente pero no hereditariamente unicoherente.

Definicion 1.3.11. Se dice que un continuo X es un dendroide, si X es un continuo arco conexo

y hereditariamente unicoherente.

El intervalo [0, 1] es ejemplo de un continuo hereditariamente unicoherente y ademas es
arco conexo, por tanto es un dendroide. Por otro lado, S! (ver figura 1.3) no es unicoherente, en

consecuencia S ! no es dendroide.

Definicion 1.3.12. Sea X un dendroide. Si X es localmente conexo diremos que X es una den-

drita.

Como se puede observar, toda dendrita es un dendroide. El intervalo [0, 1] es un ejemplo de
una dendrita, pues es un dendroide y ademads es localmente conexo. Para ver que es localmente

conexo, basta considerar un punto x € /'y V una vecindad arbitraria de x. Luego, por ser V
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abierto existe B,(x) = (x — r,x + r) contenida en V, la cual es conexa. Enseguida veremos el

ejemplo de un dendroide que no es dendrita, conocido como el abanico arménico.

Ejemplo 1.3.13. Sean p = (1,0) y g, = (O 1), con n € N. Considere L, el segmento de recta

S

que vade p a g, paracadan € Ny U = U L,. Luego X = U es el continuo conocido como el
nelN

abanico armonico con vértice p (ver figura 1.5). Este continuo no es localmente conexo en el

punto o = (0,0).

Figura 1.5: ITlustracion del abanico arménico.

Las bolas abiertas del punto (0,0) son como en la figura 1.6, razon por la cual, no existen
vecindades abiertas y conexas de (0, 0). Por este motivo, el abanico arménico no es localmente

conexo en (0, 0).

Figura 1.6: Ilustracién de una vecindad del punto (0, 0) en el abanico arménico.

Los hiperespacios de un continuo X son ciertas familias de subconjuntos de X que cumplen

alguna caracteristica. Enseguida presentamos los que estaremos utilizando en este trabajo.

Definicién 1.3.14. Dado un continuo X, denotamos por 2% a la coleccion de todos los subcon-
juntos cerrados y no vacios de X. A este espacio 2% se le conoce como el hiperespacio de los

subconjuntos cerrados y no vacios de X.
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Definicion 1.3.15. Dado un continuo X, denotamos por C(X) a la coleccion de todos los sub-
conjuntos cerrados, conexos y no vacios de X. A este espacio C(X) se le conoce como el hiper-

espacio de los subcontinuos de X.

Definicion 1.3.16. Sea X un continuo. Si A € 2X y € > 0, la nube de radio € con centro en A,

denotada por N(€,A), es N(e,A) = {x € X : existe a € A tal que d(a,x) < €}.

Ejemplo 1.3.17. Considere R? con la métrica euclidiana y A = B, ((0,0)). Entonces la nube
de N (%,A) es la bola abierta B% ((0,0)) (ver figura 1.7).

Figura 1.7: Representacion grafica de la nube N (%, By ((0, O))).

Proposicion 1.3.18. Sean X un continuo y A, B subconjuntos cerrados de X. La funcion H :

2% x 2X — [0, o) definida como:
HA,B)=inf{le>0: ACN(e,B)y BC N(¢,A)}
es una métrica para 2%,

Demostracion. Primero veamos que la funcién H estd bien definida. Para ello veamos que

el conjunto E = {€ > 0: A C N(¢,B) y B C N(¢,A)} es acotado inferiormente y no vacio.

Es claro que el conjunto E estd acotado inferiormente por cero. Luego, como para todo
X,y € X se tiene que d(x,y) < didm(X) + 1, donde didm(X) = sup{d(x,y) : x,y € X} es conoci-
da como la funcion didmetro. Entonces A € N(didm(X)+1,B)y B C N(didm(X)+ 1, A). Luego
€ = didm(X)+ 1 esta en E. Se sigue que E es distinto del vacio. Por tanto la funcién H esta bien

definida.

Ahora probemos que H es una métrica:
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Como el conjunto E estd acotado inferiormente por el cero, entonces para cualesquiera

A,B€?2X H(A,B) > 0.

Nétese que {€ >0: A C N(e,B)y BC N(¢,A)} = {e>0:Bc N(¢,A) y A C N(e, B)}, en-
tonces H(A,B) = H(B,A).

Dados A, B € 2%, probemos que si H(A, B) = 0, entonces A = B. Sean € > 0 y a € A. Como
H(A,B) = 0, existe d > Otal que 6 < €, paracadae >0,y A C N(6,B)y B C N(6,A). Luego,
como a € A se sigue que a € N(6, B), es decir, existe b € B tal que d(a,b) < 6 < €, esto implica
que b € B.(a) N B. Por la arbitrariedad de €, se sigue que a es un punto limite de B. Luego
a € B, pero como B € 2%, entonces B = B, por tanto a € B. Por arbitrariedad de a, se sigue que

A C B, andlogamente se prueba que B C A y se concluye que A = B.

El reciproco es mds sencillo, como A = B, entonces para cadan € N, A ¢ N (%B) y

BcC N(%,A), se sigue que H(A, B) = 0.

Finalmente, veamos que para cada A, B, C € 2X tenemos que H(A,C) < H(A, B) + H(B,C).

Consideremos U y V los siguientes conjuntos:

U:={e+d6:AcCN(¢B),Bc N(,A),BC N©,C)yC c N(§,B)}y
Vi={8>0:AcCN(B,C)yCcN@B,A).

Nétese que si U C V terminamos la prueba, pues el infimo de V es menor o igual que el
infimode U.Seana e Ay =€+ 6 € U, entonces existe b € By c € C tales que d(a,b) < ey
d(b,c) < 6. Por ser d métrica, d(a,c) < d(a,b) + d(b,c) < € + 6 = 5. Por lo tanto, A € N(B, C).
De igual manera se prueba que C Cc N(B, A). Se sigue que U C V, en consecuencia, H es una

métrica. m]

A la métrica H se le conoce como la métrica de Hausdorff. Durante este trabajo, se estara
trabajando en C(X) con la métrica de HausdorfT de 2% restringida a C(X). Intuitivamente, esta

métrica nos asegura que la distancia entre dos conjuntos es muy pequeiia, casi cero, si practica-
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mente los conjuntos estan empalmados (ver figural.8).

Figura 1.8: Conjuntos cuya distancia respecto a la métrica de Hausdorff es muy cercana a cero.

1.4. Limite superior y limite inferior
Definicion 1.4.1. Sean X un continuo y {A,},n una sucesion de elementos de 2*.
El limite superior de la sucesion {A,},cn, denotado por lim sup A,, es:

limsup A, =

{x € X : Para cada vecindad V de x,V N A, # O para una infinidad de n’s}.
El limite inferior de la sucesion {A,},cn, denotado por lim inf A,, es:

liminf A, =
{x € X : Para cada vecindad V de x, existe N € Ntalque VN A, # 0sin > N}.

Definicion 1.4.2. Sean X un continuo y {A,},cn una sucesion de elementos de 2*.
Diremos que el limite de la sucesion {A,},cn, denotado por lim A,, existe respecto a la métrica

de Hausdor(fy lim A, = A siempre que lim inf A, = A = lim sup A,.

El siguiente ejemplo muestra que el limite superior y el limite inferior de una sucesion,

pueden ser distintos. En consecuencia, el limite de la sucesion no existe.

Ejemplo 1.4.3. Sea X = [0, 1] X [0, 1]. Considere la sucesion {A,},cn de la siguiente manera:

1
n

figura 1.9). Entonces lim sup A, = [0, 1] X {0} y lim inf A, = [%, %] x {0}.

Si n es un niimero impar, A, = [0, 1] X { }, Y si n es un nimero par, A, = [%, %] X {%} (ver
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Figura 1.9: Ejemplo de una sucesion cuyo limite inferior y limite superior no coinciden.

Observacion 1.4.4. De la definicion de limite superior e inferior se sigue que, para cualquier
sucesion {A,},n de elementos en 2%, lim inf A, C lim sup A,, ya que si x € lim inf A, entonces
para toda vecindad V de x se tiene que V intersecta a todos los A)s, excepto una cantidad
finita. En particular, V intersecta una infinidad de A,. Por tanto, x pertenece a lim sup A,/s y

lim inf A, C lim sup A,.

La siguiente proposicién muestra otras propiedades del limite superior y del limite inferior:
Proposicion 1.4.5. Sean X un continuo y {A,},en una sucesion en 2X. Entonces:

1. lim sup A, y lim inf A,, son subconjuntos cerrados de X.

2. liminfA, ={limx, : x, €A} ylimsup A, = {ll’m Xn; @ Xn; € Anj}.

Demostracion.
1) Probemos que lim sup A, es cerrado. Para ello probemos que 1im sup A, contiene todos sus
puntos de acumulacién. Sean x un punto de acumulacién de lim sup A, y V una vecindad arbi-
traria de x. Entonces lim sup A, N (V — {x}) # 0, se sigue que (V N lim sup A,) — {x} # 0. Sea
w e (VNlimsup A,) —{x}, luegow € Vyw € limsup A,. Como U es un abierto que contiene a
wyw € lim sup A,, se sigue que V N A, # () para una infinidad de n’s. Luego, por arbitrariedad
de V, x € lim sup A, y por tanto lim sup A, es cerrado. Andlogamente se prueba que lim inf A,

es cerrado.
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2) Ahora mostremos que lim inf A, = {lim x,, : x, € A,}. Es decir, probemos que

liminfA, c {limx, : x, €A,} yliminf A, D {lim x, : x, € A,}.

Veamos primero que lim inf A, D {limx, : x, € A,}. Sea x € {lim x, : x, € A,}, entonces
x = lim x, para alguna sucesion {x,},cn tal que x, € A,. Sea V una vecindad de x, entonces
existe N € N tal que V N {x,} # 0 paratodo n > N. Luego, VN A, # 0 para todo n > N, pues

X, € A,. Se sigue que x € liminf A, y asi lim inf A, O {lim x, : x, € A,}.

Ahora probemos que lim inf A, C {lim x, : x, € A,}. Sea x € lim inf A, y consideremos
B 1 (x) para cada k € N (las bolas existen pues X es un espacio métrico), entonces existe N, € IN

tal que B% (x) N'A, # 0 para todo n > N;. Nétese que:
B, (x)DB%(x)D'--DB%()C)DBﬁ(x)D”-,

entonces Ny S Ny <+ S Ny S Ny <---.Seanx; € Ay, xy € Ay, ..., xn,—1 € Ay,—1. Abora, si

(31 (xX) N Upsw, An) - (81 ) N Upsw, An) # (0, considere:
xn, € (Ay, N By (%), xn,41 € (Any+1 N By (X)), ..., Xn,-1 € (An,—1 N By (%)),

Por otra parte, si (Bl (xX) N Unsw, An) — (31 (xX) N Upsw, An) = 0 no es dificil convencerse que
Ni = N,. En este caso, consideramos (B 1 (X) N Upsw, An)—(B 1 () N Upsw, An). Si este conjunto

es distinto del vacio, entonces sean:

xx, € (A, 0 By (1)), Xnya1 € (Anyr N By (0))..... w1 € (Ayyot N By ().

De igual manera, si (B 1 ) N Unsw, A,,) — (B 1 (X)) N Unsw, A,,) = () entonces N, = N3 y consi-
deremos ahora el conjunto (B 1 ) N Unsn, An) - (B 1 ) N Usw, An). Repetimos este proceso

para construir la sucesion {x,},cn-

En el caso de que (B 1 () N Unsng A,,) - (B 1 (X) N Unsng,, An) = () a partir de cierto nimero
Nkg. Entonces se tiene que Ng = Nk, = Ngi» = ---. En consecuencia x € Ay, para cada j > K

y se puede considerar xy, = Xy,,, = " = Xy, = = X.

Entonces la sucesion {x,},n converge a x, ya que para toda vecindad V de x existe un K tal

que B% (x) c V,estoes, VN {x,},-x # 0. Ademas por construccién x, € A, . Asi se sigue que
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x € {lim x, : x, € A,}, es decir, lim inf A,, C {lim x, : x, € A,}. Por lo tanto,

lim inf A, = {lim x,, : x, € A,}.

Para probar que lim sup A, = {lim Xn; @ Xn; € A,,j} procedemos de manera similar. Prime-
ro probemos que lim sup A, D {lim Xn; * Xn; € A,,j}. Sea x € {lim Xn; © Xn; € Anj} entonces
x = lim x,; para x,, € A,,. Considere V una vecindad de x, entonces existe M € N tal que
VNA, # 0paratodo m > M, es decir, V intersecta una infinidad de A;ljs. Por lo tanto,

x € lim sup A,.

Para probar que lim sup A,, C {h’m Xnj * Xp; € A,,j} se consideran los abiertos B 1 (x) para cada
k € IN, entonces debe existir un A,, tal que a partir de &, la interseccién de ambos conjuntos sea
distinta del vacio (como en la prueba de lim inf A,)). Ahora construimos {x,},n de tal manera

que cada x; € B% (x) NA,,. O

Otro resultado interesante sobre el limite inferior en dendroides es el siguiente, cuya prueba
no la realizamos en este trabajo, sin embargo puede encontrarse en [14, Proposicion 3.7, pag.

35].

Proposicion 1.4.6. Sean X un dendroide y {A,},cn una sucesion de subconjuntos conexos de X.

Entonces el lim inf A, es conexo.

1.5. Funciones de Whitney

Las funciones de Whitney son una manera de medir el tamafio de elementos de un hiperes-

pacio y en esta seccion hablaremos de ellas.

Definicion 1.5.1. Sea X un continuo. Una funcion de Whitney para 2%, es una funcion conti-

nua p : 2¥ — R tal que u ({x}) = 0 para cada x € X y 1 (A) < u (B) siempre que A & B.

En [2, Teorema 2.9, pag. 27] se garantiza la existencia de funciones de Whitney para el

hiperespacio 2%.
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Como el hiperespacio C (X) es un subconjunto propio de 2%, también tendremos funciones

de Whitney para C (X), el siguiente teorema asegura este hecho.

Teorema 1.5.2. Sean X un continuo y ut : 2X — R una funcién de Whitney para 2X. Entonces

Ul es una funcion de Whitney para C(X).

Demostracion. Primero veamos que c(x) €s una funcion continua. Sea U un abierto en R
y probemos que (,uIC(X))_1 (U) es un abierto en C(X). Como u es una funcién de Whitney en 2%,
entonces u es continua y se sigue que u~'(U) es abierto en 2X. Entonces u~!(U) N C(X) es un
abierto en C(X), pero u~'(U) N C(X) = (ylc(x))_1 (U). Del teorema 1.2.2, ulc(x) €s una funcion

continua.

Ahora, la prueba de que para cada x € C(X) se tiene que u|cx)({x}) = 0, es inmediata pues
Ueoo{x}) = u({x}) = 0. Del mismo modo, como ul¢x)(A) = u(A) para cada A € C(X), por ser
C(X) un subconjunto de 2%, entonces se sigue que si A, B € C(X) tal que A ¢ B, se tiene que

Hleoo(A) < plean(B). Por tanto, pex) es una funcién de Whitney para C(X). O

De este modo garantizamos la existencia de funciones de Whitney para el hiperespacio

CX).

Por otro lado, como u(X) = r, paraalgun r € R, y [0, 7] y [0, 1] son homeomorfos, podemos
considerar las funciones de Whitney como funciones u : 2% — [0, 1]. A partir de este momento

se estard trabajando s6lo con funciones de Whitney de C(X) al [0, 1].

Un ejemplo de una funcion de Whitney en C (X) es el siguiente:

Ejemplo 1.5.3. Sean X = [0, 1] yu : C(X) — [0, 1], definida para cada A € C(X) con A = [a, b]
y0<a<b<l,delaformau(la,b]) =|b-al

A continuacion se verifica que u efectivamente es una funciéon de Whitney para C(X).

Primero veamos que u es una funcién continua. Sea {[x,, y,]} una sucesiéon de elementos
de C(X) que convergen a [x,y] € C(X), respecto a la métrica de Hausdorff. Luego, se conclu-

ye que x, converge a x e y, converge a y. Entonces {u ([x,,y.])} = {ly. — x.|} y por otro lado,
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Figura 1.10: Ejemplo en el que la funcién didmetro no es una funcion de Whitney.

u([x,y]) = [y — x| y como x, converge a x y y, converge a y, entonces {[y, — x,|} — [y — x|, por

el teorema 1.2.3 u es continua.

Para las otras condiciones, es facil ver que u({x}) = |x — x| = 0y, si A, B € C(X) son tales
que A C B, entonces se puede suponer A = [a,b]y B = [c,d] conc < ay b < d. Se sigue que
U(A) =|b—aly u(B) =|d — c|, pero como A C B, sin pérdida de generalidad, se puede suponer

c<a<b<d,entonces |b—al <|d-c|

Noétese que en el ejemplo anterior u es la funcion didmetro, pero esta funcion no siempre es
una funcién de Whitney, de hecho, saber si existe algin otro continuo en el que el didmetro es

una funcién de Whitney, es un problema abierto [11, Problema 1, pag. 279].

El siguiente ejemplo prueba que el didmetro no es una funcion de Whitney en C (S 1).

Ejemplo 1.54. Sea X = S' y u : C(X) — [0, 1] la funcion didmetro.

SiA = {(x, y):0<y 2 +y*= 1}, entonces se tiene que A es un subcontinuo propio de X, pero
U(A) = 2 = u(X), (ver figura 1.10). Por lo que la funcion didmetro no es una funcion de Whitney
enC (S 1).

Una representacion grafica que usualmente se da al hiperespacio C(X) es la de un “cono”.
Por ejemplo, si el continuo con el que estamos trabajando es S !, entonces C(S ') es homeomor-
fo al disco ([1, Seccién 3.2, pag. 321]), el cual es homeomorfo a un cono, donde los conjuntos
que contienen un solo punto (que en este trabajo estaremos llamando singulares) se encuentran
en la parte baja, mientras que S' se localiza en la parte superior. Hay que destacar que no se

estd diciendo que el hiperespacio C(X), de cualquier continuo X, es homeomorfo al cono, sin
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embargo este sirve como esquema para ilustrar algunas propiedades importantes.

La figura 1.11 ayudard a una mejor comprension de las funciones de Whitney. Si X es un
continuo y u es una funcién de Whitney de C(X) al [0, 1], entonces los singulares se representan
en la base del cono. Se representan en la parte baja pues su imagen bajo u es cero, es decir, tienen
tamafio cero. X se representa en la parte alta del cono pues su imagen bajo u es 1, esto quiere
decir que X es el conjunto de mayor tamafio en X, lo cual suena razonable. Ahora, cualquier
otro elemento de C(X) entre los conjuntos de un solo elemento y X se representan en un nivel
mds arriba de la base, pero més abajo del total, ya que la imagen bajo u es mayor que cero, pero

menor que 1.

Figura 1.11: Esquema que relaciona las funciones de Whitney y C(X).

1.6. Retracciones

Definicion 1.6.1. Sean X un continuo, A C X yr : X — A una funcion continua. Si r|, es tal
que, para cada x € A, r(x) = x, diremos que r es una retraccion de X en A y a A se le llama

retracto de X.

Veamos el ejemplo de una retraccion, para ello considere el abanico armdnico con vértice

p, como en el ejemplo 1.3.13. Sea o = (0, 0), verifiquemos que op es un retracto de X.

Sea r : X — op definida como r((x,y)) = (x,0), es decir, proyectamos el abanico arménico

verticalmente sobre el arco op.
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Probemos que r es una funcioén continua. Consideremos {(x,, y,)},cn Una sucesion de ele-
mentos de X que converge en X, {(x,, yu)},en — (X,y). Por definicion {r ((x,,y,))} = {(x,,0)} y
r((x,y)) = (x,0) y como x, — x, entonces {(x,,0)} — {(x,0)}, es decir, {r(x,,y,)} = r(x,y).

Por tanto, por el teorema 1.2.3, r es una funcién continua.

Probemos que r{,, es la funcion identidad en op. Sea (x,y) € op, entonces y = 0, es decir,
(x,¥) = (x,0) pero por definicién de r se tiene r((x,0)) = (x,0). Como consecuencia r|,, es la
identidad en op. Concluimos que r es una retraccion de X, lo cual implica que op es un retracto

de X.
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Capitulo 2

Suavidad y Ultrasuavidad

Durante este capitulo, introduciremos las definiciones de suavidad y ultrasuavidad en den-
droides (suavidad y ultrasuavidad tipo I) y en continuos hereditariamente unicoherentes (suavi-
dad y ultrasuavidad tipo II). Ejemplificaremos cada una de estas definiciones y veremos algunos

resultados con estas definiciones (suavidad tipo I y Il y ultrasuavidad tipo I y II).

2.1. Suavidad y ultrasuavidad en dendroides

Definicion 2.1.1. Sean X un continuo y p € X. Decimos que X es suave en p tipo I si X es
un dendroide y para toda sucesion {z,} de puntos de X que convergen a z en X, se tiene que
lim pz, = pz. En este caso al punto p le llamaremos punto de suavidad tipo L. Y diremos que

X es suave tipo I si X tiene al menos un punto de suavidad tipo I.

El intervalo I es un continuo suave tipo I en cualquiera de sus puntos. Siy € I, para cualquier
sucesion {x,},en C I que converge a x € [ se tiene que los arcos yx, convergen al arco yx.

El doble abanico (ver figura 2.1) es un dendroide que se construye de la siguiente manera.
Considere el abanico armodnico y su reflexion respecto a la recta paralela al eje Y y que pasa por
el punto (—%, O). Entonces estos abanicos armoénicos unidos al arco que va del punto (1, 0) al

punto (-2, 0) forman este doble abanico.

Este doble abanico no es suave tipo I, veamos por qué no. Notemos que por la simetria de
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Figura 2.1: Ilustracion del doble abanico, el cual no cumple suavidad tipo 1.

este doble abanico, solo hay tres tipos de puntos que podemos contemplar para ver si son puntos
de suavidad tipo I, py, p» y p3, como se muestran en la figura 2.1, los cuales son puntos en el
abanico que esté del lado izquierdo del punto (—%, 0). El punto p, es el vértice de dicho abanico,
el punto p; es cualquier punto sobre el arco que va del punto (0, 0) al punto (-2,0) y el punto
P2 es cualquier punto restante de este mismo abanico. Consideramos sélo estas tres clases de
puntos, pues cualquier otro punto estd representado en alguna de estas tres clases. Considere
una sucesion {z,},en como en la figura 2.1 y note que dicha sucesion se encuentra en el abanico
del lado derecho del punto (—%, O). Ahora, si p € {p1, p2, p3}, 31_210 Pz, no converge al arco pz.

Por lo tanto el doble abanico no es suave tipo I.

Ejemplo 2.1.2. El continuo conocido como la chafaldrana (ver figura 2.2) tampoco es suave

tipo L.

La chafaldrana es homeomorfo al continuo cuya construccion es la siguiente. Sean z =
0,0). {gn}ten = {(1 + %’ %)}ne]N’ {Sulnen = {(1 + %’ _%)}ne]N Y Walpew = {(O’ _%)}nE]N' Definimos
U, para cada n € N como la unién entre los segmentos de recta que van del punto z al punto g,

del punto g, al punto s, y del punto s, al punto w,. Sea U = U U,, entonces U es homeomorfo

nelN
al continuo conocido como la chafaldrana.

Ahora veamos que la chafaldrana no es suave tipo I. Considere p; y p, donde p, representa
cualquier punto sobre U y p; es cualquier otro punto (ver figura 2.2), si
p € {pi1,p2}. Entonces la sucesion {z,},«n tal que z, = w, para cada n € N y converge a

z=(0,0), es tal que lim pz, no converge al arco pz.
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Figura 2.2: Ejemplo que ilustra un continuo que no es suave tipo 1.

Definicion 2.1.3. Sean X y Y dendroides, f : X — Y una funcion continua y p,b € X. Decimos

que f preserva el orden parcial <, tipo I si para cada a € pb se cumple que

fla) € f(p)f(D).

Ejemplo 2.1.4. Sean X el abanico armonico con vértice p y r : X — op definida como

r((x,y)) = (x,0). Entonces r es una funcion que preserva el orden parcial <, tipo I.

A continuacion veremos que efectivamente, r preserva el orden parcial <, tipo I. Sean
a = (aj,az) y b = (by,b;) puntos en X tales que a € pb. Notese que como a € pb enton-
ces by < a;. Al considerar las imagenes de a y b bajo la funcién r se tiene que r(a) = (a;,0)
y r(b) = (b1,0). Y como b, < ay, se sigue que r(a) € pr(b). Por lo tanto, r es una funcién que

preserva el orden <, tipo L.

El ejemplo de una funcién que no preserva el orden <, tipo I es el siguiente:

Ejemplo 2.1.5. Considere X = [0,1], p=0y f : I — I la siguiente funcion.

X si x<

[ L

fx) =

NI

1-x si x>

Para ver que f no preserva el orden parcial <, tipo I. Sea a = % y b = 1, entonces a € pb
pero f(a) ¢ pf(b) pues f(a) = %, f(b) =0y f(p) = p =0. Por lo tanto f no preserva el orden

<, tipo L.

Definicion 2.1.6. Sean X un continuo y p € X. Decimos que X es ultrasuave en p tipo I si

X es dendroide y para cada x,y € X, existe una retraccion r : X — px U py que preserva el
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orden parcial <, tipo 1. En este caso al punto p le llamaremos punto de ultrasuavidad tipo 1.

Y diremos que X es ultrasuave tipo I si X tiene al menos un punto de ultrasuavidad tipo I.
Un ejemplo de un continuo ultrasuave tipo I es el siguiente.
Ejemplo 2.1.7. Sean X = [0, 1]y p = 0. Entonces p es un punto de ultrasuavidad tipo I de X.

A continuacién verificamos que X = [0, 1] es ultrasuave en p = 0O tipo L. Sean x e y puntos
arbitrarios en X, sin pérdida de generalidad podemos suponer x < y. Consideremos r : [0, 1] —

xp U py dada de la siguiente manera:

z si zZYy
r(z) =

y Si z>Yy

Probemos que r es una retraccion, para ello hay que verificar que r es una funcién continua
y que restringida a xp U py es la identidad. De la definicion de r se tiene que 7]y, €s la iden-

tidad, asi s6lo falta ver que r es continua.

Sea U un abierto arbitrario en xpU py. Notemos que, como p = 0y x <y, px C py, entonces
xp U py = py. Luego U = py NV, con V abierto en R. Siy ¢ U, entonces r~'(U) = U el cual
es un abierto en [0, 1] pues VN [0,1] = U. Siy € U, entonces r~'(U) = U U (y, 1], el cudl es
abierto ya que V U (y, c0) es un abiertoen Ry V U (y, 00) N [0, 1] = U U (y, 1]. Por tanto, por el

teorema 1.2.2, r es continua y se concluye que r es una retraccion.

Ahora, veamos que r preserva el orden parcial <, tipo I, lo cual no es dificil de comprobar
dado que se tienen dos casos muy particulares. Sea b un punto arbitrario en [0, 1] y @ un punto
en el arco pb. Si b <y, entonces r(a) = ay r(a) € pb = pr(b). Si b > y, entonces r(b) = yy

r(a) € py pues la imagen de r es el arco py.

Como x,y son arbitrarios se sigue que r es una retraccion que preserva el orden <, tipo Iy

se concluye que el intervalo es ultrasuave tipo .

Observacion 2.1.8. El intervalo es ultrasuave tipo I en cualquiera de sus puntos.
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Observacion 2.1.9. Existen dendroides que no tienen puntos de suavidad tipo I, como el ejem-
plo de la chafaldrana (ver ejemplo 2.1.2), asi mismo, existen dendroides que no tienen puntos

de ultrasuavidad tipo 1, el doble abanico es uno de ellos y la prueba la daremos mds adelante.

Dada la observacion anterior, surge la pregunta inmediata, ;Cudl es la relacién entre sua-
vidad tipo I y ultrasuavidad tipo 1? En la siguiente seccién veremos que si un continuo X es

ultrasuave tipo I, entonces X es suave tipo I.

2.1.1. Caracterizacion

En esta seccion veremos cudl es la relacion que existe entre suavidad tipo I y ultrasuavidad

tipo L.
Teorema 2.1.10. Sea X un continuo. Si X es ultrasuave tipo I, entonces X es suave tipo 1.
Para dar la prueba de este resultado vamos a utilizar el siguiente teorema.

Teorema 2.1.11. Sea X un dendroide. Un punto p en X es un punto de suavidad tipo I si y solo

si para cada x € X existe una retraccion r : X — px que preserva el orden parcial <, tipo I.

Demostracion. Sean X un dendroide y p € X. Supongamos que p es un punto de suavidad
tipo I de X y probemos que para cada x € X existe una retraccion r : X — px que preserva
el orden parcial <, tipo I. Sean y una funcién de Whitney (se garantiza su existencia por el

teorema 1.5.2) para C(X) y x € X arbitrario. Se define r, , : X — px de la siguiente manera:

) = el punto z en px tal que u(pz) = u(py) si pu(py) < u(px)
X,p -

X si p(py) = p(px)

Notemos que la funcién r estd definida en base a una funcién de Whitney sobre el hiper-
espacio C(X). El primer paso importante es recordar que de alguna manera, la funcién u esta
midiendo el tamafio de los elementos de C(X) y el segundo paso es ver que la funcion r esta
definida por casos. Sea y € X, si el arco py es mds grande que el arco px entonces la imagen de
y bajo la funcién r es x (como se ilustra en la figura 2.3).

Por otra parte, si el arco py es de igual o menor tamafio que el del arco px, considere z € px

tal que el tamafio de los arcos py y pz son iguales. Entonces, la imagen de y bajo r es el punto z
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Figura 2.3: Esquema que ilustra el caso u(py) > u(px).

Figura 2.4: Esquema que ilustra el caso u(py) < u(px).

(ver figura 2.4).

Probemos que r, , es una retraccion que preserva el orden parcial <, tipo I. Veamos que 7,
es una funcion continua. Sea {w,},n una sucesion en X que converge aw € X. Como X es suave
en p tipo I, 31_{2 pw, = pw. Como u es una funcién continua, la sucesioén {u (pw,)} converge a
u(pw). Ahora, supongamos que u(pw) < u(px), entonces para cada n € N, existen z,,zZ € px
tal que ry, (W,) = 2, Y rep(w) = zcon u(pw,) = u(pz,) y u(pw) = u(pz), entonces la sucesion
{1 (pz,)} converge a u(pz), por tanto {z,} converge a z, en consecuencia {rx,p (Wn)}nE]N converge
a ryp (w). Por otro lado, si estamos en el otro caso (u(pw) > u(px)), se sigue de manera inme-

diata que {z,} converge a z pues en este caso 7 = x = gz, para n mayor o igual que algin N € IN.

Luego, por como se define la funcion, es inmediato que r, , restringida al arco px es la identidad.

Sélo nos falta ver que la funcion preserva el orden parcial <, tipo I. Sea b un punto arbitrario
en X y a un punto en el arco pb. Si u(pb) < u(px), entonces r, ,(b) = z, con z;, en px tal que
u(pb) = u(pz,) y como a € pb se sigue que u(pa) < u(pb), luego r, ,(a) = z, con z, en px tal
que u(pa) = p(pz,), entonces z, estd en pz, = pryp(b) y ryp(a) <, ryp(b); si u(pb) > u(px)
entonces r, ,(b) = x y por tanto la imagen de a bajo r,, estd en el arco px, en consecuencia

Fep(@) <p 1y (D).
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Ahora supongamos que para cada x € X existe una retraccién r : X — px que preserva
el orden parcial <, tipo I y probemos que p es un punto de suavidad tipo I de X. Sea {a,},en
una sucesion en X que converge a a € X, entonces {p,a} C lim inf pa,. La justificacion de este
hecho es la siguiente: Para toda vecindad V de a, existe un N € N tal que V N ay # 0 siempre
que n > N, entonces V N pa, # 0 siempre que n > N, es decir, a € lim inf pa,. Y como p € pa,
para todo n € N, entonces p € lim inf pa,. Ahora, por las propiedades del limite inferior vistas
en los preliminares, el lim inf pa, es conexo (ver proposicion 1.4.6), pues pa, es conexo para
cada n € N. Ademads lim inf pa, es no vacio porque {p,a} C lim inf pa, y también es cerrado
en el compacto X (proposicion 1.4.5), por tanto compacto. Luego, como lim inf pa, es un sub-
continuo de X y X es un dendroide, se sigue que lim inf pa, es dendroide, en particular, lim inf

pa, es arco conexo. Como {p, a} C lim inf pa, se sigue que pa C lim inf pa,.

Por otro lado, supongamos que existe y € (lim sup pa,) — pa y consideremos la retraccion
r: X — py. Como y € lim sup pa,, por la proposicion 1.4.5, y = limy,, paray, € pay,,
luego y,, <, an para cada n, € N. Como r preserva el orden parcial dado, entonces r (y,,) <,
r(ay) <, y pues laimagen de r es el arco py. Ahora, como r es una funcion continua, entonces,
tomando limites se tiene que nhlrgo r(n) <p nhlrgo r(an) <, nhlrgo y,peroy = r(y) = nhlrgo r (V)
entonces y = r(y) <, r(a) <, ;, y se sigue quke r(a) = y. Porkotro lado, como y ¢ pal,( entonces
a#yyp#Yy. Sia € pyycomoa # y, entonces r(a) <, y, lo cual es una contradiccién pues
r(a) = y. Entonces se concluye que a ¢ py y se puede suponer que pa N py = pb para algin
b € X. Luego, como r(a) =y y r(b) = b, existe z € ba tal que r(z) € by (nétese que automatica-
mente 7 # y 'y r(z) # y). Por ser X unicamente arco conexo, se sigue que z € ya C lim inf y, a,,
y nuevamente por la proposicion 1.4.5, se tiene que 7 = nh’_r)lgo Zn,.» donde z,, € y,a,,. Se sigue
que 7 (y,) <, r(z,) <, ¥, esto implica que r(z) = y, lo (;ual es una contradiccion. Por tanto,
lim sup pa, C pa'y como pa C lim inf pa,, se sigue que lim pa, existe y es igual a pa. Luego

p es un punto de suavidad tipo I de X. O

Ahora daremos la prueba del teorema 2.1.10 que se sigue de manera inmediata del teorema

anterior:

Demostracion. Sea p € X un punto de ultrasuavidad tipo I, entonces por definicién de ultra-
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suavidad tipo I, para x, y tales que px U py = px existe una retracciéon r : X — px que preserva
el orden parcial <, tipo I. Se concluye que p es punto de suavidad tipo I'y por tanto, X es suave

tipo L. O

Del teorema 2.1.10 es inmediato notar que si un continuo no es suave tipo I, entonces tam-
poco es ultrasuave tipo I. Dado que ya mostramos que la chafaldrana (ver ejemplo 2.1.2) es un
dendroide que no es suave tipo I, concluimos que tampoco es ultrasuave tipo 1. El doble abanico

tampoco es ultrasuave tipo I, pues es un dendroide que no es suave tipo L.

Por otra parte, el reciproco del teorema 2.1.10 no es cierto. El siguiente ejemplo nos ayudara

a verificar el reciproco del teorema 2.1.10 es falso.

Ejemplo 2.1.12. Sean p = (0,0), x, = (O, %) Yy, = (1, %) para cada n € N. Considere U,
para cada n € N, la union de los segmentos de recta que van del punto p al punto x, y del punto
X, al punto vy, y sea U = J,.ex Un y 0 = (1,0). Sea X = U, a este continuo X se le conoce como

peine P con vértice p (ver figura 2.5).

Figura 2.5: Ejemplo de un continuo con un punto de suavidad tipo I que no es punto de ultra-

suavidad tipo I.

Considere X el peine P con vértice p como el del ejemplo 2.1.12, entonces p es punto de
suavidad tipo I, pues X es un dendroide y ademads se cumple que para toda sucesion {z,},cn de

puntos de X que converge a z € X se tiene que lim pz, = pz.
n—o00

Ahora veamos que p no es un punto de ultrasuavidad tipo I, ya que para los puntos o y y; no
existe una retraccion que preserve el orden. Para ver esto, supongamos que existe una retraccion

r: P — po U py; que preserva el orden <), tipo I. Nétese que x, € py, y x, ¢ po. Luego, para
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n lo suficientemente grande r (x,) € po, por continuidad de r y porque los arcos x,y, convergen
al arco po. Por otro lado, x, € py;, esto implica que r (x;) = x;, es decir, se tiene x; € po que

es una contradiccion.

Las siguientes proposiciones también son de gran utilidad para conocer cuando un dendroide

es, 0 no, suave tipo I o ultrasuave tipo L.

Proposicion 2.1.13. Sea X un continuo. Si p € X y p es punto de suavidad tipo I de X, entonces

X es localmente conexo en p.

Demostracion. Sea V una vecindad arbitraria de p, definimos:
U=weX:pwn(X-V)=0}

Primero notemos que p € U, ademads, si a € U entonces el arco pa C U. La justificacion de
este hecho es de la siguiente manera. Sea @ € U y considere z € pa, luego, como a € U,
pa N (X — V)0 esto implica que pz N (X — V)0 pues pz C pa por ser X Unicamente arco co-
nexo. Se sigue que z € U y por tanto, pa C U. Ahora considere a,b € U, entonces el arco

ab = pa U pb esta contenido en U, por tanto U es arco conexo.

Luego, por ser U arco conexo, se tiene que U es conexo, ademds U C V. Sélo falta verificar

que U es un conjunto abierto en X, para ello probemos que X — U es cerrado.

Sea {x,},en Una sucesion arbitraria de X — U que converge a x € X y mostremos que
x € (X -U). Como x, € X — U se tiene que px, N (X — V) # 0 para cada n € IN. Ahora,
como V es abierto, X — V es cerrado, esto implica que contiene a sus puntos limite, es decir, lim

px, N (X —=V) # 0. Se sigue que px N (X — V) # 0, luego x ¢ U y por tanto, x € (X — U). O

Dada la proposicion 2.1.13 se concluye que la unién de abanicos de la figura 2.6 no puede

ser suave en p tipo I, pues el doble abanico no es localmente conexo en p.

Corolario 2.1.14. Sean X un continuo 'y p € X. Si p es punto de ultrasuavidad tipo I, entonces

X es localmente conexo en p.
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Figura 2.6: Ejemplo de un continuo donde el punto p no es punto de suavidad tipo I.

Demostracion. Sea p € X tal que p es punto de ultrasuavidad tipo I de X, por el teorema
2.1.10, p es punto de suavidad tipo I. Por tanto, por la proposicién 2.1.13, X es localmente

conexo en p o

Corolario 2.1.15. Sea X un continuo. Si para todo punto p € X, p es un punto de suavidad tipo

I de X, entonces X es una dendrita.

Demostracion. Sean X un continuo y p € X un punto arbitrario, se sigue que X es dendroi-
de. Entonces basta probar que X es localmente conexo en p. Por la proposicion 2.1.13, X es

localmente conexo en p y por tanto, X es una dendrita. O

2.2. Suavidad y ultrasuavidad en continuos

hereditariamente unicoherentes

Durante esta seccion introducimos las definiciones de suavidad tipo II y ultrasuavidad tipo
II. También se analizard si la relacion que se tenia entre suavidad tipo I y ultrasuavidad tipo I,

es decir, analizaremos si los puntos de ultrasuavidad tipo II, son puntos de suavidad tipo II.

Definicion 2.2.1. Diremos que X es hereditariamente unicoherente en p si para cualesquier

par de subcontinuos A, B € X, tal que p € Ay p € B, se tiene que A N B es conexo.
A continuacion veremos que la definicion 2.2.1 y la definicion 1.3.10 son equivalentes.

Lema 2.2.2. Sea X un continuo. X es hereditariamente unicoherente en p para cada punto

p € X si y solo si el continuo X es hereditariamente unicoherente.

Demostracion. Supongamos que X es hereditariamente unicoherente en cada punto de X.

Sean Y un subcontinuo de X y A, B subcontinuos de Y tales que AUB = Y. Considere p € ANB,
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se sigue p € X. Luego X es hereditariamente unicoherente en py ademds p€ Aype By A,B
son subcontinuos de Y, entonces también son subcontinuos de X. Se sigue que A N B es conexo.

Luego Y es unicoherente y por lo tanto, X es hereditariamente unicoherente.

Ahora supongamos que X es hereditariamente unicoherente y veamos que X es heredita-
riamente unicoherente en cada punto de X. Sean p € X, A y B subcontinuos de X tales que
p€Aypce B.Entonces Y = AU B es un continuo, pues A y B son continuos con un punto en
comun, se sigue que Y es un subcontinuo de X. Como X es hereditariamente unicoherente, Y es
unicoherente. Luego, A N B es conexo. Se sigue que X es hereditariamente unicoherente en p,

por lo tanto se tiene que X es hereditariamente unicoherente en cada punto de X. O
En algunos resultados de esta seccidn, conviene usar la definicion puntual.

Antes de comenzar con suavidad y ultrasuavidad en continuos hereditariamente unicohe-
rentes, es necesario hablar un poco més sobre continuos irreducibles. En el siguiente ejemplo

se muestra que pueden existir dos continuos irreducibles distintos para dos puntos distintos.

Ejemplo 2.2.3. Sea X el circulo de Varsovia, para los puntos a,b marcados en la figura 1.2,
el arco ab marcado con color azul, es un continuo irreducible que contiene a a 'y b. Ademads,
el subcontinuo homeomorfo al sen (i) marcado en color vino es otro continuo irreducible que

contiene a los puntos a, b.

En un dendroide, es decir, un continuo hereditariamente unicoherente y arco conexo, los
continuos irreducibles son Unicos y ademds son arcos. Por otra parte, en un continuo heredi-
tariamente unicoherente, los continuos irreducibles son unicos [3, Teorema 1.3 (Gordh), pag.
402]. De hecho, el teorema de Gordh enuncia mds, asegura que un continuo X es hereditaria-
mente unicoherente en p si y solo si para cada x € X existe un dnico subcontinuo irreducible

que contiene a p y X.

Notacion 2.2.4. Sea X un continuo hereditariamente unicoherente y a,b puntos en X. I(a, b)

denota el subcontinuo irreducible entre a 'y b contenido en X.
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Por lo tanto se puede hablar del continuo irreducible en continuos hereditariamente unicohe-

rentes, esto asegura que la siguiente definicion es vélida.

Definicion 2.2.5. Sea X un continuo y p € X. Diremos que X es suave en p tipo II si X
es hereditariamente unicoherente y para cada x € X y cada sucesion {x,},. C X tal que x,
converge a x, se tiene que 31_}rr010 I (p, x,) = I(p, x). En este caso al punto p le llamaremos punto
de suavidad tipo IL. Y diremos que X es suave tipo 11 si X tiene al menos un punto de suavidad

tipo I1.

1

Ejemplo 2.2.6. El continuo X = sen(;) es un continuo suave tipo Il. Notemos que X es un

continuo que no es arco conexo, por lo tanto X no es suave tipo I.
El siguiente ejemplo es de un continuo que no es suave tipo II.

Ejemplo 2.2.7. El continuo conocido como continuo Knaster o herradura de Smale (ver figura

2.7) no es un continuo suave tipo II.

Figura 2.7: Ilustracion del continuo Knaster.

Este continuo satisface lo siguiente:

1. Los tnicos subcontinuos del Knaster son arcos o el propio Knaster.

2. El Knaster tiene una cantidad no numerable de arco componentes.

3. Es irreducible entre cualesquiera dos puntos que estdn en distintas arco componentes.

La construccion de este continuo, asi como sus propiedades, se puede encontrar en [9, Addi-
tional remarks, pag. 224]. Las arco componentes de un continuo X se definen como los conjun-

tos maximales arco conexos, es decir, ¥ C X es una arco componente de X si Y es arco conexo
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y cumple que para cualquier subconjunto K C X, que contiene propiamente a Y, K no es arco

conexo.

El Knaster no es suave tipo II por la siguiente razén. Sean p y x puntos en la misma arco
componente y {x,},cn, €n otra arco componente, una sucesion de puntos tal que converge a x.
Dado que los tnicos subcontinuos del Knaster son arcos y el Knaster, entonces por la propiedad
3 se tiene que para todo n € IN el continuo /(p, x,,) es el Knaster. Por otro lado, por las propie-

dades 1y 2, el continuo /(p, x) es el arco px. Por lo tanto, el Knaster no es suave en p tipo II.

Enseguida definiremos ultrasuavidad tipo II, pero antes veamos la siguiente definicion.

Definicion 2.2.8. Sean X y Y continuos hereditariamente unicoherentes, f : X — Y una funcion

continua 'y p,b € X. Decimos que f preserva el orden <, tipo II si para cada a € I(p,b) se

cumple que f(a) € I (f(p), f(b)).

Definicion 2.2.9. Sean X un continuo y p € X. Diremos que X es ultrasuave en p tipo I, si
X es un continuo hereditariamente unicoherente y para cada par de puntos x,y € X, existe una
retraccionr : X — I (p,x)UI (p,y) que preserva el orden <, tipo II. En este caso, al punto p le
llamaremos, punto de ultrasuavidad tipo IL. Y diremos que X es ultrasuave tipo 11 si X tiene

al menos un punto de ultrasuavidad tipo 1.

1

Ejemplo 2.2.10. El continuo sen (;) es un continuo hereditariamente unicoherente que no es

dendroide y que es ultrasuave tipo I1.

Sea X el continuo sen(l). Considere el punto p = (1, sen(1)) y sean x,y € X. Si x y y son

X

puntos en el residuo, entonces I(p, x) U I(p,y) = X y la retraccién es la funciéon identidad.

Sin pérdida de generalidad supongamos x y y puntos en el rayo y I(p, x) U I(p,y) = I(p, x).

Sea r : X — px definida de la siguiente manera:

z si Z € px
r(z) =
x si z€ (X - px)
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Probemos que r es una retraccién y ademas, dados a, b € X, si a € I (p, b) entonces

r(a) € I (p,r(b)). Primero veamos que r es una funcion continua, y como X es un espacio métri-
co, entonces basta probar que para toda sucesion {w,},cn que converge a w € X, se tiene que la
sucesion {r (w,)},en converge a r (w) € px. Para ello consideremos 3 casos: Siw € (X — px),
entonces, para n lo suficientemente grande, w; € (X — px) siempre que k > n. Esto implica que

r(w) = xy r(wg) = x siempre que k > n.

Ahora consideremos w = x. Si w, es un elemento de la sucesion tal que w € px, entonces
r(w,) = w,, por otro lado, si w, € (X — px), entonces r (w,) = x. Por tanto, como w, converge

a w cuando 7 tiende a infinito, entonces la sucesion {r (w,)},cn converge a r (w).

Finalmente, supongamos que w € px pero w # x, entonces existe k € IN tal que la sucesion
{Wnlen C px para todo n > k. Por lo que r(w;) = wy para k > n. Se sigue que la sucesion

{r (w,)},en converge a r (w). Y por tanto, se tiene que la funcién r es continua.

Ver que la funcién r|,, es la identidad, se sigue de manera inmediata de la definicion de 7.

Ahora veamos que la funcién cumple que si para cualesquiera a,b € X tales que si a €
I (p,b), entonces r(a) € I(p,r(b)). Sea b un punto arbitrario en X, si b € px, no es dificil
convencerse que para todo punto a € I(p, b) se tiene que r(a) € I(p,r(b)). Por otra parte, si
b € (X — px), nétese que el irreducible I (p,r (b)) = I(p,x) = px y como la imagen de r es el
arco pux, entonces, r(a) € I(p, r(b)). Se concluye que p es un punto de suavidad tipo Il y por

tanto, el continuo sen ( 1) es ultrasuave tipo II.

X

El teorema 2.1.10 nos ayuda para determinar cudndo un continuo X es suave tipo I y cudndo
no es ultrasuave tipo I. Por lo que surge la siguiente pregunta. ;Sera cierto que ultrasuave tipo

IT implica suave tipo I1? En la siguiente seccidn veremos que la respuesta es cierta.
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2.2.1. Caracterizacion

A continuacién damos a conocer algunas definiciones necesarias y resultados necesarios

para probar que ultrasuavidad tipo II también implica suavidad tipo II.

Comencemos enunciando dos resultados inmediatos de las definiciones ultrasuavidad tipo

II'y suavidad tipo 1I.

Lema 2.2.11. Sean X un continuo ultrasuave en p tipo Il y Y un subcontinuo de X, tal que

p €Y. Entonces Y es ultrasuave en p tipo 1.

Lema 2.2.12. Sean X un continuo suave en p tipo Il y Y un subcontinuo de X, tal que p € Y.

Entonces Y es suave en p tipo I1.

Lema 2.2.13. Sea X un continuo ultrasuave en p tipo Il. Entonces para cada punto a € X, el
irreducible 1(p,a) es hereditariamente unicoherente en p y para cada x € I(p,a) existe una

retraccion r : I(p,a) — I(p, x) que preserva el orden <, tipo II.

Demostracion. Ver que I(p,a) es hereditariamente unicoherente no es dificil, pues como
X es hereditariamente unicoherente y el irreducible I(p,a) es un subcontinuo de X, entonces
I(p, a) es unicoherente. Sélo falta verificar que para cualquier subcontinuo Y de I(p, a) se cum-
ple que Y es unicoherente, pero como Y € C(I(p,a))y I(p,a) € C(X), entonces se sigue que
Y € C(X). Por tanto Y es unicoherente y se sigue que /(p, a) es hereditariamente unicoherente.
Por otra parte, por el lema 2.2.11 se tiene que I(p, a) es ultrasuave tipo Il y por tanto, para cada

x € I(p, a) existe una retraccion r : I(p,a) — I(p, x) que preserva el orden <, tipo II. O

Dado un continuo irreducible Y se sabe que existe una funcién ¢, de Y en un arco o un
punto (ver [9, pag. 199-200] y [8, Fundamental theorem, pag. 259]). Esta funcion ¢ cumple
en particular que es una funcion continua, suprayectiva y mondtona (mondtona significa que la
imagen inversa de un conexo es conexa). Ademds es la funcion minima en el sentido de que
para cualquier funcién monétona f : ¥ — [0, 1], cada conjunto que es imagen inversa bajo f de
un punto es la union de la imagen inversa bajo ¢ de algunos puntos [9, Theorem 1, pag. 200].

A la funcion ¢ se le llama funcion descomposicion.
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Definicion 2.2.14. Sean X un continuo irreducible, ¢ : X — [0, 1] una funcion como la ya

mencionada. Considere T, = ¢~' (1), diremos que T, es una fibra de X, para cada t € [0, 1].

Ejemplo 2.2.15. Consideremos el continuo sen (}C) (ver figura 2.8). Notemos que el continuo
sen (i) es un continuo irreducible, pues si consideramos el punto extremo del rayo y un punto
en el residuo, no existe un subcontinuo propio del continuo sen (%) que contenga estos dos pun-
tos.
. ., . 1 .. .
Considere la funcion ¢ : sen (}) — [0, 1] dada por la proyeccion en la primera coordenada.

Esta funcion satisface las siguientes condiciones: es continua, suprayectiva y monotona. Luego,

Ty es la barra limite y para cada t € (0,1) T, = {(r, sen (%))} y T, ={(1,sen(1))}.

Figura 2.8: Ejemplo en el que se muestran algunas fibras del continuo sen (%)

Definicion 2.2.16. Sean X un continuo irreducible y T, las fibras de X. Si T, tiene interior vacio,

para cada t € [0, 1], entonces diremos que X es tipo A.

1

) es un continuo tipo A.
X

Ejemplo 2.2.17. El continuo sen(

Cabe mencionar que la fibra Ty del continuo sen (i) puede pensarse de interior distinto del
vacio, sin embargo, recordemos que el interior de un conjunto es el abierto mas grande que se
queda contenido en este. Dado que los abiertos del continuo sen (}C) son abiertos de R? intersec-
tados con el continuo, no existe un solo abierto que se quede contenido totalmente en la barra

limite.
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Sea X un continuo irreducible tipo A, nétese que el continuo irreducible se puede escribir
como X = U{T;:t€[0,1]}. Ahora, para algun 7, € (0, 1) fijo, consideremos los siguientes

conjuntos:

Lto = U{Tu /S [0’ tO)} y Rto = U{TV Ve (to ’ 1]}’
Ademas Ly = R; = 0.

La demostracion de las observaciones siguientes se pueden encontrar en [9, Teorema 7, pag.

194].

Observacion 2.2.18. Sea X un continuo irreducible tipo A. Para cada t € (0,1), L, es un
continuo. Pues L, es cerrado en el compacto X, es métrico por la métrica que se hereda de X,
es conexo por ser ¢ : X — [0, 1] una funcién continua y mondtona y es no vacio pues p € L,.

De igual manera se puede observar que R, también es un continuo.

Observacion 2.2.19. L, es un continuo irreducible entre p y cualquier punto de la frontera de

L,. Andlogamente R, es un continuo irreducible entre p y cualquier punto de la frontera de R,.

Definicion 2.2.20. Sea X tipo Ay T, sus fibras. Sea ty € [0,1] fijo, decimos que T,, es de
cohesion por la izquierda (o por la derecha) si 1) = 0, o bien, T, = L_,O - L, (sity =1, o bien,
T, = R, — R,). En caso de que una fibra sea de cohesion por la izquierda y por la derecha,

diremos que es de cohesion.

Las fibras del continuo sen ( 1 ), son de cohesion.

Definicion 2.2.21. Decimos que un espacio X es conexo entre dos subconjuntos de X, Ay B,

siempre que X no contenga un subconjunto cerrado y abierto F talque AC FyBNF = 0.

Noétese que, en otras palabras, decir que un espacio X es conexo entre dos de sus subcon-
juntos A y B quiere decir que no existe una separacion U y V de X en la cual A se quede en
contenido en U y B C V. Esto implica, si X es conexo, entonces para cualquier par de subcon-
juntos no vacios, X es conexo entre estos (por la proposicién 1.1.2). Para saber un poco mas
sobre esta definicion, se puede consultar [9, IV. Connectedness between sets, pag. 142]. El si-

guiente ejemplo es conexo entre A y B, dado que el continuo sen ( 1) €s conexo.

X
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Ejemplo 2.2.22. Sean X = sen ( L ), A el residuo y B el rayo, entonces X es conexo entre Ay B.

Ejemplo 2.2.23. Sean X = [0,1]U[2,3], A =[0,1]y B = [2,3]. Luego, X no es conexo entre A

v B, pues si definimos F = [0, 1], entonces F es abiertoy cerrado y ademds A C Fy BN F = 0.

Definicion 2.2.24. Sean A y B dos subconjuntos de un continuo X. Definimos L(A,B) como el

continuo irreducible en X que contiene a Ay B y es tal que es conexo entre A 'y B.

Definicion 2.2.25. Sean X un continuo y x € X. Definimos la composante de x en X como el

siguiente conjunto:
UWelCX):xeWyW # X}

Ejemplo 2.2.26. Sean X = sen (i) y x el punto extremo del rayo. La composante de x en X es
el rayo. Por otra parte, si x es un punto en el rayo y no es el extremo, entonces la composante

de x en X es el continuo sen ( 1 )

Proposicion 2.2.27. Sea X un continuo irreducible con p y a sus puntos de irreducibilidad,

hereditariamente unicoherente y ¢ : X — [0, 1] la funcion descomposicion. Si para cada x € X

existe una retraccion r : X — I(p, x) que preserva el orden <, tipo I, entonces:
1. X es tipo A, y por tanto, puede ser escrito como X = | J{T, : t € [0, 1]}.
2. Lafibra Ty a la cual pertenece p, es un singular.
3. Para cadat € (0, 1], la fibra T, es de cohesion por izquierda.

Demostracion.
1) Para probar que X = I(p, a) es tipo 4, es necesario ver que cada fibra del irreducible tiene
interior vacio. La prueba se hace por contradiccion, supongamos que existe una fibra K cuyo

interior es distinto del vacio.

En [3, Teorema 1.5, pag. 404] se afirma que /(p, a), es un continuo irreducible y es heredi-
tariamente unicoherente si y solo si para cada subconjunto cerrado y no vacio F existe en X un
unico subcontinuo L (p, F). Dado que I(p, a) es irreducible y hereditariamente unicoherente, se

sigue que existe un continuo L (p, K).
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Seany € KN L(p,K)y C la composante de y en K. Luego, la composante C es un sub-

conjunto denso en K ([12, 5.20, pag. 83]) y como int K # 0, se tiene que C — I(p,y) # 0.

Pues de no ser asi, C I(p,y), y por otra parte, como C es denso en K, C = K, es decir,

I(p,y) = I(p,y) = C
x € (C—-1I(p,y)), entonces x € Ky como L(p,K) c N{I(p,w) : w € K}, entonces y € I(p, x).

K y esto contradice la definicién de composante. Luego, considere

Ademas, como x ¢ I(p,y), entonces y <, x. Por otra parte, como C es denso en K, existe una su-

cesion de puntos y, € C talquey = limy, y I(p, x) C I (p,y,) paracadan € IN, entonces x <, y,.

Sea r : I(p,a) — I(p,x) una retraccion que preserva el orden <, tipo II. Entonces x =
r(x) <, r (y,) y por continuidad de r y tomando limite, tenemos que r (y,) = r(y) = y. Por tanto,
x <, ¥, lo cual es una contradiccion pues y <, x. Entonces no existe K una fibra con interior
distinto del vacio de I(p, a), es decir, X = I(p,a) es tipo A y por tanto puede ser escrito como

X = UIT, : te [0, 1]}

2) Nuevamente procedemos por contradiccion para la prueba, es decir, supongamos que la
fibra es un continuo 7y no degenerado. Sean x,y € Ty tales que y € I(p,x) y x € (Ty — I(p,y)),

entonces y <, x.

Como se mencioné anteriormente, en el inciso 1), intTy, = @. Esto implica que T, es de
cohesion derecha, es decir, Ty = Ry — Ry. Por lo tanto, existen dos sucesiones de puntos {x,},cn

Y {Vm}nen tales que x,,y,, € Ry paracadan,m € Ny x = limx,, y = limy,.

Se sigue que para cada m € N existe n,, € N tal que x,,, <, yu, entonces, por hipotesis
existe una retraccion r : I(p,a) — I(p,x) que preserva el orden <, tipo II, luego tenemos
que r(x,,) <, r(yn), de donde se sigue por continuidad de r, y tomando limite en m, que

x =r(x,,) <, r(ym) =y, es decir, x <, y, lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto, la fibra Ty que contiene a p es un singular.

3) Por definicién de cohesion, tenemos que T es de cohesion izquierda y por el inciso 1) 7T

es cohesion izquierda. Ahora, procedemos por contradiccion, supongamos que existe #y € (0, 1)
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tal que la fibra 7}, no es de cohesidn izquierda, es decir, hay un punto x € (T,0 - L_,O)

Por 1) tenemos que 7, = (T, N f,) U (Tt N IT,) para cada t € [0,1] y se deduce que x €
(Tto N R_to) Y la conexidad de I(p, a) implica que existe un punto y € T, N L,, N R,,, de donde

se sigue que y <, X.

Entonces, existen dos sucesiones de puntos, {x,},en Y {Vmlnen tales que x,,y, € R, para
cadan,m € Ny x = limx,, y = limy,. Se sigue que para cada m € IN existe n,, € N tal
que x,, <, y,. Por hipdtesis, existe una <, —retraccion r : I(p,a) — I(p, x). Entonces tene-
mos que r(x,,) <, r(y,) de donde se sigue por continuidad, y aplicando limite sobre m, que

x=r(x) =r(x,,) <, r(ym) = r(y) =y, lo cual contradice que y <, x.
Por lo tanto, no hay £, tal que no existe un punto en 7}, que no esta en la cerradura de L,, es
decir, T, es de cohesidn izquierda para todo ¢ € [0, 1]. O

Proposicion 2.2.28. Sean X un continuo suave en p tipo Il y Y un subcontinuo de X tal que
p € Y. Entonces para cada subconjunto abierto V de X que contiene a Y existe un conjunto

abierto y conexo U tal que Y Cc U C V.
Demostracion. Sea V un abierto en X, tal que Y C V. Definimos
U={xeX: I(p,x)yNn(X-V)=0}.

Notemos que U C V, ademds U es conexo, pues U es la union de los continuos I(p,x), en par-
ticular conexos, con un punto en comun p. Probemos que U es abierto, para ello probemos que

X — U es cerrado.

Sea {x,},cn una sucesion en X — U la cual converge a x. Notemos que si probamos que x €
(X—U) habremos terminado la prueba, pues esto implicaque X — U € X-U, consecuentemente,

X —-U =X - U. Luego, como {x,},cn €s una sucesién en X — U, paracadan € N
I(p,x) N(X-=V)#0,

y como X — V es cerrado, se sigue que
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lim [I (p, x,) N (X — V)] € 2%.

En consecuencia,
lim [1(p,x,) N (X = V)] #0.

Como X es suave en p tipo II,
I(p,x)N(X-=V)+#0.

Se sigue que x € X — U, entonces X — U es cerrado. Por tanto U es abierto y eso termina la

demostracion. m]

Corolario 2.2.29. Si X es un continuo suave en p tipo Il, entonces X es localmente conexo en

D
Proposicion 2.2.30. Un continuo irreducible X es suave en p tipo Il si y solo si
a) X es localmente conexo en p, y

b) Cada fibra T, de X es de cohesion izquierda.

Demostracion. Sea X un continuo irreducible suave en p tipo Il y probemos los incisos a)
y b). Como X es suave en p tipo II, por el corolario 2.2.29 se concluye que X es localmente

conexo en p.

A continuacién probemos que cada fibra 7; de X es de cohesion izquierda. Procedemos por
contradiccion, supongamos que existe una fibra 7 la cual no es de cohesion por la izquierda. Co-
mo X es irreducible, por [3, Proposicion 2.1, pag 408], X es tipo A, entonces ¢ # 0. Luego, existe
X € (T, - f,) Seay e L,NR, y como p € L,, tenemos que el irreducible I(p,y) C L, por tanto
x € (T, = I(p,y)). Como X es tipo Ay y pertenece a R,, existe una sucesién decreciente z, de

reales donde ¢ < z,, tal que podemos elegir una sucesion de puntos y, € T, C R, con lim y, = y.
n—oo

Como ¢ < z,, entonces T, C I (p,y,) y ademas I (p,y,) = L_Zn, se sigue que T, C E para cada

n € IN. Se sigue que T, € NI (p,y,) = lim I (p,y,), por ser {z,},en Una sucesién decreciente.
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Finalmente, como x € T; — I(p, y) concluimos que x € (h’m I(p,y,) —I(p, y)). Pero esto es
una contradiccion, pues se tenia que lim 7 (p,y,) = I(p,y) porque X es suave en p tipo II. Por

tanto, cada fibra del irreducible X es de cohesion izquierda.

Ahora supongamos que X es localmente conexo en p y que cada fibra 7, de X es de cohesion
izquierda. Probemos que X es suave en p tipo II, para ello primero veamos que X es heredita-

riamente unicoherente en p.

Sean x € X arbitrario y ¢(x) = ¢ con ¢ la funcién descomposicion. Para probar que X es
hereditariamente unicoherente en p, el Teorema de Gordh ([3, Teorema 1.3 (Gordh), pag. 402])
garantiza que basta mostrar que existe un unico irreducible /(p, x) para cada x € X. Como X
es localmente conexo en p, entonces la fibra T a la cual pertenece p, es singular, tenemos que

Ty = {p} y por tanto, el unico irreducible que contiene a p es el singular.

Trabajemos ahora con el caso t > 0. Por hipdtesis, T, es una fibra de cohesion por la iz-
quierda, es decir, T, = L —L,. Luego, como x € T,, pues ¢(x) = t, entonces x € (E - Lt) y
ademds, p también pertenece a E Por 1a observacion 2.2.18, E €s un continuo, ademas, como
X € (f, - L,), entonces x es un punto de la frontera de L,. Por la observacion 2.2.19, se sigue

que L, es un irreducible entre p y x.

Ahora, supongamos que existe otro continuo Q irreducible entre p y x. Existe y € (Q - E)
Como cada fibra 7, de X es de cohesion izquierda, entonces 7; C L,, esdecir, L, = ¢ ([0, 1]), se
sigue que ¢ < ¢(y) = v. Luego, el continuo Q contiene a p e intersecta la fibra T, con t < v. Esto
implica que L, c L, C Q. Entonces, L, es un subcontinuo propio de Q, el cual contiene a p y x
y esto es una contradiccién al hecho de que Q sea irreducible. Por tanto, L, es el tinico continuo

irreducible que contiene a p y a x.

Dado que ya sabemos que X es hereditariamente unicoherente en p, procedemos a demos-
trar que X es suave en p tipo II. Para probar suavidad tipo II procedemos por contradiccion,

supongamos que X no es suave en p tipo II, es decir, existe una sucesion de puntos {x,},.n que
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convergen a x tal que lim 7 (p, x,) no converge a I(p, x). Podemos considerar una sucesion de
elementos {y,},.~ tal que y, € I (p,x,),y € (X = I(p,x)) y lim y, = y. Por la continuidad de ¢,

la funcién descomposicion, se tiene que

,}l;rg @ (x,) = @ (x),
,}gg ©(n) =@ Q).

Ademas, como y, € I(p,x,) entonces ¢(y,) < ¢(x,) y comoy € (X —1I(p,x)) entonces

y & I(p, x). Se sigue que ¢(y) no es mayor o igual que ¢(x), es decir, ¢(x) < @(y).

Como ¢(x) < ¢(y), entonces consideremos ¢ = M. Entonces ¢(x) < t < ¢(y) y dado que
la sucesion de puntos x, convergen a x, existe N € N tal que ¢ (x,,) < t siempre que n > N. Por
otro lado, como y, € I (p, x,) para cada n € N, se sigue que ¢ (y,) < ¢ (x,). En consecuencia,
¢ (yu) < tycomo lim ¢ (y,) = ¢ (y) entonces ¢(y) < ty esto es una contradiccién. Por lo tanto,

X es suave en p tipo Il y esto termina la prueba. O

La prueba de la siguiente proposicion se puede encontrar en [3, Theorem 1.12, pag. 406].

Proposicion 2.2.31. Sean X un continuo y p € X un punto de ultrasuavidad tipo II. X es suave

en p tipo 11 si y solo si para cada punto x € X se tiene que I(p, x) es suave en p tipo II.
Teorema 2.2.32. Si X es un continuo ultrasuave en p tipo Il, entonces X es suave en p tipo II.

Demostracion. Sean X un continuo y p € X tal que p es un punto de ultrasuavidad tipo II.
Por el lema 2.2.13 para cada x € X se tiene que el continuo irreducible /(p, x) es ultrasuave en

p tipo Il y por la proposicién 2.2.27 se obtienen los siguientes puntos:

a) I(p, x) es tipo 4, y por tanto, puede ser escrito como I(p, x) = [J{T, : t € [0, 1]}.
b) La fibra T a la cual pertenece p, es un singular.

¢) Paracadar € [0, 1], la fibra T, es de cohesion por izquierda.

Note que la fibra 7', de un continuo irreducible /(p, x) tipo A es un singular {p} si y solo si
I(p, x) es localmente conexo en p. Entonces, por el inciso b) obtenemos que /(p, x) es local-

mente conexo en p. Por lo tanto, dado que /(p, x) es localmente conexo en p, se cumple ¢) y la
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proposicion 2.2.30, se tiene que I(p, x) es suave en p tipo Il para cada x € X. Por lo tanto, por

el reciproco de la proposicion 2.2.31 se obtiene que el continuo X es suave en p tipo II. O

Por el teorema anterior se obtiene el siguiente resultado:

Proposicion 2.2.33. Si X es un continuo ultrasuave en p tipo II, entonces X es localmente

conexo en p.

Demostracion. La demostracion de este hecho es relativamente sencilla, por el teorema
2.2.32 se tiene que X es un continuo suave en p tipo Il y por el corolario 2.2.29 se obtiene

que X es localmente conexo en p. O



Capitulo 3

Suavidad y Ultrasuavidad en Continuos

Dado que el conjunto de dendroides est4 contenido en el conjunto de los continuos heredi-
tariamente unicoherentes, tiene sentido preguntarse cudl es la relacion entre suavidad tipo [ 'y
suavidad tipo II, asi como ultrasuavidad tipo I y ultrasuavidad tipo II. En este capitulo veremos
estas relaciones. Ademds, generalizaremos las definiciones de suavidad tipo Il y ultrasuavidad
tipo II en la clase de los continuos. Veremos que suavidad tipo I implica suavidad tipo Il y tipo
III, asi como ultrasuavidad tipo I implica ultrasuavidad tipo II y tipo III. También mostraremos

con ejemplos que los reciprocos no son ciertos.

3.1. Relaciones entre propiedades tipo 1y tipo II

La siguiente proposicion relaciona suavidad tipo I con suavidad tipo I1.

Proposicion 3.1.1. Sean X un dendroide y p € X. X es suave en p tipo I si 'y solo si X es suave

en p tipo IL.

Demostracion. Sean X un dendroide y p € X. Primero supongamos que X es suave en p
tipo I y probemos que X es suave en p tipo II. Sea {x,},cn una sucesion arbitraria que converge
a x € X, por ser X suave en p tipo I, se tiene que ’}Ln(}o px, = px. Luego, como X es un den-
droide, es hereditariamente unicoherente. Entonces, por [3, Teorema 1.3 (Gordh), pag. 402],
existe un unico continuo irreducible 7 (p, x,,), para cada n € IN, y ademds, por ser arco conexo,
I (p, x,) = px,. De igual manera se tiene que /(p, x) = px. Se sigue de manera inmediata que

lim 7 (p, x,) = I(p, x). Por lo tanto, X es suave en p tipo II.
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Ahora supongamos que X es suave en p tipo Il y probemos que X es suave en p tipo I.
Sea {x,},en una sucesion arbitraria que converge a x € X y como X es suave en p tipo II,
’}1_{2 I (p, x,) = I(p, x). Sin embargo, como X es un dendroide, por hipdtesis, entonces se cumple
que I(p,x) = pxy I(p,x,) = px,. Luego, se concluye que 31_>r£10 px, = pxy por lo tanto, X es

suave en p tipo I. O

Veamos ahora la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1.2. Sean X un dendroide y p € X. X es ultrasuave en p tipo I si 'y solo si X es

ultrasuave en p tipo 1.

Demostracion. Sean X y p € X punto de ultrasuavidad tipo I de X, probemos que X es ultra-
suave en p tipo II. Considere x,y € X puntos arbitrarios y r : X — px U py una <, —retraccion.
Como X es un dendroide, es hereditariamente unicoherente. Entonces, nuevamente por [3, Teo-
rema 1.3 (Gordh), pig. 402] existe un unico continuo irreducible /(p, x). Ademas, I(p, x) = px
y de igual manera se tiene que I(p,y) = py. Por lo tanto, r es una retracciéon que va de X en
I(p,x)UI(p,y),esdecir,r: X — I(p,x)UI(p,y). Luego, como r es una retraccion que preserva
el orden <, tipo II, para cualquier b € X y cada a € pb se tiene que r(a) € pr(b), esto implica

que sia € I(p, b) entonces r(a) € I (p, r(b)).

Ahora supongamos que X es un dendroide y que X es ultrasuave en p tipo II. Probemos
que p es un punto de ultrasuavidad tipo I de X. Sean x,y € X puntos arbitrarios y r : X —
I(p, x) UI(p,y) una retraccion que preserva el orden <, tipo II. Luego, como X es un dendroide,
entonces se tiene que I(p,y) = pyy I(p, x) = px. Por lo tanto, r : X — I(p,x) U I(p,y) es una
retraccion. Ahora, como para cada a € I(p, b) se tiene que r(a) € I (p,r(b)) y X es un dendroide,
entonces para cualquier a € pb se tiene que r(a) € pr(b). Por lo tanto, X es ultrasuave en p tipo

1. O

Remarquemos que si X no es dendroide, entonces el reciproco de la proposicion 3.1.1 y el
reciproco de la proposicion 3.1.2, no son ciertos. El ejemplo 2.2.6 es un continuo suave tipo II

y no es suave tipo I, por no ser dendroide, el ejemplo 2.2.10 es un continuo ultrasuave tipo Il y
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no es ultrasuave tipo I, nuevamente por no ser dendroide.

3.2. Suavidad tipo III

Definicion 3.2.1. Sean X un continuo y p € X. Decimos que X es suave en p tipo III si para
cada x € X y cada sucesion {x,},cn de puntos de X que converge a x y cada subcontinuo
convergente K de X tal que p,x € K, existe una sucesion de subcontinuos K, de X tal que
p,x, € K,y limK, = K. En este caso a p le llamaremos punto de suavidad tipo IIL. Y

n—oo

diremos que X es suave tipo 111 si X tiene al menos un punto de suavidad tipo II1.

Ejemplo 3.2.2. S! es un continuo suave tipo IlI en todo punto p € S' que no es suave tipo Il o

suave tipo I, pues S' no es un continuo hereditariamente unicoherente.

Veamos por qué es suave tipo III. Sea p € S! un punto arbitrario y {x,},cn Una sucesion
de puntos de S' que convergen a un punto x € S'. Considere K un subcontinuo de S! tal que
p,x € K.Si K = S!entonces K, = S satisface que p y x, estdn en K,, para cada n € N. Ademds
lim K,, = K.

-0

Por otro lado, si K es un subcontinuo propio de X, entonces, dado que S' es un continuo
arco conexo, existen arcos xx, que satisfacen que ’}1_210 xx, = {x}. Luego, K, = K U xx, es
un subcontinuo de S! pues K, es unién de dos continuos con al menos un punto en comin y

p, X, € K, para cada n € N. Ahora, lim xx, = {x}, por lo tanto {K,},.n converge a K (ver figura

3.1).

Observacion 3.2.3. Observe que S' no puede ser suave tipo I, ni suave tipo II, pues no es un

continuo hereditariamente unicoherente.

3.3. Ultrasuavidad tipo III

Definicion 3.3.1. Sean X un continuo y p € X. Decimos que X es ultrasuave en p tipo III si
para cada par de puntos x,y € X existen irreducibles I(p, x), I(p,y) y una retraccionr : X —

I(p,x) U I(p,y) tal que siz € X y a € I(p,z) son tales que cumplen que x,y ¢ I(p, z), entonces
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//I?\p

X,
3

Figura 3.1: Ejemplo de un continuo que es suave tipo III. El arco marcado en color rojo ilustra

un continuo K y los puntos x; representan puntos de alguna sucesion que converge a Xx.

r(a) € I(p,r(z)). En este caso al punto p le llamaremos punto de ultrasuavidad tipo IIL. Y

diremos que X es ultrasuave tipo 111 si X tiene al menos un punto de ultrasuavidad tipo I1I.

Un ejemplo de un continuo ultrasuave tipo III es el intervalo, pero como ya mencionamos,
también es ultrasuave tipo I y ultrasuave tipo II, por lo que daremos otro ejemplo de un continuo

ultrasuave tipo III que no sea ultrasuave tipo I ni tipo II.
Ejemplo 3.3.2. S! es un continuo ultrasuave tipo Il en todo punto p € S .

La justificacion de este hecho es la siguiente. Sean p, x,y € S'. Toma los irreducibles tales
que y € I(p,x) y x € I(p,y), entonces se cumple que I(p, x) U I(p,y) = S'. Considere r : X —
I(p,x) U I(p,y) la funcion identidad. Luego, r es una funcién continua y ademéas cumple que
para todo z € I(p,x) U I(p,y) se tiene r(z) = z, se sigue que r es una retraccion. Ahora, para
cualquier b € S' y a € I(p, b) se tiene que r(a) € I(p, r(b)), pues r(a) = a'y r(b) = b. Por lo

tanto S! es ultrasuave en p tipo IIL.

3.4. Relaciones entre propiedades tipo II y tipo III

Veamos ahora cudles son las relaciones entre suavidad tipo II y suavidad tipo III, y también

entre ultrasuavidad tipo II y ultrasuavidad tipo III.

Proposicion 3.4.1. Sean X un continuo 'y p € X. Si X es suave en p tipo I, entonces X es suave

en p tipo I1I.
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Demostracion. Considere p € X y X un continuo suave en p tipo II. Sean {x,},cn una
sucesion de puntos de X que convergen a x € X y K un subcontinuo de X tal que x, p € K.
Luego, como X es suave en p tipo II, entonces X es hereditariamente unicoherente, por lo tanto,
para cada conjunto x € X existe un tnico continuo irreducible I(p, x), se sigue que I(x, p) C K.
Considere K,, = K U I (p, x,) para cada € IN, entonces K,, es un continuo, por ser unién de dos
continuos con un punto en comun, y también x,, p € K,. Ademds, como X es suave en p tipo
II, entonces r}irgl(p, x,) = I(p, x). Se sigue que, dado que I (p, x) C K, que }i_{?ol(p’ x,) C K.

Por lo tanto, lim K,, = K y se tiene que X es suave en p tipo III. O

n—oo
Corolario 3.4.2. Sean X un continuoy p € X. Si X es suave en p tipo I, entonces X es suave en

p tipo II1.

Proposicion 3.4.3. Sean X un continuo y p € X. Si X es ultrasuave en p tipo II, entonces X es

ultrasuave en p tipo I11.

Demostracion. Sean X un continuo ultrasuave en p tipo Il y x,y € X puntos arbitrarios.
Como X es ultrasuave en p tipo II, se tiene que existe una retraccion
r: X — I(p,x) U I(p,y) que cumple que para cada a,b € X, si a € I(p,b), entonces r(a) €
I(p, r(b)). Ahora, notemos que si ademas x,y ¢ I(p, b), entonces se sigue cumpliendo que r(a) €
I (p,r(b)). Se sigue que r es una retraccion que satisface las condiciones que necesitamos, por

lo tanto, X es ultrasuave en p tipo III. O

Corolario 3.4.4. Sean X un continuo 'y p € X. Si X es ultrasuave en p tipo I, entonces X es

ultrasuave en p tipo III.

Remarquemos que suavidad tipo III y ultrasuavidad tipo III estdn dadas para continuos y no
sOlo para cierta clase de continuos, como suavidad tipo I y tipo Il y ultrasuavidad tipo I y tipo II,
por lo que estas definiciones de suavidad tipo III y ultrasuavidad tipo III generalizan suavidad

tipo I y tipo II y ultrasuavidad tipo I y tipo II, respectivamente.

3.5. Conclusiones

Como bien hemos visto a lo largo de este trabajo, hay varios continuos que tienen las pro-

piedades de suavidad tipo I, tipo II y tipo III y ultrasuavidad tipo I, tipo II y tipo III. Hemos
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visto ejemplos de continuos que son suaves y no ultrasuaves, hablando en cualquier tipo de es-
tas propiedades (tipo I, tipo Il y tipo III). También observamos ejemplos de continuos que son

suaves tipo II, pero no son suaves tipo I, o ultrasuaves tipo II que no son ultrasuaves tipo .

En este trabajo, pudimos saber algunos datos interesantes, por ejemplo:

= Suavidad tipo II no implica suavidad tipo I, el ejemplo es el continuo sen (%) (ver ejemplo

2.2.6).
1

= Ultrasuavidad tipo II no implica ultrasuavidad tipo I, el ejemplo es el continuo sen( )

» Suavidad tipo III no implica suavidad tipo I, ni suavidad tipo Il y el ejemplo es S (ver

ejemplo 3.2.2).

» Ultrasuavidad tipo III no implica ultrasuavidad tipo I, ni ultrasuavidad tipo II. Como

ejemplo se tiene a S!.

La relacion que encontramos entre los distintos tipos de suavidad y ultrasuavidad se muestra
en la figura 3.2. Destacando que, en base a los ejemplos 2.2.6 y 3.2.2, las contenciones de estos

conjuntos, son propias.

Figura 3.2: Relaciones entre los distintos tipos de suavidad y distintos tipos de ultrasuavidad.

La relacion entre los distintos tipos de suavidad y ultrasuavidad la podemos ver en la figura

3.3 que ilustra con un esquema esta relacion.
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Figura 3.3: Relaciones entre suavidad y ultrasuavidad.

También hay que destacar que suavidad tipo I y suavidad tipo II, asi como ultrasuavidad tipo
I y ultrasuavidad tipo II, son propiedades que estan definidas s6lo para dendroides o continuos
hereditariamente unicoherentes. Sin embargo, como bien vimos en la tesis, existen continuos
que no son hereditariamente unicoherentes y por tanto, tampoco son dendroides, tal es el caso
de S'. Basdndonos en este hecho, las dos definiciones nuevas, suavidad tipo III y ultrasuavidad

tipo III, generalizan todas las anteriores.

Los resultados obtenidos fueron los siguientes:

Sean X un dendroide y p € X. X es suave en p tipo I si y solo si X es suave en p tipo Il

(Proposicion 3.1.1).

Sean X un dendroide y p € X. X es ultrasuave en p tipo I si y solo si X es ultrasuave en p

tipo II (Proposicion 3.1.2).

Sean X un continuo y p € X. Si X es suave en p tipo II, entonces X es suave en p tipo III

(Proposicion 3.4.1).

Sean X un continuo y p € X. Si X es ultrasuave en p tipo II, entonces X es ultrasuave en p
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tipo III (Proposicion 3.4.3).

Cabe mencionar, que en las primeras dos proposiciones no se puede omitir que X sea den-
droide, pues si esto sucede las proposiciones no son ciertas. El ejemplo es el ya tan mencionado
sen (i) Probamos que S' es un continuo que es suave tipo III y también es ultrasuave tipo III,

sin embargo no cumple estas propiedades de tipo I ni de tipo II.
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