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Resumen.

En este trabajo se analizan las frecuencias de los modos cuasi-normales de un agujero negro
tipo Hayward con carga, por medio del estudio de geodésicas descritas por una partícula de prueba
sujeta a la presencia de éste agujero negro, considerando un límite eikonal y se usa el método del
exponente de Lyapunov. Una vez desarrollado el cálculo, se obtuvo que, al hacer una variación del
parámetro de masa: La parte real de los modos cuasi-normales decrece, la parte imaginaria de los
modos cuasi-normales, se tiene que dicho agujero negro oscila y decae a su estado base. Se observa
que, al hacer la variación del parámetro de carga: La parte real de los modos cuasi-normales va
creciendo hasta llegar a un máximo y decae hasta llegar a su estado base, la parte imaginaria de los
modos cuasi-normales hay regiones donde el agujero negro es inestable y regiones donde es estable.
Todo el análisis desarrollado es comparado con un agujero negro tipo Reissner Nordström.
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Introducción

En la teoría general de la relatividad, Albert Einstein en 1915 propone cómo se comporta
el campo gravitacional. Entre otras cosas, considera que el espacio-tiempo es curvo y que dicha
curvatura está relacionada con la materia que contiene. Las ecuaciones propuestas por Einstein
no son sencillas de resolver dado que son diez ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden
acopladas no-lineales. Una de las soluciones a estas ecuaciones de Einstein se encuentran las
soluciones de tipo agujero negro, los cuales representan objetos masivos donde la curvatura del
espacio-tiempo es tan intensa que ni siquiera la luz puede escapar, es por ello el interés en su estudio.

La detección de un agujero negro de manera directa es difícil, así que existen distintas
formas de medir sus efectos secundarios a través de mediciones indirectas, como son las lentes
gravitacionales, que describen la desviación de la luz ante un objeto masivo, otro fenómeno
es la descripción de las órbitas de estrellas, en este fenómeno por ejemplo algunos autores
[10] han propuesto modelos que describen las trayectorias de estrellas considerando un agujero
negro el causante de dichas trayectorias, otro fenómeno más que se puede mencionar es la
detección de ondas gravitacionales [3], siendo este último fenómeno actualmente el de mayor
interés. El anuncio de que el detector LIGO (2015) había encontrado, por fin, ondas gravitacio-
nales, provenientes de la fusión de dos agujeros negros supermasivos, les ha vuelto a dar una
mayor popularidad, sobre todo a la hora de explicar qué son y por qué resultan ser tan importantes.

Un agujero negro al ser perturbado emite una señal de ondas gravitacionales, una manera de
perturbarse es cuando materia cae en él, esto hace que aumente ligeramente de masa, oscilará
hasta alcanzar de nuevo un estado estacionario. Una forma de estudiar las ondas gravitacionales
es a través de los modos cuasi-normales, los cuales están relacionados con la frecuencia de
oscilación del agujero negro, sin embargo es difícil calcularlos de manera directa, es por ello que
se puede estudiar el comportamiento de geodésicas cerradas de partículas de prueba, el estudio de
geodésicas es utilizado para analizar potenciales efectivos de agujeros negros [1].

Por tal motivo en este trabajo se hablará de cómo medir los modos cuasi-normales de un
agujero negro en un límite eikonal, es decir, donde podemos tratar al frente de onda como un
frente de onda plano. Así como obtener información acerca de sus propiedades. Dicho estudio se
realizará considerando un agujero negro regular con carga (Hayward con carga).

El trabajo está estructurado de la siguiente manera, en el capítulo uno se aborda una breve
introducción sobre las ondas gravitacionales, la forma en que se relacionan estas en un límite
eikonal con los modos cuasi-normales de una geodésica de una partícula de prueba por medio
del exponente de Lyapunov, de igual manera se aborda un poco de qué son las geodésicas y los
potenciales efectivos. En el capítulo dos se habla sobre la métrica y algunas propiedades de un
agujero negro regular (Hayward) y del agujero negro regular con carga, así como los potenciales
efectivos y su respectivo análisis. En el capítulo tres se muestran y analizan las gráficas obtenidas
de los modos cuasi-normales del agujero negro regular con carga y se hace una comparación con
un agujero negro tipo Reissner-Nordström.
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Capítulo 1

Ondas gravitacionales.

En 1916, Einstein fundamentó la teoría de las ondas gravitacionales (OG), una predicción
de la Teoría de la Relatividad General (1915), para ello, restringió su teoría a ondas débiles
(linealizadas) emitidas por cuerpos con auto gravedad casi nula, y propagación a través de
espacio-tiempo (podemos imaginarlas como superficies) vacío.
La teoría de la relatividad comprende de un sistema de 10 ecuaciones diferenciales parciales de
segundo orden acopladas no-lineales (ver apéndice A), lo cual hace muy difícil su comprensión e
interpretación física, por lo que para aproximarse a las oscilaciones en el campo gravitacional, es
considerar el límite de un campo gravitacional débil, desde un punto de vista físico es considerar
en un lugar muy alejado un objeto masivo, la curvatura es muy pequeña. Así que el límite del
campo débil significa que consideramos al espacio-tiempo plano con una pequeña perturbación.[2]

Existen diferentes maneras de estudiar el comportamiento de las perturbaciones de un agujero
negro, una técnica consiste en buscar algún tipo de soluciones características, del tipo de los
modos normales de oscilación de una cuerda por ejemplo. Los sistemas oscilatorios típicamente
poseen estados de oscilación característicos que se conocen como modos normales de oscilacioń.
En general, existe un número infinito de dichos modos, y la solución general se puede expresar
como una superposición de ellos, es decir, los modos normales son completos.

Este comportamiento simple cambia considerablemente cuando se consideran sistemas abiertos
que pierden energía al infinito. En este caso, las soluciones análogas a los modos normales decaen
en el tiempo, y ya no forman un conjunto completo. A soluciones de este tipo se les conoce como
modos quasi-normales [7].

El elemento de línea que describe un espacio-tiempo se pude escribir de la siguiente manera:

ds2 = g0µνdx
µdxν , (1.1)

donde g0µν es la métrica del espacio-tiempo, donde los subíndices µ y ν toman los valores enteros
de 0 a 3.

La teoría de perturbaciones parte de considerar una pequeña perturbación hµν << 1 a una
métrica (ver para más detalle [6]), entonces la métrica perturbada es:

gµν = g0µν + hµν , (1.2)

que conduce a una variación de las ecuaciones de Einstein de la forma:

δGµν = 4πδTµν . (1.3)

1



CAPÍTULO 1. ONDAS GRAVITACIONALES.

Siendo Tµν el tensor momento energía, y Gµν = Rµν −
1
2gµνR el tensor de Einstein, donde Rµν el

tensor de Ricci, R es el escalar de curvatura y gµν es la métrica.
Se considerá al espacio-tiempo vacío y con simetría esférica, por lo que la ecuación a resolver

es la siguiente:
�

2χ(t, r, θ, φ) = 0, (1.4)

donde �
2 es el D

′

Alembertiano.
Considerando la solución para un agujero negro con simetría esférica, podemos obtener una solución
en términos de armónicos esféricos de la siguiente manera:

χ(t, r, θ, φ) = Σl,m

χlm(r, t)

r
Ylm(θ, φ), (1.5)

donde χlm(r, t) es una combinación de las distintas componentes de hµν . Substituyendo esta
expansión en la perturbación a las ecuaciones de Einstein es posible mostrar que las funciones
χlm(r, t) obedecen una simple ecuación de onda con un potencial distinto de cero. De la expansión
(1.5) es válida solo para cantidades que se transforman como funciones escalares bajo una rotación.
De las 10 componentes independientes de hµν , solo htt, hrr y hrt tienen esta propiedad.

Si se considera que el espacio-tiempo es también asintóticamente plano y considerando única-
mente una perturbación radial, se puede obtener a partir de ecuación (1.4) la siguiente expresión:

∂2
t χl + (−∂2

r∗ + V (r)l)χl = 0, (1.6)

donde χl = φ(r)e−iωt, V (r)l es un potencial que depende de los modos cuasi-normales, y r∗ son
coordenadas radiales tortuga apropiadas, cuando r∗ → −∞, V (r)l decae como 1/r∗, utilizando la
aproximación WKB, en un límite eikonal, es decir, cuando el frente de onda esférica se puede ver
como un frente de onda plana, se puede modificar la ecuación de onda (1.6) de la siguiente manera:

∂2
r∗φ(r) + [ω2

− V (r)]φ(r) = 0. (1.7)

Así que la frecuencia de los modos cuasi-normales (1.7) puede ser expresada de la siguiente forma:

ω = Re(ω) + iIm(ω) = ωr + iωi, (1.8)

donde ωr determina la velocidad angular de una geodésica nula inestable y ωi describe la estabilidad
de la órbita.

Cardoso [9] menciona que al hacer estas aproximaciones se pueden relacionar ω con la geodésica
que describa una partícula de prueba por medio del exponente de Lyapunov (ver apéndice B).
Por tal motivo se pueden escribir los modos cuasi-normales (1.8) de un agujero negro esféricamente
simétrico, asintóticamente plano y perturbado radialmente de la siguiente manera:

ωQNM = Ωl − i

(

n+
1

2

)

λ, (1.9)

donde:

l es el número del armónico

Ω es la velocidad angular evaluada en rc .

n es el modo cuasi-normal, en el que estas.

λ es el exponente de Lyapunov, el cuál es una forma de caracterizar de manera cuantitativa
los atractores extraños, los cuales son una medida de la tasa promedio de divergencia entre
las trayectorias.
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CAPÍTULO 1. ONDAS GRAVITACIONALES.
1.1. GEODÉSICAS Y POTENCIALES EFECTIVOS.

Para trayectorias circulares e inestables el exponente de Lyapunov puede escribirse en términos de
la segunda derivada del potencial efectivo como:

λ =

√

V
′′

ef (rc)

2ṫ
, (1.10)

donde rc es el radio de la órbita circular inestable, la comilla corresponde a derivadas con respecto
a la coordenada radial y el punto son derivadas con respecto al tiempo propio.

1.1. Geodésicas y potenciales efectivos.

Una forma general de escribir la métrica para un espacio-tiempo esféricamente simétrico es la
siguiente:

ds2 = −f(r)dt2 +
1

g(r)
dr2 + r2dΩ2, (1.11)

donde f(r) y g(r) son funciones determinadas de acuerdo al tipo de solución de las ecuaciones de
Einstein y tomando la signatura (−,+,+,+).
Se sabe que la geodésica es la trayectoria mas corta de un punto a otro punto sobre el espacio-
tiempo, en especial se pueden obtener para soluciones que representen agujeros negros, una
manera alternativa del estudio de geodésicas es por medio de la obtención de potenciales efectivos
a los cuales estará sujeta la partícula de prueba.

Para obtener información de la geodésica (ver apéndice A), se considera el siguiente lagrangiano,
:

L = −f(r)ṫ2 +
1

g(r)
ṙ2 + r2φ̇2 = δ1, (1.12)

donde se tienen dos posibles casos:

δ1 = 0 para geodésicas nulas.

δ1 = 1 para geodésicas espacialoides.

Al resolver las ecuaciones de Euler-Lagrange, se obtienen las siguientes ecuaciones:

φ̇ =
ℓ

r2
(1.13)

ṫ =
E

f(r)
(1.14)

ṙ =
g(r)

2
, (1.15)

donde:

E es la energía con la que se mueve la partícula de prueba.

ℓ es el momento de la partícula de prueba.

Para una geodésica en general se tiene la siguiente ecuación:

−f(r)ṫ2 +
1

g(r)
ṙ2 + r2φ̇2 − δ1 = 0. (1.16)
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CAPÍTULO 1. ONDAS GRAVITACIONALES.
1.1. GEODÉSICAS Y POTENCIALES EFECTIVOS.

Sustituyendo (1.13) y (1.14) en (1.16) se tiene:

ṙ2 + Vef = 0, (1.17)

donde el Vef es el potencial efectivo que está dado de la siguiente manera:

Vef = g(r)

[

−
E2

f(r)
+

ℓ2

r2
− δ1

]

. (1.18)

Se obtiene la primera y segunda derivada con respecto a r del potencial efectivo.

V
′

ef = g(r)

[

−
2ℓ2

r3
+

E2

f(r)2
f

′

(r)

]

+ g
′

(r)

[

ℓ2

r2
−

E2

f(r)
− δ1

]

(1.19)

V
′′

ef = g(r)

[

6ℓ2

r4
−

2E2

f3(r)
f

′2(r) +
E2

f2(r)
f

′′

(r)

]

+

2g
′

(r)

[

−
2ℓ2

r3
+

E2

f2(r)
f

′

(r)

]

+ g
′′

(r)

[

ℓ2

r2
−

E2

f(r)
− δ1

]

. (1.20)

Para órbitas circulares inestables donde r = rc, si se sustituye rc en (1.17), se observa que
Vef(rc) = 0 y V

′

ef(rc)
= 0, esto para obtener los radios c, es decir, órbitas circulares inestables.

Una vez obtenido el potencial efectivo y sus derivadas, otra cantidad a encontrar es la velocidad
angular, la cual se escribe como:

Ω =
φ̇

ṫ
. (1.21)

1.1.1. Geodésicas Nulas.

Para una geodésica nula se tiene que δ1 = 0, sustituyendo en la ecuación (1.18), por lo tanto el
potencial efectivo esta dado por:

Vef = g(r)

[

−
E2

f(r)
+

l2

r2

]

. (1.22)

Cumpliendo la condición para órbitas circulares se tiene:

g(r)

[

−
E2

f(r)
+

l2

r2

]

= 0. (1.23)

De aquí se obtiene una relación entre l y E como:

E

l
= ±

√

fc
r2c

. (1.24)

De la primera derivada se obtiene:

V
′

ef = g(r)

[

−
2l2

r3
+

E2

f(r)2
f

′

(r)

]

+ g
′

(r)

[

l2

r2
−

E2

f(r)

]

. (1.25)

Evaluando en r = rc se obtiene:

V
′

ef = g(r)

[

−
2l2

r3
+

E2

f(r)2
f

′

(r)

]

rc

+ g
′

(r)

[

l2

r2
−

E2

f(r)

]

rc

= 0, (1.26)
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CAPÍTULO 1. ONDAS GRAVITACIONALES.
1.1. GEODÉSICAS Y POTENCIALES EFECTIVOS.

sustituyendo (1.24) en (1.26) se tiene:

V
′

ef =
rf

′

c − 2fc
r3fc

= 0. (1.27)

De la ecuación (1.27) se tiene la siguiente condición:

rcf
′

c = 2fc. (1.28)

Resolviendo la ecuación (1.28) se obtiene el valor del radio máximo, ya que es el radio que se puede
observar. Ahora se obtendrá la segunda derivada del potencial efectivo, entonces sustituyendo
(1.24) y usando la condición (1.28) en (1.20) se tiene que la segunda derivada del potencial está
dada por:

V
′′

ef =
l2g(r)

r4f(r)
[r2f

′′

(r)− 2f(r)]. (1.29)

Y por último sustituyendo en (1.21) la velocidad angular para este tipo de geodésicas es:

Ω =

√

f(r)

r
(1.30)

las ecuaciones (1.29) y (1.30) serán evaluadas en rc

1.1.2. Geodésicas Espacialoides.

Para una geodésica espacialoide se tiene que δ1 = 1 y si se sustituye en la ecuación (1.18), se
obtiene que el potencial efectivo está dado por:

Vef = g(r)

[

−
E2

f(r)
+

l2

r2
− 1

]

. (1.31)

Cumpliendo la condición para órbitas circulares se tiene:

Vef =

[

−
E2

f(r)
+

l2

r2
− 1

]

= 0. (1.32)

De aquí se obtiene una relación entre l y E como:

l2 =
r2

f(r)
[E2 + f(r)] (1.33)

de la primera derivada se obtiene:

V
′

ef = g(r)

[

−
2l2

r3
+

E2

f(r)2
f

′

(r)

]

+ g
′

(r)

[

l2

r2
−

E2

f(r)
− 1

]

(1.34)

g(r)

[

−
2l2

r3
+

E2

f(r)2
f

′

(r)

]

+ g
′

(r)

[

l2

r2
−

E2

f(r)

]

= 0 (1.35)

si sustituimos (1.33) en (1.35) se tiene:

−
2E2

rf(r)
−

2f(r)

r
+

E2f
′

(r)

f2(r)
= 0 (1.36)

Resolviendo la ecuación (1.36) para E2 se tiene la siguiente ecuación:

E2 =
2f2(r)

rf ′(r) − 2f(r)
(1.37)

5



CAPÍTULO 1. ONDAS GRAVITACIONALES.
1.1. GEODÉSICAS Y POTENCIALES EFECTIVOS.

sustituyendo (1.37) en (1.33) se tiene que el momento angular está dado por:

l2 =
r3f

′

(r)

rf ′(r) − 2f(r)
(1.38)

como se quiere que E2 sea positiva se tiene la siguiente condición:

rf
′

(r) − 2f(r) > 0 (1.39)

vamos a tener condiciones para r al resolver la desigualdad (1.39), las condiciones que se tomarán
en cuenta son de acuerdo a la métrica en la que se esta trabajando.

Ahora se obtendrá la segunda derivada del potencial efectivo, entonces sustituyendo (1.37) y
(1.38) en (1.20) se tiene que la segunda derivada del potencial está dada por:

V
′′

ef =
2g(r)

f(r)





3f(r)f
′

(r)
r

− 2[f
′

(r)]2 + f(r)f
′′

(r)

rf ′(r)f(r)



 , (1.40)

y por último sustituyendo en (1.21) la velocidad angular para este tipo de geodésicas es:

Ω =

√

f(r)

2r2
. (1.41)

Donde (1.40) y (1.41) serán evaluadas en rc.
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Capítulo 2

Métrica de Sean A. Hayward.

El espacio-tiempo regular (sin singularidad) está dado desde la descripción de la formación
de un agujero negro en una región de vacío localmente definida, como una región estática, y
subsecuente evaporación hacia una región de vacío [5].

2.1. Agujero negro regular.

El elemento de línea de una esfera simétrica esta descrito en la ecuación (1.11), para el espacio-
tiempo Hayward [5] f(r) es igual a g(r) y tiene la siguiente forma:

ds2 = −

(

1−
2mr2

r3 + 2l̂2m

)

dt2 +

(

1−
2mr2

r3 + 2l̂2m

)−1

dr2 + r2dΩ2, (2.1)

con m que corresponde a la masa del agujero negro y l̂ es la constante cosmológica, la ecuación
(2.1) describe un agujero negro regular, es decir no tiene singularidad cuando r = 0, con simetría
esférica, asintóticamente plano, el cual puede tener uno o dos horizontes de eventos dependiendo
de la relación entre la masa y la constante cosmológica, cuando l̂ = 0 la métrica se reduce a un
espacio de Schwarzchild el cual esta descrito por el siguiente elemento de línea:

ds2 = −

(

1−
2m

r

)

dt2 +

(

1−
2m

r

)

−1

dr2 + r2dθ2 + r2dΩ2, (2.2)

como se puede mostrar es una solución con simetría esférica y asintóticamente plana.
Entonces de (2.2) tenemos que el término f(r) diverge en r = 0 entonces el elemento de línea no se
puede medir, por lo que se puede decir que en r = 0 existe una singularidad, además f(r) es cero
en r = 2m por lo que diverge en este valor, entonces el valor r = 2m crea una superficie conocida
como el horizonte de eventos.
Lo interesante de estudiar un agujero negro regular, es que describe el comportamiento de un
agujero negro que esta colapsando o que se esta evaporando.

2.2. Agujero negro regular con carga.

Se toma la métrica de Hayward con carga (HM), el elemento de línea se expresa de la siguiente
manera [4]:

ds2 = −

(

1−
(2Mr −Q2)r2

r4 + (2Mr +Q2)l̂2

)

dt2 +

(

1−
(2Mr −Q2)r2

r4 + (2Mr +Q2)l̂2

)

−1

dr2 + r2dΩ2, (2.3)
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CAPÍTULO 2. MÉTRICA DE SEAN A. HAYWARD.
2.2. AGUJERO NEGRO REGULAR CON CARGA.

se sigue cumpliendo que f(r) = g(r), donde l̂ es un parámetro directamente relacionado a la
constante cosmológica, M corresponde a la masa del agujero negro regular y Q a su vez es la
carga. Si l̂ → 0 la métrica (2.3) se reduce a un agujero negro tipo de Reissner-Nordström (RM),
el cual se basa en la deformación del espacio-tiempo por un cuerpo masivo, estático, con simetría
esférica, con carga eléctrica (Q) y masa (M), es asintóticamente plano y su elemento de línea esta
dado por:

ds2 = −

(

1−
2M

r
+

Q2

r2

)

dt2 +

(

1−
2M

r
+

Q2

r2

)−1

dr2 + r2dΩ2. (2.4)

Algunas propiedades del agujero negro de Reissner-Nordström son las siguientes:

Cuando r → 0 existe una singularidad, que se comporta como una espacio plano cuando
r → ∞.

Si M > Q se tiene un agujero negro con dos horizontes de eventos, que se les conoce como
interno y externo.

Si M = Q se tiene un agujero negro con un solo horizonte de eventos, es decir, el horizonte
interno es igual al horizonte externo, a este caso se le conoce como caso extremo.

Si M < Q no existe agujero negro.

Si M = 0 es un espacio plano.

Una de las características que hace diferencia entre espacio de Hayward con carga con respecto al
de Reissner-Nordström es que en el primero no existe una singularidad, es por ello la importancia
de conocer mejor su comportamiento, por lo que se hará un análisis de la f(r) del elemento de
línea (2.3).

0 1 2 3 4 5
-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

r

f

M=0

M<M*

M>M*
r_ r* r+

M=M*

Figura 2.1: Comportamiento de f(r) =
(

1− (2Mr−Q2)r2

r4+(2Mr+Q2)l̂2

)

del espacio-tiempo de Hayward con

carga (HM), con l̂ = 0,5 y Q = 1,donde M∗ es la masa crítica.

Si se analiza la figura 2.1 , si M = 0 entonces se tiene un espacio-tiempo plano ya que no hay
objeto, si M < M∗ donde M∗ es la masa crítica, entonces no existe un agujero negro, si M = M∗
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CAPÍTULO 2. MÉTRICA DE SEAN A. HAYWARD.
2.3. POTENCIALES EFECTIVOS DE AGUJEROS NEGROS CON CARGA.

entonces existe un agujero negro donde los horizontes de eventos coinciden en un punto, a este
caso se le conoce como extremo y si M > M∗ existe un agujero negro con un horizonte de eventos

interno y externo. Donde M∗ =
(

16(l̂2+1)3)

27(l̂2−1)4
Q6
)

1

4

es conocida como la masa crítica.

Entonces con la figura 2.1 podemos ver que Hayward con carga tiene características similares que
un agujero de Reissner-Nordström.

2.3. Potenciales efectivos de agujeros negros con carga.

El potencial efectivo es importante ya que nos describirá la dinámica de la partícula de prueba
en un espacio tiempo deformado por un agujero negro, si se sustituye la métrica de Hayward
cargado (2.3) en (1.22), se tiene:

Vef =

(

1−
(2Mr −Q2)r2

(r4 + (2Mr +Q2)ℓ2

)





L2

r2
−

E2

(

1− (2Mr−Q2)r2

r4+(2Mr+Q2)ℓ2

)



 . (2.5)

0 2 4 6 8 10

-1.02

-1.00

-0.98

-0.96

r

V

e
�

RN

HM

Figura 2.2: La grafica HM describe el comportamiento del potencial efectivo para geodésicas nulas
en la métrica del agujero negro Hayward con carga y la gráfica RN para la métrica de Reissner-
Nordstöm, con M = 1,3, Q = 1, L = 1 y E = 1, para el HN para la métrica de Hayward, se ocupo
la contante cosmológica ℓ = 0,5.

En la figura (2.2) se muestra el comportamiento del potencial efectivo con respecto a distancia
radial, en esta figura se puede observar que el punto mínimo para el agujero negro de Reissner-
Nordstöm (RN) es mayor que el punto mńimo del agujero negro de Hayward con carga (HM),por
lo que RN es más atractivo gravitacionalmente que HM, de igual manera estos puntos mínimos
describen el radio de geodésicas nulas estables.
Ambos agujeros negros presentan un punto máximo, el cual describe que ese punto corresponde
al radio de una geodésica nula e inestable, así que es de interés para el estudio de modos cuasi-
normales del agujero negro, a este radio se le nombra rc.
Como se mostró en el Capítulo 1 el exponente de Lyapunov esta directamente relacionado con la
segunda derivada de potencial efectivo de la geodésica nula e inestable descrita por una partícula
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CAPÍTULO 2. MÉTRICA DE SEAN A. HAYWARD.
2.3. POTENCIALES EFECTIVOS DE AGUJEROS NEGROS CON CARGA.

de prueba a un radio rc. Por lo que se obtiene la segunda derivada de (2.5) evaluado en rc la cual
está descrita de la siguiente manera:

V
′′

ef = −

[

2L2(l̂4(Q2 + 2Mr)2 + r6(2Q2 + r(−3M + r)) + 2l̂2r3(Q2r +M(Q2 + 2r2)))

r3(r4 + l̂2(Q2 + 2Mr))2

]

rc

. (2.6)
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Capítulo 3

Análisis de modos cuasi-normales.

Como vimos en el Capítulo 1 se tienen los modos cuasi-normales de la forma (1.9), en este
capítulo se realiza el estudio de estos modos para un agujero negro regular con carga, mediante el
método del exponente de Lyapunov, tomando un límite eikonal a partir de una geodésica nula e
inestable descrita por una partícula de prueba.

3.1. Parte real de la frecuencia de los modos cuasi-normales.

Comparando (1.9) y (1.8), se puede observar que la parte real de un modo cuasi-normal depende
de la velocidad angular descrita por la partícula de prueba, utilizando (1.30) y la f(r) de la métrica
de Hayward con carga (2.3) se tiene:

Ω =

√

1− (2Mr−Q2)r2

r4+(2Mr+Q2)l̂

r
(3.1)

evaluada en rc, este radio debe de cumplir la ecuación (1.28), la cual es difícil de calcular de
manera analítica, por lo tanto se realizó punto a punto. Los resultados mostrados en las gráficas
son los modos cuasi-normales reales entre el número del armónico (l), como se sabe la parte real
de la frecuencia del modo-cuasi normal de la señal emitida por un agujero negro lo que describe
es la frecuencia de oscilación de este.

En la figura (3.1) se hace una variación del parámetro masa del agujero negro, este parámetro
no está limitado matemáticamente, así que como se puede observar en el gráfico mientras este
vaya aumentando la frecuencia de vibración va disminuyendo, hasta llegar a un límite de que
por más masa que se le aumente la vibración será casi nula, es decir, que en cierto momento el
agujero negro se encuentra en un estado base nuevamente. Comparando el agujero negro regular
cargado con el agujero negro de Reisner Nordström, se puede observar que es más fácil que oscile
el agujero negro regular con carga en comparación al de Reisner Nordström, ya que el primero es
un poco más inestable que el de Reissner-Nordstöm, también se puede ver que el comportamiento
es similar para ambos.

En la figura (3.2) se hace una variación del parámetro carga del agujero negro, este parámetro sí
esta limitado por la masa, entonces como se puede observar las frecuencias de vibración del agujero
negro van aumentando cuando la carga aumenta, aquí va a haber un máximo de vibración, también
se puede observar que el agujero de Reisner Nordström puede vibrar más, aunque básicamente el
comportamiento es el mismo sin importar la constante cosmológica (l).
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CAPÍTULO 3. ANÁLISIS DE MODOS CUASI-NORMALES.
3.1. PARTE REAL DE LA FRECUENCIA DE LOS MODOS CUASI-NORMALES.
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Figura 3.1: Se muestra la parte real de la frecuencia de un modo cuasi-normal de las métricas de
RN y HM, haciendo una variación la masa, con Q = 1 y l̂ = 0,7.
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Figura 3.2: Se muestra la parte real de la frecuencia de un modo cuasi-normal de las métricas de
RN y HM, haciendo una variación la carga, con M = 1 y para l̂ = 0,7, 0,3.
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CAPÍTULO 3. ANÁLISIS DE MODOS CUASI-NORMALES.
3.2. PARTE IMAGINARIA DE LA FRECUENCIA DE LOS MODOS CUASI-NORMALES.
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Figura 3.3: Se muestra la parte imaginaria de frecuencia de los modos cuasi-normal de las métricas
de RN y HM, haciendo una variación la masa, con Q = 1 y l̂ = 0,7, 0,5.

3.2. Parte imaginaria de la frecuencia de los modos cuasi-

normales.

Comparando (1.9) y (1.8), se puede observar que la parte imaginaria de la frecuencia del
modo cuasi-normal depende del exponente de Lyapunov que esta descrito por la ecuación (1.10) y
depende de la segunda derivada radial del potencial efectivo de la geódesica nula circular inestable
descrito en la ecuación (2.6), el cual está evaluado en rc, por lo que se utiliza el mismo método de
calcularlos punto a punto.

Los resultados mostrados en las figuras (3.3) y (3.4) son los modos cuasi-normales imaginarios
calculados en el nodo base, es decir n = 0, como se sabe el modo-cuasi normal imaginario de un
agujero negro describe qué tan estable es éste.

En la figura (3.3) se puede observar que cuando el parámetro masa va aumentando los agujeros
negros son mas estables, tambián se puede observar que el agujero negro de Reisner Nordström
es más estable que el agujero negro de Hayward cargado, comparando este resultado con el de la
parte real nos damos cuenta que eso es posible ya que que conforme la masa va aumentando el
agujero vibrá menos por lo tanto el agujero negro será más estable.

En la figura (3.4) como se puede observar que la parte imaginaria de los modos cuasi-normales
van creciendo conforme al aumento del parámetro carga, hasta llegar a un máximo y después de-
caen, esto quiere decir que al inicio no son estables hasta cierto parámetro de carga y posteriormente
se empiezan a estabilizar, esto se debe a que el parámetro carga está límitado por el parámetro
masa, entonces comparando este resultado con la parte real de frecuencia con el resultado de la
parte imaginaria de la frecuencia nos podemos dar cuenta de que en ambos casos se va a obtener
un máximo y que a partir de ahí el agujero ya no vibra, entonces el agujero negro se va volviendo
estable hasta llegar a un nuevo estado base.
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CAPÍTULO 3. ANÁLISIS DE MODOS CUASI-NORMALES.
3.2. PARTE IMAGINARIA DE LA FRECUENCIA DE LOS MODOS CUASI-NORMALES.
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Figura 3.4: Se muestra la parte imaginaria de la frecuencia de un modo cuasi-normal de las métricas
de RN y HM, haciendo una variación la masa, con M = 1 y l̂ = 0,7, 0,5.
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Conclusión.

En este trabajo se analizan las frecuencias de los modos cuasi-normales de un agujero negro
tipo Hayward con carga, por medio del estudio de geodésicas descritas por una partícula de
prueba sujeta a la presencia de éste agujero negro, considerando un límite eikonal y se usa el
método del exponente de Lyapunov, en particular se analizan la parte real y la parte imaginaria
de la frecuencia de los modos cuasinormales, en dos escenarios, el primero corresponde a una
variación del parámentro de masa, dejando los demás parámetros fijos, el segundo corresponde a
una variación del parámetro de carga, dejando los demas parámetros fijos.

Se puede observar que, en el primer escenario, la parte real de los modos cuasi-normales
decrece, es decir, que la velociadad angular de la partícula de prueba decrece (Ver Figura 3.1).
Al analizar la parte imaginaria de los modos cuasi-normales, se tiene que dicho agujero negro
oscila y decae a su estado base como se muestra en la Figura 3.3. Al comparar los resultados del
agujero negro tipo Hayward con carga con el agujero negro tipo Reissner-Nordström se concluye
que tienen el mismo comportamiento.

Para el segundo escenario, la parte real de los modos cuasi-normales crece, es decir, que
la velocidad angular de la partícula de prueba va aumentando, visto desde el agujero negro,
representa que, conforme aumentemos el parámetro de carga la frecuencia de oscilación crecerá,
hasta llegar al límite del parámetro carga (Ver Figura 3.3). Al analizar la parte imaginaria de los
modos cuasi-normales, se observa que la gráfica (Figura 3.4) crece hasta llegar a un punto máximo
y decae para luego permanecer constante, es decir, que el agujero negro antes de ese punto nos
describe regiones inestables y despues de este punto el agujero negro describe regiones estables.
Al comparar los resultados del agujero negro tipo Hayward con carga con el agujero negro tipo
Reissner-Nordström se concluye que tienen el mismo comportamiento.
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Perspectivas.

Realizar el estudio de los modos cuasi-normales para el caso extremo del agujero negro regular
tipo Hayward con carga.

Considerar otros métodos análisis para la obteción de los modos cuasi-normales del agujero
negro tipo Hayward con carga y así comparar los resultados.

Usar el mismo método de estudio para otro tipo de agujero negro regular.
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Apéndice A

Relatividad General.

La teoría de la relatividad general fue postulada por Albert Einstein en 1915 [7], se puede ver
como la curvatura del espacio-tiempo que produce un objeto masivo, como puede ser el caso de
la deformación producida por un agujero negro. El espacio-tiempo distorsionado afecta de igual
forma el movimiento de objetos que se encuentren inmersos en este espacio-tiempo.

Al ser postulada esta teoría como consecuencia la teoría de la gravitación de Newton tenía que
ser modificada, una de las principales razones fue que para Newton implicaba que la fuerza de
gravedad se propagaba entre distintos objetos a velocidad infinita, lo que contradice al principio
fundamental de la relatividad especial, que dice que ninguna interacción puede viajar a velocidad
mas grande que la velocidad de la luz. La forma de medir la deformación del espacio-tiempo es a
través de la métrica del espacio tiempo con la cual podemos obtener el elemento de línea que mide
la distancia entre dos puntos en dicho espacio la forma del elemento de línea es:

ds2 = gµνdx
µdxν , (A.1)

donde gµν es la métrica y los índices µ y ν van desde cero hasta el número de dimensiones que tenga
el espacio tiempo. Para poder obtener la forma de la métrica se tienen que resolver las ecuaciones
de campo de Einstein que son de la forma:

Rµν −
1

2
gµνR = Tµν , (A.2)

donde Rµν es el tensor de Ricci dado por:

Rµν = Rρ
µνρ (A.3)

y Rρ
µνρ es el tensor de curvatura, el cual mide la curvatura local del espacio-tiempo, por lo que

el tensor de Ricci es una contracción del tensor de curvatura el cual esta dado por:

Rβ
µνσ = Γβ

µσ,ν − Γβ
µν,σ + Γα

µσΓ
β
αν − Γα

µνΓ
β
ασ (A.4)

los símbolos de Christoffel obtenidos a través de:

Γµνσ =
1

2
(gµν,σ + gµσ,ν − gνσ,µ) . (A.5)

Por otro lado, R es el escalar de curvatura que es una contracción del tensor de Ricci, el cual
describe la curvatura promedio del espacio-tiempo.

gνρRνρ = Rν
ν = R. (A.6)

Tµν es el tensor de momento y energía, el cual contiene información de materia y energía
contenida en el espacio-tiempo, si el espacio es vacío este tensor es 0. Con lo anterior se puede
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apreciar que las ecuaciones de Einstein son acopladas y son complejas en resolver, por lo que
algunas técnicas de resolverlas son a través de proponer la forma de la métrica y sus simetrías.

A.1. Geodésicas.

La geodésica es la trayectoria mas corta que te lleva de un punto a otro punto por medio
del desplazamiento paralelo sobre el espacio-tiempo. La expresión de una geodésica esta dada en
general por :

d2xν

dτ2
+ Γν

αβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0, (A.7)

donde xν son las coordenadas y τ un parámetro afin (tiempo propio de la partícula), y las
cantidades Γν

αβ son los símbolos de Christoffel (1.5).
Hay tres tipos de geodésicas:

1. Nula: que son los rayos de luz, lo cual cumple

gµνu
νuµ = 0. (A.8)

2. Temporaloide: Si la signatura de la métrica es (−,+,+,+), se tiene que cumplir :

gµνu
νuµ > 0. (A.9)

Las cuales son para partículas que viajan a velocidades mas grandes que la de la luz, por lo
que no tienen interpretación física.

3. Espacialoide: Para la misma signatura que en las temporaloides entonces tenemos que :

gµνu
νuµ < 0. (A.10)

Representa partículas que viajan a velocidades menores que la de la luz.

Donde se ha tomado uµ = dxµ

dτ
.
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Apéndice B

Exponente de Lyapunov.

Un método para cuantificar la dependencia sensible de la condición inicial para el compor-
tamiento caótico es el exponente de Lyapunov [8]. Hay tantos exponentes de Lyapunov para un
sistema particular como variables. Al principio nos limitaremos a considerar solo una variable y,
por lo tanto, un exponente. Considere un sistema con dos estados iniciales que difieren en una
pequeña cantidad; llamamos a los estados iniciales x0 y x0 + ǫ. Queremos investigar los valores
eventuales de xn después de n interaciones de los dos valores iniciales. El exponente de Lyapunov λ
representa el coeficiente del crecimiento exponencial promedio por unidad de tiempo entre los dos
estados. Después de n interaciones, la diferencia dn entre los dos valores xn es aproximadamente

dn = ǫenλ. (B.1)

A partir de esta ecuación, podemos ver que si λ es negativo, las dos órbitas finalmente convergerán,
pero si son positivas, las trayectorias cercanas divergirán y el caos resulta.

Veamos un mapa unidimensional descrito por xn + 1 = f(xn). La diferencia inicial entre los
estados es d0 = ǫ, y después de una interacción, la diferencia d1es

d1 = f(x0 + ǫ)− f(x0) ≃ ǫ
df

dxx0

, (B.2)

donde el último resultado se produce el lado derecho porque ǫ es muy pequeño. Después de n
interaciones, la diferencia dn entre los dos estados inicialmente cercanos está dada por

dn = fn(x+ ǫ)− fn(x0) = ǫenλ, (B.3)

donde hemos indicado la enésima iteración de f(x) por el superíndice n. Si dividimos por ǫ y
tomamos el logaritmo de ambos lados, tenemos

ln

(

fn(x + ǫ)− fn(x0)

ǫ

)

= ln(enλ) = nλ, (B.4)

y porque ǫ es muy pequeño, tenemos para λ,

λ =
1

n
ln

(

fn(x+ ǫ)− fn(x0)

ǫ

)

=
1

n
ln

dfn(x)

dx x0

. (B.5)

El valor de fn(x0) se obtiene al iterar la función f(x0) n veces

fn(x0) = f(f(...(f(x0))...)). (B.6)
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APÉNDICE B. EXPONENTE DE LYAPUNOV.

Usamos la regla de la cadena en la enésima iteración para obtener.

dfn(x)

dx x0

=
dfn

dx xn−1

dfn

dx xn−2

...
dfn

dx x0

. (B.7)

Tomamos el límite como n → ∞ y finalmente obtenemos

λ = ĺım
n→∞

1

n
Σn−1

i=0

dfn(xi)

dx
. (B.8)
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