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Resumen

La presencia de las matematicas en diversas actividades de la vida cotidiana, la ciencia y la
tecnologia, ha generado la necesidad de aprenderlas y utilizarlas para comprender el mundo
en el que vivimos. Sin embargo, los estudiantes no dan importancia al aprendizaje de esta
disciplina. Diversos investigadores coinciden en que esto se debe a que los salones de clase
no ofrecen oportunidades para reflexionar, argumentar, relacionar y articular ideas
matematicas con conocimientos de otras areas o disciplinas; es decir, aprender con
entendimiento. Aprender matematicas con entendimiento requiere que los estudiantes
construyan significados para los conceptos y desarrollen habilidades que les permitan dar
sentido y desarrollar fluidez para operar con simbolos, identificar estructuras y generalizar
patrones. Para apoyar al estudiante a entender ideas matematicas, las tareas de instruccion
deben favorecer la formacién de relaciones entre conceptos o ideas, ya sea en contextos
puramente matematicos o de otras disciplinas.

Una de las ramas de las matematicas donde se ha observado que los estudiantes muestran
dificultades es algebra, y uno de los temas que representan mayores problemas es la
factorizacion de expresiones algebraicas. Nosotros conjeturamos que estas dificultades se
originan en procesos de instruccién ya que €stos, promueven Unicamente la memorizacion
de “catdlogos de recetas” para operar con simbolos alfanuméricos (binomio al cuadrado,
diferencia de cuadrados, diferencia de cubos, binomios conjugados, etcétera). Sin embargo,
la expansion y factorizacion de expresiones algebraicas consiste en la aplicacion de la
propiedad distributiva del producto respecto de la suma. Consideramos que el entendimiento
de los procesos de expansion y factorizacion se basa en la comprension profunda de la
propiedad distributiva.

En este contexto, el presente trabajo tiene el objetivo de determinar de qué manera, tareas
que involucran generalizar patrones utilizando modelos de area, pueden favorecer el
entendimiento de la propiedad distributiva. Para lograrlo, se disefiaron dos tareas que
involucran el analisis de secuencias figurales sobre las cuales los estudiantes debian
representar areas de rectangulos de dos formas diferentes, identificar patrones y
generalizarlos. Durante el desarrollo de la actividad, el rol del instructor consistié en guiar a
los estudiantes para centrar su atencion en las operaciones y no en los resultados. Las tareas
se implementaron con un grupo de 27 estudiantes de un Centro de Bachillerato Tecnologico
industrial y de Servicios (CBTis), que se ubica en una zona rural del estado de Hidalgo. Entre
los principales resultados se encontr6é que los estudiantes muestran una tendencia a enfocar
su atencion unicamente en los resultados, lo cual les impidid generalizar patrones y asi
comprender la propiedad distributiva. Sin embargo, se identifico que las tareas fueron de
utilidad para que algunos estudiantes desarrollaran cierto nivel de comprension de esta
propiedad.



Abstract

The presence of mathematical knowledge to approach several activities of everyday life,
science and technology, has generated the need to understand and use this kind of knowledge
to comprehend the world in which we live. However, students do not give importance to the
learning of this discipline. Several researchers recognize that this fact is due to classrooms in
which students do not have opportunities to reflect, argue, relate mathematical ideas and
articulate the knowledge of various areas or disciplines; that is, learn with understanding.
Learning mathematics with understanding requires that students construct meaning for
concepts and develop skills that enable them relate symbols and other ideas or concepts, as
well as to develop procedural fluency to operate with them, identify structures, and generalize
patterns. Hence, to help students to understand mathematical ideas it is important that
instructional tasks favor the creation of relationships between concepts, either in purely
mathematical, real life or hypothetical contexts.

One of the areas of mathematics where it has been observed that students have several
difficulties is algebra, and one of the issues that represent a greater conflict is factorization
of algebraic expressions. We conjecture that those difficulties are due to the fact that
instruction processes promote only the memorization of catalogs of recipes to operate with
alphanumeric symbols (square of a binomial, difference of squares, difference of cubes,
conjugated binomials, and so on). However, the expansion and factorization of algebraic
expressions consists in the application of the distributive property of multiplication over
addition. We consider that the understanding of expansion or factorization processes is based
on a deep understanding of the distributive property.

In this context, the present work has the objective of determining how instructional tasks,
that involve generalize patterns using area models can favor the understanding of the
distributive property. In order to achieve this objective, we designed instructional tasks
involving the analysis of figurative sequences, in which students must represent areas of
rectangles in two different ways, as well as identify and generalize the patterns they observed.
During the course of the activity, the instructor's role consisted in guiding students to focus
their attention on the representation of operations rather than on results. The tasks were
carried out for a group of 27 students from a high school (CBTis) located in a rural
community of the state of Hidalgo, Mexico. The main results that we identified are that tasks
were useful for the students’ development of certain level of understanding about distributive

property.
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CAPITULO 1. EL PROBLEMA DE INVESTIGACION
1.1 Introduccién

Las matematicas son una ciencia que se ha desarrollado con fines practicos y para ayudarnos
a entender el mundo que nos rodea. Muchas actividades cotidianas implican la toma de
decisiones, que pueden fundamentarse mediante argumentos matematicos. Por ejemplo,
cuando se esté considerando adquirir un crédito bancario, es importante hacer un analisis de
la informacion financiera para tomar la mejor decision, la cual estard fundamentada en el
calculo de periodos de pago, monto de los intereses, etc. Por otro lado, para entender,
interpretar y predecir el comportamiento de procesos o fendmenos de interés para diversas

disciplinas cientificas, sociales o técnicas, las ideas matematicas juegan un rol importante.

En una sociedad dominada por las innovaciones tecnologicas, los empleadores requieren
personal preparado para desarrollar nuevas ideas y con habilidades para tomar decisiones,
identificar patrones y resolver problemas (Steen, 1989). Es por ello que la necesidad e
importancia de que los estudiantes entiendan ideas matematicas se ha vuelto mayor, tal como
se argumenta en los Principios y Estandares para la Matematica Escolar (NCTM, 2000).
Ademas, segun algunos investigadores (Steen, 1989; Godino, Batanero y Font, 2004), contar
con una so6lida formacidon en matematicas, podria ser un factor para obtener mejores
oportunidades y opciones para trabajar o estudiar. Sin embargo, a pesar de la utilidad del
conocimiento matematico, muchas personas no dan sentido ni importancia al estudio deesta

disciplina.

Comunmente, las estrategias que emplean los docentes para apoyar el aprendizaje
matematico de los estudiantes, se basan en tareas de instruccidbn que promueven
esencialmente la memorizacion y aplicacion de algoritmos y procedimientos rutinarios, lo
que resulta poco interesante y motivador para los estudiantes (Romberg y Kaput, 1999). La
ensefianza tradicional de matematicas no favorece el aprendizaje con entendimiento (Hiebert
et al., 1997). Este tipo de practica docente ha aportado pocos elementos para que los
estudiantes desarrollen la habilidad para relacionar, argumentar y comunicar ideas
matematicas. En el aula de matematicas, este problema se hace notorio cuando los estudiantes

cambian de un nivel a otro y no cuentan con los conocimientos necesarios para dar solucion
1



a problemas, o para comprender nuevas ideas o conceptos. Consecuentemente, los

estudiantes muestran poco interés por el aprendizaje de la asignatura.

Las tareas de instruccion que son utilizadas para la ensefianza de matematicas provienen,
generalmente, de libros de texto o de los programas de estudio (SEMS, 2013). Dichas tareas,
por lo regular, no promueven el desarrollo de procesos matematicos relevantes tales como
establecer conjeturas, generalizar, formalizar ideas, comunicar y argumentar resultados.
Ademas, tampoco ofrecen experiencias que permitan a los estudiantes entender matematicas,
utilizarlas y desarrollar un sentido de importancia por el estudio de la disciplina (Godino,
Batanero y Font, 200). Este tipo de ensefianza ha llevado a pensar a los estudiantes que saber
matematicas significa memorizar férmulas, identificar qué algoritmo o receta utilizar para
resolver un problema o desarrollar la habilidad para hacer operaciones mentalmente y obtener

resultados, sin interpretar o dar sentido a las ideas matematicas.

El aprendizaje de matematicas va mas alla de memorizar conceptos, repetir definiciones y
desarrollar fluidez para ejecutar algoritmos (Godino, Batanero y Font, 2003). Saber
matematicas implica que los estudiantes cuenten con habilidades que les permitan plantear y
resolver problemas, identificar patrones y generalizarlos, formular conjeturas, justificar y
comunicar resultados. (Stein, Grover y Henningsen, 2012). Aunque estas habilidades son, en

esencia la base del aprendizaje de matematicas, su desarrollo representa una dificultad.

Algunos investigadores reconocen que el problema principal de muchos estudiantes, se
presenta en el momento en el que surge la necesidad de utilizar una notacion abstracta para
representar, comunicar y expresar ideas matematicas (Enfedaque, 1990; Godino, Batanero y
Font, 2004). El uso de simbolismo esta presente en muchas disciplinas, de tal modo que es
dificil encontrar un area de las matematicas, y en general de las ciencias, en la que el uso de
simbolos no sea necesario. De hecho, diversas situaciones cotidianas o problemas
matematicos complejos, pueden representarse y resolverse de forma simplificada y concisa,
mediante el uso de una notacion abstracta. Aunque el uso del simbolismo es fundamental y
estd presente desde que el hombre tuvo la necesidad de contar y representar informacion,

comprender, asimilar y utilizar simbolos, es una dificultad (Enfedaque, 1990). Los



estudiantes necesitan entender las estructuras y los principios que rigen las operaciones con

¢éstos, para representar y dar soporte a diversas ideas matematicas.

El uso de notacion simbdlica, estructuras abstractas (operaciones, relaciones y sus reglas), y
la generalizacion de patrones, se enfatiza durante el estudio de algebra en nivel medio
superior (Milton y Reeves, 2001). Sin embargo, existe la creencia comin de que el algebra
se refiere Uinicamente, al desarrollo de la habilidad para realizar operaciones con simbolos
alfanuméricos. Segun la NCTM (2000), los estudiantes que aprenden algebra deberian: (a)
entender patrones, relaciones y funciones, (b) representar y analizar situaciones matematicas
y estructuras algebraicas, (c¢) utilizar modelos matematicos para representar relaciones y, (d)

realizar analisis de cambios en diversos contextos (Barrera y Santos, 2000).

Aunque el estudio del algebra esta relacionado con el reconocimiento de patrones y
relaciones entre numeros, objetos y formas geométricas (Windsor, 2010; Warren, 2003), esta
aproximacion es poco usual en la ensefianza escolarizada. Comunmente, los procesos
algebraicos se desarrollan desconectados, tanto de otros conocimientos matematicos, como
de procesos que ocurren en el mundo a nuestro alrededor (Kaput, 1999). La instruccion de
matematicas en general y de 4lgebra en particular, sigue basandose en ejemplificar coémo
ejecutar procesos de manipulacion simbolica, sin promover el desarrollo de sentido para los
simbolos y la creacion de relaciones o conexiones con otros conceptos o ideas (Ding y Li,

2014).

El aprendizaje de algebra ésta directamente relacionado con el aprendizaje de aritmética. De
hecho, la esencia del algebra radica en la habilidad para generalizar las propiedades
aritméticas (Edwards, 2000). Algunos investigadores consideran que el dlgebra es un tipo de
aritmética generalizada (Palarea y Socas, 1994; Smith, 2012; Godino, Batanero y Font, 2004;
Tall, 1992). Otros, las identifican como dos areas independientes. Por un lado, aritmética
trata sobre las operaciones con nimeros, mientras que el dlgebra se refiere a la comprension
y uso de cantidades generales y sus propiedades, para operar con simbolos alfanuméricos y

funciones (Carraher, Schliemann, Brizuela y Earnest, 2006).



Para muchos docentes, aritmética estd relacionada con el desarrollo de habilidad y fluidez
para hacer operaciones, razon por lo que emplean tareas que centran la atencion del estudiante
en la operacion con niimeros para obtener un resultado; sin dar sentido a las cantidades ysin
considerar la presencia de las propiedades de las operaciones. Mientras que, en algebra, se
utilizan algoritmos para ejemplificar como operar con simbolos, sin establecer elementos que
permitan relacionar ideas aritméticas con algebraicas para dar sentido a las expresiones
generales. Una de las principales dificultades que enfrentan los estudiantes de algebra, tiene
relacion con la generalizacidon y entendimiento de las propiedades de las operaciones
(Enfedaque, 2000). En mayor grado, con el entendimiento de la propiedad distributiva del

producto con respecto a la suma.

Esta dificultad se observa cuando se solicita a los estudiantes expandir productos tales como
3(X+5) o (x+5) (x+2), dificultades que no estan presentes al realizar operaciones numéricas
como 25 por 7 o 15 por 12. El problema surge debido a que, generalmente, los docentes
proponen tareas que promueven la memorizacion de catalogos de recetas para hacer las
operaciones. Este tipo de tarea, aunque puede resultar eficiente para desarrollar fluidez
procedimental, aporta poco en la construccion de entendimiento y significado para las
operaciones y relaciones entre niumeros (Edwards, 2000). Las tareas de instruccion en
algebra, al igual que en otras ramas de las matematicas, pocas veces favorecen el desarrollo

de los elementos de razonamiento y entendimiento matematico (Romberg y Kaput, 1999).

En el Programa de Estudios de Bachillerato Tecnologico (SEMS, 2013), se propone como
intencion formativa para la asignatura de algebra, que el estudiante desarrolle formas de
razonamiento matematico y haga uso del lenguaje algebraico para la resolucion de problemas
en su vida cotidiana. Sin embargo, se ha observado que, durante su transito por la educacion
media superior, los estudiantes muestran dificultades para recordar, conectar y aplicar
conocimientos algebraicos con otras dreas o disciplinas y resolver problemas. Suponemos
que estos problemas tienen su origen en los cursos basicos de matemadticas, donde
cominmente, no se lleva a cabo un proceso de reflexion que permita a los estudiantes

relacionar conceptos o ideas, es decir, aprender con entendimiento.



Particularmente, en la asignatura de algebra de nivel medio superior, existen dificultades para
entender y aplicar las reglas involucradas en los “productos notables”, los cuales no son mas
que casos particulares de la propiedad distributiva del producto con respecto a la suma (de
aqui en adelante, propiedad distributiva). Conjeturamos que el entendimiento de esta
propiedad es crucial para que los estudiantes den sentido a la expansion y factorizacion de
expresiones algebraicas. Habilidad que constituye un aspecto importante del pensamiento
algebraico y cuya generalizacion es fundamental para el entendimiento de otros temas (Skane

y Graeber, 1993).

1.2 Revision de la literatura

El uso de las propiedades de las operaciones con numeros reales esta presente desde los
niveles educativos basicos. Sin embargo, los estudiantes que ingresan a nivel medio superior,
raramente han reflexionado sobre éstas y no cuentan con los elementos o conocimientos que
les permitan crear estrategias que faciliten su generalizacion. La NCTM (2000) considera
que los estudiantes que egresan de nivel basico, deberian tener la habilidad de utilizar algebra
para representar situaciones problematicas y resolver problemas. Ademas de contar con las
herramientas para explorar y entender relaciones entre nimeros, y las propiedades asociativa,
conmutativa y distributiva (Edwards, 2000). No obstante, muchos estudiantes unicamente
tienen la idea de como realizar operaciones aritméticas basicas y con expresiones algebraicas,
a partir del uso de procedimientos, sin dar sentido a los simbolos, las operaciones y a sus

propiedades.

El concepto clave para lograr el entendimiento de la expansion y factorizacion de expresiones
algebraicas, y que es indispensable para la comprension y desarrollo de otros procesos
matematicos, es la propiedad distributiva (Kinzer y Stanford, 2015). El dominio de esta
propiedad, proporciona el fundamento para disefar estrategias eficientes para realizar
calculos mentales (NCTM, 2000). También es util para desarrollar fluidez al operar
expresiones alfanuméricas. Sin embargo, existe evidencia de dificultades o concepciones
erroneas que muestran los estudiantes. Por ejemplo, al extender esta propiedad para funciones
tales como log(x+3) = log(x) + log(3), 2sen(A+B) = sen (2A)+ sen(2B) (Skane y Graeber,

1993). Identificar qué estrategias son Utiles para favorecer el entendimiento de la propiedad
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distributiva, ha sido el objeto de diversas investigaciones con estudiantes de diferentes

niveles educativos.

Malara y Navarra (2009) trabajaron con estudiantes de entre ocho y diez afos de edad, con
el objetivo de establecer las bases para el entendimiento de la propiedad distributiva.
Seleccionaron y aplicaron tres problemas de conteo cuyo resultado se podia obtener a través
de sumas y multiplicaciones. Mediante la comparacion de las operaciones que se utilizaron
para llegar al resultado, se condujo a reflexionar a los estudiantes sobre la equivalencia entre
ellas y a estructurarlas de la forma (a x ¢) + (b x ¢) y (a+h) x c. Identificando que el punto
clave para lograr la conceptualizacion de la propiedad distributiva, consistia en enfocar la
atencion de los estudiantes en la comparacion y reestructuracion de las representaciones

aritméticas.

Benson, Wall y Malm (2013) implementaron una serie de tareas con el objetivo de identificar
si estudiantes de nivel basico pueden relacionar y utilizar la propiedad distributiva, como
estrategia para favorecer el entendimiento del proceso de multiplicacion. Las tareas
conducian al estudiante a explorar e identificar la relacion entre el calculo de areas y la
propiedad distributiva. Se esperaba que, con el desarrollo de estas actividades, los estudiantes
incrementaran y profundizaran su conocimiento conceptual sobre la propiedad distributiva.
Los resultados obtenidos con la aplicacion de las tareas, permitieron identificar que los
estudiantes pueden desarrollar el entendimiento de la multiplicacion, si su instruccion

comienza con actividades en las que se incluya a la propiedad distributiva.

En el mismo contexto, y con un objetivo similar, Kincer y Stanford (2015) implementaron
cinco tareas que incluian juegos y actividades de dibujo, en las que implicitamente estaba
presente la propiedad distributiva, para favorecer el entendimiento del proceso de
multiplicacién y division. El trabajo consistia inicialmente en desarrollar la habilidad del
estudiante para descomponer nimeros y, posteriormente, en utilizarla para simplificar sumas
y multiplicaciones de una y dos cifras. El desarrollo de la investigacion permitié encontrar
que la propiedad distributiva es la idea clave para el desarrollo del entendimiento de la

operacion de multiplicacion, en el nivel bésico.



Vermeulen, Olivier y Human (1996) realizaron un experimento de ensefianza durante cinco
afios, con 645 estudiantes de primaria y secundaria (tercero a séptimo grado), cuyo objetivo
era facilitar el entendimiento de la propiedad distributiva. Durante el estudio se aplicaron una
serie de problemas sobre compra de articulos, que requerian de la realizacion de célculos
complejos. Los estudiantes debian apoyarse de sus conocimientos intuitivos de la propiedad
distributiva, para descomponer las cantidades en otras mdas simples. Las tareas fueron
disefiadas para representar un conflicto cognitivo, involucrar trabajo colaborativo y permitir
el uso de herramientas para realizar calculos. Con la aplicacion de las tareas se increment¢ el
conocimiento de la propiedad distributiva en estudiantes de secundaria, pero no en
estudiantes de primaria, debido a que éstos se enfocaron en realizar unicamente los calculos

sin reflexionar sobre los procesos.

Por otro lado, Schueler-Meyer (2016), propuso a estudiantes de segundo de secundaria
(octavo grado), que ya estaban familiarizados con la propiedad distributiva, un conjunto de
expresiones algebraicas que debian expandir o factorizar. Por ejemplo, 4ab — 4a(b+4ab), xy
+ xz + wx — vX, a/2(x+2z). El proposito consistia en distinguir en qué casos los estudiantes,
podian reconocer y aplicar la propiedad distributiva. Se pudo identificar que las habilidades
de los estudiantes para utilizarla, se basan en la habilidad para discernir su presencia en
expresiones algebraicas. En determinadas situaciones, es necesario que el estudiante analice,
orientado por el profesor, la estructura de las expresiones e identifique, en qué casos, es

necesario reestructurarlas para poder utilizar la propiedad.

Skane y Graeber (1993), implementaron un modelo conceptual de instruccion basado en el
trabajo de Driver (1987), con estudiantes de diversas edades que ya contaban con
conocimientos de algebra. El objetivo era identificar si el modelo podia apoyar a los
estudiantes a superar concepciones erroneas de la propiedad distributiva, al operar con
funciones. El modelo conceptual consistia de cinco fases de instruccion: (a) introduccion al
tema y motivacion, (b) explicacion de ideas y conceptos erréneos de los estudiantes, (c)
Reestructuracion de ideas, (d) consolidacion de conocimientos, y (e) reflexion y refuerzo de
conceptos. Los resultados obtenidos, fueron favorables. El porcentaje de estudiantes que

cometian errores asociados al uso de la propiedad distributiva, se redujo. Al mismo tiempo,



se identificd que, para incrementar el porcentaje de éxito, era necesario conducir a los

estudiantes a discutir, argumentar ideas y validar resultados.

Larsson (2015), seleccioné un grupo de 19 estudiantes de secundaria (sexto grado), con
diferentes habilidades de razonamiento, a quienes present6 tres problemas. Cada problema
proporcionaba una estrategia diferente para realizar el producto de 26 x 19, con el objetivo
de identificar cual de éstas podia favorecer el entendimiento de la propiedad distributiva. La
actividad de los estudiantes consistid en analizar, evaluar cada estrategia sugerida y
argumentar su validez. Se logré identificar que la estrategia de multiplicacion por grupos

iguales, es ttil para favorecer el entendimiento de la propiedad distributiva'.

Oltenau (2017) analiz6 una secuencia de ensefianza implementada en dos grupos de segundo
de secundaria (octavo grado), para identificar como el uso de tareas que involucran la
aplicacion de la propiedad distributiva, puede apoyar a los estudiantes a discernir la
estructura de esta propiedad. El estudio se fundamentd en la teoria de variaciones y las tareas
que se implementaron fueron disefiadas tomando como referencia el libro: Adding it Up:
Helping Children Learn Mathematics de Kilpatrick, Swafford y Findell, 2001. Las tareas
involucraban el uso de la propiedad distributiva de las formas: Directa: a (b +¢) = ab+ac e
inversa: ab + ac = a(b +c). La secuencia dio a los estudiantes la oportunidad de entender la
estructura de la propiedad y a la vez, permiti6 que la utilizaran para expandir y factorizar

expresiones algebraicas posteriormente.

Existen diversas investigaciones que, a través del disefio e implementacion de tareas y
estrategias, persiguen favorecer el aprendizaje de la propiedad distributiva o cimentar las
bases para su entendimiento. Sin embargo, también existen algunas que tratan de analizar las
tareas propuestas por ciertos libros de texto o utilizar estrategias distintas a las empleadas

comunmente por los docentes.

Ding y Li (2014), realizaron una investigacion para determinar si los libros de texto chinos

pueden favorecer el aprendizaje de ciertos principios matematicos, especificamente de la

1 La estrategia de “Grupos lguales (Equal Groups)”, es una estrategia utilizada para la ensefianza de la
multiplicacion a través del conteo total de objetos contenidos en n grupos de igual tamanio.
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propiedad distributiva. Para el estudio, se seleccionaron los libros de la serie JSEP de primero
a sexto grado (12 volimenes), y cuyo diseio estd basado en los estandares del curriculo
nacional de matematicas. Se revisaron un total de 319 ejercicios, de los cuales 16 eran
ejemplos concretos y 303 problemas practicos. Los problemas se planteaban en contextos
aritméticos y algebraicos. Sobre éstos, se realizd un analisis con respecto a las técnicas
pedagbgicas empleadas y su estructura. Después del analisis, se encontré que los libros de
texto chinos cuentan con recursos suficientes que permiten al estudiante dar sentido a la
estructura de la propiedad distributiva y facilitar la transicion de situaciones concretas a un

lenguaje abstracto.

Por otro lado, Denham (2015) investigé sobre la utilidad de los juegos de video como
estrategia para la ensefianza de matematicas, ya que consideraba que éstos podian
proporcionar ambientes de aprendizaje que facilitaran el desarrollo de entendimiento.
Denham (2015), disefié un juego de video llamado “Shipping Express”, con tres versiones
distintas, a través del cual pretendia ensefiar a multiplicar a estudiantes de primaria (cuarto y
quinto grado). El juego contenia distintos niveles, con determinados limites de tiempo y
requerimientos. Para avanzar, era necesario hacer uso de las propiedades asociativa y
distributiva para ganar tiempo. 111 estudiantes jugaron una de las tres versiones, durante 50
minutos. Después, se analizaron los resultados, en funcion del nimero de niveles que habian
superado y el tipo de errores cometidos. El uso de juegos de video, como estrategia para
apoyar a los estudiantes a entender las propiedades, dio buenos resultados en el caso de la
propiedad asociativa. Con respecto a la propiedad distributiva, no se obtuvo un resultado,
debido a que el maximo nivel alcanzado por los estudiantes era apenas la introduccion a la

propiedad distributiva.

Tsai y Chang (2009) propusieron un enfoque de ensefianza basado en la teoria de la
matematica realista y la resolucion de problemas, al que llamaron enfoque combinatorio. Las
actividades se disefiaron con el objetivo de promover el entendimiento de las identidades
multiplicativas y mejorar el aprendizaje de la propiedad distributiva. La tarea se aplico en un
grupo de treinta y dos personas, ocho horas a la semana, durante cuatro semanas. El rol del
instructor consisti® en promover la discusion y la argumentacion de resultados. Esta

estrategia apoyo a los estudiantes para alcanzar niveles mas altos de razonamiento de la
9



propiedad distributiva y mejoro6 las actitudes de los estudiantes hacia la matematica al facilitar
no solo el aprendizaje de la propiedad distributiva sino también el entendimiento de las

identidades multiplicativas.

1.3 Planteamiento del problema

Se han desarrollado diversas investigaciones con el objetivo de identificar qué estrategias
pueden apoyar a los estudiantes a entender la propiedad distributiva. En los trabajos revisados
se abordaron tareas que relacionan a la propiedad distributiva con otros conceptos
matematicos. Otros, se basaron en el planteamiento de problemas o situaciones reales (Tsai
y Chang, 2009), en el uso de juegos de video (Denham, 2015) o en la utilizacion de
construcciones geométricas. Con respecto a las tareas que tienen como objetivo favorecer el
entendimiento de la propiedad distributiva, a partir de construcciones geométricas, se pudo
identificar dos lineas principales. La primera de ellas se enfoca exclusivamente en las
operaciones aritméticas, mientras que la segunda inicia directamente con las expresiones

algebraicas, sin establecer ninguna conexion entre ellas.

Las tareas propuestas en las investigaciones previas, pretendian que los estudiantes, con el
apoyo y guia del instructor, pudiesen construir estrategias para realizar operaciones con
simbolos (Kincer y Stanford, 2015; Larsson, 2015; Benson, Wall y Malm, 2013), desarrollar
habilidad para simplificar expresiones, apoyar a los estudiantes a discernir la estructura de la
propiedad distributiva (Oltenau, 2017), o bien, para sustentar el aprendizaje de conceptos,
tales como el de funcion (Skane y Graeber, 1993). Sin embargo, en ninguna de éstas se
involucran procesos de reconocimiento y generalizacion de patrones. Ademas, tampoco se
considera el uso de estrategias que permitan a los estudiantes dar sentido a los simbolos y a

las operaciones entre ellos.

El instructor juega un papel importante dentro del proceso de aprendizaje del estudiante
(Godino, Batanero y Font, 2004). De hecho, es ¢l quien deberia decidir qué hacer en el salon
de clase. Implementar, disefiar o seleccionar tareas y determinar bajo qué circunstancias se
implementan y de qué manera, son algunas de las actividades que debe realizar el instructor.

Sin embargo, su rol generalmente se reduce a ejemplificar como resolver un problema, cuya
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solucion se basa en la aplicacion de un algoritmo o receta y a proponer un conjunto
considerable de ejercicios, hasta familiarizar al estudiante con una férmula o algoritmo
(Stein, Grover y Henningsen, 1996). En la mayoria de los casos, estos problemas o tareas son

recuperados de libros o programas de estudio.

Uno de los principales recursos con los que cuenta el docente para guiar su trabajo y a los
estudiantes, son los libros de texto. Para el aprendizaje de algebra existe una gran variedad
de libros, que incluyen diversas tareas que pretenden cumplir con determinados estandares,
segiin la Reforma Educativa en México, y con el objetivo de fomentar el desarrollo de
razonamiento o entendimiento matematico. Sin embargo, la mayoria de las tareas no son las
adecuadas para cumplir estos objetivos. De manera complementaria a la revision de la
literatura, y para fines del trabajo de investigacion, se realiz6 el andlisis de algunas tareas
propuestas en libros de algebra de nivel medio superior, para identificar qué tareas y

estrategias se proponen para promover el entendimiento de la propiedad distributiva.

Torres (2015) propone reglas para poder efectuar el producto de expresiones algebraicas. Por
otro lado, Garcia (2012), hace mencion de la propiedad distributiva como el resultado de la
suma de los productos parciales, que se obtienen al multiplicar un monomio por un polinomio

(Fig. 1.1).

Fig. 1.1. Recursos mnemotécnicos para ayudar a recordar la regla para expandir
productos de expresiones algebraicas (Garcia, 2012).
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En estos libros se utiliza de manera implicita la propiedad distributiva y se categoriza y
clasifica como: producto de monomios, de monomios por polinomios y polinomios por
polinomios. Aunque se supone que estos libros estan disefiados para favorecer el aprendizaje,
los procesos son parecidos a los propuestos en el libro de algebra de Baldor (1997), que
plantea una serie de algoritmos, segtn el tipo de expresion, para conducir a los estudiantes a
obtener un resultado. Baldor (1997) nombra a cada proceso como regla y la clasifica segiin

el tipo de expresion. (Fig.1.2).

Fig. 1.2 Procedimiento para multiplicar expresiones algebraicas (Baldor, 1997).

Cada libro revisado propone varios ejemplos que muestran como realizar el producto de
expresiones algebraicas y, ademas, incluyen un numero considerable de ejercicios con
expresiones sobre las cuales, en algunas ocasiones, es necesario modificar su estructurapara
poder aplicar la propiedad. Esta situacion resulta compleja para el estudiante, debido a que
no ha desarrollado la habilidad para reconocer la presencia de la propiedad distributiva y

modificar la estructura de una expresion.

Las tareas de instruccion son elementos fundamentales para apoyar el desarrollo de
entendimiento (Olteanu, 2017) y éstas deberian ofrecer al estudiante oportunidades para
reflexionar sobre sus experiencias, o favorecer la articulacion entre conocimientos (Kaput,
1999; Skane y Graeber, 1993). Sin embargo, en los libros de algebra, se identificaron

estrategias de ensefianza basadas en la memorizacion de algoritmos y procedimientos, y en
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el desarrollo de fluidez procedimental a pesar de que, en teoria, estan disefiados para
promover habilidades de razonamiento matematico. Las tareas sugeridas en estos materiales
proveen escasas oportunidades para que el estudiante pueda desarrollar entendimiento, ya
que tampoco favorecen la construccion de relaciones entre conceptos o ideas matematicas.
De hecho, en los libros de texto de algebra de nivel medio superior, se proponen actividades

que suponen que los estudiantes cuentan con la habilidad de utilizar la propiedad.

Ninguna de las tareas revisadas, tanto en los libros como en las investigaciones, permite que
el estudiante identifique regularidades y las generalice (Skane y Graeber, 1993; Vermeulen,
Oliver y Human, 1996; Malarra y Navarra 2009, Benson, Wall y Malm, 2013; Kincer y
Stanford, 2015; Larsson, 2015, Schueler-Meyer, 2016; Oltenau, 2017). En la mayoria de las
tareas, tampoco se establece ningtin vinculo entre la propiedad distributiva y otros conceptos.
En vez de ello, se instruye de manera aislada y unicamente como un conjunto de
procedimientos categorizados. En algunos casos se relaciona con otras propiedades, tales
como de el de aditividad de area, interpretacion geométrica o con procesos como el de
multiplicacion o division. Sin embargo, es abordada de manera simbolica en contextos
puramente aritméticos o algebraicos, sin permitir que el estudiante de significado o valor a

los simbolos o a la estructura de las expresiones.

Con base en la revision de la literatura y el analisis de tareas propuestas en libros de texto,
consideramos que el problema principal, entorno al entendimiento de la propiedad
distributiva, radica en el tipo y caracteristicas de las tareas que se utilizan para su ensefianza.
Tradicionalmente, las tareas que son empleadas en las aulas, no favorecen el desarrollo de
entendimiento, la transicion de casos concretos a abstractos y tampoco proporcionan el
sustento para apoyar al estudiante a corregir errores, con respecto a la propiedad distributiva
(Skane y Graeber, 1993). Asimismo, se plantean en contextos que no permiten a los
estudiantes darle sentido, lo que repercute posteriormente, en el desarrollo de la habilidad
que los estudiantes requieren para factorizar expresiones algebraicas. Por otro lado, tampoco
se encontraron trabajos que identifiquen las dificultades que muestran los estudiantes para

entender la propiedad distributiva.
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En este contexto, el objetivo general de este trabajo es disefiar e implementar tareas que
apoyen el desarrollo de entendimiento de la propiedad distributiva, utilizando modelos
geométricos y el principio de aditividad de las areas, como herramientas para facilitar la
transicion de la aritmética al algebra y el desarrollo de entendimiento. Los objetivos
particulares de este trabajo son: (a) disefiar una tarea de instruccion que, con base en el
analisis de casos particulares de modelos de area, permita a los estudiantes generalizar la
propiedad distributiva del producto con respecto a la suma, y (b) identificar qué aspectos
representan dificultades para la generalizacion y el entendimiento de la propiedad distributiva

del producto con respecto a la suma, en estudiantes de nivel medio superior.

La pregunta que buscamos responder es ;pueden las tareas que involucran generalizar
patrones utilizando modelos de area, favorecer el entendimiento de la propiedad distributiva,

en estudiantes de un bachillerato que se ubica en una comunidad rural del estado de Hidalgo?

1.3.1. Hipdtesis

El uso de tareas de instruccion, basadas en calculo de areas usando el principio de aditividad,
permite a estudiantes de bachillerato generalizar y dar sentido a la propiedad distributiva del
producto con respecto a la suma. Ademads, permiten dar significado y sentido a los simbolos

algebraicos y a las operaciones con ellos.
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CAPITULO 2. MARCO CONCEPTUAL
2.1 Introduccién

Un marco de investigacion puede considerarse como una estructura basica de ideas,
principios, acuerdos o reglas que proporcionan las bases y lineamientos para orientar el
proceso de investigacion (Lester, 2010). Es posible también conceptualizar a un marco de
investigacién como un conjunto de ideas, conceptos o abstracciones que dan soporte al
trabajo de investigacion. Estas abstracciones y sus relaciones, representan las caracteristicas
mas relevantes de un fendémeno (Eisenhart, 1991). Un marco de investigacion puede
clasificarse segun las caracteristicas de su estructura. Con respecto a investigacidon en
educacion matematica, los principales marcos de investigacion que podemos encontrar, son:

tedrico, practico y conceptual.

Un marco tedrico puede definirse como una estructura que guia la investigacion basada en
una teoria formal. Por ejemplo, la epistemologia genética de Piaget, la Teoria socio-
constructivista de Vygotsky, la teoria de resoluciéon de problemas de Newell y Simon, entre
otras. Un marco practico esta orientado por la experiencia que se ha obtenido de laactividad
profesional o de investigaciones previas que se han realizado. Por otro lado, un marco
conceptual es una estructura de ideas en la que se argumenta por qué diferentes puntos de
vista, conceptos, enfoques y perspectivas, son utiles para entender o explicar un fendémeno
educativo (Eisenhart, 1991). Considerando que para el desarrollo de este trabajo se utilizaron

diversos conceptos ¢ ideas, se adoptd un marco conceptual.

Para la integracion del marco conceptual de este trabajo se consideran tres dimensiones:
ontoldgica, epistemoldgica y didactica. La perspectiva ontolégica consiste en adoptar una
postura con respecto a lo que son las matematicas y el aprendizaje. En la perspectiva
epistemologica se expondran nuestras ideas con respecto a ¢cOmMo se aprende?, mientras que
en la perspectiva didactica se explica cuales son, para nosotros, las caracteristicas deseables
que debe incluir el aprendizaje (aprendizaje estructurado) y cudles son las tareas y el
escenario de instruccidon que pueden apoyar el desarrollo de entendimiento de las ideas

matematicas.
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2.2 Dimension ontoldgica

Un punto fundamental en todo marco conceptual es presentar la concepcion con respecto a
lo que son las matematicas y como es que se desarrolla su aprendizaje. Las ideas que el
docente posee sobre el significado de las matematicas influirdn directamente en su actuar
(Godino, Batanero y Font, 2004; Schoenfeld 1992). Con base en esta idea, consideramos
importante dar a conocer la forma en que conceptualizamos a las matematicas y su

aprendizaje.

2.2.1 La concepcion de las mateméaticas

Hoy en dia se puede apreciar la presencia de las matematicas en muchas de las actividades
cotidianas que realizamos. Las matematicas estan presentes en la industria, el comercio, la
arquitectura, la medicina, en muchas otras disciplinas y éreas del conocimiento. Su
importancia es tal que la necesidad de entenderlas y utilizarlas, nunca habia sido mayor
(NCTM, 2000). Pero, ;qué son las matematicas? Actualmente es posible encontrar ideas muy
variadas de lo que son las matematicas. Tymockzko (1986) y Ernest (1991) la conceptualizan
como: (1) la actividad humana que envuelve la solucion de situaciones problematicas, (2) un
lenguaje simbolico a través del cual, los problemas y sus soluciones, pueden ser expresados

y (3) un sistema conceptual organizado logicamente.

Para Godino, Batanero y Font (2004) las matematicas constituyen el armazon sobre el que se
construyen los modelos cientificos, forman parte del proceso de modelacion de la realidad e
incluso sirven como medio para validar estos modelos. Gomez (1997) concibe a las
matematicas como la ciencia que estudia, por medio de sistemas hipotético-deductivos, las
propiedades de los nimeros, las figuras geométricas y otros conceptos matematicos, asi como
las relaciones entre ellos. Para otros, las matematicas se definen como la ciencia de los
patrones (Steen, 1988; Schoenfeld, 1992; Devlin, 2000). Esta tltima concepcion es la que
mejor describe los principales procesos del pensamiento matematico, siendo uno de ellos, la

identificacion, generalizacion y representacion de patrones.

Diversos problemas de la ciencia o la industria se pueden resolver a través de la construccion

de estructuras u objetos matematicos, que surgen de procesos que involucran el
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reconocimiento de patrones. Los patrones o regularidades se pueden encontrar en situaciones
fisicas, numéricas, geométricas, y como parte del funcionamiento de la mente humana. Es
través de su identificacion y el andlisis de las relaciones entre ellos, que se pueden generalizar
y utilizar para explicar y modelar fendmenos. Por estas razones compartimos la concepcion

de que las matematicas son la ciencia de los patrones (Steen, 1988).

2.2.2 Aprendizaje de las mateméaticas

El conocimiento matematico puede ser visto como una coleccién de hechos y procedimientos
relacionados con cantidades, magnitudes, formas y las relaciones entre ellos (Schoenfeld,
1992). Esta idea ha llevado a pensar erroneamente a muchos docentes, que el aprendizaje de
matematicas puede desarrollarse por memorizacion y repeticion, es decir, que el estudiante
aprende cuando consigue memorizar una féormula o algin algoritmo para resolver una
cantidad considerable de ejercicios. Sin embargo, aprender matematicas va mas alla de solo
repetir definiciones, formulas o identificar las propiedades de numeros, objetos y figuras
(Godino, Batanero y Font, 2004). Aprender matematicas implica desarrollar habilidades para
utilizar un lenguaje e ideas matematicas para resolver problemas. El estudiante que sabe
matematicas, debe ser capaz de imaginar, disefar, proponer nuevas ideas, razonar, relacionar

conceptos y argumentarlos (Santos-Trigo, 2007; Barrera y Reyes, 2016).

Aunque los estudiantes estdn en contacto con las matematicas de manera cotidiana, el
desarrollo de su aprendizaje se da a través de las experiencias que son propuestas por el
docente en el salon de clase (NCTM, 2000; Godino, Batanero y Font, 2004; Barrera y Reyes,
2016). El desarrollo de las habilidades matematicas y la capacidad de utilizarlas, estan
condicionadas por las tareas y la organizacion del trabajo que el profesor propone en el aula.
Consideramos que, para lograr un aprendizaje con entendimiento de matematicas, es
indispensable ofrecer a los estudiantes la oportunidad de articular ideas para generar nuevas

e involucrar procesos de reflexion y comunicacion (Hiebert et al., 1997).

2.2.3 Aprendizaje del algebra

Algunos investigadores coinciden en que el razonamiento algebraico es fundamental para el

aprendizaje y desarrollo de diversas habilidades matematicas (Palarea y Socas, 1994; Kaput,
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1999; Edwards, 2000; Milton y Reeves, 2001; Radford, 2006). El razonamiento algebraico
es el proceso a través del cual los estudiantes generalizan ideas matematicas (Warren, 2003).
Ademas, conecta el aprendizaje y la enseflanza de aritmética y célculo y proporciona las
bases para el desarrollo del entendimiento de un lenguaje abstracto. Razonar algebraicamente
implica representar, generalizar y formalizar regularidades a partir de la exploracion de
patrones, estructuras matematicas y sus relaciones, mediante el uso de un sistema simbdlico
(Kaput, 1999; Milton y Reeves, 2001). El razonamiento algebraico se puede fundamentar en
la habilidad para identificar patrones y generalizarlos (Godino, Castro, Aké, y Wilhelmi,

2012; Ontario Ministry of Education, 2013).

Los patrones surgen del mundo que nos rodea y estan presentes en todas partes. En la
naturaleza podemos identificarlos en las flores, en las hojas de las plantas, en las manchas de
un leopardo o en las trayectorias de vuelo de las aves. También estan presentes en la musica,
la arquitectura y en muchas ciencias. Diferentes tipos de patrones, dan lugar a diferentes
ramas de las matematicas. Por ejemplo, la teoria de nimeros se encarga del estudio de
patrones de conteo; geometria estudia los patrones de forma; calculo nos permite analizar los
patrones de movimiento; logica, los patrones de razonamiento; probabilidad se ocupa de los
patrones de azar; la topologia se encarga del anélisis de los patrones de cercania y posicion
(Devlin, 2000). Sin embargo, debido a que estos son, en su mayoria abstractos, su descripcion
y estudio requieren del uso de un sistema de notacion que facilite su expresion y

representacion.

Siempre que surge la necesidad de representar una generalidad, el simbolismo y el uso de
lenguaje algebraico son de gran utilidad, ya que éstos, proporcionan los elementos para
generalizar ideas matematicas y describir patrones. Con el uso del lenguaje algebraico,
también es posible representar relaciones entre cantidades, simplificar y resolver cierto tipo
de problemas (Usiskin, 1995), y, ademas, son el medio apropiado para describir las
propiedades de las operaciones (Edwards, 2010). Algebra proporciona el fundamento
matematico para dar soporte al trabajo en diversas areas de conocimiento y su ensefianza esta
presente desde niveles basicos. Sin embargo, la ensefianza de algebra se ha restringido a

ejemplificar y mostrar a los estudiantes como realizar procesos de manipulacion simbdlica.
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Esta situacion ha llevado a pensar, tanto a docentes como a estudiantes, que el aprendizaje
de algebra se logra memorizando reglas para operar con simbolos, resolviendo ecuaciones y
simplificando expresiones. Por esta razén, en la mayoria de los casos, los conocimientos
algebraicos no son relacionados o vinculados con otras ideas o conocimientos, tanto de

matematicas como de otras ciencias.

Kieran (1992), Palarea y Socas (1994), Warren (2003) y Enfedaque (2000) resaltan que una
de las principales dificultades que enfrentan los estudiantes para el aprendizaje de algebra,
esta relacionada con la necesidad de manipular simbolos (letras) y dotar a éstos de sentido.
Algunos investigadores coinciden en que esta dificultad puede surgir desde que el estudiante
aprende aritmética (Kieran, 1992; Palarea y Robayna; 1994; Usiskin, 1995; Godino et al.,
2012). De hecho, existe evidencia de que algunas de las dificultades que enfrentan los
estudiantes al aprender algebra, pueden surgir del cambio abrupto de aritmética a algebra

(Palarea y Socas, 1994; Warren, 2003; Milton y Reeves, 2001).

Comunmente, algebra se ensefia después de aritmética, con la idea de que el conocimiento
aritmético proporciona las bases para el desarrollo del algebraico. Sin embargo, la ensefianza
de aritmética se enfoca en el desarrollo de algoritmos para operar con nimeros y obtener
resultados, mientras que la de 4lgebra, comienza directamente con el uso de simbolos y es
enfocada a la aplicacion de reglas o procedimientos que muestran al estudiante como
manipularlos. En ningin momento, se establecen conexiones que favorezcan la relacion o
transicion de aritmética a algebra, ni tampoco que permitan dar sentido a los simbolos (Kaput,

1999; Milton y Reeves, 2001).

El uso de simbolos y el significado que los estudiantes asignan a ellos, son elementos
fundamentales para que se pueda favorecer la transicion de aritmética al algebra (Kieran,
1992; Rojas-Garzon y Vergel-Causado, 2013). Con el uso de simbolos (o letras), es posible
representar cantidades y relaciones generales y también simplificar y resolver problemas

(Edward, 2010).
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2.2.4. El papel de los simbolos en el aprendizaje de &lgebra

Uno de los propdsitos formativos que se indica en el curriculo de algebra de nivel medio
superior, es que los estudiantes aprendan a representar y analizar situaciones matematicas y
estructuras, a partir del uso del lenguaje algebraico (SEMS, 2013). Para poder comprender y

hacer uso de este lenguaje, los simbolos juegan un papel fundamental.

Existen dos habilidades que son claves para el desarrollo del entendimiento de algebra e
incluso, son necesarias para el desarrollo de diversas ideas matematicas. La primera es la
habilidad de reconocer patrones e identificar regularidades, a través de los cuales es posible
hacer inferencias o tomar decisiones. La segunda, es la habilidad de usar simbolos para
denotar niimeros y manipularlos. Sin embargo, a pesar de que ambas habilidades son
utilizadas por el ser humano desde hace miles de afios (Devlin, 2000), y que éstas hanhecho
posible el desarrollo de muchas ramas de las matematicas, su desarrollo no ha sido facil, en

especial el de la segunda habilidad.

La tnica forma de estructurar ideas matematicas es aprendiendo a dar sentido y uso a los
simbolos (Kieran, 1992; Devlin, 2000), razon por la cual, surge la necesidad de utilizar una
notacion simbodlica y dominar ciertas reglas que permitan manipularlos. El uso de simbolos
tales como letras, palabras o imagenes para representar y manipular cantidades, es una de las
principales dificultades que enfrentan los estudiantes de diversos niveles. Algunos
investigadores coinciden en que este problema se origina debido a la diversidad de formas

en las que se pueden interpretar (Enfedaque, 1991; Godino, Castro, Aké y Wilhelmi, 2012).

Los estudiantes pueden conceptualizar a las literales como: (a) letra evaluada: a la letra se le
asigna un valor numérico desde el primer momento, (b) letra no usada: la letra es ignorada,
0 se reconoce su existencia pero no se le da un significado, (c) letra como objeto: la letra es
vista como una abreviatura de un objeto o como un objeto, (d) letra como incognita
especifica: la letra es un niimero especifico, concreto, aunque desconocido de primer
momento, (¢) letra como ndmero generalizado: puede tomar varios valores y (f) letra como

variable: representa un rango de valores que generalmente describen la relacion entre dos
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conjuntos pero que son desconocidos de primer momento (Kiichemann, 1981, citado en

Enfedaque, 1991; Godino y Font, 2003).

Para conseguir que los estudiantes puedan hacer una transicion de aritmética a algebra,
consideramos que es necesario que los simbolos sean interpretados como variables, ya que
¢éstas son la clave para poder expresar las regularidades (Godino y Font, 2003; Edwards,

2000).

2.3 Dimension epistemolégica

Diversas teorias han surgido para tratar de explicar como es que se genera el conocimiento
matematico, debido a la complejidad presente en los procesos o situaciones de ensefianza-
aprendizaje de matematicas. Algunas de estas teorias enfatizan que el conocimiento
matematico es un producto social, es decir, el conocimiento se construye en contextos donde
se promueve la interaccion social entre los individuos (Ernest, 2010; Simon, 1993,1994;
Cobb y Yackel, 1993), en vez de ser solo resultado de la experiencia individual. De hecho,
el conocimiento individual y social estan estrechamente relacionados y cada uno limita o

contribuye al otro.

Este trabajo se aborda desde una perspectiva socioconstructivista del aprendizaje. Bajo esta
perspectiva se ofrece un espacio para la diversidad de formas de participacion y pensamiento
de los estudiantes. La idea central es que los estudiantes construyen activamente, y en grupo,
su propio conocimiento en vez de copiarlo o absorberlo de otros. El conocimiento individual
esta formado por un conjunto de estructuras cognitivas que inicialmente, se constituyen en
funcion de las ideas y concepciones propias de los individuos. Cuando el individuo se
involucra en comunidades de aprendizaje, este conocimiento es constantemente reorganizado
o reestructurado por influencia del contexto y las interacciones que se desarrollan en ¢l

(Ernest, 2010).

Los individuos forman parte de comunidades que refuerzan y limitan su desarrollo de
conocimiento. Particularmente, en el saléon de clase hay una comunidad que influye en las
oportunidades de aprendizaje matematico de los estudiantes. Los individuos que participan

en el aprendizaje de matematicas, son miembros de comunidades que estan involucradas en
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el desarrollo de conocimientos que son considerados-como-compartidos, taken-as-shared en
inglés (Simon, 1993, 1994). El término, conocimiento considerado como compartido, se
refiere al conocimiento que se supone que es compartido por otros. Por ejemplo, al hablar
del objeto silla, podriamos suponer que los demas piensan en el mismo objeto. Sin embargo,
la imagen mental del objeto y sus caracteristicas son diferentes para cada individuo. Los
miembros de una comunidad no tienen el mismo conocimiento que otros. Sin embargo,
comparten ideas sobre los significados que se asocian con los conceptos o procesos

matematicos.

Los conocimientos que tienen los estudiantes son Unicos para ellos. En algunas ocasiones,
estos conocimientos no son suficientes para resolver un problema, por lo que es necesario
que los estudiantes interactien en comunidades, negociando significados (Simon, 1994),
intercambiando ideas y estructurando nuevas. Esta negociacion, o intercambio de ideas, surge
cuando son expuestos a situaciones que generan un desequilibrio cognitivo, es decir, cuando
el conocimiento, formado por todas las estructuras cognitivas del individuo, no es suficiente
para abordar o enfrentar un problema. Este desequilibrio conduce a una actividad mental que
promueve la creacion de relaciones entre conceptos o ideas que, a su vez, genera que las

estructuras cognitivas sean reorganizadas o reestructuradas.

Las interacciones sociales, especialmente profesor-estudiante y estudiante—estudiante, sirven
como catalizadores para la construccion de conocimiento individual (Cobb y Yackel, 2011).
Dificilmente los estudiantes, por si solos, pueden encontrar relaciones entre diversas
situaciones o contextos y utilizar su conocimiento para abordar problemas. Bajo esta
perspectiva de aprendizaje, se busca promover la vision de una matematica en la que los
estudiantes, de manera individual o en grupos, se involucren en la exploracion de situaciones
matematicas, la formulacion y validacion de hipodtesis, y en la explicacion, justificacion y
negociacion de significados. Los estudiantes deben participar con un rol activo, creando y
evaluando conjeturas. De esta manera, la instruccién de matematicas debe hacer posible que

los estudiantes construyan conocimiento.
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2.4 Dimensién didactica

El significado que atribuimos a las interacciones sociales, como fuente de oportunidad para
el desarrollo de aprendizaje, es un factor a considerar durante el proceso de ensefianza de
matematicas. Sin embargo, no existen recetas ni algoritmos para ayudar a los estudiantes a
aprender matematicas o a los docentes a ensefiar. Ademas, no se cuenta con una guia para
disenar o seleccionar las tareas de instruccion adecuadas (NCTM, 2000). Son las decisiones
y acciones que el docente toma o dirige en el aula, las que influyen directamente en la forma

en la que los estudiantes aprenden matematicas.

La actividad matematica esencial no consiste en aplicar reglas y algoritmos, sino en inventar
reglas, algoritmos y procedimientos que nos permitan entender los patrones y regularidades
que aparecen en nuestro mundo (Barrera y Reyes, 2013). Por esta razon, uno de los objetivos
que actualmente se persigue con la ensefianza de matematicas, es desarrollar en el estudiante
la habilidad para pensar y razonar matematicamente. Los estudiantes deben contar con
conocimientos que puedan usar con flexibilidad, adaptarlos a nuevas situaciones y utilizarlos
para relacionar o conectar ideas que les permitan aprender cosas nuevas. No basta con
acumular un conjunto de hechos y procedimientos, hay que comprenderlos. Consideramos

que esto se logra a través del desarrollo de aprendizaje con entendimiento.

Compartimos la idea de Shafer y Romberg (1999) en el sentido que, el aprendizaje se logra
cuando se ofrece a los estudiantes la oportunidad de hacer conexiones entre las ideas
matematicas que poseen, o se les da la oportunidad de articularlas con otras nuevas. Para
poder construir aprendizaje con entendimiento, las tareas de instruccion juegan un papel
importante, ya que éstas, son el medio a través del cual los docentes presentan ideas
matematicas y a través de las cuales es posible comprometer y desafiar intelectualmente a

los estudiantes.

2.4.1 Aprendizaje con entendimiento

Actualmente, muchos estudiantes no dan sentido al aprendizaje de matematicas y, ademas,
perciben a la disciplina como algo innecesario y desconectado de la realidad en la que viven

o de otros conceptos o conocimientos matematicos. Comunmente, las tareas de instruccion
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no permiten la creacion de relaciones o conexiones entre conocimientos o ideas y por lo tanto
limitan la construccion y desarrollo de aprendizaje con entendimiento. Decir que el estudiante
ha aprendido con entendimiento, se refiere a que tiene la capacidad de relacionar o articular
sus ideas o conocimiento con otros temas o conceptos. Esta articulacion de ideas, requiere
que éstas sean comunicadas, ya sea verbalmente, por escrito o a través de medios tales como
imagenes, diagramas, tablas o modelos. Implica también el desarrollo de procesos reflexion
sobre los conocimientos que se poseen y la forma en la que serdn reorganizados o

reestructurados para afrontar nuevos problemas o situaciones.

Cuando los estudiantes adquieren aprendizaje con entendimiento, ellos mismo pueden aplicar
su conocimiento para aprender nuevos conceptos, explorar nuevas ideas o buscar nuevos
métodos para resolver problemas (Carpenter y Lehrer, 1999). Esto les permite ampliar sus
habilidades y, por ende, la forma de percibir a la asignatura. Cuando los estudiantes son
capaces de identificar relaciones entre conceptos y procesos, Son mas propensos a reconocer
la utilidad de su conocimiento y relacionarlo con nuevas situaciones (Kaput, 1999). En caso
contrario, el conocimiento que adquieren es de poca relevancia, volatil y su utilidad se ve
reducida. Esta situacion origina que el conocimiento matematico se perciba de manera aislada
y, en algunos casos, sea considerado como innecesario. Pero, ;coémo es que se desarrolla este

entendimiento? y ;coOmo se favorece la construccion de aprendizaje con entendimiento?

2.4.2 Ciclo para desarrollar el entendimiento.

El entendimiento no se logra de un momento a otro, requiere que el estudiante experimente
cierta actividad mental derivada de situaciones o contextos propuestos por el instructor. Para
que se pueda dar un aprendizaje con entendimiento, se debe ofrecer al estudiante la
oportunidad de: (a) construir relaciones, (b) extender y aplicar el conocimiento matematico
que posee, (c) reflexionar sobre sus experiencias previas, (d) articular los conocimientos y
(e) apropiarse del conocimiento matematico (Carpenter y Lehrer, 1999). Para lograrlo, se
requiere que los estudiantes desarrollen ciclos sucesivos de: accion, observacion,

formulacion de conjeturas y comunicacion de resultados (Barrera y Reyes, 2016) (Fig. 2.1).
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Fig. 2.1 Ciclo basico para desarrollar entendimiento matematico.

El entendimiento se desarrolla a medida que el estudiante busca, prueba y encuentra
relaciones entre las ideas o conceptos que posee, o bien cuando relaciona y estructura nuevas
ideas con las que ya tiene. Con el desarrollo de entendimiento, los hechos, procedimientos y
conocimientos, se convierten en recursos utiles para que los estudiantes puedan modelar y
resolver problemas. De este modo, se favorece el desarrollo de razonamiento matematico y
se motiva al estudiante a enfrentarse a situaciones matematicas nuevas (Shafer y Romberg,

1999).

2.4.3 Tareas de instruccion para promover el entendimiento

Para lograr el aprendizaje de cierto contenido matematico, inicialmente el docente o
instructor, debe disefiar y plantear estrategias sencillas, considerando el uso de un lenguaje y
simbolos accesibles para los estudiantes (Godino, Batanero y Font, 2004). Esto implica que
las ideas matematicas deben ser simplificadas, transformadas y presentadas de una forma
simple, adaptadas a la edad y a los conocimientos previos que poseen los estudiantes. Las
tareas de instruccion deben apoyar al estudiante a establecer relaciones entre diversos
conceptos o ideas, y a favorecer la construccion de aprendizaje. Ademads, juegan un papel

importante en el proceso de aprendizaje, debido a que son el elemento principal con el que
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cuenta el estudiante, para alcanzar un nivel de entendimiento matematico adecuado (Barrera
y Reyes, 2016). Sin embargo, muchos docentes desconocen la importancia de disefiar,
seleccionar e implementar las mas apropiadas. Estas deben ser pensadas con el propésito de
fomentar el entendimiento y no solamente para familiarizar al estudiante con un algoritmo,

proceso o para conducirlo a obtener un resultado.

Las tareas pueden ir desde colecciones de ejercicios simples, hasta tareas basadas en
resolucion de problemas. Casi cualquier tarea puede promover la comprension, pero es
necesaria la intervencion del docente para su desarrollo (Carpenter y Lehrer, 1999).
Asimismo, deben presentar de una manera clara, el principio matematico objetivo (en este
caso la propiedad distributiva), sin afiadir dificultades cognitivas innecesarias. Estas pueden
incluir preguntas y cuestionamientos profundos, que involucren la realizacion de
comparaciones textuales y visuales, para facilitar la creacion de relaciones entre ideas
matematicas (Ding y Li, 2014). Ademas, deben permitir al estudiante, involucrarse
activamente en su desarrollo, y no solo prepararlos para recibir y memorizar conceptos o

procedimientos, como tradicionalmente se hace en las aulas (Steen, 1989).

Para nuestro proposito, un contexto ideal para promover el desarrollo de pensamiento
algebraico y funcional, que ademas puede favorecer el proceso de transicion de lo concreto
a lo abstracto, consiste en utilizar secuencias de representaciones concretas que tienen una
regularidad o siguen cierta regla. En este tipo de tareas, el rol del estudiante consiste en
identificar inicialmente, el modelo o patron que sigue la secuencia. Enseguida, representar la
generalidad mediante el uso de simbolos (Ding y Li, 2014) y, por tltimo, hacer predicciones
sobre las caracteristicas del objeto o expresion, que ocupara un lugar determinado en la

secuencia (Godino, Batanero y Font, 2004).
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CAPITULO 3. METODOLOGIA
3.1 Introduccién

La metodologia que se empleara para el desarrollo de esta investigacion es de tipo cualitativo,
ya que se centra en el analisis de los significados que los estudiantes asignan a los conceptos
matematicos, con base en las ideas que expresan verbalmente o por escrito. Bajo esta
metodologia, se hace énfasis en las relaciones y conexiones que realizaran para entender las
ideas matematicas. Este tipo de metodologia generalmente se utiliza para dar respuesta a
preguntas de investigacion tales como: ;qué esta ocurriendo? ;Por qué algo ocurre? ;Cémo
afecta un fendmeno a otros? (Borrego, Douglas y Amelink, 2009). Especificamente,
buscamos identificar: ;de qué manera las tareas que involucran generalizar patrones,

utilizando modelos de area, pueden favorecer el entendimiento de la propiedad distributiva?

3.2 Consideraciones iniciales

Segun los resultados del Plan de Evaluacion de los Aprendizajes (PLANEA), aplicada en el
2016, el porcentaje nacional de alumnos de nivel medio superior que cuenta con las
habilidades matematicas para realizar procesos de reproduccion, conexion y reflexion, con
respecto a los contenidos que evalua, es del 7.4% (Planea, 2016). Segtn el organismo
encargado de realizar la evaluacion, los resultados son un reflejo de multiples factores tales
como: las actividades escolares de los estudiantes (habitos, actitudes y valores), las

condiciones de las instituciones educativas y el contexto socioeconémico en el que viven.

Las instituciones de nivel medio superior regularmente aplican un examen de conocimientos
a estudiantes de nuevo ingreso. En el Centro de Bachillerato Tecnologico y de Servicios N°
218 la prueba de ingreso que se aplica es de tipo estandarizado y se realiza para todo el
subsistema que conforma la Direccion General de Educacion Tecnologica Industrial
(DGETI). La prueba comprende dos partes fundamentales, una encargada de evaluar las
habilidades de comprension lectora y otra para evaluar las habilidades matematicas. Para
matematicas, se plantean problemas y ejercicios que requieren del desarrollo de procesos
aritméticos o algebraicos, principalmente. Los ejercicios de la prueba se seleccionan segiin
los conocimientos que deben desarrollar en nivel secundaria. Los resultados de esta prueba,

comparados con los obtenidos en Planea (2016), arrojan datos muy similares. Se puede
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identificar que un alto porcentaje de estudiantes, no cuentan con los conocimientos
matematicos basicos para el ingreso a este nivel educativo. Sin embargo, debido a la reforma
educativa, se debe permitir el ingreso a todo estudiante que solicita una ficha de inscripcion,

independientemente de sus resultados.

3.3 Participantes

Las tareas de instruccion se implementaron en el Centro de Bachillerato Tecnologico
Industrial y de Servicios n° 218, ubicado en la comunidad de Tlaxcoapan, en el estado de
Hidalgo, en la regién conocida como Valle del Mezquital. En esta region, la mayoria de la
poblacion es de clase social media-baja y las actividades econémicas que prevalecen son: la
agricultura, la ganaderia y el comercio local, aunque actualmente, debido al establecimiento
de zonas industriales, se ha incrementado la necesidad de mano de obra. Segtn los datos del
INEGI (2015), aproximadamente el 20% de los estudiantes que terminan la educacion basica
no contindan con sus estudios, y de los que ingresan a nivel medio superior egresa el 64.2%
en el estado de Hidalgo. En el municipio, el abandono escolar se atribuye principalmente a
las caracteristicas de la region, de la poblacion y especificamente del contexto familiar,
debido a que la mayoria de los estudiantes que abandonan la escuela tienen la necesidad de

buscar empleo.

Para el desarrollo de este trabajo se eligid, a un grupo de 23 estudiantes de bachillerato, de
entre 15 y 17 afios, de los cuales 12 son hombres y el resto mujeres. El grupo de eligié debido
a que la mayoria de los estudiantes del grupo muestra poco interés por el estudio en general,
quizé debido a situaciones personales, al contexto social de la comunidad y a problemas
economicos. De los 23 estudiantes, 20 han reprobado matematicas al menos una vez, y los
mismos argumentan su indiferencia ante el estudio y aprendizaje de la materia ya que

consideran que es de poca utilidad e irrelevante para su vida personal.

3.4 Tareas y escenario de instruccion

Las tareas de instruccion se idearon y disefaron a partir de los resultados de una actividad
realizada con estudiantes de la asignatura de primer semestre del periodo anterior,

perteneciente a su libro de Algebra (Torres, 2015) y que consistia en factorizar un conjunto
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de productos de expresiones algebraicas. La tarea resulté compleja para los estudiantes y
algunos incluso, perdieron el interés por realizarla. El problema era que los estudiantes no
daban sentido al proceso de factorizacion; desconocian que los productos eran resultado de
la multiplicaciéon de dos o mas expresiones algebraicas. Por esta razon, en aquel entonces,
fue necesario presentar nuevamente la idea de la multiplicacién de expresiones algebraicas y
disipar algunas dudas. Sin embargo, se pudo observar que los estudiantes estan
acostumbrados a seguir algoritmos para llegar al resultado, sin razonar ni dar sentido a lo que
hacen, ni permitir que se establezcan conexiones con otros temas o ideas matematicos tales

como el de propiedades de las operaciones.

Ademas, se identific6 que la base para el entendimiento de la multiplicacion de expresiones
algebraicas, gira en torno al uso de la propiedad distributiva que es, en muchos casos,
desconocida para los estudiantes. Por esta razon se considerd importante disefiar una tarea
que favoreciera el entendimiento de la propiedad distributiva en estudiantes de nivel medio
superior, para posteriormente utilizarla para el desarrollo de los productos notables, que no

son mas que casos de aplicacion de la propiedad distributiva.

3.5 Descripcidn de las tareas de instruccion

Se diseniaron dos tareas divididas en tres fases cada una con el objetivo de conducir al
estudiante a crear relaciones entre ideas de aritmética, geometria y algebra para favorecer el
entendimiento de la propiedad distributiva. En cuanto a su estructura, ambas tareas incluyen
secuencias figurales sobre las cuales los estudiantes deben obtener la expresion general que
representa el area, tablas para apoyar al estudiante a registrar la informacion y
cuestionamientos. Los cuestionamientos tienen la finalidad de centrar la atencion del

estudiante en la relacion entre los datos y promover la reflexion y la comunicacion de ideas.

Para finalizar la segunda tarea, se proponen algunos productos de expresiones algebraicas a
través de los cuales, se busca verificar si el estudiante es capaz de utilizar la propiedad

distributiva, apoyandose de modelos de area para realizar la expansion de tales productos.

El trabajo principal del estudiante consistird en identificar patrones y relaciones entre las

expresiones que representan las areas y las medidas de las figuras y enseguida, generalizarlos.
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Consideramos que, para hacer la transicion de lo concreto a lo abstracto, o especificamente
de aritmética a algebra, es indispensable que los estudiantes se enfrenten primero, alanalisis
de casos particulares que incluyan elementos variantes e invariantes. Para apoyar al
estudiante en el proceso de generalizacidn, se propone un conjunto suficiente y representativo
de casos particulares, en nuestro caso, secuencias figurales. El uso de figuras geométricas
tiene el objetivo de apoyar al estudiante a dar un significado a los simbolos (letras), y

favorecer el entendimiento de la propiedad distributiva del producto con respecto a la suma.

Otro aspecto que consideramos importante para favorecer el proceso de generalizacion,
consiste en enfocar la atencion del estudiante en la representacion de las operaciones, por
encima del calculo de resultados. Por esta razon, se disefiaron e integraron un conjunto de
tablas, con una estructura determinada, para familiarizar al estudiante con la representacion
de operaciones y al mismo tiempo, facilitar la identificacion de las regularidades en estas
representaciones. Por ultimo, para favorecer el desarrollo de entendimiento, es necesario
involucrar procesos de reflexion y comunicacion de ideas. Consideramos que a través de la
discusion entre estudiantes y entre estudiante-docente se pueden desarrollar estos procesos.
Proponemos el desarrollo del trabajo en equipos con el fin ofrecer a los estudiantes la

oportunidad de intercambiar ideas.

Tarea 1: Secuencia de cuadrados con incrementos a la base

La tarea uno consta de tres fases y estd programada para una sesion de dos horas. Para cada
fase de la secuencia, se proponen sucesiones de figuras sobre las cuales, los estudiantes deben
obtener la expresion general que representa el area. Para facilitar la identificacion de
regularidades, se sugiere a los estudiantes representar el area de cada una de las figuras de
dos maneras distintas: como producto de dos expresiones y como producto desarrollado.
Como estrategia de apoyo para la obtencion de la expresion general, se propuso analizar un
determinado niumero de casos particulares sobre los cuales se espera que identifiquen lo

variante e invariante.

En la primera fase, los casos particulares propuestos se presentan en una secuencia de
cuadrados con medidas consecutivas (Fig. 3.1). El estudiante debe registrar en una tabla las

medidas de cada elemento en la secuencia y las expresiones correspondientes a las areas.
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Mediante esto se pretende centrar su atencion en la representacion de operaciones y no en el
resultado y, ademas, facilitar la identificacion de la relacion entre las expresiones que
representan el area de la figura. Para apoyar al proceso de generalizacion, se solicita a los
estudiantes considerar otras figuras de la secuencia. Por ejemplo, las figuras 10, 40 y 100.
Se espera que el estudiante analice los casos particulares y a partir de la identificacion de lo
variante e invariante, construya relaciones, reconozca patrones y los generalice. Para esta

situacion, se espera que obtenga y de sentido a la igualdad (X)(X) = (x?).

Area
Figura Altura Base R tad
(Altura)(Base) epresentada como
exponente

||
FR RSV Y

Fig. 3.1. Secuencia de cuadrados inicial y tabla propuesta el registro de datos.

En la segunda fase, se propusieron cuatro secuencias de figuras construidas a partir de la
secuencia inicial. Las nuevas secuencias incluian un incremento en la longitud de la base de
1, 3, 6 y y unidades, respectivamente. Cada figura estaba dividida en dos sub-figuras, un
cuadrado y un rectangulo (Fig. 3.2). Elestudiante debia identificar y analizar los cambios en
las figuras, medidas y representar las areas. Para conducir al estudiante a la identificacion de
relaciones entre los datos, se plantearon cuestionamientos guia. Algunos hacian referencia a
nuevas figuras sobre la secuencia. Por ejemplo, ;cudles serian las dimensiones y el area de
la figura 10?, y ;cudles serian las dimensiones de las figuras 45 y 150? Otros se plantearon
para relacionar ideas como, por ejemplo, ;qué relacion existe entre las areas que se

obtuvieron en la fase 1 y la fase 2? ;Coémo son las expresiones que representan el area? Las
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expresiones que se espera sean construidas para las tres primeras secuencias, son (X)(X+1) =

() + (D), C)(x+3) = )X+ (X)(3), (K)(XF6) = (X)) H(X)(6).

-

e

— S— -

—
t Area por partes
i Original A Altura){Baset t Total

r rigina umento (Altura){Basstaumenta) Parte Sombrezada :.TE::: (Sombreada + aumento)
a

1 |1 1 + 1 (1)(1+1) (1)(1) (1)(1)

2 + 1

3 + 1

4 + 1

Fig. 3.2 Secuencia de cuadrados con incrementos a la base y tabla para el registro de informacion.

En la tultima secuencia de la fase tres, se propuso al estudiante realizar un incremento general
Yy, a la longitud de la base de las figuras en la secuencia. Se esperaba que con apoyo de los

casos anteriores llegase a la generalizacion del caso (X)(X+Yy) = (X)(X) + (X)(Y).

Tarea 2: Secuencia inicial de cuadrados con incrementos iguales a la base y a la
altura

Esta tarea estd compuesta de tres fases y se llevo a cabo en una sesion de dos horas. En la
primera fase se solicit6 al estudiante construir una secuencia de cuadrados con longitudes de
dos, cuatro, seis y ocho unidades. Posteriormente se propuso realizar modificaciones sobre
las figuras, incrementando un centimetro a la longitud de la base y la altura de manera

simultanea, y marcar las regiones que se formaban con el incremento (Fig. 3.3).

Fig. 3.3. Ejemplo de figura de la secuencia.
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Para enfocar la atencion del estudiante en las regiones que surgian con la modificacion de las
medidas, se lanz6 el cuestionamiento, ;como calcularias el area inicamente de la region que
se incrementé? y se dio un tiempo para que los estudiantes pudiesen responder.
Posteriormente, se solicitd obtener las areas de las figuras en la secuencia y registrar los

datos.

Al igual que en la fase anterior, se solicit6 al estudiante expresar el drea de dos maneras
distintas, para este caso, representando el producto y desarrollandolo. Se espera que los
estudiantes identifiquen los cambios en la secuencia, las medidas y la expresion que
representa el area, para facilitar la obtencion de la expresion general (X+1)(x+1) =
(X)(x)Hx)(1)+H(x)(1)+(1)(1). Enseguida, como un nuevo caso, se pidio al estudiante obtener
las expresiones que representan el area de una secuencia de figuras, con aumentos de dos
centimetros a sus lados, en vez de uno. Se esperaba que el estudiante, con base en los casos
y situaciones anteriores, identificara los cambios suftia la estructura de las operaciones y la

expresion general, en funcion de las medidas de sus lados.

Para finalizar, se propusieron casos adicionales en los que el estudiante debia obtener
unicamente las expresiones generales, suponiendo que se realizan incrementos de 10, 20 y
100 unidades a la base y a la altura de la secuencia de cuadrados inicial. El desarrollo de esta

fase, tiene como objetivo guiar al estudiante para dar sentido y obtener el caso (X+y)(X+y) =

)OI+ A FWY)-

Para la segunda y la tercera fase se propusieron los siguientes productos de binomios:

Segunda Fase | Tercera Fase

(2)(2+3) (X)(x+3)
(5)(5+8) (X+2)(x+2)
(2+3)(243) | (X+6)(x+6)

(3+5)(3+5)

(X+3)(x+3)
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Se sugiri6 considerar que los factores correspondian a las medidas de una figura. Se esperaba
que los estudiantes se apoyaran de las estrategias desarrolladas en las etapas anteriores para
poder obtener los productos. En el caso particular de la ultima etapa, los ejercicios
corresponden a productos de binomios cuyo resultado se puede obtener, a partir del uso de la

propiedad distributiva y modelos de area.

3.6 Implementacion de las tareas

Inicialmente se realiz6 una prueba piloto de la tarea con un grupo de estudiantes, distinto al
grupo con el que se realizo la prueba principal, para identificar algunos detalles que pudiesen
dificultar el entendimiento y desarrollo de las actividades. La prueba piloto arrojo que las
tareas presentaban ciertos inconvenientes con respecto al planteamiento de las instrucciones
y a la falta de precision para conducir a los estudiantes a centrar su atencion en la
representacion de operaciones. Razon por la que la tarea de instruccion se modificd, de tal
manera que las instrucciones se presentaran de manera clara y precisa, para no anadir
dificultades cognitivas innecesarias. También se incluyeron una serie de preguntas y tablas,
para enfocar la atencion de los estudiantes en la estructura de las operaciones y facilitar el
reconocimiento de lo variable y lo invariante. Lo anterior para favorecer la transicion de

operaciones aritméticas a expresiones algebraicas a través de la generalizacion de patrones.

La prueba final se realizd durante dos sesiones de clase con duracion de dos horas cada
sesion. Para la implementacion de las tareas, se dividio al grupo en equipos de trabajo de
entre cuatro y cinco estudiantes, con el proposito de promover la discusion y la reflexion de
ideas. Para el desarrollo de la tarea, se entregd a los estudiantes un juego de hojas de trabajo.
El rol del instructor consistid en apoyar a los estudiantes para poder llevar a cabo la tarea,
principalmente al identificar lo variable y lo invariante en las secuencias figurales, a través
del planteamiento de nuevas preguntas o ejemplos mas simples que les permitieran centrar o

enfocar su atencion en determinados elementos o aspectos relevantes de la tarea.

3.7 Recoleccidn de la informacion y analisis de datos

Se realizd la recopilacion de datos cualitativos, tales como, observaciones del docente,

grabaciones de audio sobre el desarrollo de la tarea y las discusiones sobre ella. También se
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utilizaron las hojas de trabajo, como herramienta para identificar los inconvenientes,
dificultades y logros de los estudiantes. Al finalizar cada tarea se pidio a los estudiantes no
corregir ni modificar los resultados, atin después de la retroalimentacion del instructor. De
igual forma, para fines de la investigacion, se solicit6 a cada equipo realizar la grabacion de
audio de lo ocurrido durante el desarrollo de la tarea, mediante el uso de un teléfono celular.
Sin embargo, no todos los equipos la realizaron debido a que no le dieron importancia al
desarrollo de la actividad. Las intervenciones grabadas se transcribieron para posteriormente,

junto con los datos recopilados en las hojas de trabajo, realizar el andlisis (Ver apéndice B y
O).
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CAPITULO 4. RESULTADOS

Se implementaron dos tareas que involucran modelos de area y el principio de aditividad,
con la finalidad de conocer, como éstas pueden apoyar a los estudiantes a entender la
propiedad distributiva. Las tareas se llevaron a cabo durante dos sesiones de clase, de dos
horas cada una, en las cuales se integraron cinco equipos (A, B, C, D y E), de maximo cinco
integrantes. Previo a la implementacion de las tareas, se informo a los estudiantes que el
objetivo que se perseguia era favorecer el entendimiento de la propiedad distributiva y

posteriormente se les entregd una hoja de trabajo (Ver apéndice A).

Cada tarea se implemento en tres fases. En la mayoria de éstas, los estudiantes debian analizar
secuencias de figuras y obtener una expresion general que representaria el area de cualquier
figura en la secuencia, en funcion de las longitudes de sus lados. Para cada fase, se propuso
una secuencia de figuras distinta, representando cada una, un caso de la propiedad
distributiva. La primera secuencia consistia en cuadrados con medidas consecutivas. Para la
segunda fase, se increment¢ la longitud de la base de cada cuadrado, para formar rectangulos.
Estos rectangulos se dividieron en dos regiones, una cuadrada, igual a la secuencia de figuras
inicial y otra rectangular, con la misma altura del cuadrado y una unidad como base. Se
solicito a los estudiantes obtener el area de los rectangulos de dos maneras diferentes, para
después generalizar las operaciones aritméticas involucradas y conducirlo a identificar la
igualdad x(x+1) = x*> + X. Posteriormente se les pidio analizar otras dos secuencias en las
cuales, las bases de los cuadrados de la secuencia original se aumentaron tres y seis
centimetros, respectivamente. El proposito fue que generalizaran los siguientes casos
particulares de la propiedad distributiva X(x+3) = x>+3X, y X(X+6) = x>+6X, relacionando cada

expresion algebraica con las areas correspondientes.

La tercera fase consistid en incrementar, de forma general, la base de la figura para conocer
de qué manera los estudiantes interpretaban un aumento representado por una literal. Se
busco que al desarrollar las actividades anteriores los estudiantes pudiesen llegar a obtener
la expresion X(X+Y) = x> + Xy y a identificar que ambas expresiones son equivalentes y que

en este caso X(X+y) representa el area de la figura total (base por altura), y que la expresion
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X>+xy representa la misma area, pero calculada como la suma de las 4reas de las dos sub-

figuras en que se divide el rectangulo mayor (propiedad aditiva del area).

En la segunda actividad, se proporciono a los estudiantes unicamente el elemento inicial de
la secuencia y se solicitd que construyera otros casos particulares de ésta para identificar si
podia extender o transferir lo realizado en la actividad previa. La figura inicial consistié de
un cuadrado con incrementos de una unidad, tanto en la base como en la altura. Enseguida,
se pidi6 al estudiante aumentar la base y la altura en dos, seis, diez, veinte y cien unidades, y
determinara la expresion que representa el area. El objetivo final de la primera fase fue que

los estudiantes generalizaran y dieran sentido a la equivalencia (X+Y)(X+Y) = X>+2xy+y>.

En las siguientes fases de la tarea dos, se propuso a los estudiantes un conjunto de productos
entre sumas de dos numeros y después, productos de dos binomios. El objetivo era identificar
si eran capaces de extender lo realizado en las tareas previas y determinar si esas tareas
apoyaron la comprension de la propiedad distributiva. En cada una de las fases, las hojas de
trabajo incluyeron tablas donde los estudiantes debian registrar las operaciones yresultados,
asi como una serie de preguntas orientadas a centrar la atencion de los estudiantes en ciertas
relaciones entre los datos. Las tablas se disefiaron para que los estudiantes centraran su

atencion en las operaciones y no solo en los resultados.

Tarea 1: Secuencia inicial de cuadrados e incrementos en la base

Los estudiantes, en general, no presentaron dificultades para abordar la primera fase de esta
tarea. Sin embargo, los equipos C y D tuvieron problemas para identificar la relacion que
existe entre la posicion de una figura en la secuencia y las medidas de sus lados. Por ejemplo,
al considerar la figura en la posicién X asignaron a la medida de la base el simbolo y en el
caso del equipo C, y a en el caso del equipo D. El simbolo seria el correcto si tuviésemos un
cuadrado cuya longitud de sus lados fuese y o a, pero para este caso, los estudiantes no
relacionaron la posicion de la figura con las medidas. Esta situacion, llevd a que como
generalizacion del drea obtuvieran y? y a? respectivamente, que implica que no dieron sentido

a los simbolos. Como expresion que generaliza el drea de un cuadrado en la posicion X,
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utilizaron las igualdades X = y* y X = a? que no tienen sentido. Si X representa el nimero de

la figura, debia representar también la longitud de la base y de la altura (Fig. 4.1).

Fig. 4.1. Falta de algunas relaciones entre expresiones simbdlicas y representaciones
geométricas

Los estudiantes no tuvieron dificultades para llenar las tablas. Sin embargo, cuando se les
pidi6 generalizar el patron, experimentaron conflictos para realizar todas las conexiones
necesarias entre los datos. Por ejemplo, utilizaron diferentes simbolos (literales), para
representar el numero de figura y las medidas, cuando tendria que ser el mismo, lo que nos
permiti6 observar que tienen problemas para identificar y expresar todas las relaciones
involucradas en el problema (Fig. 4.1). Por otro lado, los equipos A, B y E lograron reconocer
que las medidas de la base y la altura eran iguales al nimero de la figura en la secuencia.
Identificaron que la expresion algebraica que representaba el area de las figuras, podia
obtenerse al elevar al cuadrado la longitud de un lado, tal y como se realiz6 con los casos
particulares (Fig. 4.2). Si el nimero de la figura se representaba con la literal X (o @), el area

del cuadrado se expresaba como x* (a2).

Fig. 4.2. Expresion algebraica que generaliza el area de un cuadrado de lado x.
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Para la segunda fase de la actividad, se modifico la secuencia de figuras inicial, conservando
la medida de la altura y aumentando un centimetro a la base de cada figura. Al igual que en
la primera fase, se propusieron casos particulares consecutivos y no consecutivos. Algunos
equipos coincidieron en pensar que el area total se podia obtener a partir de la suma de las
areas de las regiones en las que se dividia la figura. Otros, adicionaron la longitud original
de la base al aumento y lo multiplicaron por la altura. Por ejemplo, si la base de la figura
tenia una longitud de dos centimetros, con el aumento, la base de la figura completa seria de
tres centimetros y la altura de dos, por lo que, para obtener el area, solo multiplicaron base
por altura. El equipo D utiliz6 esta estrategia, multiplico tres por dos para obtener el area.
Por otro lado, el equipo B, calculd las areas de las regiones por separado para posteriormente

sumarlas, pero sin dar importancia a la representacion de operaciones que se habia sugerido.

En la hoja de trabajo se sugeria a los estudiantes obtener el area de cada sub-figura como el
producto de dos numeros y después representar la suma de ambas, para obtener el area total.
Esto se hizo con la finalidad de centrar la atencion de los estudiantes en las operaciones entre
nameros y no en los resultados. Sin embargo, los equipos B y D no atendieron la sugerencia,
lo que les ocasion6 dificultades para generalizar los patrones que se buscaban. El equipo B
tardo en identificar la relacion entre el numero de la figura y el area, mientras que el equipo
D propuso como expresion para obtener el area X = a(b+1) (Fig. 4.3). En esta expresion se
observa que los estudiantes no establecieron todas las relaciones necesarias entre las
expresiones algebraicas, sustentadas en las relaciones geométricas. Sia representa el nimero
de figura, a debe ser por lo tanto la medida de la altura y la longitud de la base deberia estar
dada por el numero de la figura més uno, es decir a+1. La expresion a(a+1) es en este caso
la representacion de la operacion para obtener el 4rea mientras que a> + a representa el area

del rectangulo mayor.

Fig. 4.3. Forma de expresion simbolica que no captura relaciones relevantes.
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En el caso de los equipos que siguieron las indicaciones de las hojas de trabajo, el proceso
de generalizacion resulté sencillo. Identificaron las relaciones geométricas y numéricas y las
expresaron simbodlicamente, a partir del andlisis de los casos particulares. Centrar la atencion
del estudiante en las operaciones entre nimeros, les permitié enfocarse en aquello que cambia
y en aquello que permanece invariante con mayor facilidad. Ademas, esto permitid que los
estudiantes distinguieran los elementos que cambiaban en la secuencia y con ello lograron la

generalizacion de este caso particular de la propiedad distributiva X(x+1) = x> +X.

Una segunda y tercera modificaciones a la tarea inicial, consistieron en incrementar las
medidas de la base del cuadrado en tres y seis unidades, obteniéndose una secuencia de
rectangulos. El equipo E resolvido de forma adecuada la tarea. Centrd su atencion en las
operaciones y las relaciones entre ellas, lo que le permitid6 generalizar sin dificultad,
obteniendo los siguientes casos particulares de la propiedad distributiva: X(x+3) = x*+3x y

X(X+6) = X>+6X, respectivamente (Fig. 4.4).

Fig. 4.4. Generalizacion de los casos X(Xx+3) y X(x+6) a partir del andlisis de patrones.

El equipo B no siguid la indicacion de representar las operaciones. En vez de ello, se
centraron Unicamente en las figuras y para obtener las dreas correspondientes utilizaron la
formula base por altura. Calcularon las areas de las dos regiones en las que estaba dividida y
posteriormente realizaron la suma para obtener el area total. Por ejemplo, para la figura en la
posicion X (cuya altura era X y base X+3), calcularon el area del cuadrado (X por X) y después

la sumaron al area del rectangulo pequefio (3x), obteniendo como 4rea total X* + 3X, que es
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correcto para este caso. Sin embargo, la expresion no se obtuvo a partir del andlisis de los

patrones en las operaciones, sino realizando una operacion algebraica desde el inicio.

El equipo D se centrd en la figura total y aplicd su conocimiento para calcular el area de los
rectangulos y obtener el area total de la figura centrandose en calcular un resultado y para

obtener el area de la figura X aplicaron el mismo procedimiento que el equipo B.

Los equipos A y C, observaron que el area de la primera figura de la secuencia, con base
(1+3) y altura uno, se podia obtener a través de la operacion (1)(1) + 3 = 4, que es correcto.
Sin embargo, al centrar su atencion unicamente en el resultado y no representar la operacion
para calcular el drea, pensaron erroneamente que éste segundo sumando seria el mismo para
todos los elementos restantes de la secuencia. El mismo error, lo cometieron con la siguiente
secuencia de figuras. Para cada una de las figuras en la secuencia realizaron un aumento
constante de tres y seis unidades respectivamente. Como generalizacion obtuvieron las

igualdades (X)(x+3) = (X)(X)+3 y (X)(x+6) = (X)(X)+6, que son incorrectas (Fig. 4.5).

Fig. 4.5. Generalizacion incorrecta debida a la falta de atencion en las operaciones.

En la tercera fase de la tarea se indic6 a los equipos que agregaran un incremento general y a
la base de la secuencia inicial de cuadrados. Los equipos D y E lograron identificar que el

area total estaria dividida nuevamente en dos regiones, una de las cuales era un cuadrado
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cuya longitud de la base y altura era igual al nimero de figura y la segunda sub-figura, un
rectangulo con altura igual a la posicion de la figura y con una base de y unidades. Hasta este
punto los estudiantes de ambos equipos encontraron que el aumento en el area dependia de
la longitud de la base y que la altura era igual al nimero de figura, del mismo modo que en

las secuencias analizadas previamente.

El equipo A y el equipo B cometieron el error de analizar inicamente el caso inicial y
generalizar de forma incorrecta el 4rea de la subregion rectangular (Fig. 4.6). En el primer
caso particular el 4rea la calcularon como (1)(1) + Y. En los siguientes casos no identificaron
que el area del rectangulo pequefio también cambiaba y escribieron el area de la figura en la

posicion X-ésima como x>+ .

Fig. 4.6. Generalizacion erronea resultado del andlisis de un solo caso.

El equipo C enfrent6 dificultades para interpretar el aumento de y unidades. Los estudiantes
de este equipo consideraron que el incremento de Yy unidades representaba un aumento
desconocido y para dar solucidn a esta situacion asignaron un valor a la literal, en este caso

de 1 (Fig. 4.7).
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Fig. 4.7. Conceptualizacion de la variable como un valor inicialmente desconocido.
Los equipos D y E representaron las operaciones, lo que facilito el proceso de generalizacion
a partir del andlisis de los patrones presentes en la secuencia de figuras y en la representacion
de la operacion para obtener el area. Al igual que el equipo C, el quipo D represent6 el area
de la figura inicamente como base por altura. Es decir, inicamente expresaron el area con la
expresion (X)(x+y). Analizar la propiedad distributiva implica que los estudiantes puedan
obtener o calcular el area de la misma figura de dos maneras diferentes para después

identificar que ambas expresiones son equivalentes.

Dentro de la tarea propuesta se incluyod una pregunta para identificar qué significado tiene
para ellos una literal, encontrando que una literal representa o una variable o una incégnita.
Con la pregunta también se pretendia lograr que los estudiantes relacionaran la secuencia de
figuras y las diferentes formas de representar el area, inicialmente como producto y
posteriormente como la expansion del producto. Sin embargo, la mayoria de los equipos

respondi6 los cuestionamientos solo por contestar

Antes de concluir la tarea uno, el instructor realizé una retroalimentacion. Se indicd a cada
equipo en qué situaciones habian cometido un error. En el caso de aquellos equipos con
problemas para obtener la expresion general, se propusieron casos particulares mas sencillos,
a fin de apoyarlos a conceptualizar a las literales como variables. Pero, para fines de la
investigacion, se solicité a los estudiantes que no modificaran ni borraran los resultados
registrados en las hojas de trabajo a fin de identificar las dificultades a las que se enfrentaron

y que surgieron durante el desarrollo de la actividad.
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Tarea 2: Secuencia inicial de cuadrados con incrementos iguales en la base y en la altura

Se propuso una figura cuadrada con longitud de dos unidades de alto y dos de base,
incrementada una unidad en ambos lados, lo que dio lugar a cuatro regiones, dos de las cuales
eran cuadradas y dos rectangulares (Fig. 4.8), y se solicit6 al estudiante que construyera otras
figuras de la secuencia. En esta ocasion no se propusieron medidas secuenciales, sino
longitudes pares y se esperaba que el estudiante comprendiera que sin importar las medidas,
el proceso para generalizar era igual al de la actividad anterior y que el andlisis de casos

particulares era el medio para conducirlos al caso general.

Fig.4.8. Regiones en las que se dividia un cuadrado con aumentos en la base y la altura.

Se esperaba que los estudiantes identificaran que el area total se podia obtener sumando las
areas de las cuatro regiones. Para centrar su atencion en las areas de las regiones, se cuestiond
a los equipos con respecto a la estrategia que utilizarian para calcular el area de cada una de

ellas.

El equipo A se centrd tnicamente en la primera figura de la secuencia. El equipo, observo
que las medidas de la primera figura eran de (2+1) y obtuvo el area total mediante la suma
de las areas de las sub-figuras como (2)(2) + (2)(2)(1) + (1)(1). Enseguida, simplificaron la
representacion como 22+2%+12. Relacionaron al primer término 2° =4 con el 4rea de la region
1 y a los términos 22 + 12=5 con las 4reas de las regiones 2, 3 y 4. Conjeturando que el
numero dos correspondia a las medidas de la region 1 y la unidad al aumento. El equipo se

centrd en este caso particular y extendid esta idea a los siguientes casos. Posteriormente, al
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no tener elementos para establecer la expresion general para el caso propuesto el equipo

representé el drea unicamente como (X+1)?, pero no lograron la expansion de la expresion

(Fig. 4.9).

Fig. 4.9. Extension de una conjetura con base en un solo caso particular.

Los equipos B, C y E, relacionaron la secuencia de figuras actual con las anteriores, lo que
permitio a los equipos B y C centrar su atencion en el area de las regiones que se generaban
con el incremento a la base y a la altura. Para obtener el area de las regiones rectangulares,
duplicaron el area de uno de los rectangulos, posteriormente sumaron una unidad para
obtener el area de las sub-regiones 2, 3 y 4. El equipo B represento el area de estas regiones
mediante la operacion 2(2*1) + 1 = 5, mientras que el equipo C con (2*1)>+ (1)(1) = 5. El
resultado de ambas operaciones coincide, pero el equipo C, representd de manera erronea la
operacion. Ninguno de estos equipos representd las operaciones, centraron su atencion
unicamente en el caso inicial. Para el caso general de la secuencia, el equipo C obtuvo la
expresion (X)(X)+(x*1)*>+1, mientras que el equipo B no consiguio identificar ninguna

relacion (Fig. 4.10).

Fig. 4.10. Expresion que representa el drea de un cuadrado de medidas (x+1) obtenida por
el equipo B.

El equipo D, para obtener el area total de las figuras, realizé un incremento constante al area

de la primera region de cada figura para obtener el 4rea total. Centr6 su atencion Unicamente
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en la primera figura de la secuencia. Por otro lado, los equipos A y D unicamente
representaron la multiplicacion de la base y altura de las figuras. El equipo E logro relacionar
la tarea con las anteriores e identific la importancia de representar las operaciones. Esto
facilité la observacion de relaciones y la generalizacion de patrones (Fig. 4.11). Los
estudiantes expandieron de forma correcta la expresion (X+1)(x+1) = x>+ (X)(1) + (x)(1) +
12 = x>+ 2(x)(1) + 12 . Sin embargo, esta expresion no tiene relaciéon con la secuencia de
figuras, porque a diferencia de los casos anteriores, el numero de la figura no coincide con la

base y altura. No obstante, al hacer la observacion al equipo, lograron corregir la expresion.

Fig. 4.11. Expansion de la operacion que representa el area de las figuras en la secuencia.

A continuacion, se solicito a los estudiantes agregar incrementos iguales a la base y laaltura
de manera simultanea y obtener las expresiones que representan el area. El equipo E se apoyo
de la construccion de figuras y la representacion de operaciones para llegar a la
generalizacion. El equipo B unicamente obtuvo representacion del area expresada como el
producto de la base por la altura. Los equipos D y A solo llegaron a identificar que el area se
podia representar como (longitud inicial + aumento)?, pero no expandir la expresion,
mientras que el equipo C no pudo generalizar. Uno de los factores que influyd para que
algunos equipos no consiguieran obtener las expresiones que representan el area fue que no
realizaron las figuras correspondientes, lo que no permiti6 que identificaran las relaciones
entre las longitudes y las areas. Para concluir con la fase se solicito a los estudiantes obtener
las expresiones que representan el area de un cuadrado de lado (X + y). La mayoria de los
equipos solo represent6 el area de una forma, es decir, (X + Y)%. El equipo E fue el tnico que
logro obtener la igualdad (x+y)(x+y) = (x+y)* = (X)(X) + (X)(¥) + (X)(Y) + (Y)(y) = X*+ 2xy +
Y.
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Para la fase siguiente se les propusieron expresiones del tipo (2)(2+3), (2+3)(2+3),
(x+3)(x+3), indicando a los estudiantes que los factores representaban las longitudes de
figuras rectangulares. Con esta consideracion, debian obtener una expresion que represente
entonces, el area de la figura. Para obtener la expresion de los casos particulares propuestos,
los equipos B, C y D, realizaron la operacion de base por altura, mientras que, para el caso
general, aunque construyeron la figura, no lograron identificar las relaciones y obtener el area
por partes. Los estudiantes representaron las figuras, pero uUnicamente obtuvieron los
resultados numéricos de las areas, sin establecer la equivalencia entre los productos y su
expansion. Esto pudo deberse a la falta de precision en las indicaciones de la tarea dado que
se solicité que obtuvieran el drea y no que expresaran el drea de una manera equivalente (Fig.

4.12).

Fig. 4.12. Representacion de los casos propuestos por el equipo D.

Para poder obtener las areas de las figuras, los equipos A y E se centraron en las operaciones
y no en su representacion, esto pudo deberse también a la forma en la que se planted la
pregunta. Sin embargo, se pudo observar que para el caso general lograron hacer la
expansion. Los estudiantes del equipo E lograron identificar la equivalencia de las
expresiones, la evidencia es que ellos comentaron que, si asignaban un valor cualquiera a la
literal, los resultados numéricos debian ser los mismos y para tener certeza de su afirmacion
asignaron a x el valor de dos en las expresiones (X+3)%, x*+3x+3x+ (3)(3) y x*+6x+32 (Fig.
4.13).
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Fig. 4.13. Identificacion de equivalencia entre expresiones generales

Por ultimo, para identificar la permanencia de las conexiones entre las representaciones
geométricas y las expresiones algebraicas, se propusieron los siguientes productos: (x)(x+3),
(x+2)(x+2) y (x+6)(x+6) y se solicitd a los estudiantes que obtuvieran expresiones
equivalentes. Aquellos estudiantes que, de manera consistente, no atendian las sugerencias
proporcionadas por el instructor no pudieron resolver la tarea. El equipo E fue el inico equipo
que por si mismo se dio cuenta de que el andlisis de los casos particulares, en cada una de las
tareas, los conducia a obtener la equivalencia de las expresiones algebraicas. Por ejemplo,
comentaron que “al representar las operaciones era mas facil identificar la variable”. Para
responder a esta situacion, tanto el equipo A como el equipo E, utilizaron la construccion de
una figura geométrica por caso. Consideraron que cada factor en los productos representaba,
ya sea la base o la altura de la figura, dando de esta manera, sentido a los simbolos. Para dar

solucion obtuvieron el area por regiones, al igual que en la situacion anterior (Fig. 4.14).

Fig. 4.14. Expansion de productos utilizando los modelos de érea.

El equipo B realizé una operacion algebraica para llegar al resultado, pero sin relacionarlo
con la construccion de modelos geométricos. El equipo D, sélo consiguié identificar que

(X+2)(x+2) = (x+2)>. Mientras que el equipo C no concluyé con la actividad.
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CAPITULO 5. DISCUSION Y CONCLUSIONES
5.1 Introduccién

En este capitulo se contrastan los resultados de este trabajo, con los que se han obtenido en
investigaciones previas, con respecto a la propiedad distributiva. Posteriormente, se realiza
una reflexion en donde se describen los alcances de la investigacion con la finalidad de
orientar futuros trabajos en lineas similares. Finalmente, se identifica como la realizacion de
este trabajo contribuyd a reflexionar sobre el actuar del docente. Es importante sefialar que
las tareas presentadas en este trabajo se centran en que los estudiantes desarrollen actividades
transformacionales ya que permite a los estudiantes crear e identificar relaciones entre las

expresiones algebraicas y las areas.

5.2 Respuesta a la pregunta de investigacion

Se obtuvo evidencia de que las tareas permitieron, en algunos casos, favorecer el
entendimiento de la propiedad distributiva y ademas dar sentido a los simbolos. Los casos
favorables se obtuvieron con los equipos en donde los estudiantes no sélo se enfocaron en
obtener un resultado y responder la hoja de trabajo. La identificacién de patrones, el dar
sentido a los simbolos y la construccion de relaciones entre diversas ideas matematicas,
fueron elementos que favorecieron el proceso de transicion de aritmética al algebra y

desarrollo de aprendizaje con entendimiento.

Con respecto a los simbolos, se observd que éstos fueron relacionados con elementos del
contexto, en este caso, con las longitudes y areas de figuras geométricas. Comunmente en los
salones de clase, el algebra se reduce a la manipulacion de simbolos, que, en muchos casos,
no representan algo para el estudiante (Kaput, 1999; Ding y Li, 2014). Sin embargo, con la
implementacion de las tareas, se apoyo a que los estudiantes relacionaran ideas aritméticas,
algebraicas y geométricas. De esta manera, se ofrecid al estudiante una estrategia para el

desarrollo de aprendizaje con entendimiento.

Inicialmente la mayoria de los estudiantes mostr6 dificultades para generalizar, ya que esta
actividad requiere centrar el razonamiento y la atencion de los estudiantes, en los patrones y

las regularidades presentes en las estructuras de las expresiones, mas que s6lo en el calculo
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de resultados. Los estudiantes que se enfocaron solo en obtener del area, tuvieron
complicaciones para identificar lo variante e invariante y determinar la expresion general. En
algunos equipos se observo que, a pesar de que expresaban ideas mediante simbolos, siempre
regresaban a considerar casos particulares. El uso que hicieron de las literales no
necesariamente involucrd procesos de generalizacion. Esta dificultad se origind debido a la
tendencia que tienen los estudiantes por calcular y obtener resultados en vez de representar

las operaciones y reflexionar sobre estas (Fig. 5.1).

Fig. 5.1. Obtencion de la expresion general por operacion algebraica y no por
generalizacion ni identificacion de relaciones.

Por otro lado, aquellos estudiantes que representaron las operaciones, pudieron observar las
regularidades en las estructuras y utilizar variables para representarlas y generalizar.
Compartimos los resultados de Malara y Navarra (2009) con respecto a que, el punto clave
para favorecer el entendimiento de la propiedad distributiva, es enfocar la atencion de los

estudiantes en los patrones presentes en la estructura de diversas expresiones.

La generalizacion de patrones, presentes en las estructuras de las expresiones que representan
el area de las secuencias de figuras, puede favorecer el entendimiento de la propiedad
distributiva. Sin embargo, es necesario que el instructor centre la atencion de los estudiantes
en la representacion de las operaciones y no en la obtencion de resultados. Por otro lado para
favorecer el proceso de generalizacion, es necesario que los simbolos sean conceptualizados
como variables. Sin embargo, segin el analisis que se realizd, algunos de los estudiantes las

conceptualizan como nimeros desconocidos, mientras que otros lo hacen como letras
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evaluadas (Enfedaque, 1990), es decir, simbolos a los que se les asigna un valor desde el

principio (Fig. 5.2).

Fig. 5.2. Concepcion de la literal como letra evaluada.

Al trabajar con secuencias, algunos estudiantes estan acostumbrados a utilizar estrategias de
proporcionalidad y tienden a pensar que las primeras diferencias de la sucesion siempre son
constantes. Los estudiantes establecian una conjetura a partir de considerar unicamente el
primer caso particular y realizaban la transferencia hacia los demads casos, sin verificarla. Al
final esta situacion dificulté el proceso de generalizacién y entendimiento de la propiedad

distributiva (Fig. 5.2).

Fig. 5.3. Extension de una conjetura a partir del analisis de un solo caso particular.

También, se logré identificar algunos factores o elementos que es necesario considerar al
disefiar e implementar tareas, para favorecer el entendimiento de la propiedad distributiva:
(a) la concepcion de algebra que poseen los docentes, (b) el significado que dan los
estudiantes a los simbolos alfanuméricos, (c) la escasa relacion que se le da con otros temas
o conceptos, (d) las estrategias y materiales de apoyo que utilizan los docentes para su
ensefianza, (e) la habilidad que poseen los estudiantes para identificar las caracteristicas
estructurales de la propiedad, y (f) la inexistente relacion entre las operacion de suma y

producto.
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5.3 Trabajos a futuro

Actualmente, la mayoria de los estudiantes considera que la escuela y especificamente el
aprendizaje de matematicas, no tienen valor ni importancia para su desarrollo personal, dado
que en muchos casos es considerado como innecesario y en algunos contextos, es una
obligacion impuesta por la familia. Consideramos que por esta razon, la implementacion de
las tareas no fue sencilla, principalmente porque diversos estudiantes no mostraron interés
por realizarlas. Otros trabajos podrian enfocarse a identificar qué caracteristicas deben tener

las tareas para favorecer y motivar el interés del estudiante por el aprendizaje de matematicas.

Durante el desarrollo de las tareas, en algunas ocasiones, el instructor no solicitd a los
estudiantes argumentar sus respuestas. Esta etapa en el proceso de instruccion, es de
fundamental importancia para conocer las formas de pensar de los estudiantes y asi poderlos
ayudar a avanzar para lograr el entendimiento. Se sugiere que, durante el desarrollo de las
tareas de instruccion, el docente solicite regularmente que el estudiante argumente sus
resultados. Estos argumentos nos pueden proporcionar informacion para identificar si ha
desarrollado entendimiento. Por otro lado, las tareas se implementaron con estudiantes que
ya tenian algunos conocimientos de algebra, por lo que adicionalmente, se propone realizar

investigaciones similares, pero con estudiantes sin conocimientos de algebra.

Como parte del proceso de dar sentido a los simbolos, es importante considerar las diferentes
interpretaciones que los estudiantes le dan a la literal (como objeto, como letra evaluada,
incdgnita, variable). Para nuestro caso, las interpretaciones que el estudiante asign6é a las
literales, causaron dificultades para generalizar las regularidades presentes en las
expresiones. Se propone considerar la implementacion de tareas previas que favorezcan el
desarrollo de un significado o sentido para la simbologia y, en el caso de aquellas tareas que
involucren generalizacion, conducir a los estudiantes a conceptualizar a los simbolos como
variables. Ademas, con base en los resultados se propone que la atencion de los estudiantes

sea enfocada en la representacion de las operaciones y no solo en los resultados.

Por cuestiones de tiempo, las tareas unicamente incluyeron secuencias en donde se realizaron

incrementos en la base y en la altura de forma independiente y, posteriormente, incrementos
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simultaneos e iguales, pero hizo falta analizar el caso donde los incrementos en la base y la
altura eran desiguales. Otro elemento que es importante considerar en toda tarea, es el
planteamiento de cuestionamientos. Estos se deben presentar de manera clara, sin
ambigiiedades, ya que pueden apoyar al instructor a centrar la atencion del estudiante en
elementos clave para el desarrollo de entendimiento o en caso contrario, desviar la atencion
del estudiante. Por ejemplo, en este trabajo se solicitd a los estudiantes que calcularan el area
(Fig. 4.12) pero en realidad se buscaba que los estudiantes la expresaran de dos maneras

diferentes.

5.4 Reflexiones finales

Como docentes, necesitamos reflexionar constantemente sobre los resultados de las tareas
que utilizamos, como recurso para el desarrollo de aprendizaje. Debemos arriesgarnos a
explorar, utilizar o disefiar tareas de instruccion que permitan al estudiante desarrollar
entendimiento y no limitarnos a continuar implementando actividades que solo promueven
la memorizacion y aplicacion de algoritmos o recetas. Generalmente, el docente sigue de
manera lineal el programa de estudio implementando tareas que, en la mayoria de los casos,
no permiten a los estudiantes relacionar o conectar ideas o conceptos. Consideramos que es
importante darle mayor prioridad al desarrollo de entendimiento porque de esta manera,
incluso, ofrecemos a los estudiantes la oportunidad de dar sentido al estudio de las

matematicas (Vinner, 2013).

Antes de implementar o disefiar una tarea, es necesario considerar que €sta debe representar
un reto cognitivo para los estudiantes, poner en juego sus habilidades y conocimientos, y
permitir que se involucren de manera activa en la construccion de su propio aprendizaje. Las
tareas propuestas en los libros de texto, centran la atencion de los estudiantes inicamente en
los procesos y resultados, no representan un reto cognitivo y muchas veces, carecen de
sentido para ellos. Son las tareas las que determinan las caracteristicas del conocimiento que
los estudiantes construyen, el cual puede ser un atomizado o altamente estructurado (con
entendimiento). Razon por la cual, los docentes deberiamos reflexionar més sobre las tareas

que seleccionamos, disefiamos o utilizamos para trabajar con los estudiantes.
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El disefio de tareas es una actividad compleja que los profesores debemos desarrollar y
mejorar constantemente. Al disefiarlas, es indispensable considerar el contexto sobre el cual
se van a desarrollar ya que éste, influye en la construccion de significados y relaciones. Una
tarea nunca esta finalizada. Después de su implementacion, es posible identificar formas de
mejorarla, en funcion de los resultados obtenidos. Ademds, siempre requerira de
adaptaciones dependiendo de las caracteristicas de los estudiantes con los cuales se busca
implementar. Por ejemplo, al disefiar la tarea para nuestra investigacion, se propuso una serie
de tablas para que los estudiantes registraran los datos pero en algunos casos, €stas contenian
columnas ambiguas que generaron que los estudiantes tuvieran conflictos para identificar y

representar cierta informacion. En una nueva tarea, esta ambigiiedad deberia eliminarse.

Durante el desarrollo de las tareas, identificar qué y como estan pensando los estudiantes, es
un punto clave para orientarlos y ofrecer sugerencias, que les permitan avanzar en el proceso
de solucion de problemas o librar ciertos obstaculos. De igual forma, durante la instruccion
de matematicas, algunos docentes olvidan que el aprendizaje se debe dar de manera
progresiva y prestan poca atencion a la terminologia y al lenguaje que utilizan con los
estudiantes. En muchos casos, comienzan implementando tareas sin conocer qué
conocimientos o habilidades poseen o han desarrollado los estudiantes. Esta situacion ofrece
pocas oportunidades al estudiante para explorar ideas, generar hipotesis, comunicar, validar

y estructurar nuevas ideas.

Actualmente es necesario incluso, prestar atencion a las expresiones corporales de los
estudiantes, para determinar si conocen cierta idea o tienen conocimiento previo. Asimismo,
debemos tener en mente que los estudiantes no poseen los mismos conocimientos que los
instructores, por lo que es necesario entonces, brindarles apoyo de acuerdo a sus

requerimientos individuales, en la medida de lo posible.
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APENDICE A. Hojas de trabajo
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i) ¢Qué relacion existe entre las areas y las expresiones?

Fase 2: A partir de las siguientes expresiones, construye la figura correspondiente considerando lo realizado en
las actividades anteriores y obtén el drea.

1) 2)2+3)

2) (5)(5+38)

3) (6)(6+4)

4) (2+3)2+3)
5) 3+5@3+5)
6) (x+3)(x+3)

a) Sino tuvieras que construir las figuras, ;qué estrategia seguirias para determinar el area?, describela.

Fase 3:
a) Pon aprueba tu estrategia y obtén el area de las siguientes figuras:
- (OEH3)
- (x2)(x+2)
- (x1H6)(x+6)
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APENDICE B. Transcripcion de audio recuperado, del trabajo del equipo E.

Estudiante 1: Actividad 1, fase 1. Analiza las siguientes secuencias de cuadrados y
completa la tabla.

Estudiante 2: Eso es de primaria.

Estudiante 1: Nota: Recuerda que los exponentes se utilizan para indicar cuantas veces se
multiplica por si mismo un niimero.

Estudiante 3: A ver... tenemos el primero de base, de lado uno y de base uno, obvio es un
cuadrado.

Estudiante 2: Esta muy facil, si acaso va a ser dos por dos, dos al cuadrado.
Estudiante 3: Si, ponle dos, dos, dos.

Estudiante 2: Puros dos, yo aca le pongo eh. Osea llénalo de tres
Estudiante 1y 3: Dos, tres, cuatro.

Estudiante 1: Dos por dos, dos cuadrado. Tres por tres, tres cuadrado.
Estudiante 3: Tres cuadrado, aja.

Estudiante 1: Cuatro por cuatro...

Estudiante 2: Yo ya la completé...

Estudiante 1: Cuatro cuadrado.

Estudiante 3: Si gracias.

Estudiante 1: Si se continua con la construccion de figuras, cual seria las expresiones y el
area de la figura siete.

Estudiante 2 y 3: Diez...

Estudiante 1: No, aqui estamos mal no..., si es cuadrado, pero multiplicar dos...
Estudiante 2: Si es un cuadrado...

Estudiante 3: Esta bien...

Estudiante 1: Oh, asi esta bien, por eso digo, algebraicamente...
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Estudiante 3: ;Cuales serian las dimensiones y el area de la figura diez?, altura diez...
Estudiante 2: Base, diez.

Estudiante 3: Altura, diez.

Estudiante 2 y 3: Base diez por diez,

Estudiante 1: Van a poner cien o diez cuadrado.

Estudiante 3: Diez cuadrado, representada como exponente.

Estudiante 3: ;cuales serian las dimensiones de la figura 40 y de la figura 100?
Estudiante 1: 40, 40, 40 por 40 y 40 cuadrado.

Estudiante 3: No si, en serio, esta muy facil esto.

Estudiante 2: Es de primaria.

Estudiante 1: Cuarenta cuadrado. Esta muy facil. Cien, cien, cien por cien al cien
cuadrado. Esta regalado.

Estudiante 1: Dice, ;Cual seria la expresion algebraica que me permite calcular el area de
cualquier figura? Representa esta situacion.

Estudiante 3: Lado por lado, no... Figura seria...

Estudiante 1: ;Cual seria la expresion algebraica que me permita calcular el area? Lado
por lado

Estudiante 3: La figura seria no, seria X, Yy altura y, base X.

Estudiante 2: Pero de cualquier figura.

Estudiante 3: Por eso ...

Estudiante 1: Nada més seria solamente una, un lado, ésea marcarlo como X.

Estudiante 3: O si, un lado nada mas de hecho. X, X cuadrada.

Estudiante 1: X cuadrada, exacto.

Estudiante 3: Seria aqui figura x cuadrada, altura x, ah, pero espera... de cualquier figura.

Estudiante 2: Seria preguntar de que... si solo es con estas, con cuadrados o figuras asi
todas las en general.
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Estudiante 1: Con un rectangulo seria, base por altura.

Estudiante 3: Entonces lo dejamos con X, y...

Estudiante 1: Es que quien sabe, a ver es que aqui no te dice si es un cuadrado verdad.
Estudiante 3: Pausale, no...

Estudiante 2: Profe, puede venir.

Estudiante 3: Profe, una pregunta, en este, en este que dice.

Estudiante 2: ;Solo hace referencia a los cuadrados, o a cualquier figura?

Profesor: Por ejemplo, si ustedes analizan esta sucesion de figuras y la siguen construyendo,
lo que les quiere dar a entender aqui es, que si se continua con la sucesion de figuras, va a
llegar un momento en el ustedes que van a poder seguir construyendo mas y les dice aqui,
(cual seria la expresion algebraica que me permite calcular el area de cualquier figura? Pero
cualquier figura, de las que estan en esta sucesion. Entonces...

Estudiante 3: Entonces seria X cuadrada, no.

Profesor: ;Por qué? Porque...

Estudiante 1: Entonces estaba bien.

Profesor: ;conoces o sabes cudl va a ser la medida que va a tener?
Estudiante 3: Eh, no. Puede ser desconocida, es variable.
Estudiante 1: Aja, es una variable.

Profesor: Entonces, para representarla, ;qué utilizas?
Estudiante 3: Una literal.

Profesor: Exactamente. Y asi...

Estudiante 1y 3: Ya estabamos bien.

Estudiante 3: Entonces es X, X, X por X, X cuadrada. Ok.

Estudiante 3: Fase 2: Si a la secuencia de figuras anterior se le aumenta un centimetro a la
base, se puede obtener la siguiente secuencia de figuras. En base a ellas completa la tabla. Se
recomienda llenar la tabla sin hacer célculos, inicamente representando la operacion.
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Estudiante 3: A ver, figura uno, altura uno, base original uno mas el aumento de uno. Altura
después, de la figura dos es, altura de dos, la base original es de dos mas uno.

Estudiante 1: Ah si, es cierto, es cierto.

Estudiante 3: Después altura tres, original tres mas uno.

Estudiante 1: Cuatro, cuatro mas uno.

Estudiante 3: ;qué dice?, area.

Estudiante 1: Aqui nada mas tenemos que, ¢ste, multiplicar esto por esto sumado.
Estudiante 2: Debe de llenar igual esta, no.

Estudiante 3: Si, si, si. Altura por base...

Estudiante 2: Seria, uno mas, uno entre paréntesis y uno mas uno en otro paréntesis.
Estudiante 1: Si, es multiplicacion. Seria uno por dos. Porque se estan sumando estos dos.

Estudiante 3: Bueno si, los podriamos sumar o podriamos representarlos tal y como estan.
A ver, preguntale al profesor como quiere que lo hagamos.

Estudiante 2: Tal y como esta, no.
Estudiante 3: Es que también puede ser asi. Puede simplificarse.
Estudiante 1, 2 y 3: Profe...

Estudiante 1: Aqui en esta parte esta pidiendo que, si no nos va a multiplicar, pero aqui dice
base mas al aumento, entonces quiere decir que asi lo vamos a pasar normal, asi como uno
por uno mas uno o uno por dos completo.

Profesor: ;qué les conviene mas? por ejemplo, ustedes en esa parte de ahi, lo que quieren es
representar la informacion de alguna manera, aqui ya les esta sugiriendo como lo tienen que
hacer. Dice altura por la base mas el aumento.

Estudiante 1: Entonces seria sumarlos.

Estudiante 2: No, representarlo como esta. Esto es de primaria.
Estudiante 3: Uno por uno mas uno. Después es dos por dos mas uno.
Estudiante 1: Dos mas uno, dos, no, tres por tres mas uno, no.

Estudiante 3: Cuatro mas cuatro mas uno.
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Estudiante 3: Ahora, hay que sacar el area por partes. /cudl es la parte sombreada? Hay que
sacar su area primero. Seria... y ponemos el resultado o ponemos el area, ya.

Estudiante 1: Sombreada.
Estudiante 3: Pero me refiero, ponemos la operacion que vamos a usar o ponemos el area.

Estudiante 1: O quiere que pongamos de nuevo la multiplicacion de las partes. Seria uno
por uno, no. Parte sombreada.

Estudiante 3: Es que no sé si se puede. Uno por uno o ya nada mas el uno.
Estudiante 1: El uno, pero al cuadrado.

Estudiante 3: Seria dos por uno.

Estudiante 1: Dos por dos seria.

Estudiante 3: Aja dos por dos o nada mas pongo el cuatro.

Estudiante 1: No, dos cuadrado. O no lo pide, ah no. Si, dos por dos seria.
Estudiante 3: ;Como le ponemos?

Estudiante 2: Uno por uno...

Estudiante 3: Si, es uno por uno, pero me refiero a como lo ponemos.
Estudiante 1: Aqui dice area por partes mira, date cuenta.

Estudiante 3: Entonces ponemos nada mas el resultado.

Estudiante 2: Uno cuadrada, uno cuadrado.

Estudiante 3: A ver espera.

Estudiante 1: Area por partes.

Estudiante 3: Pero es area.

Estudiante 1: Area por partes

Estudiante 2: Uno al cuadrado, ;jno?

Estudiante 1: Osea, ésta pidiendo el area solamente.

Estudiante 2: Uno al cuadrado, porque aqui te pide el area sombreada y la parte que aumento.
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Estudiante 3: Pero seria uno sombreado, o uno por uno o nada mas el resultado.

Estudiante 1: Yo estoy leyendo que dice area por partes. Mira, por ejemplo, esta pidiendo
el area de la parte sombreada y el area de la parte del aumento.

Estudiante 3: Pero, ;Como lo expresamos?
Estudiante 2: Como el resultado.

Estudiante 1: Mira, uno por uno, uno cuadrado.
Estudiante 3: Entonces seria uno nada mas.
Estudiante 1: Uno cuadrado.

Estudiante 3: No seria uno, si, uno cuadrado. Si nos equivocamos, ni modo, porque es
lapicero...

Estudiante 1: Mejor esperamos al profe...

Estudiante 3: Profe, aqui en el area por partes la expresamos con un uno por uno o uno al
cuadrado o como...

Profesor: Fijense, aqui el objetivo de la actividad es que ustedes vayan viendo como se van
a ir modificando, en ese caso la serie de figuras y de qué manera, el anotar... Fijate, aqui vas
a ir haciendo la representacion de lo que mide la altura por lo que mide la base. Va a llegar
un momento en el que ta vas a seguir construyendo esta sucesion de figuras, en la que, si ta
haces, por ejemplo 500 figuras y luego de esas 500 figuras, ;cOmo van a quedar las medidas
y como vas a obtener el area? Entonces, aqui ya la tabla te esta sugiriendo como vayas
haciendo la anotacion, tanto de la base como de la altura, pero también tienes que ir viendo
la relacion que va existiendo entre cada una de estas columnas. Aqui por ejemplo te decia,
fijense, aqui dice area; toda esta parte de la tabla representa el area y esta dividida en tres
partes. Esta es una manera para representarla. Aqui te estan sugiriendo otra manera y aca
otra. Si ustedes analizan la figura anterior, o lo que hicieron anteriormente, fijense, figura
uno, dos, tres, cuatro, ;cOmo eran la base y la altura, con respecto al nimero de la figura?

Estudiante 3: Iguales.

Profesor: Aqui hay dos columnas que me sirvieron para representar el area. Aqui lo estas
representando coémo una qué...

Estudiante 3: Altura por base.

Profesor: Eso es un qué.
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Estudiante 3: Un area o, ;Co6mo?

Profesor: Pero, esta representacion y esta representacion, ;es la misma?
Estudiante 1y 3: Si.

Estudiante 3: Alla tenemos un aumento del otro lado.

Profesor: Exactamente, entonces tienen que ir analizando de qué manera la tabla... Dime,
por ejemplo, esto que tu tienes aqui al hacer la operacion, jqué te va a representar?

Estudiante 3: El dos por uno, ;no? El dos, seria el area total de toda la figura, incluyendo el
aumento.

Profesor: Luego aqui te dice, area por partes: area de la parte sombreada, esta parte
sombreada es la parte inicial y luego, parte del aumento...

Estudiante 1: Seria tres por uno en esta parte.
Profesor: Exactamente.
Estudiante 3: Uno por uno, dos por uno, tres por uno y cuatro por uno...

Profesor: Y luego fijense, aqui ya les dice ¢l total: el area de la parte sombreada mas, lo que
se aumento.

Estudiante 1: Tres, una mas una dos y uno por dos, serian dos.

Estudiante 3: Seria ésta ;no?, entonces es con paréntesis. Del otro lado seria igual, uno por
uno.

Estudiante 1: Si, exactamente.
Estudiante 3: Ya después, abajo es dos por dos y seria dos por uno.
Estudiante 1: Tres por tres, tres por uno.

Estudiante 2: Y qué no cuando ya das el resultado, haz de cuenta, da el resultado aqui no,
dos por dos, cuatro, y acd, ;como lo representas?

Estudiante 3: Igual.

Estudiante 1: Es que aqui nada mas te esta pidiendo es por partes. Aca si ya me esta pidiendo
el completo. Esto es lo mismo que estos dos y esto es lo mismo que estos dos. Cuatro por
cuatro, cuatro por una, este... ahora hay que hacer esta, ;no?
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Estudiante 3: Espera, /no seria uno por uno mas uno por uno y después dos por dos mas dos
por uno?

Estudiante 1: Yo creo que hay que tomar ésta, porque aqui ya te esta pidiendo todo esto
completo.

Estudiante 3: A ver... Esta es la altura uno.

Estudiante 1: Uno, es ésta. Ahora alla te la esta pidiendo completa, el area completa de todo
de todo, incluyendo estos dos. Entonces para sacar el area de un rectangulo, es base por altura.
Entonces seria uno por dos, porque se estan sumando estos dos, ya estos dos son uno y es lo
que sale aqui.

Estudiante 3: ;Crees?
Estudiante 1: Si. Es lo mismo que aca mira. Bueno, no, de hecho, no.
Estudiante 2: Yo digo que se quedan estas dos columnas juntas.

Estudiante 3: Yo digo lo mismo. Pero seria hacer uno por uno mas uno por uno. Dos por
dos mas dos por uno. Si, ;no?, algo asi.

Estudiante 1: ;Le preguntamos al profe? Es que yo creo que es asi, porque ya te esta
pidiendo el area total, total, total. El area total.

Estudiante 2: Pero igual, éste seria el total.
Estudiante 1: Pero aqui estas multiplicando, haz de cuenta...

Estudiante 3: No, pero esto seria una parte. Tenemos el area de la parte sombreada, el de
esto, después tenemos el 4rea de esto. Osea sumamos y obtenemos el 4rea total.

Estudiante 1: Pero aca estas multiplicando y aca se suma primero.
Estudiante 3: Pero es que acd nada mas se tiene el de los dos lados.
Estudiante 1: ;Qué no es lo mismo?

Estudiante 3: No, no sale lo mismo.

Estudiante 2: Una cosa es area y otra cosa es...

Estudiante 1: A si, si. Aqui va a salir uno por uno va a ser uno cuadrado.

Estudiante 3: Ahi si sale, pero ahi en el dos ya no sale. Es cuatro...
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Estudiante 1: De todos modos, no sale aca tampoco porque uno mas dos..., uno mas uno,
dos y dos por una dos.

Estudiante 3: Oh, ;si? A ver espérame. Tenemos uno por uno, uno. Uno por uno, uno. Son
dos y son dos, si sale. Porque aqui haz de cuenta que esto se va a sumar. A ver, acé es..., aqui
tenemos tres por dos, seis. Cuatro por dos, nos da ocho y aqui es a donde ya no coincide.No
pero si es esta de aca. Esta es el area.

Estudiante 2: Pues ya hay que sacarla.

Estudiante 3: Entonces, ;qué seria?

Estudiante 2: Uno por uno mas uno por uno.

Estudiante 1: O seria que le hiciéramos, asi como yo digo.

Estudiante 3: A ver, yo digo que asi. Entonces seria uno por uno mas uno por uno y luego
dos por dos...

Estudiante 1: Me quede con la duda. Le voy a preguntar al profe.

Estudiante 3: Ya asi. Mas dos por uno, ;jno? Después es tres por pres mas tres por uno.
Cuatro por cuatro mas cuatro por uno.

Estudiante 1: Ahora hay que sumarlos, ;no?
Estudiante 3: Pero no dice sumarlos.
Estudiante 2: Solo hay que representarlas, japoco en la otra daba ese resultado?

Estudiante 1: Profe, yo queria preguntarle qué si por ejemplo, aca tenemos que sacar el area
total de todo, ;verdad?

Estudiante 2: ;Solo es la representacion?
Profesor: ;Por qué me sirve la representacion?
Estudiante 3: Para saber como va el aumento y qué relacion tienen.

Profesor: Exactamente. Si ustedes lo hubiesen representado de otra manera ustedes, ¢creen
que habrian podido identificar qué es lo que va cambiando en cada uno de esos casos?

Estudiante 2 y 3: No.
Profesor: Entonces, fijense: ;coOmo son esta columna, esta columna y esta columna?

Estudiante 2: Diferentes.
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Estudiante 3: Basicamente lo mismo, pero diferentes.

Estudiante 2: Diferentes procesos.

Estudiante 3: Operaciones....

Profesor: Basicamente es lo mismo, /por qué?, ;qué estan calculando?
Estudiante 2 y 3: El area.

Profesor: Entonces ahora, esto me representa el area. Esto también me representa ;qué?
Estudiante 1: El area, pero de distintas...

Estudiante 3: Pero por separado.

Estudiante 1: Varia...

Profesor: Esta es una manera de representarlo. Esta y esta columna, jcémo son?
Estudiante 2: Son lo mismo, son iguales.

Profesor: Son iguales, nada mas que esta cambiando la forma en la que se esta representando,
,queé?

Estudiante 2: El area.

Estudiante 3: Pero, ;ya estamos bien?

Estudiante 1: ;si estamos bien?

Profesor: Si, si esta bien. Fijense, aqui ya les esta pidiendo...

Estudiante 1: Esta con ésta son iguales y estas dos con ésta es igual.

Estudiante 2: Todas son iguales.

Profesor: Todas son iguales, nada mas que esta cambiando la manera en la que...
Estudiante 3: Se estan representando.

Profesor. Exactamente, la manera en la que se estan representando. Pero ahora, ;qué
operacion tienen aqui?

Estudiante 2: Multiplicacion.

Profesor: Ok muy bien, una multiplicacion. Pero, ;qué estan multiplicando?
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Estudiante 3: La altura por la base mas el aumento que tiene.
Estudiante 2: Osea, la base por la altura.

Profesor: Ahora, esto completo, ésta otra columna que dice area por partes, ;como la
obtuvieron?

Estudiante 2: Primero sacando el area de la parte sombreada y luego la parte del aumento.
Profesor: Exactamente, /y el area total?
Estudiante 3: Pues es la suma de las dos.

Profesor: Exactamente, entonces, ahora vean: esto que tienen aqui de la parte sombreada:
(como es, con relacion a la figura imicial?

Estudiante 3: Es la misma.

Profesor: ;De qué otra manera lo pueden representar aqui?
Estudiante 3: Con cuadrados.

Profesor: ;Por qué con cuadrados?

Estudiante 3: Porque son los mismos nimeros y se estan multiplicando. Se esta
multiplicando el mismo niimero por si mismo.

Profesor: Exactamente, ;Cuantas veces?

Estudiante 3: Dos

Profesor: ;Qué potencia se utiliza para representar esta situacion?
Estudiante 2 y 3: Cuadrado.

Estudiante 2: Ponlo asi. Ya asi esta bien.

Estudiante 3: Es lo mismo, pero no sé si estamos bien.
Estudiante 2: Altura de la diez, base diez.

Estudiante 3: ;Cuales son las dimensiones y el area de la figura 10? Altura diez, original 10,
aumento mas uno. Altura seria diez por diez mas uno. Lo podriamos poner también como
diez cuadrado, ;Si le ponemos diez cuadrado mas diez por uno? No sé¢ qué digan. Ponle diez
cuadrado mas diez por uno.
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Estudiante 3: ;cuales son las dimensiones de la figura 45 y la figura 150? Altura 45, la base
original 45 mas uno. 150 més uno, 150 y 150 mas uno. Altura...

Estudiante 1: Serian 45 por 45 mas uno. Y abajo 150 por 150 mas uno. 45 por 45 mas 45
por uno. 150 por 150 mas 150 por uno.

Estudiante 3: 45 cuadrado mas 45 por uno. Abajo seria 150 cuadrado mas 150 por uno.

Estudiante 3: ;Cual seria la expresion algebraica que me permite calcular el area de
cualquier figura en esta secuencia? Seria X por X mas uno.

Estudiante 1: Seria la que tenemos aca ;No? X, paréntesis, X mas uno.

Estudiante 3: ;Qué relacion existe entre las series que obtuviste en la fase uno y la fase dos?
La parte sombreada de la parte uno y la parte dos son lo mismo. Solamente se le agrega, ah...
un momento...

Estudiante 1: Ponle que en la fase uno y la fase dos las partes sombreadas son iguales, pero
en la fase dos se le agrega un espacio de una unidad de ancho.

Estudiante 3: Las partes sombreadas en ambas fases son iguales, pero en la fase dos se le
aumenta una unidad al tamafio de la base.

Profesor: ;Ya leyeron lo que dice aqui?
Estudiante 3: Si.

Profesor: Hace un rato me preguntaban que por qué y aqui esta la parte donde dice que se
recomienda llenar la tabla sin hacer los calculos, inicamente representando las operaciones.

Profesor: Yo les preguntaba hace un momento, esta parte de aqui, la primera columna, esta
parte de aqui y ésta, ustedes me dijeron: representa lo mismo nada mas que esta anotado de
diferente manera. Ahora, yo les preguntaba también, ésta, ésta y ésta son diferentes maneras
de hacer las ;qué?

Estudiante 3: Las operaciones.
Estudiante 2: La misma férmula, ;jno?
Estudiante 1: Toda son iguales.

Profesor: Todas son iguales, exactamente. Solo que va cambiando, en este caso, la manera
en la que se esta representando la informacion.

Estudiante 2: Pero representan la misma féormula, jno?
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Profesor: ;Por qué creen que sea importante considerar las diferentes maneras de representar
el area?

Estudiante 3: Porque, por ejemplo, en algin caso nos puede hacer falta, falta pues sobrar
algun dato. Porque, por ejemplo, como aca abajo dice la pregunta: ;cudl seria la expresion
algebraica que me permite calcular el area en esta secuencia? y nosotros pusimos, X por X
mas uno y por ahi me comentaban que es lo mismo que en el anterior de X cuadrada, pero no
puede ser lo mismo porque tenemos el aumento de uno y hay que representarlo en dicha
ecuacion.

Profesor: Ok y aqui ti ya me lo representaste como si estuvieras multiplicando la altura por
la base mas el aumento, pero ahora, también se puede representar, ;de qué otra manera?

Estudiante 3: Sumando esto. Poniendo X cuadrada mas X por uno. O también X por X mas X
por uno.

Estudiante 2: Pero en la fase dos se le agrega un aumento a la base de un centimetro en todos
los casos.

Estudiante 3: Una unidad en la base de todas las figuras.

Estudiante 3: La secuencia de figuras inicial, es nuevamente modificada para aumentar tres
centimetros a la base, como se muestra a continuacion...

Estudiante 3: Es lo mismo, pero ahora con tres centimetros.

Estudiante 1: A bueno, pues aqui ponle. Dos, dos, tres, tres, X, X.

Estudiante 1: Aqui seria uno por uno mas tres, luego dos por dos mas tres, X por X mas tres.
Estudiante 3: ;Como quieren ponerle?

Estudiante 2: Como lo hicimos en la pasada.

Estudiante 1: uno por uno, uno por tres, dos por dos, dos por tres, tres por tres, tres por tres
X por X, X por tres.

Estudiante 3: La parte sombreada seria esto.
Estudiante 3: Area total. Seria uno cuadrado mas uno por tres.
Estudiante 1: Dos cuadrado mas dos por tres, tres cuadrado mas tres cuadrado.

Estudiante 3: Yo digo que tres por tres.
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Estudiante 3: Si a cada figura de la secuencia inicial le aumento seis centimetros a la base
original...

Estudiante 2: Es lo mismo, pero ahora con seis.

Estudiante 3: Sale, vamos por la Giltima. Sia cada figura de la secuencia inicial se le aumenta
una cantidad y de centimetros a la base. Osea que esto ya es variable.

Estudiante 1: Entonces seria, dos, tres, cuatro, dos, tres, cuatro.

Estudiante 3: Uno por uno mas Y, dos por dos mas Y, tres por tres mas Yy, cuatro por cuatro
mas y.

Estudiante 1: Luego, uno cuadrado mas uno por Y, dos cuadrado mas dos pory, tres cuadrado
mas tres por Y, cuatro cuadrado mas cuatro por Y.

Estudiante 3: Luego, ;qué significa aumentar y unidades a la base? Que tiene un aumento
variable que no puede ser representado con un ntimero fijo.

Estudiante 2: Ya te toca escribir eso Vita.

Estudiante 1: ;Aunque tenga letra fea?

Estudiante 3: Ya escribele que tiene un aumento variable.
Estudiante 3: ;Qué relacion existe entre las columnas del area?
Estudiante 3: Representan el area de la figura total.

Estudiante 2: Representan la formula, ;no? Base por altura. Representan el area, pero de
diferentes maneras. Y todas son iguales.

Estudiante 3: ;Existe la misma relacion entre la informacion contenida entre las tablas
anteriores y la tabla del ejercicio anterior?

Estudiante 2: Si.

Estudiante 3: ;Le ponemos un por qué?

Estudiante 1: No, asi esta bien.
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APENCIDE C. Evidencia de trabajo de los estudiantes por equipo.

Equipo A
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Equipo B
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Equipo C
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Equipo D
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Equipo E
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