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Resumen

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio, un subcon-
tinuo es un subconjunto cerrado, conexo y no vacio de un continuo. Dado un
continuo X y un punto p de X diremos que:

e p es un punto de no corte si el complemento es conexo.

e p es un punto orilla si para cada € > 0 podemos encontrar un subcontinuo que
no contenga a p y se encuentre a distancia menor que £ de X con respecto a la
métrica de Hausdorff.

e p es un punto de no bloque si existe una sucesion creciente de subcontinuos tal
que cada elemento de la sucesion no contenga a p y la unién sea densa en X.

e p es un z-punto si para cada € > 0 existe una funcién continua cuya imagen no
contiene a p y tal que la distancia de cualquier punto a su imagen sea menor a ¢.

En topologia, en particular en la teoria de los continuos, es tutil distinguir
ciertas clases de puntos en un espacio dado. En este trabajo estudiaremos las
cuatro clases de puntos antes mencionadas. Daremos ejemplos donde aparecen
estos puntos, asi como ejemplos donde no aparecen. También presentamos al-
gunos resultados relacionados con la existencia y localizacion de estos puntos, asi
como las relaciones que existen entre ellos.

Abstract

A continuum means a compact, connected and metric space. A subcontin-
uum of a space X is a subspace of X which is itself a continuum. Let X be a
continuum an p a point of X, we say that:

e p is a non-cut point of X if X — {p} is connected.

e p is a shore point of X if for each € > 0 there is a subcontinuum C' of X such
that C' N {p} = 0 and the Hausdorff distance between C' and X is less than e.

e p is a non-block point of X if there is an increasing succession of subcontinua
contained in X — {p} whose union is dense in X.

e p is a z-point of X if for each € > 0 there is a function f of X onto X — {p}
such that for each € X the distance between x and its image f (x) is less than
€.

In topology, particularly in continuum theory, it is often required to distin-
guish specific class of points in the given space. In this work we will study the four
classes of points mentioned above. We will give examples where these points do
exist as well as examples where they don’t. Also we present some results related
to the existence and location of thes points, as well as the relations among them.
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Introduccion

La teoria de continuos es una rama de la topologia que aparecié aproximadamente
en la década comprendida entre 1910 y 1920 en la que se estudian entre otros
temas a los continuos e hiperespacios. Por un continuo entenderemos un espacio
métrico, compacto, conexo y no vacio. Un subcontinuo es un subconjunto cerra-
do, conexo y no vacio de un continuo y un hiperespacio es cualquier coleccion
de subconjuntos de un continuo que satisfacen cierta propiedad topoldgica. En
particular, nosotros trabajaremos con los hiperespacios 2% y C(X) que son el
conjunto de todos los subconjuntos no vacios y cerrados de X y el conjunto de
todos los subcontinuos de X, respectivamente.

El estudio de los continuos se ha realizado a través de varias técnicas, una de
ellas es estudiar las propiedades que tienen sus puntos, es por ello que este trabajo
se enfocard en estudiar los puntos de no corte, orilla, no bloque y z-puntos de un
continuo.

Un poco de historia acerca de la aparicion de estos puntos es la siguiente. R.L
Moore demostré que cada continuo no degenerado tiene dos o mas puntos de no
corte, [15]. Los puntos orilla fueron introducidos por L. Montejano, V. Neumann-
Lara e I. Puga como un fortalecimiento de la nociéon de un punto de no corte y
fueron utilizados en su estudio de dendritas, [14], [18]. Recientemente, R. Leonel
ha generalizado el resultado de Moore al mostrar que cada continuo no degenerado
tiene dos o mas puntos orilla, [12]. Bobok, Pyrih y Vejnar demuestran que cada
continuo no degenerado contiene al menos dos puntos de no bloque que generaliza
el resultado de R. Leonel, [4]. La nocién de un z-conjunto fue desarrollada por
D. Anderson desempenando un papel importante en el auge de la topologia de
dimensién infinita en la década de 1970, [6], [1].

Nuestro objetivo es estudiar las propiedades y relaciones que hay entre los
puntos de no corte, orilla, no bloque y z-puntos para un continuo. Ejemplificare-
mos estos puntos y caracterizaremos algunos continuos a través de estos puntos.

La estructura de nuestro trabajo es la siguiente. En el primer capitulo se
encuentran los preliminares con definiciones y algunos resultados ya conocidos,
dentro de la topologia. El segundo capitulo contiene definiciones y resultados de
teoria de continuos y sus hiperespacios con el objetivo de poder comprender el
desarrollo de este trabajo.



2 CONTENIDO

En el tercer capitulo se dan a detalle las definiciones de los puntos que consi-
deraremos en este trabajo; los puntos de no corte, orilla, no bloque y z-puntos.
Asi como ejemplos de cada uno de ellos. En la seccién 3.1 se presentan algunos
resultados acerca de los puntos de no corte; y se caracteriza a un arco como un
continuo con sélo dos puntos de no corte (Teorema 3.1.9).

En la secciéon 3.2 se estudian los puntos orilla y con informacién recabada
mostramos los siguientes resultados: Todo continuo tiene al menos dos puntos
orilla (Teorema 3.2.4) y una condicién para que un punto de un dendroide no sea
punto orilla es que sea un centro fuerte (Proposicién 3.2.7). Se localizan los pun-
tos orilla en continuos irreducibles (Teorema 3.2.13). Se caracteriza a los conti-
nuos tnicamente irreducibles, como continuos con sélo dos puntos orilla (Teorema
3.2.17). Ademas, se demuestra que un punto orilla de un continuo X es punto
de no corte (Proposicién 3.2.19) pero el reciproco no es cierto y mostramos un
contraejemplo (Figura 4.4). Sin embargo, para los continuos localmente conexos
se demuestra que los puntos orilla y no corte son equivalentes (Teorema 3.2.20).

Posteriormente, en la seccién 3.3 se demuestra que todo continuo tiene al
menos dos puntos de no bloque (Teorema 3.3.3) y al igual que los puntos orilla
se localizan los puntos de no bloque en continuos irreducibles (Lema 3.3.4).

Los z-puntos son presentados en la seccion 3.4. En este caso existen con-
tinuos que no tienen z-puntos como la circunferencia unitaria (S!, Figura 2.3).
Aunque no demostramos que la circunferencia no tiene z-puntos puesto que la de-
mostracion requiere de estudiar el grupo fundamental de la circunferencia damos
una referencia que se puede utilizar para justificar este resultado, [11]. También
se prueba que los inicos z-puntos de un arco son los puntos extremos (Proposicion
3.4.3). El reciproco de este resultado no se cumple, como se puede observar en el
continuo conocido como aceituna (Figura 4.2).

En el cuarto capitulo vemos la relacién que existe entre los conjuntos L(X),
O(X), M(X) y Z(X) que son los conjuntos de puntos de no corte, orilla, no
bloque y z-puntos de un continuo respectivamente, la relacién en la que nos
enfocamos es la contencién de conjuntos y como consecuencia de los teoremas de
existencia para los puntos de no corte, orilla y no bloque se concluye que estos
conjuntos nunca son vacios. Las relaciones obtenidas entre estos conjuntos son
las siguientes:

e O(X) C L(X): Todo punto orilla de un continuo es un punto de no corte.

e M(X)C O(X): Todo punto de no bloque de un continuo es un punto orilla.
e Z(X) C O(X): Todo z-punto de un continuo es un punto orilla.

e Z(X) C L(X): Todo z-punto de un continuo es punto de no corte.

e M(X) C L(X): Todo punto de no bloque de un continuo es un punto de no
corte.
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Finalmente mostramos algunos ejemplos para los cuales el reciproco de cada
de las contenciones anteriores no se cumple.



CapiTuro 1

Preliminares

En este capitulo daremos algunas definiciones y resultados bésicos para compren-
der este trabajo.

1.1 Propiedad del supremo y del infimo

Definicién 1.1.1 Sea R una relacion en un conjunto X no vacio. Diremos que
R es una relacion de orden si tiene las siguientes propiedades para cualesquiera
elementos x,y,z € X :

(1) comparabilidad: Si x # vy, entonces xRy o yRz,
(2) no reflexividad: Ningin x € X wverifica la relacion xRz,

(3) transitividad: Si xRz y zRy, entonces xRy.

Si R es una relacion de orden en X, a la pareja (X, R) le llamaremos conjunto
ordenado.

Ejemplo: Consideremos la relacién de orden en la recta real que consiste en los
pares (z,y) de nimeros reales tales que x < y, es una relacién de orden llamada
“orden usual”.

El simbolo “<”| se utiliza generalmente para representar una relaciéon de or-
den. A partir de esta notacién, las propiedades de una relaciéon de orden se
Y
convierten en:

(1) siz #y, entonces z <y oy < z,
(2) si x <y, entonces x # y,

(3) siz < zy z <y, entonces r < y.

Utilizaremos la notacién x < y para representar el enunciado “bien = < y,
bien x = y”.
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Definicién 1.1.2 Sea X un conjunto ordenado por la relacion “<” y sea A C X.
Diremos que b es el maximo de A sibe A y si x < b para todo v € A.

Definicién 1.1.3 Sea X un conjunto ordenado por la relacion “<” y sea A C X.
Diremos que a es el minimo de A sia € A y si a < x para todo x € A.

Podemos observar que un conjunto tiene, a lo mas, un maximo y un minimo.

Ejemplo: Si A = [0,1] C R con el orden usual, entonces 0 y 1 son el minimo
y el maximo de A, respectivamente.

Definicién 1.1.4 Sea X un conjunto ordenado por la relacion “<” y sea A C
X. Diremos que el subconjunto A esti acotado superiormente si existe un
elemento b € X tal que x < b para todo x € A; el elemento b se denomina
cota superior de A. Si el conjunto de todas las cotas superiores de A tiene un
minimo, ese elemento se denomina supremo de A y lo denotaremos por sup(A).

El supremo de un conjunto A puede pertenecer o no a A. Si pertenece, es el
maximo de A.

Definicién 1.1.5 Sea X un conjunto ordenado por la relacion “<” y sea A C X.
Diremos que el subconjunto A estd acotado inferiormente si eziste un elemento
a € X tal que a < x para todo v € A; el elemento a se denomina cota inferior
de A. Si el conjunto de todas las cotas inferiores de A tiene un mdximo, ese
elemento se denomina infimo de A y lo denotaremos por inf(A).

El infimo de un conjunto A puede pertenecer o no a A. Si pertenece, es el
minimo de A.

Definicién 1.1.6 Un conjunto ordenado X se dice que tiene la propiedad del
supremo si todo subconjunto no vacio A de X que esté acotado superiormente
tiene supremo.

Ejemplos:

1. Si X = (—=1,1) con el orden usual, entonces X tiene la propiedad del
supremo.

2. 5i X = (=1,0) U (0,1) con el orden usual. Veamos que X no tiene la
propiedad del supremo. Consideremos A = {—% :neN } de X, este con-
junto esta acotado superiormente en X por cualquier elemento del conjunto
(0,1), pero no tiene supremo en X.

Definicién 1.1.7 Un conjunto ordenado X se dice que tiene la propiedad del
infimo si todo subconjunto no vacio A de X que esté acotado inferiormente tiene
infimo.
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Ejemplos:

1. Si X = (—1,1) con el orden usual, entonces X tiene la propiedad del infimo.

2. Si X =(—1,0)U(0,1) con el orden usual, entonces X no tiene la propiedad
del infimo. Consideremos A = {% néeN } de X, este conjunto esta acotado
inferiormente en X por cualquier elemento del conjunto (—1,0), pero no
tiene infimo en X.

Definicién 1.1.8 (Operacién aritmética con conjuntos) Sean A, B subconjuntos
de los nimeros reales. Entonces

A+ B:={ceR: existena € A ybec B tales que ¢ = a + b}.

Lema 1.1.9 Sean A, B subconjuntos no vacios y acotados inferiormente de los

numeros reales. Entonces A + B también estd acotado inferiormente y ademds
inf (A+ B) = inf (A) + inf(B).

Demostracion.

Como A, B C R son no vacios y acotados inferiormente, existen «a, 5 € R tales
que o = inf(A) y f = inf(B). Asi, a < a para cada a € Ay 5 < b para cada
be B. Luego, a4+ <a+bparacadaa € Ay be B. Por lo tanto, A + B esta
acotado inferiormente por a+ 3. Dado que A+ B esta acotado inferiormente y no
es vacio tiene un infimo, si consideramos v = inf(A + B) se tiene que a + 5 < v,
en consecuencia inf(A) 4+ inf(B)< inf (A + B).

Sea ¢ > 0, consideremos a + 5 y 8+ 5. Observemos que a + 5y 8+ 5 ya no
son cotas inferiores, entonces existen o' € Ay b' € B tales que a + 5 > d' y
B+ 5 > b'. Sumando estas desigualdades se tiene que a +  +¢ > a’ + V. Por
otra parte, v < a’ + V', ya que v es el infimo de A+ B. Luego a+ 3 +¢ >, o
bien o + 3 > v — € para cada € > 0, asi que a4+ 8 > ~. Por lo tanto a + 3 = 7,
es decir, inf(A)+ inf(B) = inf (A+ B). »

1.2 Espacios métricos

Definicién 1.2.1 Una métrica en un conjunto no vacio X es una funcion
d: X x X — [0,00) que satisface las siguientes condiciones: Para cualesquiera
elementos x,y,z € X :

(1) d(z,y) >0 yd(r,y) =0 &z =y,

(2) d(z,y) = d(y, z),

(3) d(z,y) < d(z,2) +d(2,y).
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Si d es una métrica en X, a la pareja (X,d) le llamaremos espacio métrico.

Ejemplo: La métrica usual en R, donde d : R x R — R es definida por:
d(z,y) =| x — y |, para cada z,y € R.

Verificaremos las tres condiciones de métrica tomando en cuenta las propiedades
del valor absoluto.
(1) | x —y |> 0, entonces d(z,y) >0y d(z,y) =|z—y |=0 x=y.

B)le—yl=le—z4+2—y|<|z—2]|+ ] 2z—y | Porlo tanto, d(z,y) <
d(z, z) + d(z,y).

Definicién 1.2.2 Sean (X,d) un espacio métrico, v € X y e > 0. Definimos el
conjunto

B.(x) ={y € X : d(z,y) < ¢}

y lo llamaremos bola abierta de radio € y centro en x.

Definicién 1.2.3 Sean (X,d) un espacio métrico y A C X. Diremos que A es
abierto si para cada a € A, existe ¢ > 0 tal que B.(a) C A.

Ejemplo: Las bolas abiertas en R con la métrica usual son los intervalos
abiertos, B,(x) = (x —r,x +r). Sea y € B,(z) queremos hallar § > 0 tal que
Bs(y) C B.(z). Consideremos 0 < § < r — d(z,y). Si z € Bj(y) entonces
d(z,y) < 9. Luego, d(z,x) < d(z,y)+d(x,y) < (r—d(z,y)) +d(z,y) = r lo cual
implica que z € B,(z). Por lo tanto, Bs(y) C B,(z).

Definicién 1.2.4 Sean (X, d) un espacio métricoy A C X . Definimos el didme-
tro de A como el sup {d(x,y) :x € A, y € A} y lo denotaremos por diam(A).

Ejemplo: Si A = [0, 3] x [0,4] C R?, el diam(A) = 5.

Definicién 1.2.5 Sean (X, d) un espacio métrico, A C X no vacio y v € X.
Definimos y denotamos la distancia de x al conjunto A como

d(xz,A) = inf{d(x,a):a € A}.
Observemos que si x € A, entonces d(x, A) = 0; pero el reciproco no es cierto

en general. Puede que d(z, A) =0y x ¢ A. Por ejemplo, si X =R y A = (a,b),
entonces d(a, A) = 0, y sin embargo, a ¢ A.
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1.3 Espacios topoldgicos

Definicién 1.3.1 Una topologia en un conjunto X es una familia € de sub-
conjuntos de X que satisface las siguientes condiciones:

(1) el conjunto O y X pertenecen a %,

(2) si A,B € %, entonces ANB € T,

(3) si A C T, entonces U Ae%.
AeA

Si % es una topologia en X, a la pareja (X, T) le llamaremos espacio topolégico,
y los elementos que pertenecen a T reciben el nombre de subconjuntos abiertos
de X. Diremos que X es un espacio topolégico si tiene una topologia.

Ejemplo: Se sigue inmediatamente que si X = {1,2 3}, entonces T, =
{0, X,{1},{1,2}} es una topologia para X, pero T, = {0, X, {1},{2}} no es
una topologia pues {1} U {2} ¢ Ts.

Teorema 1.3.2 Sea (X, d) un espacio métrico y sea
Ta={0}U{AC X : A es union de bolas abiertas},

entonces T4 es una topologia en X.

Demostracion.

(1) Como 0 € T4, O es abierto. Luego, X = U Bi(z), asi @ y X pertenecen a
zeX

T

(2) Sean A,B € T;. Si AnNB =10, por (1), ANB € ;. Si AnNB # 0,
sea © € AN B, entonces existen g, > 0,69 > 0 tales que B.,(z) C Ay
B.,(x) € B. Consideremos ¢ = min {e1,e3}, entonces B.(x) C AN B, asi
ANBe%,.

(3) Sea A C T,. Six € A, existe A € Atal que z € A, como A es abierto existe
e>0tal que B.(x) CAC A, asi A € %,

A T, le llamaremos la topologia en X inducida por la métrica d.

Ejemplo: En el conjunto de numeros reales R la topologia inducida por la
métrica euclidiana e(z,y) = |z — y| (topologia usual) es

T.={0} U{F CR: FE es unién de algunos intervalos abiertos}.
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Proposicién 1.3.3 Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea’ Y C X. Considere-
mos el conjunto Ty = {ANY : A e T}, entonces T|y es una topologia en 'Y .

Demostracion.

(1) Como Dy X e Tydadoque dNY =0y XNY =Y, se tiene que ) y
Y €%ly.

(2) Sean A, B € T, entonces ANB €Ty (ANY)N(BNY)=(ANnB)NY, por
lo que (AN B) € Ty.

(3) Sea A € %. Como J{ANY : A e A} = (UA) NY, concluimos que
UAe€ Ty

A %y le llamaremos la topologia relativa en Y con respecto a (X, ¥), y diremos
que (Y, T|y) es un subespacio de (X,%). A los elementos de ¥|y les llamaremos
abiertos relativos de Y.

Definicién 1.3.4 Sea (X, %) un espacio topoldgico. Una subcoleccion B de ¥ es
una base para ¥ si para cada elemento A € ¥ existe A C B tal que A = UA.

Ejemplo: Podemos observar que T misma es una base para (X,¥). Asi, por
el Teorema 1.3.2 para un espacio métrico, B; = {B.(x) : * € X,e > 0}, es una
base para (X, %y).

Definicién 1.3.5 Sean (X,T) un espacio topoldgico y x € X. Un subconjunto
V de X es una vecindad de x en X si existe A € T tal que x € A C V.
Denotaremos por V(z) a la coleccion de vecindades de x en X.

Podemos observar que un conjunto abierto no vacio es vecindad de cada uno
de sus puntos.

Ejemplo: Sea X un conjunto no vacfo, se puede observar que si ¥ = {(), X'},

entonces T es una topologia para X y la unica vecindad de cualquier elemento
de X es X.

Proposicién 1.3.6 Sean (X,¥) un espacio topolégico y A un subconjunto de X .

Entonces A es abierto si y sdlo si para cada x en A existe V. € V(x) tal que
V C A.

Demostracién.

=| Supongamos que A es abierto. Sea z € A, como A € T entonces A es una
vecindad de x y ademéas A C A.
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«<| Sea A C X y supongamos que para cada x en A existe V, € V(x) tal que
V., C A. Por definicién existe un abierto B, tal que x € B, C V,. Como
A= U B, entonces A € ¥.

z€A

Definicién 1.3.7 Sean (X, %) un espacio topoldgico y x € X. Una coleccion
B(z) € V(z) es una base de vecindades ¢ base local de vecindades de «
en X si para cada V € V(x) podemos encontrar B € B(x) tal que B C V.

Ejemplo: Consideremos a los reales R con la topologia usual, entonces
{(z —e,x 4+ ¢€) : € > 0} es una base de vecindades para cada = € R.

Definicién 1.3.8 Sea (X, T) un espacio topoldgico. Diremos que X es primero
numerable si cada punto x € X posee una base local de vecindades numerable.

Ejemplo: Para un espacio métrico X y cada x € X, el conjunto {B1(z) : n €
N} es una base local de vecindades numerable para z.

Definicién 1.3.9 Sea (X, T) un espacio topoldgico. Diremos que X es segundo
numerable si eziste una base numerable para ¥.

Ejemplo: En R con la topologia usual %, el conjunto {(r — 1,7+ 1) :r €
Q,n € N} es una base numerable para ¥..

Definicién 1.3.10 Sean (X,T) un espacio topoldgico y E C X. Diremos que
E es un subconjunto cerrado de (X,%), si X — E es abierto; es decir, si
X-Fe%.

Ejemplo: Como se mencioné anteriormente ¥ = {0, X, {1},{1,2}} es una
topologia para X = {1,2,3}. Dado que {1} € ¥, entonces su complemento
X — {1} es un subconjunto cerrado de X.

Lema 1.3.11 Sean (X,%) un espacio topologico y (Y, %T|y) un subespacio de X.
Entonces un subconjunto no vacio E de Y es cerrado en'Y sty solo si existe un
cerrado F en X tal que E=FNY.

Demostracion.

=| Sea £ C Y no vacio y cerrado en Y, entonces Y — E es un abierto de Y.
ComoY — E € Ty existe Ac TtalqueY — F=ANY. Sea F = X — A,
F es cerrado en X pues A es abierto en X y ademds (X — A)NY = E.

<| Supongamos que E = FFNY. Como F es cerrado en X, entonces X — F
es abierto en X, por tanto (X — F) NY es abierto en Y. Veamos que
Y-(X-F)nY)=(FNY). Usando las leyes de De Morgan se tiene
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Y- (X-F)nY)=YNFUX-Y)=FnY)ulYn(X-Y)) =
FNY = FE que es cerrado en Y.

Definicién 1.3.12 Sean X un espacio topologico y E C X. Definimos el in-
terior de E en X como el conjunto | J{K C X : K es abierto y K C E}. El
interior de un conjunto E lo denotaremos como int(E).

Observemos que para cualquier conjunto E, int(E) C E e int(FE) es abierto.
Ademas, si E' es un conjunto abierto se cumple que E = int(E).

Definicién 1.3.13 Sean X un espacio topologico y E C X. Definimos la cerra-
dura de E en X como el conjunto (\{K C X : K es cerrado y E C K}. A la
cerradura de un conjunto E la denotaremos indistintamente como E ¢ CI(E).

Observemos que para cualquier conjunto F, E C E y E es cerrado, més atn
si £ es un conjunto cerrado se cumple que £ = E.

Ejemplo: Si E = {1 :n e N}, entonces £ = { :n e N} U{0}.

Lema 1.3.14 Sean X un espacio topoldgico y A, B subconjuntos de X. Si A C
B, entonces A C B.

Demostracién.

Como A C Ay AC B C B, entonces A C B. Por definicién, A = {K C X : K
es cerrado y A_C K_}, por lo que B es uno de los cerrados que se estan inter-
sectando. Asi, AC B. =

Teorema 1.3.15 Sean X un espacio topologico y E C X. Entonces
E = {z € X : cada subconjunto abierto que contiene a x intersecta a E}.

Demostracion.

Supongamos que U es un abierto que contiene a x y no intersecta a E, entonces
E Cc X—U. Como X —U es cerrado, por el Lema 1.3.14 se tiene que £ ¢ X —U,
por tanto x ¢ E. Reciprocamente, supongamos que x ¢ E, por ser E cerrado,
X — F es un conjunto abierto que contiene a z y no intersecta a £. m

Definicién 1.3.16 Sea X un espacio topologico y sea A C X. Definimos la

frontera de A en X como O(A) = AN (X — A).

Podemos observar que para cualquier conjunto A, 9(A) es un conjunto cerrado
por ser interseccién de dos conjuntos cerrados.
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Definicion 1.3.17 Sea X un espacio topoldgico. Diremos que un subconjunto A
de X es denso en X si A= X.

La definicién anterior nos dice que todo punto de X pertenece a A, es decir,
todo abierto de X intersecta a A.

Ejemplo: Consideremos el conjunto de numeros racionales Q en R con la
topologia usual, entonces (Q es un conjunto denso numerable ya que todo abierto
de R intersecta a Q.

Definicién 1.3.18 Sea X un espacio topolégico. Diremos que X es separable
st contiene un subconjunto denso numerable.

Ejemplo: Por el ejemplo anterior Q es un subconjunto denso numerable de R,
entonces R es un espacio separable.

Proposicién 1.3.19 Sea X un espacio métrico y sea T4 la topologia generada en
X por la métrica d. Entonces X es separable si y solo si X es sequndo numerable.

Demostracion.

= | Supongamos que X es separable. Sea D un subconjunto denso numera-
ble de (X,%,). Para cada z € D consideramos la coleccién B(z) = {B1(z) :

n € N}. Tomamos B = U B(z). Como D es numerable, y la unién de

z€D
una colecciéon numerable de conjuntos numerables sigue siendo numerable,

entonces B es numerable. Veamos que que B es una base para T, . Suponga-
mos que A € T, contiene a x € X. Fijemos n € N tal que Bi(z) C A.

Como D es denso en X, podemos asegurar que existe un z € DNB 1 ().

Luego, = € B%(z) y B%(z) € B. Seay € B%(z) entonces d(x,ng) <
d(z,z) + d(z,y)ny como dzx, 2) < 5y d(z,y) < %, entonces d(z,y) < =.
Es decir, y € Bi(z) y como Bi(x) C A se tiene que y € A y por tanto
B (z) C A. Asi, X es segundo numerable.

2n

< | Supongamos que X es segundo numerable. Sea 53 una base numerable de
T4 y consideremos el conjunto D = {xz,, : z, € By B € B}. Veamos que
D = X. Como D C X, por el Lema 1.3.14, D C X. Ahora, sea = € X,
entonces cada elemento de la base que contenga a x intersecta a D (Teorema
1.3.15), entonces x € D. Asi D = X, es decir, D es un subconjunto denso
numerable en X. Por lo tanto, X es separable.

Definicién 1.3.20 Sea X un espacio topologico. Diremos que X es disconexo
si ezisten H y K abiertos, ajenos y no vacios de X cuya union es X (también
se puede considerar su equivalente a H y K cerrados). Si X no es disconexo
diremos que X es conexo.



14 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Cuando un espacio X es disconexo, se suele decir que los abiertos U y V' con
las propiedades anteriores forman una separacion de X. Por lo tanto, podemos
decir que un espacio X es conexo si y sélo si no existe una separacion de X.

Proposiciéon 1.3.21 Sea X un espacio topoldgico conexo. Si A es un subcon-
junto abierto y cerrado en X, entonces A=0 ¢ A= X.

Demostracion.

Sea A un subconjunto abierto y cerrado en X tal que A # 0y A # X. Por
la Definicién 1.3.10, el subconjunto X — A es abierto y cerrado en X y dado que
X = AU(X — A), entonces existe una separaciéon de X, lo que contradice el hecho
de que X es conexo. Por lo tanto, A=06A=X. n

Teorema 1.3.22 Sean X un espacio topologico y'Y una familia de subconjuntos
conexos de X . Si existe Ay en'Y tal que para todo A en'Y, AN Ay # (), entonces
B =J ey A es conexo.

Demostracién.

Supongamos que existe Ag en Y tal que AN Ay # () para todo A en Y y supon-
gamos que B no es conexo, es decir, B = H U K con H, K abiertos, ajenos y
no vacios de X. Como Ay € Y y por ser Ay conexo, sin pérdida de generalidad
supongamos Ay € H. Siparaalgin A €Y, A C K entonces ANAy C HNK =0,
lo cual es una contradiccién a la hipdtesis A N Ay # 0 para todo A en Y. De
manera que para todo A € Y, A € H y por tanto B C H, es decir, K = {),
contradiciendo el hecho que K # (). Por lo tanto, B es conexo. m

Corolario 1.3.23 Sean X un espacio topolégico yY una familia de subconjuntos
conexos de X tal que [ oy A # 0. Entonces |J ey A es conexo.

Demostracion.

Supongamos que [,y A # 0, entonces existe Ay € [,y A tal que AgN A # 0
para todo A € Y. Asi, por el Teorema 1.3.22, | 4, A es conexo. m

Lema 1.3.24 Sean X un espacio topoldgico y A un subconjunto de X. Si A es
conexo y B es cualquier subconjunto de X con A C B C A, entonces B es conexo.

Demostracion.

Sean A, B subconjuntos de X, con A conexo y B tal que A C B C A. Suponga-
mos que B no es conexo, entonces existen H, K abiertos relativos, ajenos y no
vacios de B tales que B = HU K. Como A es conexo y A C B, sin pérdida
de generalidad supongamos que A C H. Por ser K abierto, X — K es cerrado
y X —K =X —K, ademas A C X — K, en consecuencia, A C X — K. Como
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B C A, entonces B C X —K v se tiene que BNK = (), lo cual es una contradiccién
ya que K C B y es no vacio. Por lo tanto, B es conexo. m

Definicién 1.3.25 Sea X un espacio topoldgico. Una familia U = {U,}aer de

subconjuntos de X es una cubierta de X si X C U U,. Diremos que U es una

ael
cubierta abierta de X si todos los elementos de U son abiertos de X.

Definicién 1.3.26 Sea X un espacio topologico. Diremos que X es compacto
si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita.

Proposicion 1.3.27 Sea X un espacio topologico compacto y sea F un subespa-
cto cerrado de X. Entonces F es compacto.

Demostracion.

Sea V una cubierta abierta de F. Para todo V € V existe Uy un conjunto
abierto de X tal que V. =Uy NF, entonces Y = {Uy : V € V}U{X — F} es una
cubierta abierta de X. Por ser X compacto existe i’ una subcubierta finita de
U, entonces la familia {U N F : U € U'} es una subcubierta finita de F'. Asi, F
es compacto. =

Lema 1.3.28 Sea X un espacio métrico compacto y sea {X,}>2 | una sucesion
de subconjuntos cerrados de X tal que para cada n € N, X,,,1 C X,,.

(1) Si U es un abierto de X tal que ﬂ X, C U, entonces existe N € N tal que
n=1

Xy CU.

(2) Si cada X,, # 0, entonces ﬂ X, #0.

n=1

Demostracion.

(1) Sea U es un abierto de X tal que ﬂ X, C U. Por ser U abierto, en-
n=1
tonces X — U es cerrado y por la Proposicion 1.3.27, X — U es com-

pacto. Como ﬂXn C U se tiene que X — U C UX — X, por lo

n=1 n=1
k

que existen ni,no,...,n; € N tales que X — U C UX — X,,. Sea N =

J=1
k

max{ny, ny, ..., Ng }, entonces U X — X, = Xy y por tanto Xy C U.
j=1
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(2) Supongamos que ﬂ X, =0. SeaU = ) por (1) se tiene que ﬂ X, cU=0
n=1 n=1
lo cual implica que Xy = @) para alguna N € N, contradiciendo la hipétesis

X; # 0 para toda 7 € N. Por lo tanto, ﬂ X, # 0.

n=1

Las siguientes definiciones se conocen como axiomas de separacion 177 y Ty y
permiten la generalizacion de ciertos resultados del analisis clasico a la topologia.
Estos axiomas se refieren a las formas de separar puntos y conjuntos cerrados en
espacios topologicos.

Definicién 1.3.29 Un espacio topoldgico X es un espacio Ty si para cada x,y €
X, x # y existen abiertos U yV de X tales quex e U -V, yeV —U.

Definicién 1.3.30 Un espacio topoldgico X es un espacio normal ¢ Ty si X es
T y para cualesquiera conjuntos cerrados y ajenos Fy y Fy de X existen abiertos
y ajenos U,V de X tales que F;} CU y Fy, CV.

Ejemplo: Todo espacio métrico es normal. Sean F}, 5, subconjuntos cerrados
y ajenos de X. Como F; C X — F; para cada x € F; podemos elegir 6, > 0
tal que z € Bs, (r) C X — F5. Andlogamente para cada y € F, podemos elegir
gy > 0 tal que y € B, (y) € X — F;. Consideremos U = (J{Bs,(z) : x € 1}y
V =U{B.,(y) : y € F>}. Entonces U y V son abiertos y ajenos de X tales que
F1 cU y F2 cV.

Proposicion 1.3.31 Sea X un espacio métrico y compacto. Entonces X es un
espacio normal.

Demostracién.

Sean Fy y Fy subconjuntos cerrados y ajenos de X. Por la Proposicién 1.3.27,
Fy, y Fy son compactos. Sea y € Fj, como X es métrico para cada x € Fj
existen UY, VY abiertos, ajenos y no vacios de X tales que x € UY , y € V.
Consideremos U = {UY N F, : x € F,} lo cual es una cubierta abierta de Fy.
Por ser F, compacto existe {UY N F5, UY N Fy,...,UY N F,} subcubierta finita
de . Sea Ay, = Uy WUY U---UUY v B, =VInVin...NnVY As
W = {B,NF, :y € Fi} es una cubierta abierta de F;. Como Fj es compacto
existe {B,, N Fy, By, N F, ..., B,,, N F1} subcubierta finita de V. Consideremos
asilU =B, UB,U---UB, yV=A4,NA,N---NA, . Asi, ; CU, F, CV
y UNV = (. Por lo tanto, X es normal. m

Proposicion 1.3.32 Si X es un espacio métrico, entonces para cualquier x € X
y cualquier abierto U de X que conlenga a x, existe un abierto V' de X tal que
reV CVCU.
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Demostracion.

Sean x € X y U C X abierto tal que x € U, entonces X — U es cerrado y
no contiene a x. Como X es métrico existen Wy y W, abiertos y ajenos de X
tales que x € Wy v X — U C W,. Asi, X — W5 es un subconjunto cerrado de X
tal que X —Wo = X —Wo vy X — W, C U. Como W, NW,y = 0, se sigue que
W, € X — W, y por tanto W; € X — W, (Lema 1.3.14). Consideremos V = W7,
entonces t € VCVCX—-W,CU. u

Teorema 1.3.33 Sea X un espacio métrico. St A es un subconjunto compacto
de X, entonces para cada abierto U de X que contenga a A existe un abierto V

de X tal que ACV CV CU.
Demostracion.

Sea A C X compacto. Como X es métrico, por la Proposicién 1.3.32 para
cada a € A existe V, C X abierto tal que a € V, y V, C U. Por ser A compacto
existe una subcubierta ablerta finita Val, Viags -y Vo, de Ay tal que Vg, C U para

cada 1 = 1,2,...n. Asi, ACUV CUV C U. Consideremos V = UV;

i=1 i=1 i=1
abierto por ser unién arbitraria de abiertos y ademéds A CV C V C U como se

queria. m

Definicién 1.3.34 Sea X un espacio topologico y sea p un punto de X, se define
la componente C(p) de p en X como

Clp)=U{ACX:pe Ay A es conexo}.

Observemos que si X es un espacio topoldgico conexo para cualquier punto
p € X se tiene que C(p) es X. Ademads por el Corolario 1.3.23, C'(p) es un
conjunto conexo.

Definicién 1.3.35 Sea X un espacio topologico y A C X. Diremos que A es
una componente de X si A es conexo y para cualquier subconjunto conexo B

de X tal que A C B se tiene B = A.

Lema 1.3.36 Sean X un espacio topoldgico y A C X conexo. Entonces A es
conexo.

Demostracion.

Como AC Ay AC Aporel Lema 1.3.24, A es conexo. m

Proposicion 1.3.37 Sea X un espacio topologico. Entonces las componentes de
X son cerradas.
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Demostracién.

Sean x € X y C la componente de X que contiene a z, entonces por el Lema
1.3.36, C' es también una componente que contiene a x y por tanto C' C C. Asi,
C es cerrado en X. =

Definicién 1.3.38 Sea X un espacio topologico y sea p un punto de X, se define
la quasicomponente Q(p) de p en X como

Qp)=N{AC X :pe€ A, A es abierto y cerrado en X} .

Por definicién, las quasicomponentes de un espacio topoldgico son subconjun-
tos cerrados por ser interseccién de una familia de cerrados.

Proposicién 1.3.39 Sean X un espacio topolégico y p € X. Entonces C(p) C
Q(p)-

Demostracion.

Si A = X, entonces A abierto y cerrado tal que C(p) C A. Sea A un sub-
conjunto propio, abierto y cerrado en X tal que p € A, entonces A y X — A son
una separacion de X. Como C(p) es un conjunto conexo entonces C(p) C A 6
C(p) € X — A pero como C(p) N A # () puesto que p € C(p) N A, se sigue que
C(p) C A, es decir, la componente de un punto p en X estd contenida en cada
subconjunto abierto y cerrado en X que contenga a p, por lo tanto C'(p) C Q(p).

La otra contenciéon no se cumple para algunos espacios topoldgicos. Conside-
remos el siguiente ejemplo:

Figura 1.1: Componente y quasicomponente

Ejemplo: Sean L, = [0,1] x {+} conn € N, p = (0,0), ¢ = (1,0) y X C R?

definido como X = (U L, | U{p,q}. Ver Figura 1.1. Observemos que para

neN
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el punto p el inico conexo que contiene a p es el mismo y por tanto C'(p) = p.
Por otro lado, los tinicos abiertos y cerrados de X que contienen a p son como se
muestra en la Figura 1.2 y por tanto Q(p) = {p, ¢}

U
) )
p q

Figura 1.2: abierto

La siguiente proposicién nos permite saber para qué espacios topologicos las
componentes coinciden con las quasicomponentes.

Proposicion 1.3.40 Sea X un espacio métrico y compacto y sea p € X. En-

tonces C(p) = Q(p).

Demostracion.

Dado que C(p) € Q(p) (Proposicién 1.3.39), basta probar que Q(p) C C(p).
Como C(p) es la unién de conexos que contienen a p entonces s6lo probaremos
que Q(p) es conexo. Supongamos que Q(p) no es conexo, es decir, Q(p) = HUK,
con H, K subconjuntos cerrados, ajenos y no vacios en X. Sin pérdida de gene-
ralidad, supongamos que p € H. Por la Proposicion 1.3.31, X es normal y existen
U,V abiertos ajenos en X talesque H CU y K C V, porlo que Q(p) = HUK C
UUV. Como UUYV es abierto, entonces X — (U U V) es cerrado y en conse-
cuencia compacto (Proposicién 1.3.27), ademas X —(UUV)C X —(HUK) =
X—Qp)=X—-(HACX:pe A, Aesabiertoy cerradoen X}) = J{X—-A:
p € A, A es abierto y cerrado en X}.

Asi, {X — A :p € A, Aesabiertoy cerrado en X} es una cubierta abierta de
X — (UUV) y por ser compacto existe una subcubierta finita, es decir, existen
Ay, Ay, ..., A, abiertos y cerrados en X tales que p € A; paracadai=1,2,...ny
X-UuV)Cc (X—-ADU(X—-A)U---UX-A4,)=X—-(ANAN---NA,), o
cual implica que A;NA;N---NA, CUUV. Sea A=A NA;N---NA, es abierto
y cerradoen X y p € A C UUV. Notemos ademds que ANU = AN (X -V),
asi ANU es abierto y cerrado en X y comop € ANH C ANU, por la definicién
de Q(p) se tiene que Q(p) = HUK C ANU, entonces K C (ANU) y como
ademéds K C V se tiene que K C (ANU)NV =0, es decir, K = () 1o cual es
una contradiccién a la suposicion que K # ), por lo tanto Q(p) es conexo, esto
implica que Q(p) C C(p). =

Teorema 1.3.41 Sea X un espacio métrico y compacto. Si K es una compo-
nente de X y F es un conjunto cerrado en X tal que KN F = (), entonces existe
un conjunto abierto y cerrado B en X tal que K C B y BNF = 0.
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Demostracién.

Sean F' un conjunto cerrado en X y K una componente de X tal que K N F = 0.
Por la Proposicién 1.3.40, K es una quasicomponente de X por lo que existe una
coleccién A de conjuntos abiertos y cerrados, no vacios en X tales que K = NA.
Como KNF=0,FCX—-K=X-nNA=Jc4(X —A). Por ser F' cerrado
se tiene que F' es compacto, entonces existen Aj, As, ..., A,, elementos de A tales
que F C J (X — A;)) = X — (N, 4i), en consecuencia F N (N, A;) = 0
y K =nNA C N, A; Consideremos B = [);_, A;, entonces se tiene que B es
abierto y cerrado en X tal que K € By BN F = () como se queria. =

Definicién 1.3.42 Sean X,Y espacios topolégicos y f : X — Y una funcion.
Diremos que f es continua en xq € X, si para cualquier abierto V de Y que
contiene a f(xo), existe U abierto de X que contiene a xo tal que f(U) C V.
Diremos que f es continua si es continua para todo x € X.

Teorema 1.3.43 Sean X y Y espacios topolégicos y f : X — Y una funcion.
Entonces [ es continua si y sélo si para todo U abierto de Y, f~Y(U) es abierto

de X.

Demostracién.

=| Sea U abierto de Y y sea z € f~}(U), por ser f continua existe V abierto de
X que contiene a x de tal forma que f(V) C U, en consecuencia = € V' C

7).

<| Sean x € X y A abierto de Y tal que f(z) € A, por hipdtesis f~!(A) es
abierto de X, entonces z € f~!(A). Por ser f~1(A) abierto existe V abierto
de X tal que z € V C f~'(A) por tanto f(V) C A.

Teorema 1.3.44 Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y una funcion.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) f es continua;
(2) f7Y[B] es cerrado para todo B C'Y cerrado;

(3) f(A) C f(A) para todo A C X;

(4) (f~Y(B)) c f~Y(B) para todo BCY .

Demostracion.
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(1) = (2) Sea F' cerrado de Y, entonces Y — F es abierto en Y. Como f es
continua por el Teorema 1.3.43, f~1(Y — F) es abierto en X. Observemos
que f[FAY —F)={zxeX:f(x)eY —-F}=X— fYF). Ast f7}(F) es

cerrado en X.

(2) = (3) Sea A C X, como la cerradura de un conjunto es cerrado, f F(A) es
cerrado y por (1), ffl(f(A)) es cerrado en X, por lo que si A C f~1(f(A)
entonces A C f~1(f(A)) lo cual implica que f(A) C f(A).

(3) = (4) Sea B C Y y consideremos A = f~'(B). Por (3) se tiene f(A) C f(A).
Como f(A ) C B, entonces f(A) C By por tanto A C f~1(B), es decir,

“(B) € (D).

) C
(1) Sea U abierto de Y, entonces Y — U es cerrado y en consecuencia
-U =Y -U. Por(4)set1enef(—)_f( U) y como
(Y —=U) C f~Y(Y —U) entonces f~1(Y —U) = f‘l(Y ~U) =X —
(U) es cerrado y por tanto f~(U) abierto. Asi, por el Teorema 1.3.43,
es continua.

(4)

<U*~

-1
-1

=

Proposicion 1.3.45 Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y wuna
funcién continua. Si A es un subespacio de X, entonces f |a: A — Y es
continua.

Demostracién.

Sea U abierto de Y, por ser f continua se tiene que f~!'(U) es abierto de X
(Teorema 1.3.43) y como A es subespacio de X, entonces V = f~1(U) N A es
abierto de A, por lo que f |4 (U) es abierto, por tanto f |4 es continua. m

Lema 1.3.46 Sean X y Y espacios topologicos y sean A, B cerrados en X tales
que X =AUB. Sif:A—=Y yg:B —Y son funciones continuas tales que
f(z) = g(x) para todo x € AN B. Entonces la funcion h: X — Y, definida por

f(x) si z€A
h(z) =
g(x) si v €B

es continua.
Demostracién.

Sea F' C Y cerrado. Como f y g son continuas por la Proposicién 1.3.44, f~(F)
y g Y(F) son cerrados en A y B respectivamente, y por ser A y B cerrados en X
entonces f~1(F) y g~ !(F) son cerrados en X. Luego, h™}(F) = f~YF)Ug }(F)
lo cual es cerrado en X y nuevamente por la Proposicién 1.3.44, se tiene que h es
continua. m
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Proposicion 1.3.47 Sean X y Y espacios topolégicos y f : X — Y una
funcion continua. Si X es conexo, entonces f(X) es conexo.

Demostracion.

Supongamos que f(X) no es conexo, entonces existen H, K abiertos, ajenos y
no vacios de Y tales que f(X) = H UK. Por ser f continua f~'(H)y f~1(K)
son abiertos de X y son no vacios pues H y K son no vacios. Como f~}(H) C X
vy f7YK) C X, entonces f~}(H)U f~}(K) C X. Por otra parte, si z € X, se
tiene que x € f~Y(H) o bien z € f~'(K) por tanto X C f~(H) U f~1(K). Asi
X = fAYH)Uf Y K). Observemos que si f~}(H)y f~1(K) son ajenos, entonces
X es disconexo llegando a una contradiccion.

Supongamos que f~H(H)N f~YK) #0, seaz € f~H(H)N f~!(K) entonces exis-
ten h € H tal que f(z) =hy k € K tal que f(x) = k, lo que implica que h = k
contradiciendo que H y K son ajenos. Por tanto f(X) es conexo. m

Proposicion 1.3.48 Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y una
funcion continua. Si X es compacto, entonces f(X) es compacto.

Demostracién.

Sea {U,}acs una cubierta abierta de f(X). Veamos que {f (U, )}ael es una
cubierta de X. Sea xz € X, entonces f(z) € f(X) y como f(X U U, se

acl
tiene que f( ) € U, para algiin a € I, esto implica que x € f~1(U,), por tanto

:L‘GUf esdecn"XCUf

acl acl
n

Como X es compacto, existe una subcubierta abierta tal que X C U (U,
i=1

Ahora veamos que f(X UU Sea y € f(X), entonces existe x € X tal

que f(z) = y, por lo que x E f~YU,,) para algin i € {1,2,...,n}, entonces
f(z) € U,,, es decir, y € U,, para algun i € {1,2,...,n}, asi se tiene que

z) C U U, por tanto f(X) es compacto. m
i=1

Definicién 1.3.49 Una sucesion en X es una funcion del conjunto de nimeros
naturales, N, en X. Al elemento f(n) lo denotaremos por x,, y la sucesion n —»
x, serd representada por {x, }nen.

Definicién 1.3.50 Sea X wun espacio topologico. Diremos que una sucesion
{Zn}nen en X converge a un punto xo € X si para cada vecindad U de x
eriste N € N tal que x, € U para cada n > N. Denotaremos por x, — xg
cuando la sucesion {x, }nen converge a xg.
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Definicién 1.3.51 Sean X,Y espacios topologicos y f : X — Y una funcion
biyectiva. Diremos que f es un homeomorfismo, si f y su inversa f~' son
funciones continuas. Dos espacios topologicos se dirdn homeomorfos cuando
exista un homeomorfismo entre ellos. Utilizaremos la notacion X =Y para decir
que X es homeomorfo a 'Y .
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CAPITULO 2

Continuos e hiperespacios

En el capitulo anterior se di6 la definicién de espacio métrico y se estudiaron
algunas propiedades de espacios topoldgicos como conexidad y compacidad, estos
conceptos nos serviran para la comprension de este capitulo donde se incluyen
definiciones y algunos resultados importantes en teoria de continuos e hiperespa-
cios. Los ejemplos que veremos tendran la métrica usual de R y R? segiin sea el
caso.

2.1 Continuos

Definicién 2.1.1 Diremos que X es un continuo si es un espacio métrico, com-
pacto, conexo y no vacio. Un subconjunto no vacio A de X, es un subcontinuo
de X si A es cerrado y conexo.

Si X es un continuo que consta de un sélo punto, diremos que es un continuo
degenerado; de lo contrario, diremos no degenerado.

®
-

®

-

Figura 2.1: Intervalo [0, 1]. Figura 2.2: Subcontinuo A=[3, 2].

El intervalo [0, 1] es un continuo, pues sabemos que es un espacio métrico,

conexo, compacto, no vacfo. El intervalo A = [1, 2] es un subcontinuo del [0, 1].

373
En este trabajo denotaremos por I al intervalo [0, 1].

Diremos que un arco es cualquier espacio topolégico homeomorfo a I.

Otro continuo es el conjunto {(z,y) € R? : 2% +y* = 1} (Figura 2.3). A este
conjunto le llamaremos circunferencia unitaria y la denotaremos por St.
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Figura 2.3: Circunferencia unitaria S*.

A todo espacio topdlogico homeomorfo a S! le llamaremos curva cerrada
simple.

Una manera util de construir continuos es tomando uniénes finitas de con-
tinuos tales que su interseccién no sea vacia. El siguiente teorema nos permite
saber cuando podemos construir subcontinuos a través de una union finita de
subcontinuos la cual no es necesario que su interseccion sea distinta del vacio.

Teorema 2.1.2 Sea X un continuo y Z un subcontinuo de X tal que X — Z no
es conexo. Si H y K son abiertos y ajenos de X tales que X — Z = HU K,
entonces Z U H y Z U K son subcontinuos de X.

Demostracion.

Como Z es un subcontinuo, entonces Z es cerrado y en consecuencia X — 7
es abierto, ademas como H y K son abiertos, X —H=ZUKyX-K=ZUH
son cerrados y por tanto compactos.

Ahora veamos que Z U K y Z U H son conexos. Supongamos que Z U K no
es conexo, entonces existen A, B € X cerrados, no vacios y ajenos tales que
ZUK =AUB. Como Z = (ZNA)U(ZNB)y es conexo, entonces Z C Z N A
6 Z C Z N B, sin pérdida de generalidad supongamos que Z C Z N A, entonces
ZNB=0yZcCA.

Sean Ay = AU H y By = B, entonces

X=X-2)UZ=(HUK)UZ=HU(ZUK)=HU(AUB) =
(AUH)UB=A,UB;

obteniendo asi que X = A; U B;. Como A y B son no vacios, entonces A; y By
son no vacios. Como ZUK = AUB, ANB =0y Z C A, entonces BC Ky
por lo tanto HNB C HN K = (), entonces HN B = (), esto implica que A; y By
son una separacion de X contradiciendo que X es conexo, por lo tanto Z U K es
conexo. De forma similar se demuestra que Z U H es conexo. Asi ZUK y ZUH
son compactos y conexos y por tanto subcontinuos de X. m

Teorema 2.1.3 (Golpes en la frontera) Sea X un continuo. 51U es un conjunto
abierto, propio y no vacio de X y K es una componente de U, entonces K N

a(U) # 0.
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Demostracion.

Sea U un abierto, propio y no vacfo de X y sea K una componente de U.
Supongamos que K N A(U) = (), como O(U) = U N (X —U) es un cerrado en
U por el Teorema 1.3.41, se tiene que existe B un conjunto abierto y cerrado
en U no vacio tal que BNA(U) =0y K € B C U, pero U = U U J(U) en-
tonces B C UUQ(U), asi B C U. Por ser B abierto en U existe un abierto W
en X talque B=UNW C W, porloque BC W, asi BC WnU. Luego
WNUCWNU=BCWAnNU, es decir, B=W NU por lo tanto B es abierto
de X por ser U y W abiertos de X. Similarmente por ser B cerrado de U existe
un cerrado Wy en X tal que B = U NW,, por lo tanto B es cerrado en X por ser
interseccién de dos cerrados en X. Como X es conexo por la Proposicion 1.3.21,
se debe tener que B = X pero como B C U entonces U = X, contradiciendo el
hecho de que U es abierto propio de X. Por lo tanto, K N9(U) # (). =

Corolario 2.1.4 Sean X un continuo y B un subcontinuo propio de X. Si U es
un abierto en X tal que B C U, entonces existe un subcontinuo K de X distinto
de B tal que BC K C U.

Demostracién.

Sea B subcontinuo propio de X y U abierto de X tal que B C U. Por el
Teorema 1.3.33, existe un subconjunto abierto V de X tal que BCV CV C U.
Sea K la componente de V que contiene a B, K es un subcontinuo de X pues
es conexo y es compacto ya que es componente de un compacto (Proposicién
1.3.40). Como V es un abierto propio de X, por el Teorema 2.1.3, K N 9(V) =
Kn(Vn(X =V)=(KnV)N(KN(X -V))=KN(X -V) #0, como X -V

es cerrado se tiene que X —V = X -V, ast KN (X — V) # (. Como B CV,
BN (X —V)=0,entonces B# K yademds BCKCV CV CU.n

Teorema 2.1.5 Sea X un continuo y sea E un subconjunto propio y no vacio
de X. Si K es una componente de E, entonces K NO(E) # 0.

Demostracion.

Sea E un subconjunto propio y no vacio de X y sea K una componente de
E. Supongamos que K NI(E) = (), entonces K N (EN(X —E)) = (KNE)N
(KN(X—-E))=KnN(X—-FE)=0y K es un subcontinuo propio de X. Sea
U=X—(X—-FE), por ser X — E cerrado, U es abierto. Luego U C E y como
KN (X —E) =0 se tiene que K C U, por lo que K C U C E. Por el Corolario
2.1.4, existe un subcontinuo B de X tal que K C BC Uy B # K. Como B es
un conjunto conexo que contiene a K y K es una componente, entonces B = K
ademds como B C K C K C B se tiene que B = K, lo cual es una contradiccién
al hecho que B # K. Por lo tanto, K NO(E) # (). =
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Corolario 2.1.6 Sean X un continuo, E un subcongunto propio, abierto y no
vacio de X y K una componente de E. Entonces KN (X — E) # 0.

Demostracion.

Sea F un subconjunto propio y abierto de X y sea K una componente de E.
Como E es abierto, entonces X — E es cerrado y por tanto X — F = X — FE.
Por el Teorema 2.1.5, K N 9(E) # 0, es decir, K NO(E) = KN(ENX — E) =
KN(X-E)=KN(X—E)#0. u

Teorema 2.1.7 Sea X un continuo y sea A subcontinuo propio de X. St K es
una componente de X — A, entonces K U A es un subcontinuo.

Demostracién.

Sean A subcontinuo propio de X y K una componente de X — A. Como K
es cerrado en X — A (Proposicién 1.3.37), entonces existe W cerrado de X tal
que K =WnN(X-A),asl KUA=(WnN(X—-A)UA=WUAy como
Ay W son cerrados en X, entonces K U A es cerrado en X, en consecuencia
K U A es compacto. Por otra parte, como A es cerrado, X — A es abierto y por
el Corolario 2.1.6, KNA#(. Seape KNA. Como K C Kypé& K, entonces
K c KU{p} C K, por el Lemma 1.3.24, K U {p} es conexo. Como Ay K U {p}
son conexos y (K U{p})NA # 0, por el Corolario 1.3.23, (KU {p}) UA=AUK
es conexo. Por lo tanto K U A es un subcontinuo de X. m

Definicién 2.1.8 Sea X un continuo no degenerado y sea un punto p € X, se
define la composante K (p) de p en X como

K(p) =U{x € X : 3 A subcontinuo propio de X tal que {z,p} C A}.

Ejemplo: Si X = [0, 1], entonces K(0) = [0,1), K(1) = (0,1] y K(z) = X
para toda = € (0,1).

Lema 2.1.9 Sean X un continuo no degenerado y p € X. Entonces la com-
posante K(p) en X es densa en X.

Demostracién.

Sean p € X y U abierto no vacio de X. Dado que X es un espacio métrico
por la Proposicién 1.3.32, existe V abierto de X tal que V. .C U. Sip € V,
entonces p € VN K(p) C U N K(p), asi UN K(p) # 0, por lo que K(p) es densa
en X. Supongamos que p ¢ V. Sea C la componente de X — V que contiene a
p, por ser C' un subcontinuo propio de X que contiene a p, C C K(p). Por el
Teorema 2.1.5, CNO(X —V) =CN(X - VNV)=CNV # 0 y como C C K(p),
NV c K(p)NV pero V C U, entonces K(p) NU # (). Por lo tanto, K(p) es
densa en X. =
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Lema 2.1.10 Sean X un continuo no degenerado y p € X. Entonces la com-
posante K(p) en X es union numerable de subcontinuos propios de X y tal que
cada uno contiene a p.

Demostracién.

Sea {U; : i = 1,2,...} una base abierta numerable para X — {p} (existe pues
por la Proposicién 1.3.19, X es segundo numerable y es una propiedad heredita-
ria para subespacios) tal que cada U; # ). Para cada i = 1,2, ... sea C; la com-
ponente de X — U; que contiene a p. Como cada U; es abierto en X y U; # 0,
entonces cada C; # X y C; es cerrado en X por ser cerrado de un subconjunto
cerrado de X (Proposicién 1.3.37) y ademds es conexo, en consecuencia C; es un

subcontinuo propio de X y p € C;, entonces U C; C K(p). Ahora, sea xz € K(p)

i=1
por lo que existe un subcontinuo propio A de X tal que {z,p} C A. Dado que A
es cerrado, X — A es abierto y por tanto existe U; tal que ANU; = 0, es decir,
A C X —Uj. Por definicién de componente A C Cj, entonces z € C; y por tanto

1=1 =1

2.2 Tipos de Continuos

En esta seccién definiremos algunos tipos de continuos que seran utiles para
nuestro trabajo.

Definicién 2.2.1 Sea X un espacio topologico. Un camino xy en X, es una
funcion continua f: 1 — X tal que f(0) =z y f(1) =y.

Como se menciond anteriormente un arco es un espacio topolégico homeo-
morfo al intervalo I. Observemos que cualquier arco es un camino, pero un
camino no necesariamente es un arco; consideremos el circulo unitario S*, es un
camino y no es un arco pues no es homeomorfo al intervalo I.

Definicién 2.2.2 Sea X un continuo. Diremos que X es arco conexo Ssi para
cualesquiera dos puntos en X, existe un arco en X que los contiene. Diremos
que X es hereditariamente arco conexo si cualquier subcontinuo A de X, es
arco conexo.

Definicion 2.2.3 Sea X un espacio topologico. Diremos que A C X es una
arco componente de X st A es conexo y arco conexo.
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Figura 2.5: Compactacién del rayo con
Figura 2.4: Triodo. residuo S!

Mas ejemplos:

Ejemplo: (El triodo) Es la unién de tres arcos con un punto en comun y
se puede expresar como T' = ([—1,1] x {0}) U ({0} x [0, 1]). Ver Figura 2.4.

Diremos que un rayo es un espacio topolégico homeomorfo al intervalo [0, 1).

Ejemplo: (Compactacién del rayo con residuo S!) : X = S'uU 8%,
donde

1
*: N = T > .
S {(r,@) r 1+1+6y9_0}

En el triodo podemos observar que si tomamos cualesquiera dos puntos p, g
podemos caminar de tal forma que de p lleguemos a ¢. Sin embargo, en la
compactacién del rayo con residuo S!, si comenzamos a caminar a partir del
punto p éste recorrerd la circunferencia pero no podra salir de ella, de modo que
no podemos llegar al punto ¢. FEn este caso el triodo es arco conexo pero la
compactacién del rayo con residuo S! no lo es.

Teorema 2.2.4 Sea X un espacio topologico. St X es arco conexo, entonces X
es conero.

Demostracién.

Supongamos que X no es conexo, entonces existen H, K no vacios, ajenos y
cerrados de X tales que X = HU K. Sean h € Hy k € K, por ser X arco
conexo existe f : I — X una funcién continua tal que f(0) = hy f(1) = k.
Por la Proposiciéon 1.3.47, f(I) € H 6 f(I) C K, sin pérdida de generalidad,
f(I) C H, entonces h, k € H contradiciendo que H y K son ajenos. Por lo tanto,
X es conexo. m

El reciproco del teorema anterior no se cumple; como ya habiamos mencionado
la compactacién del rayo con residuo S (Figura 2.5) es un espacio que no es arco
conexo, sin embargo si es conexo.

Definicién 2.2.5 Sea X un continuo. Diremos que X es tinicamente arco
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conexo si cada vez que tomamos dos puntos diferentes p,q € X, existe un unico
arco que los une.

Figura 2.6: Medalla.

El intervalo I, es un continuo unicamente arco conexo pero la medalla des-
crita como: (22 4 (y — 2)? = 1)UR; URy, donde R; es el segmento de linea recta
de (0,1) a (—1,—1) y Ry es el segmento de linea recta de (0,1) a (1,—1) (Figura
2.6) no es unicamente arco conexo, pues podemos llegar del punto p al punto
q si caminamos hacia la izquierda o derecha del punto p obteniendo dos arcos
distintos.

Definicién 2.2.6 Un continuo X es localmente conexo en un punto x si para
cada abierto U de X que contiene a x, existe un abierto conexo V de X tal que
xr eV CU. Diremos que X es localmente conexo si X es localmente conexo
en cada uno de sus puntos.

Figura 2.7: Abanico de Cantor.

El siguiente ejemplo nos muestra un continuo que no es localmente conexo.

Ejemplo: (Abanico de Cantor) Sea € el conjunto de Cantor en el intervalo
[0,1], consideremos el conjunto de puntos (c,0) en R? con ¢ € € y unamos los
arcos L. de la forma (1 —t)(c,0) + ¢ (3,1), t € [0,1]. Considere X = [JL. . A
este continuo se le conoce como abanico de Cantor (en la Figura 2.7 se muestra
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una representacién del abanico de Cantor). Si p es como se muestra en la Figura
2.7, cualquier abierto U que contenga a p se vera como:

el cual no es conexo.

La medalla es ejemplo de un continuo localmente conexo. Pues para cada
punto p de la medalla (Figura 2.6) y para cada abierto U que contiene al punto
p podemos encontrar V' C U abierto y conexo. V se vera de la forma:

dependiendo donde se encuentre el punto p.

Diremos que un continuo X es de Peano si es localmente conexo.

Definicién 2.2.7 Un continuo X es localmente arco conexo en un punto x
st para cada abierto U de X que contiene a x, existe un abierto arco conexo V
de X tal que x € V C U. Diremos que X es localmente arco conexo si X es
localmente arco conexo en cada uno de sus puntos.

El triodo (Figura 2.4) es un continuo localmente arco conexo mientras que el
1

continuo sen (;) descrito a continuacién no es localmente arco conexo ya que si

tomamos p en J los Unicos abiertos de J se ven como:

Ejemplo: Continuo sen (1)= {(z, sen 1) € R? : z € (0,1]} U J, donde
J={(0,y) e R*: y € [-1,1]}. Ver Figura 3.16.

El siguiente ejemplo nos muestra un continuo arco conexo que no es heredi-
tariamente arco conexo:

Ejemplo: D! = {(z,y) € R? : 22 + y*> < 1} es un continuo localmente
arco conexo, sin embargo sen(%) es un subcontinuo de D! que no es arco conexo
(Figura 2.8).
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D1

sen(1/x)

Figura 2.8: D*.

Con ayuda del siguiente teorema probaremos que todo abierto de un continuo
de Peano es arco conexo.

Teorema 2.2.8 [16, Teorema 8.25, pag. 131] Sea X un continuo de Peano. Si
U es un abierto de X, entonces U es localmente arco conexo. En particular, cada
continuo de Peano es localmente arco conexo.

Teorema 2.2.9 Sea X un continuo de Peano. St U es un abierto de X, entonces
U es arco conexo.

Demostracion.

Caso I) Sea U un abierto, conexo y no vacio de X. Seanx € Uy E={w e U :
existe un arco wx}. Como x € E, entonces E # () y por definicion E C U.
Mostremos que FE es abierto y cerrado en U. Sea y € E por el Teorema
2.2.8, U es localmente arco conexo, entonces existe V' abierto arco conexo
tal que y € V. C U. Asi, para z € V existe un arco zy y por tanto z € E, es
decir, V C E y en consecuencia E es abierto en U. Como E C E, veamos
que E C E. Seay € E, y € Uy sea V un abierto arco conexo que contiene
a 1, existe pues U es localmente arco conexo, entonces VN E # () (Teorema
1.3.15). Sea z € V N E, entonces existe un arco yz y un arco zx. Asi,
(yz)U (2z) es un arco yx por lo que y € E. Como E = E, se tiene que E es
cerrado en U. Por ser U conexo y por la Proposicion 1.3.21 se debe tener
E =U. Por lo tanto, U es arco conexo.

Caso II) Sea U abierto no vacio de X. Supongamos que U no es conexo, entonces
U= HUK con H, K abiertos, ajenos y no vacios de X y supongamos que
H y K son conexos (si no fuera asi, podemos escribirlos nuevamente como
la unién de dos abiertos, ajenos y no vacios de X procediendo después de
la misma manera). Entonces por el caso I), H y K son arco conexos, en
consecuencia U es arco conexo.

Corolario 2.2.10 Sea X un continuo de Peano. Entonces X es arco conexo.
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Definicién 2.2.11 Un continuo X es semilocalmente conexo en un punto x
st para cada abierto U de X que contiene a x, existe un abierto V de X tal que
x eV CcUyX —V tiene un numero finito de componentes. Diremos que X
es semilocalmente conexo si X es semilocalmente conexo en cada uno de sus
puntos.

El triodo (Figura 2.4) es un continuo semilocalmente conexo y la compactacion
del rayo con residuo S! (Figura 2.5) no es semilocalmente conexo.

Teorema 2.2.12 Sea X un continuo de Peano. Entonces X es semilocalmente
conexo en todos sus puntos.

Demostracién.

Sean xz € X y U C X abierto que contiene a z. Como X es localmente conexo
existe W abierto y conexo de X tal que p € W C U. Para cada y € X — W por
la Proposicién 1.3.32 y por ser X localmente conexo existe un subcontinuo W, de
X tal que y € int(W,) C W, C X —{z}. Como W es abierto, entonces X —W es

n
compacto asi que existen y1,ys, ..., ¥, en X — W tales que X — W C U int(W,,).
i=1

Sea V = X — (U Wyi) Dado que W,, es cerrado de X, entonces UW%
i=1 i=1
es cerrado en X y por tanto se tiene que V es abierto de X. Como z ¢ W,

n
para cada ¢ = 1,...,n entonces = ¢ UWy Ademas, como W C U, entonces
i=1

n n n
X-UcX-wcl|/JintWw,)c|Jw,, asi X - (UW) C U. Por lo tanto,
i=1 i=1 i=1
X es semilocalmente conexo. m
Con el siguiente ejemplo vemos que el reciproco del teorema anterior no se
cumple.

Figura 2.9: Suspensién arménica.

Ejemplo: (Suspensién arménica) Consideremos la sucesién armoénica
{£}2 . Definamos a = (—1,0), b = (1,0) y paran € N ¢, = (0,2). Para
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n > 1, se unen los puntos ¢, con a y los puntos ¢, con b mediante segmentos de
linea recta. Finalmente se une el punto a con b.

Este continuo es semilocalmente conexo pero no es un continuo de Peano pues
para los puntos que se encuentran en el segmento ab y cualquier abierto que lo
contenga no es conexo.

Definicién 2.2.13 Un continuo X es unicoherente si AN B es conexo, para
cualesquiera subcontinuos A, B de X tales que X = AU B. Diremos que X es
hereditariamente unicoherente si cada subcontinuo propio de X es unicoheren-
te.

Figura 2.11: Continuo unicoherente.
ANB={r}.

Figura 2.10: Continuo no unicoherente.
ANB={p,q}.

El Circulo de Varsovia es un continuo que se obtiene al unir X = continuo
sen (1) con el arco Y que va del punto (0, —1) al punto (1, sen(1)) de tal forma que
XNY ={(0,—-1), (1,sen(1))}. Este continuo no es unicoherente, pues si elegimos
Ay B como se muestra en la Figura 2.10 se tiene que AN B = {p, ¢} lo cual no
es conexo. Un continuo que es unicoherente y hereditariamente unicoherente es
el arco (Figura 2.11). En general en un arco cualquier interseccién no vacia de
subcontinuos es un punto o un arco lo cual es conexo.

Definicién 2.2.14 Un continuo X es descomponible si se puede ver como
la union de dos subcontinuos propios de X. Diremos que X es hereditaria-
mente descomponible si cada subcontinuo propio de X no degenerado es de-
scomponible.

Diremos que X es indescomponible si no es descomponible.

Ejemplo: El arco (Figura 2.11) y la circunferencia unitaria (Figura 2.3) son
continuos descomponibles. El continuo de Knaster (Figura 2.12) es un continuo
indescomponible.
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Figura 2.12: Continuo de Knaster.

Continuo de Knaster: Sea C' el conjunto de Cantor y consideremos el sub-

conjunto Cy = C x {0} de R?. Ahora construimos todas las semicircunferencias
positivas en R? con centro (%, 0) y que pasan por los puntos de Cy (semicircunfe-
rencias positivas en R? con puntos de C} equidistantes al punto (%, 0)), entonces
a la unién de tales circunferencias llamémosle Xj.
Ahora consideremos todas las semicircunferencias en R? con coordenadas no posi-
tivas con centro en el punto (g, 0) y por extremo algunos puntos de Cp; denotemos
por X; a la unién de estas semicircunferencias. Seguimos el proceso inductiva-
mente, para cada n € N, donde X,, sera la union de las semicircunferencias en
R? con coordenadas no positivas que tienen por extremo pares de puntos de Cy
y centro a (ﬁ,O).

Entonces, el continuo de Knaster se define como X = Xy U (U Xn>. En la

neN
Figura 2.12 se muestran los primeros pasos de la construccion del continuo de

Knaster.

Definicién 2.2.15 Un continuo X es irreducible entre los puntos a y b si
ningun subcontinuo propio de X contiene estos dos puntos. A los puntos a y
b se les llama puntos de irreducibilidad. Diremos que un continuo X es
wrreducible si es irreducible entre dos de sus puntos.

Hay continuos localmente conexos que son irreducibles y otros que no lo son.
Por ejemplo, el arco es un continuo localmente conexo y es irreducible entre
sus puntos extremos. El triodo es un continuo localmente conexo que no es
irreducible, entre cualesquiera dos puntos hay un arco que los contiene.

También hay continuos no localmente conexos que son irreducibles y otros que
no lo son. Por ejemplo, la compactacién del rayo con residuo la circunferencia
(Figura 2.5) es un continuo que es irreducible entre los puntos p y ¢ mientras que
el abanico de Cantor (Figura 2.7) no es un continuo irreducible.

Por el Corolario 2.2.10, podemos decir que si X es un continuo de Peano que
no es el intervalo, entonces X no es irreducible. Para ver esto consideremos X un
continuo de Peano y p,q € X, como X es arco conexo por ser continuo de Peano
(Corolario 2.2.10) existe un arco de p a ¢ que denotaremos por pq. Luego, pq es
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un subcontinuo propio pues X no es el intervalo, por lo que X no es irreducible
entre p y q.

Definicién 2.2.16 Diremos que un continuo X es inicamente irreducible s:
es irreducible entre dos unicos puntos.

Lema 2.2.17 [16, Corolario 11.19, pdg. 205] Un continuo X es indescomponible
sty solo si cada punto de X es un punto de irreducibilidad de X .

Definicién 2.2.18 Sea X compacto y sea C = {Uy,...,U,} una familia de sub-
conjuntos de X. Diremos que C' es una cadena en X si se tiene que U;NUy # ()
siy solo si| j—k|<1. A cada Uy se le llama un eslabén de la cadena. Si
cada eslabon de C' es abierto, entonces diremos que C' es una cadena abierta.
Si e > 0 diremos que C' es una e— cadena si el didmetro de cada eslabon de C
€s Menor que €.

Definicién 2.2.19 Sea X un continuo. Diremos que X es encadenable si
para cada € > 0, existe una e—cadena que cubre a X. Sia,b € X, entonces X es
encadenable de a a b si para cada € > 0, existe una e—cadena C = {Uy,...,U,}
que cubre a X tal que a € C7 y b € C,.

\AAAAAAAAAA

0

.v‘Y"AVAVA'AY"A"Vo’
1

Continuo encadenable. p

Continuo no encadenable.

2.3 Hiperespacios

Los hiperespacios se definen como colecciones de subconjuntos de un continuo
que satisfacen alguna propiedad topoldgica. La teoria de los hiperespacios tiene
sus inicios con los trabajos de F. Hausdorff y L. Vietoris. El hiperespacio 2%
definido como el conjunto de todos los subconjuntos no vacios y cerrados de X
fue introducido por L.Vietoris en 1922. Prob¢ algunos hechos bésicos acerca de
este hiperespacio, por ejemplo: la compacidad de X implica la de 2% ¢é bien 2%
es conexo si y sélo si X lo es. Posteriormente en 1923, L. Vietoris y T. Wazewski
probaron que la conexidad local de X es equivalente a la de 2% y a la de C(X)
siendo C'(X) el conjunto de todos los subcontinuos de X [7].

Existen muchos més resultados acerca de los hiperespacios, una referencia
donde se incluye casi todo lo que se conocia de hiperespacios hasta 1978 es el
libro de Nadler, Hyperspaces of sets (1978).
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Definicién 2.3.1 Sea X un continuo. Se definen los siguientes hiperespacios
de X :

28 = {A C X : A es cerrado y no vacio};
C(X)={Ae€2%: A es conexo}.

Notemos que los elementos de C'(X) son todos los subcontinuos de X y ademas
C(X) es subconjunto de 2% por lo que es suficiente dotar a 2% de una métrica.
La métrica considerada es conocida como la métrica de Hausdorff definida por F.
Hausdorff en 1914.

Definicién 2.3.2 Sea X un continuo con métrica d. Dados ¢ > 0, x € X y
A € 2%, se definen:

(1) La bola abierta de radio € y centro en x como:
B.(z) ={y € X : d(z,y) < e}.
(2) La Nube de radio € y centro en A como:

N.(A) ={q€ X : existe x € A tal que d(z,q) < e}.

Figura 2.13: Nube de un subconjunto A.

Observemos que si X es un continuo y A, B € X tales que A C B, entonces
se tiene que A C N.(B).

(3) Dados A y B elementos en 2% se define la métrica de Hausdorff de A
a B como:

H(A,B)=inf {e¢>0: AC N.(B) y BC N.(A)}.

De aqui en adelante denotaremos por H a la métrica de Hausdorff.
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Figura 2.14: Distancia Hausdorff de dos subconjuntos A y B.

Intuitivamente la métrica de Hausdorff nos dice que dos conjuntos estan cer-
canos si estan empalmados uno con otro. En la Figura 2.14 podemos observar
que los conjuntos A y B no estan cerca, mientras que los conjuntos punteados
azul y gris si estan cerca.

En la siguiente proposicion mostraremos que la métrica de Hausdorff definida
en 2.3.2 (3) es efectivamente una métrica para 2% y en consecuencia para C'(X).

Proposicién 2.3.3 Dados A, B y C € 2%, la funcién H descrita anteriormente
satisface:

(a) H(A, B) esta bien definida,

(b) H(A,B) >0,

(c) HA,B)=H(B,A),

(d) H(A,B) =0 siy sdlo si A= B,

(e) HA,C)< H(A,B)+ H(B,C).
Demostracion.

(a) Sean A, B € 2% no vacios, por lo que existen a € Ay b € B. Sean ¢, =
méx{d(a,z) : v € B} y g5 = max{d(b,z) : x € A}, entonces A C N, (B)
y B C N, (A). Consideramos ¢ = max{ey,eq2}, entonces A C N.(B) y
B C N.(A), por lo que el conjunto {e¢ >0: AC N.(B)y BC N.(A)} #0y
por ser acotado por el cero se puede considerar el infimo, por tanto H(A, B)
esta bien definida.

(b) Por definicién H(A, B) es el infimo de términos positivos, por tanto H (A, B) >
0.

(c) Si intercambiamos A con B, el conjunto H(A, B) no cambia, por tanto
H(A,B) = H(B, A).
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(d) = | Seaa € Aye >0 tal que H(A, B) < ¢, por lo cual existe § > 0 tal
que H(A,B) < § < ¢, es decir, A C Ns(B), entonces existe b € B tal que
d(a,b) <0 < ey B.(a) N B # () para cada € > 0. Por el Teorema 1.3.15 se
tiene que a € B y por ser B cerrado B = B, entonces a € B demostrando
que A C B. De forma similar se demuestra que B C A, por tanto A = B.

< | Si A = B, entonces inf{e > 0: A C N,(B)y B C N.(A)} = 0.
Sea a € A, entonces inf{d(a,x) : © € A} = 0 esto implica que a € N.(A)
para cada € > 0. Por tanto A C N.(A) para cada ¢ > 0, asi H(A, A) = 0.

(e) Sean A,B,C €2¥ ,e>0yd>0.

H(A,B)=inf{e >0: ACN.(B)y BC
H(B,C)=mf{6 > 0: B C N;(C) y C C Ns(B)},
H(A,C)=if{p>0: ACN,(C)y CC

Por propiedades de infimo (Lema 1.1.9)

H(A,B)+H(B,C) =inf{e+5>0: AC N.(B)y B C N.(A) y B C N5(C)
y € € Ns5(B)}.

Veamos que si A C N.(B) y B C N;(C), entonces A C N.5(C). Sea
a € A, como A C N.(B) existe b € B tal que d(a,b) < ¢, asi mismo,
como B C N;(C) existe ¢ € C tal que d(b,c) < ¢, entonces d(a,c) <
d(a,b) +d(b,c) < e+ 4. Por lo que si a € A existe ¢ € C tal que d(a,c) <
€ + 9, esto implica que A C N.,5(C). De forma similar se demuestra que
C' C N.;5(A). Por tanto H(A,C) < € + 6, esto quiere decir que H(A, C)
es cota inferior de inf{fe + 9 >0: AC N.(B)y BC N.(A)y BC Ns(C) y
C C N;(B)} y por definicién de infimo H(A, C') <inf{e+6 > 0: A C N.(B)
y B C N(A)y B C Ns(C)y C C Ns(B)} = HA,B)+ H(B,C). Por
tanto H(A,C) < H(A,B) + H(B,C).

Lema 2.3.4 Sean X un continuo, A, B € 2% yr > 0. Entonces H(A, B) <71 si
y sélo si A C N.(B) y BC N,.(A).

Demostracién.

= | Sea gy =inf {e >0: ACN( )y B C N.(A)} = H(A, B), entonces g9 <
por lo que A C N.(B) C N.(B)y B C (A)CN(A)
(B) y B

< |Seare{e>0:A4CcC N B C N.(A)}, por propiedad del infimo
inf{fe >0: AC N.(B)y B C N.(A)} <r, por lo tanto H(A, B) < r.



CAPITULO O

Algunas clases de puntos

El propdsito de este capitulo es presentar la existencia de algunos puntos muy
particulares como los puntos de no corte, orilla y no bloque en un continuo. Se
daran a conocer algunos resultados importantes que se han llegado a obtener en
el transcurso de su estudio y a pesar de que para los z-puntos la existencia no es
garantizada veremos algunos resultados importantes sobre estos puntos.

Antes de continuar daremos algunas definiciones que seran necesarias para
poder caracterizar los puntos de importancia para nosotros.

Definicién 3.0.1 Una grafica finita es un continuo que se puede poner como
una union finita de arcos de manera que cada par de ellos se intersectan a lo mds
en un numero finito de puntos.

El arco, la circunferencia S* (Figura 2.3) y el triodo (Figura 2.4) son ejemplos
de graficas finitas.

Definicién 3.0.2 Un arbol es una grifica finita que no contiene circunferen-
clas.

El arco y el triodo (Figura 2.4) son ejemplos de arboles mientras que la medalla
(Figura 2.6) y la circunferencia no son drboles. Notemos que por definicién los
arboles estan contenidos en las graficas finitas.

Definicién 3.0.3 Una dendrita es un continuo de Peano sin curvas cerradas
simples.

Figura 3.1: Dendrita de Gehman.
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Dendrita de Gehman: Se construye empezando en la parte superior, de
donde salen dos segmentos de recta, en cuyos extremos inferiores se colocan dos
segmentos de recta més pequenos. Repitiendo este proceso una infinidad de veces
y finalmente se considera la cerradura de la unién de todos los segmentos de recta
construidos. De hecho el conjunto de puntos que se anaden al tomar la cerradura
de la unién de los segmentos de recta construidos es el conjunto de Cantor. Ver
Figura 3.1.

Definicién 3.0.4 Un dendroide es un continuo arco conezxo y hereditariamente
unicoherente.

Figura 3.2: Chafaldrana.

Observemos que por definicién se tiene que la clase de las dendritas estan
contenidas en la clase de los dendroides, pero existen dendroides que no son
dendritas, por ejemplo el dendroide conocido como la chafaldrana (Figura 3.2)
que detallamos a continuacion:

Ejemplo: (Chafaldrana) Consideremos la sucesion {+}2° ;. Definamos a =
(0,0), b = (1,0) y para n € N sean b, = (1,%) y Cp = (0,—%). Para n > 1,
se unen los puntos b, con a mediante segmentos de linea recta y los puntos b,
con los puntos ¢, mediante arcos a, tales que ay, N a,, = () para todo n # m.
Finalmente se une el punto a con b.

Definicién 3.0.5 Sea X un continuo. Diremos que un punto p de X es un
punto extremo, si p es un punto extremo de cualquier arco de X que lo con-
tenga.

Figura 3.3: Hache.
El punto p es punto extremo y ¢ no es punto extremo.
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Hache: X = ({0} x [0,1]) U ([0,1] x {3}) U ({1} x [0,1]).

Algunos resultados que se han obtenido a partir de estos puntos son los sigui-
entes:

Teorema 3.0.6 [13, pdg. 13] Sea X un dendroide. Si X tiene exactamente dos
puntos extremos, entonces es un arco.

Es necesario pedir que X sea un dendroide, de lo contrario el teorema anterior
no es cierto, un ejemplo de esto es la aceituna definida por Ry U S' UR,, donde
Ri=[-2,—1] x {0} y R2 = [1,2] x {0} (Figura 3.4). No es un dendroide pues
no es hereditariamente unicoherente ya que existen subcontinuos Ay B de X, A
la semicircunferencia roja con puntos extremos p y ¢ y B el arco azul con puntos
extremos e; y ey y que contiene a los puntos p y ¢ tales que su unién es X y
su interseccién no es conexa, A N B = {p,q}. Este continuo tiene dos puntos
extremos e; y e; pero no es un arco.

Figura 3.4: Aceituna.

Corolario 3.0.7 [13, pag. 116] Sea X un dendroide. Si X tiene exactamente
tres puntos extremos, entonces se puede poner como la union de tres arcos que
tienen un punto extremo en comun.

Observemos que la unién de tres arcos con un punto en comin es homeomorfo
a un triodo.

Es necesario pedir que X sea un dendroide, de lo contrario el corolario anterior
no se cumple, un ejemplo es el continuo de la Figura 3.5 que es la unién de un
arco con puntos extremos a;, p y la medalla con puntos extremos as, az. Este
continuo no es un dendroide ya que no es hereditariamente unicoherente, tiene
tres puntos extremos aq, as y ag pero no es homeomorfo a un triodo.

az

as

Figura 3.5:
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3.1 Puntos de no corte

Una serie de resultados y pruebas en la teoria de continuos dependen del estudio
de puntos de no corte. La idea de un punto de no corte en un espacio topologico
tiene sus inicios en el afio 1920 [15]. Algunas veces, para estudiar estos puntos
también se asumen algunas otras propiedades adicionales como compacidad 6
los axiomas de separacion. Los puntos de no corte en espacios conexos se han
estudiado por Honari y Bahrampour en [8].

En esta seccion se dara la definiciéon de un punto de no corte, asi como el
teorema de existencia de puntos de no corte, la localizacién de estos puntos y
algunos de los resultados obtenidos.

Definicién 3.1.1 Dado un continuo X diremos que un punto p de X es un punto
de no corte si X — {p} es conexo. Si X — {p} no es conexo, entonces diremos
que p es un punto de corte.

Figura 3.6: p es de corte. Figura 3.7: p es de no corte.

Intuitivamente un punto de corte es aquel que si lo quitamos separa a X

(Figura 3.6) y es de no corte si al quitarlo queda una sola componente (Figura
3.7).

Figura 3.8: Abanico pata alargada.
r es un punto de no corte y ¢ es de corte.

Abanico arménico: Consideremos la sucesién armoénica {122 . Definamos
p=1(0,0), ¢ = (1,0) y paran € N n, = (1, %) Para n > 1, se unen los puntos
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n, con p mediante segmentos de linea recta. Por ultimo se une el punto p con el
punto q.

El Abanico pata alargada (Figura 3.8) es la unién del abanico arménico
con el segmento de linea recta del punto (1,0) al punto (£,0). En este continuo se
puede observar que si quitamos el punto r, X — {r} sigue siendo conexo. Ahora
veamos que el punto ¢ es de corte. Consideremos H como el abanico arménico
sin el punto ¢ y K el intervalo (¢, 7], entonces X — {q} = HU K donde H y K
son abiertos no vacios y H N K = 0, es decir, X — {¢} es disconexo.

3.1.2 Resultados de puntos de no corte

La existencia de puntos de no corte, cuantos pueden existir y donde pueden
situarse han servido para probar algunos resultados que se pueden ver en [16,
Capitulo 9.

El siguiente lema sera ttil para la demostracion del teorema de existencia para
puntos de no corte y para esto aclararemos primero la siguiente notacion: Si Y
es un espacio topoldgico, escribimos Y = P | @) que significa Y = PUQ, P # 0,
Q#0,PNQ =0y P,Q son abiertos en Y. Se dird que P U () es una separacion
de Y.

Lema 3.1.3 Sea X un espacio topologico conexo y sean x,y € X distintos tales
que X —{z} = K|L, X —{y} = M|N. Siz € M yy € K, entonces NU{y} C K.

Demostracion.

Sabemos por el Teorema 2.1.2 que N U {y} es conexo. Como z € M y = # y en-
tonces x ¢ NU{y}, es decir, NU{y} es un subconjunto conexo propio de X —{z}.
Ademds como y € K entonces (N U{y})NK # 0 y puesto que X — {z} = K|L,
esto implica que NU{y} C K. »

Teorema 3.1.4 Sea X un continuo no degenerado. Supongase que X tiene un
punto de corte ¢, es decir, X —{c} = U |V para algunos U y V abiertos de X.
Entonces, existe un punto de no corte de X en U y existe un punto de no corte

de X enV.
Demostracion.

Sea N = {z € X : = es punto de no corte de X}. Suponga que N C V, en-
tonces para todo u € U, u es punto de corte. Dado que un espacio métrico es
segundo numerable, por la Proposicién 1.3.19, X es un espacio separable. Sea
D = {d, : n € N} un subconjunto denso numerable de X y sea n(l) = min
{n :d, € U}, n(1) existe pues n € N. Como d,,1) € U entonces X — {d,,1)} =
E\|Fy, sin pérdida de generalidad ¢ € Ey. Por el Teorema 2.1.2, Ey U {d,q)} y
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Fy U {dnq)} son conexos y por el Lema 3.1.3, Fy U {d,1)} C U. Sea n(2) = min
{n :d, € Fi}, entonces dy2) € UNFy y X — {dn@} = Es|F5, sin pérdida de
generalidad d,,(1) € F,. Haciendo esto inductivamente se tiene que Ej U {d,}
y Fi U {dnu} son conexos para toda k € N, ademas F} D F, D F5 D ---. Sea

F = ﬂ(E U {dn@)}), como cada F; # ) entonces por el Lema 1.3.28, F # (). Sea
i=1

z € I, entonces z € (F;U{dy;)}) C U para toda i € N, observemos que z # d,;

y que z es punto de corte de X por lo que X — {z} = H U K, sin pérdida de

generalidad podemos suponer que F; C K, como ﬂ(E U {d,}) C Fi entonces
i=1

dn(iy C K para toda i € N, asi H N D = () lo cual es una contradiccién pues H es

abierto y D es subconjunto denso. En consecuencia N NU # () y se tiene que U

tiene al menos un punto de no corte de X. =

Corolario 3.1.5 Sea X un continuo no degenerado. Entonces X tiene al menos
dos puntos de no corte.

Corolario 3.1.6 Sea X un continuo no degenerado y sea N el conjunto de todos
los puntos de no corte de X. Entonces ningin subconjunto propio conexo de X
contiene a N.

Demostracion.

Supongamos que existe A subconjunto propio conexo de X tal que N C A.
Sea x € X — A, entonces X — {z} = HU K, H y K abiertos, ajenos y no vacios
de X. Como A es conexo de X — {z} sin pérdida de generalidad A C H lo cual
implica que N C H, contradiciendo asi el Teorema 3.1.4. m

El siguiente teorema nos da alguna informacién con respecto a la ubicaciéon
de puntos de no corte.

Teorema 3.1.7 Sean X un continuo, A un subcontinuo propio de X, y K una
componente de X — A. Entonces hay un punto de no corte p de K U A tal que
p € K. Ademds ese punto p es también un punto de no corte de X.

Demostracion.

Sabemos por el Teorema 2.1.7 que K U A es un continuo. Como A C K U A, en-
tonces A es un subcontinuo propio de K UA. Por el Corolario 3.1.5 existe p punto
de no corte de K U A y por el Corolario 3.1.6, p € K. Ahora veamos que p es
punto de no corte de X. Observemos que X —{p} = [(KUA)—{p}JU[U{LUA : L
es componente de X — Ay L # K}], (KUA) — {p} es conexo y cada LU A
es conexo (Teorema 2.1.7). Como la interseccién de estos conjuntos es no vacia
aplicamos el Corolario 1.3.23, entonces X — {p} es conexo, es decir, p es un punto
de no corte de X. m
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Teorema 3.1.8 [16, Teorema 9.28, pdg. 153] Sea X un continuo no degenerado.
Entonces X es un drbol si y solo si X tiene solo un niumero finito de puntos de
no corte.

El uso de los puntos de no corte ha permitido dar una caracterizaciéon mas del
arco, como se ve en el siguiente teorema.

Teorema 3.1.9 Un continuo X es un arco si y solo si X tiene exactamente dos
puntos de no corte.

Demostracién.

=| Supongamos que X es un arco, sin pérdida de generalidad X = [0, 1]. Veamos
que si z € (0,1) entonces x es punto de corte de X. Sean H = [0,z) y
K = (x,1] subconjuntos de [0, 1]. Entonces H, K son subconjuntos abiertos
de X talesque HNK =0y X — {2} = HU K, por lo tanto x es de corte
de X. Por otra parte, sea A = (0,1) que es un subconjunto propio conexo
de X entonces las componentes de X — A son C; = {0} y Cy = {1}. Por
el Teorema 3.1.7, existen p y ¢ puntos de no corte de X tales que p € Cy y
q € Cs, entonces p=0y q=1. Asi X tiene exactamente dos puntos de no
corte.

<| Supongamos que X es un continuo con exactamente dos puntos de no corte
py q. Por el Teorema 3.1.8, X es un arbol y por tanto una grafica y por
definicién las graficas son arco conexas, entonces existe un arco o en X de
p a q. Por el Corolario 3.1.6, a = X, es decir, X es un arco.

Una caracterizacién clasica de la curva cerrada simple fue dada por H.Bing y
es la siguiente.

Teorema 3.1.10 [16, Proposicion 9.28, pag. 153] Un continuo X no degenerado
es una curva cerrada simple st no es cortado por uno de sus puntos sino por cada
par de sus puntos.

Por ejemplo el circulo de Varsovia (Figura 3.9) no es una curva cerrada simple,
pues si quitamos cualquier punto es conexo y ademas para p y ¢ como en la Figura
3.9, X — {p, ¢} es conexo.
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Figura 3.9: Circulo de Varsovia.

Otro de los resultados que se obtuvieron acerca de los puntos de no corte y
que permitieron caracterizar a las dedritas es el siguiente teorema.

Teorema 3.1.11 [16, Teorema 10.7, pdg. 168] Un continuo no degenerado X es
una dendrita si y solo si cada punto de X es un punto de corte de X o un punto
extremo de X.

Es necesario pedir que X sea una dendrita, de lo contrario el teorema anterior
no se cumple. La paleta definida por P = S* UR, donde R = ([1,2] x {0})
(Figura 3.10) es un continuo donde p es un punto de no corte pero no es un punto
extremo.

K[e

Figura 3.10: Paleta.

3.2 Puntos orilla

El concepto de punto orilla en dendroides surgié cuando se estudio la propiedad
del hiperespacio conico de un dendroide suave. Resulté ser una herramienta
util para comprender la estructura de los dendroides, [14]. Posteriormente se
estudiaron las relaciones de los puntos orilla y de no corte en dendroides y se
utilizaron a estos puntos para caracterizar a las dendritas [18].

La existencia de puntos orilla ha sido una generalizacion en teoria de continuos,
correspondiente al teorema de existencia de puntos de no corte en un continuo y
el cual fue probado por R. Leonel en [12]. En esta seccién se dard la definicion
de un punto orilla, asi como el teorema de existencia de estos puntos y algunas
caracterizaciones de continuos que se tienen a partir de estos puntos.
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Definicién 3.2.1 Dado un continuo X diremos que un punto p de X es un

punto orilla si para cada ¢ > 0 existe un subcontinuo C de X tal que p ¢ C' y
H(CX)<e.

Figura 3.11: p punto orilla.

Intuitivamente un punto orilla se puede ver como en la Figura 3.11, donde

C e C(X).

* T

Figura 3.12: Peine.
q es un punto orilla y p no es orilla.

Ejemplo: (Peine) Sean A; = [0,1] x {%} para j € N, I = ({0} x [0,1]) y
J = ([0,1] x {0}). Consideremos al continuo

X = (UA]) UIuJ.
j=1

Este continuo X es conocido como el peine.

Veamos que el punto ¢ del peine (Figura 3.12) es un punto orilla. Sea ¢ > 0,
sabemos que existe n € N tal que % < &. Sea entonces
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. (.U Aj> U ({0} x [0,1)),

el cual es un subcontinuo de X que no contiene a g (Figura 3.13). Queremos
demostrar que H(A, X) < ¢, es decir, A C N(g,X) y X C N(g, A).

Sea x € A, como A C X entonces ¢ € X y d(z,z) = 0 < ¢, por tanto
A C N(e,X). Ahora sea T € X tal que T ¢ A (pues si T € A términamos), en-
tonces sin pérdida de generalidad T = (x, a,,), 0 < a,, < %, elegimos a = (z, ay)
el cual estd contenido en A, y (z,a,,) donde (z,a,) € {z} x [0,1], entonces
d((x,am), (x,a,)) <+ <&, por tanto X C N(e, A). Demostrando asf que ¢ es un
punto orilla.

G

G

-
y e

i pmmmmmmmmmm === ===

! e
Bs(q)\\__ ‘I __________________

Figura 3.13: A € C(X). Figura 3.14: X — {p} = C, U Cs.

Miés adelante vamos a probar que si p es un punto de corte este no puede ser
orilla (Proposicién 3.2.19). Como se muestra en la Figura 3.14, el punto p es un
punto de corte por lo que p no puede ser orilla.

3.2.2 Resultados de puntos orilla

La prueba del teorema de existencia se basa en el siguiente resultado que fue
probado por H. Bing.

Teorema 3.2.3 [3, Teorema 5, pag. 500] Sean X un continuo y A subconjunto
propio de X. Entonces existe un punto v € X — A tal que | J{C € C(X) : C C
X —{z} yCNA#D} es densa en X.

El siguiente teorema es un resultado importante que nos permite establecer
la existencia de puntos orilla.

Teorema 3.2.4 Sea X un continuo no degenerado. Entonces X tiene al menos
dos puntos que son orilla.
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Demostracion.

Sea x € X. Por el Teorema 3.2.3, existe un punto ¢ € X — {z} tal que
U{AeCX):ze€ Ay qg¢ A} es densa en X. Sea ¢ > 0, por ser X com-
pacto existen Uy, Us, ..., U, abiertos de X tales que diam(U;) < 5,7 =1,2,..ny

X C UUi‘ Como | J{A € C(X):z € Ay q¢ A} es densa en X, entonces para
i=1
cada U; abierto existe un subcontinuo A; en X —{q} tal que A,NU; # 0y x € A,

para cada ¢ = 1,2, ...n. Consideremos A = U A;, es cerrado por ser union finita
de cerrados, en consecuencia es compacto 33 és conexo por ser union de conexos
con interseccién no vacia (Corolario 1.3.22), por lo que A es un subcontinuo que
no contiene a q. Veamos que H(A, X) < . Como A C X sélo basta ver que
X C N(g,A) (Lema 2.3.4). Sea y € X, entonces y € U; para algin i = 1,2, ..n
y existe a; € A; tal que d(a;,u;) < 5, asi d(y,a;) < e y por tanto X C N(e, A).
Asi ¢ es un punto orilla de X. Si hacemos = = ¢, existe p distinto de ¢ tal que p
es punto orilla de X, entonces X tiene al menos dos puntos orilla. =

Definicion 3.2.5 Diremos que un subconjunto A no vacio de un continuo X es

un conjunto orilla si para cada € > 0 existe un subcontinuo C' de X tal que
ANC =0y HC,X) <e.

Se ha estudiado la relacion de los puntos orilla con los puntos de centro fuerte
en dendroides por V. Nall [17]. En su estudio muestra que si O(X) es el conjunto
de puntos orilla y C'F' es el conjunto de puntos de centro fuerte, entonces estos
conjuntos son mutuamente excluyentes. Esta relaciéon nos proporciona una forma
de saber que puntos no pueden ser orilla.

Definicién 3.2.6 Sea X un continuo. Diremos que un punto p € X es un
centro fuerte, si existen dos puntos b,c € X (distintos de p) y dos conjuntos
abiertos y no vacios U y V de X que contienen a b y c, respectivamente, tales
que cada arco de U a V' contiene a p.

En el abanico de Cantor (Figura 2.7), el punto ¢ es un centro fuerte y cualquier
otro punto no es centro fuerte.

Proposicion 3.2.7 Sean X un continuo hereditariamente arco conexo yp € X.
Si p es un centro fuerte de X, entonces p no es un punto orilla de X.

Demostracion.

Sea p un centro fuerte de X respecto a los punto =z y y. Supongamos que p
es un punto orilla de X. Sean U,V abiertos de X tales que x € Uy y € V.
Por ser abiertos U y V, existen r y 7o tales que B, (x) C Uy B,(y) C V.
Consideremos 7 = min{ry, 72} y € = 7, entonces existe C' € C(X) tal que p ¢ C
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y H(X,C) < e. Asi, existe u € C tal que d(z,u) < ¢ lo cual implica que u € U y
CNU # 0, similarmente C NV # (. Sean u; € CNU y uy € CNV. Porser X
hereditariamente arco conexo, existe un arco a en C' de u; a uy y por ser p centro
fuerte de X respecto a los abiertos U y V se tiene que p € a y en consecuencia
p € C, por tanto p no es un punto orilla de X. m

Es necesario pedir que X sea hereditariamente arco conexo, de lo contrario la
proposiciéon anterior no es cierta. Por ejemplo, el circulo de Varsovia es un con-
tinuo el cual no es hereditariamente arco conexo y se puede ver inmediatamente
que p es un centro fuerte y también es un punto orilla de X.

Proposicion 3.2.8 Sean X un dendroide y A subcontinuo de X, entonces A es
arco conexo.

Demostracién.

Sean A € C(X) y z,y € A distintos, consideremos « un arco en X que con-
tiene a x y y como puntos extremos. Observemos que A N« es conexo ya que X
es hereditariamente unicoherente, como =,y € a N A C «, entonces a N A = «
por lo que a« C A. Asi v es un arco en A que contiene a x y y, es decir, A es arco
conexo. =

Corolario 3.2.9 Sean X un dendroide y p un centro fuerte de X. FEntonces p
no es un punto orilla de X.

Demostracion.

Sea p un centro fuerte de X. Por definiciéon X es arco conexo y por la Proposicion
3.2.8, X es hereditariamente arco conexo. Finalmente, por la Proposiciéon 3.2.7,
p no es un punto orilla. =

La relacion entre los puntos orilla y centro fuerte ha servido para demostrar
que si un dendroide tiene un punto no orilla, entonces la union finita de arco
componentes de un conjunto de puntos orilla es un conjunto orilla.

Teorema 3.2.10 [17, Teorema 4, pdg. 2170] Si X es un dendroide que contiene
un centro fuerte, y A es la union de un numero finito de arco componentes de
O(X), entonces A es un conjunto orilla.

Lema 3.2.11 Sean X un dendroide y A C X tal que X — A es arco conexo,
entonces A es un conjunto orilla si y sdlo si int(A) = (.

Demostracién.

=| Supongamos que int(A) # (), entonces para x € int(A) existe r > 0 tal

que v € B,(z) C int(A). Sea ¢ = 7, entonces existe C' € C(X) tal que

ANC =0y H(X,C) <e. Paraz € Aexiste y € C tal que d(z,y) <e <,
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lo cual implica que y € B,.(z) y por tanto y € A contradiciendo el hecho
que ANC = 0. Asi, int(A) = 0.

<| Supongamos que X — A es arco conexo y que int(A) =0. Seax € X — Ay
sea € > 0. Por ser X compacto existen {Uj, Us, ..., U, } abiertos de X tales

que diam(U;) < § para cadai = 1,2,.ny X C UUi‘ Como int(A) =0
i=1
se tiene que U; € A para cada i = 1,2,...,n. Sea z; € U; — A, entonces

existe un arco z;x ya que X — A es arco conexo. Consideremos C' = U Tz,
entonces C' es cerrado por ser unién finita de cerrados, en Consecue;clia es
compacto. Ademas, es conexo por ser union de conexos con interseccién no
vacia, por lo tanto C' es un subcontinuo de X y C N A = . Como C C X,
C C N.(X), por el Lema 2.3.4 s6lo basta ver que X C N.(C). Sea x € X,
entonces = € U; para algtin i € {1,2,...,n} por lo que existe z; € U; tal que
d(z,2) < 5. Asi, H(C,X) < e. En consecuencia A es un conjunto orilla.

Lema 3.2.12 Sean X un dendroide y p € X. Si C' es un arco componente de
X — {p} ent(C) =0, entonces C es un conjunto orilla.

Demostracion.
Por la Proposicion 3.2.8, X — C' es arco conexo y por el Lema 3.2.11, C' es

un conjunto orilla. m

El siguiente resultado probado por R. Leonel en [12], nos dice donde podemos
encontrar los puntos orilla en continuos irreducibles.

Teorema 3.2.13 Sean X un continuo irreducible y p un punto de irreducibilidad
de X. Entonces p es un punto orilla de X.

Demostracion.

Sean p y ¢ puntos de irreducibilidad de X y sea ¢ > 0. Por ser X compacto ex-
isten Uy, Us, ..., U, abiertos de X tales que diam(U;) < § para cada i =1,2,...,n

y X C U U;. Por el Lema 2.1.9, K(q) es densa en X y p ¢ K(q), entonces para
i=1
cada U; de X existe A; C X — {p} subcontinuo de X tal que ¢ € A; y p ¢ A,

para i = 1,2,...n. Consideremos A = U A;, A es cerrado por ser union finita
i=1

de cerrados, en consecuencia compacto y es conexo por ser uniéon de conexos con

interseccién no vacia. Por lo tanto A es un subcontinuo que no contiene a p.

Veamos que X C N.(A). Sea z € X, entonces z € U; para algun i € {1,2,...,n}
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por lo que existe y € U; tal que d(z,y) < 3, luego para y existe z € A; tal que
d(y,z) < §y por tanto d(z, z) < € lo cual implica que X C N.(A). Por lo tanto
p es un punto orilla de X. Similarmente se tiene que ¢ es un punto orilla de X. =»

Lema 3.2.14 Sea X un continuo unicamente irreducible entre los puntos x y y.
Si B es un subcontinuo indescomponible de X, entonces BN {x,y} = 0.

Demostracién.

Sea B subcontinuo indescomponible de X y sean x,y los unicos puntos de ir-
reducibilidad de X. Supongamos que B N {z,y} # (). Si pérdida de generalidad
supongamos que © € B. Sea z € B tal que z # z y z € K(x) en B. Si
z =y, entonces {x,y} C B. Luego, por ser B indescomponible todos sus puntos
son de irreducibilidad (Lema 2.2.17). Por lo tanto z # y, asi z no es un punto
de irreducibilidad de X, por lo que existe W; subcontinuo propio de X tal que
{z,y} C Wj. Por otra parte, z € K(x) en B, entonces existe Wy subcontinuo de
B tal que {z,x} C W,. Sea W = W; U Ws, es cerrado por ser unién de cerrados
y es conexo por ser union de conexos con interseccion no vacia. Asi W es un
subcontinuo propio de X y es propio ya que B es un continuo indescomponible
y B # W1 UWs,. Por lo tanto W es un subcontinuo propio que contiene a = y a
y lo cual es una contradiccién ya que {z,y} son puntos de irreducibilidad de X,
asiz ¢ B. m

Corolario 3.2.15 [12, Corolario 2, pag. 437]Sea X un continuo irreducible y
hereditariamente descomponible. Si p es un punto orilla de X, entonces p es un
punto de irreducibilidad.

Teorema 3.2.16 Sean X un continuo unicamente irreducible y p € X. Si p es
un punto orilla de X, entonces p es un punto de irreducibilidad de X .

Demostracion.

Por el Lema 2.2.17, X es descomponible. Por lo que existen Y y Z subcontinuos
propios de X tales que X = ZUY. Sea p un punto orilla de X y supongamos
que X es hereditariamente descomponible, entonces por el Corolario 3.2.15, p es
punto de irreducibilidad de X. Ahora, supongamos que X no es hereditariamente
descomponible y que p no es punto de irreducibilidad de X. Sean z,y € X tal
que X es irreducible entre z y y, con z € Zyy e Y y{y,p} CY y {z,p} C Z,
X =YUZ. Como {y,z}NY #0y{y,z}NZ # 0, por el Lema 3.2.14,Y y Z son
descomponibles, entonces existen Ay, By € C(Z) —{Z} y A3, B, € C(Y) —{Y'}
talesque Z = A1 UB,Y = A UBs, z€ Ay y y € As.

Sip € Ay, entonces A;UY es un subcontinuo propio que contiene a y y a z lo cual
no es posible por que y y z son puntos de irreducibilidad, por tanto p ¢ A;. Simi-
larmente p ¢ Ay. Sean r = min{d(z, By),d(z,Y)} y ro = min{d(y, Z), d(y, Ba)}.
Como BUY es cerrado, entonces X —(B;UY) es abierto en X. Para r = 2in{rura}

2
existe e > 0 tal que 0 <e <ry B.(z) C X — (B UY) C A;. Luego, por ser p
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un punto orilla de X existe C' € C(X) tal quep ¢ C'y H(X,C) < ¢, teniendo asi
C N B.(z) # 0. Consideremos W = A; UC' U A,. Entonces W es un subcontinuo
de X y es propio ya que p ¢ Wy {y, z} C W, contradiciendo el hecho de ser y y
z puntos de irreducibilidad de X. Por lo tanto, p es un punto de irreducibilidad

deX. | ]

Teorema 3.2.17 Sea X wun continuo no degenerado. FEntonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) X es dnicamente irreducible;

(ii) X tiene solo dos puntos orilla.
Demostracioén.

(i)= (ii) Supongamos que p y ¢ son los tinicos puntos de irreducibilidad de X.
Por el Teorema 3.2.13, p y ¢ son puntos orilla. Como X es tnicamente
irreducible para cualquier punto x distinto de p y ¢,  no es punto de
irreducibilidad y por el Teorema 3.2.16, £ no es punto orilla. Asi p y ¢ son
los tinicos puntos orilla de X.

(ii)= (i) Supongamos que X tiene s6lo dos puntos orilla. Supongamos que X no
es irreducible, entonces existe A € C(X) —{X} tal que {p,q} C A. Seaz €
X — A, por el Teorema 3.2.3, el conjunto D = | J{C € C(X) : C C X —{z}
y ANC # 0} es denso en X. Afirmacién: x es un punto orilla de X. Sean
e >0y {Uy,Us,,..,Uy,} abiertos y no vacios de X tales que diam(U;) < €

n

para cada i = 1,2, ...n, existen pues X es compacto y ademas X C U Us.

=1
Como D es denso en X, para cada U; existe C; € D tal que U; N C; # (.

n

Sea C' = U C;, es compacto por ser C; cerrado para cada ¢ = 1,2,...ny
es conexolplor ser uniéon de conexos con interseccién no vacia, por lo tanto
C' es un subcontinuo de X y « ¢ C. Veamos que X C N.(C). Sea z € X,
entonces x € U; para algin ¢ € {1,2,...,n} y por tanto existe ¢ € C; tal que
d(x,c) < g, asi x es un punto orilla de X lo cual es una contradiccién ya
que p y ¢ son los tinicos puntos orilla de X, por tanto X es irreducible entre
py q. Por el Teorema 3.2.13, X es unicamente irreducible ya que cualquier
otro punto de irreducibilidad de X seria punto orilla de X.

Al igual que para los puntos de no corte, el arco ha sido caracterizado en
términos de puntos orilla como se ve en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.18 [12, Teorema 6, pag. 439] Sea X un continuo no degenerado.
Entonces X es un arco si y solo si cada subcontinuo B de X tiene solo dos puntos
orilla.
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En dendroides se demuestra que cada punto extremo es un punto orilla el
reciproco no es cierto por tanto los puntos orilla que no son puntos extremos V.
Lara e I. Puga los denominaron puntos orilla impropios [18].

Proposiciéon 3.2.19 Sean X un continuo y p € X. Si p es un punto orilla,
entonces p es un punto de no corte.

Demostracién.

Supongamos que p es un punto de corte, entonces existen U, V' abiertos, no vacios
y ajenos tales que X — {p} = U U V. Por el Teorema 2.1.2, U U {p} y V U {p}
son subcontinuos de X, consideremos asi ¢ = H(U U {p},V U {p}). Sea ¢ = &,
como p es un punto orilla existe un subcontinuo A en X —{p}. Por ser A conexo,
sin pérdida de generalidad podemos suponer que A C U, pero esto implica que
H(A,X) > ¢, lo cual es una contradiccién ya que p es punto orilla. Por tanto p

es un punto de no corte. m

En base a este resultado podemos decir que si D(X) es el conjunto de puntos de
corte de X y O(X) es el conjunto de puntos orilla de X, entonces estos conjuntos
son mutuamente excluyentes.

El reciproco de la proposicién 3.2.19 no se cumple en general y el ejemplo se
dard mas adelante. Sin embargo, agregando condiciones al continuo puede ser
cierto, como en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.20 Sea X un continuo localmente conexo, entonces X solo tiene
dos tipos de puntos, de corte y orilla.

Demostracién.

Por la Proposicion 3.2.19 si p es orilla, entonces p es de no corte. Ahora mostremos
que si p es de no corte, entonces p es orilla. Sean ¢ > 0 y U abierto de X tal que
p € U ydiam(U) < e. Como X es localmente conexo por el Teorema 2.2.12, X es
semilocalmente conexo y por tanto existe un abierto V de X talquepe V C Uy
C1,Cy, ...,C, son las componentes de X — V. Sea ¢; € C; paracadai =1,2,....n.
Como p es un punto de no corte de X, X — {p} es conexo y ademds es abierto,
asi por el Teorema 2.2.9, X — {p} es arco conexo. Sean «; arcos en X — {p}
que van de ¢; a ¢;41 parai =1,2,...,n — 1y o, un arco en X — {p} de ¢, a ¢;.
Como C} es cerrado en X — V' y por ser X — V cerrado en X, C; es cerrado en X

n n
para cada ¢ = 1,2,....,n y por tanto U C; es cerrado en X. Similarmente U o
i=1

1
n n

es cerrado en X. Consideremos C' = (U Cz) U <U ozi), entonces C' es cerrado
i=1

=1

en X. Como a; es conexo y a; Ny 1 # () para todo i = 1,2,...,n, ﬂai #0y
i=1
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i=1 i=1
es conexa y en consecuencia C' es conexo. Asi, C' es un subcontinuo de X que no
contiene a p. Veamos que H(C, X) < e. Basta ver que X C N.(C). Sea z € X,

ademas C; N (ﬂ oz,;) # () para todo i = 1,2, ...,n. Por el Teorema 1.3.22, U Q;

como X = (X —V)uV = <UCZ) UV siz € C; para algin i € {1,2,...,n}
i=1
acabamos. Supongamos que x € V| recordemos que V C U por lo que existe
u€ U tal que u ¢ V y d(z,u) < e. Por lo tanto si p € X, entonces p es de corte

0 p es orilla. m

3.3 Puntos de no bloque

El concepto de bloqueadores fue introducido por A. Illanes y P. Krupski en [9],
donde estudian los conjuntos bloqueadores en varios continuos y denominan a
estos conjuntos bloqueadores como conjuntos de tapas para los continuos local-
mente conexos. Posteriormente se introduce la nociéon de bloqueador en hiperes-
pacios desarrollando una teoria general sobre estos conjuntos. Los resultados que
se obtienen muestran que los conjuntos bloqueadores aparecen como fenémenos
importantes y naturales en los hiperespacios.

La definiciéon de punto de no bloque fue dado por J. Bobok, P. Pyrih y B.
Vejnar en [4], donde después del resultado obtenido por R. Leonel (Teorema 3.2.4,
[12]) observaron que estos puntos no sélo son puntos orilla sino que satisfacen
una propiedad mas fuerte. A estos puntos los llamaron puntos no bloqueables y
posteriormente en [4] demuestran su existencia en continuos no degenerados.

Definicién 3.3.1 Dado un continuo X diremos que un punto p de X es un punto

de no bloque si existe una sucesion {A,}, .y de subcontinuos de X tales que

Ay C A, CA3C -, pé¢ A, para todan € Ny OleAn es densa en X . Si no existe

tal sucesion {A,}, .y de subcontinuos de X, entonces diremos que p bloquea.

Figura 3.15: A,, C A,41, con A, € C(X) para cada n € N.
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Intuitivamente p es de no bloque, pues podemos crecer casi desde cualquier
punto sin pasar por p y llegar al continuo total (Figura 3.15).

Pe

J %
Figura 3.16: Continuo sen(%).

p es un punto de no bloque y ¢ es un punto que bloquea.

En la Figura 3.16, el punto p es un punto de no bloque. Consideremos
P1, P2, P3, ---, Puntos en el rayo del continuo sen(%) como se muestra en la Figura
3.18 y sea A, el arco con extremos r y p,, entonces A, € C(X)y A, C A1

para cada n € N y ademés U A, =X.

n=1

Figura 3.17: sen(%). Figura 3.18: X — {¢} = K1 U K.

Por otro lado ¢ es un punto que bloquea. Queremos encontrar una sucesion
creciente de elementos de C'(X) tales que no contengan a ¢, entonces necesaria-
mente {A,,}7°, C K; 6 bien {A,,}5°, C K, (Figura 3.18) pues cada A,, es conexo

o0

y ademas la interseccién de A, y A,41 es no vacia, sin embargo, U A, # X.

n=1

3.3.2 Resultados de puntos de no bloque

El siguiente resultado nos permite establecer la existencia de puntos de no bloque
y su prueba se basa en el teorema de Bing mencionado anteriormente ([3, Teorema

5)).
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Teorema 3.3.3 Sea X un continuo no degenerado. Entonces X tiene al menos
dos puntos de no bloque.

Demostracion.

Sea x € X. Por el Teorema 3.2.3, existe un punto ¢ € X — {z} tal que
U{A e CX):2€ Ay g ¢ A} es densa en X. Como X — {z} es abierto
existe 7 > 0 tal que B,(¢q) C X — {x}. Sea {, }nen una sucesiéon donde &, = = y
n € Ny sea B, () la bola abierta con centro en z y radio ¢,. Para n = 1, sea
A; la componente de X — B., que contiene a x. Como X — Bj es cerrado, A; es
cerrado en X y al ser conexo A; es un subcontinuo propio de X. Para n > 2, sea
A, la componente de X — B, que contiene a A, 1, similarmente al argumento
anterior A, es un subcontinuo propio de X. Asi, A, C A1 paran =1,2,...y

por el Teorema 3.2.3, U A, esdensaen X y g ¢ A, para toda n € N, es decir, ¢

=1
es un punto de no bloque de X. Si hacemos z = ¢, existe p € X distinto de ¢ tal
que p es punto de no bloque de X, entonces X tiene al menos dos puntos de no
bloque. m

Lema 3.3.4 Sean X un continuo irreducible y p un punto de irreducibilidad de
X. Entonces p es un punto de no bloque.

Demostracién.

Sea p un punto de irreducibilidad de X, entonces para algin punto ¢ € X — {p}
ningun subcontinuo propio de X contiene a {p,q}, es decir, p ¢ K(q). Por el
Lema 2.1.10, K(q) puede ser expresada como unién numerable de subcontinuos
propios de X que contienen a g y por el Lema 2.1.9, K(q) es densa en X. Por lo
tanto, p es un punto de no bloque. =

Proposicién 3.3.5 [/, Proposicion 3.5, pdg. 11] Sea X un continuo encadenable
y sea p € X. Entonces las siguientes propiedades de p son equivalentes:

(i) p es un punto de irreducibilidad;

(ii) p es un punto de no bloque.

Es necesario pedir que X sea encadenable, de lo contrario la proposiciéon an-
terior no se cumple. Consideremos el punto p en la Hache (Figura 3.3), es un
punto de no bloque pero no es punto de irreducibilidad.

Lema 3.3.6 [/, Lema 3.1, pdg. 9] Sea X un continuo encadenable tal que X =
K UL para dos subcontinuos propios K y L de X. Entonces cada punto de KN L
es un centro fuerte de X.
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De acuerdo a la definicién de centro fuerte podemos decir que un punto p no
es centro fuerte si cada par de conjuntos abiertos de X son intersectados por un
subcontinuo que no contiene a p. Intuitivamente un punto que no es centro fuerte
es como se muestra en la Figura 3.19.

Figura 3.19: p no es centro fuerte.

Proposicion 3.3.7 Sea X un continuo encadenable y sea p € X. Sip es un
punto que no es centro fuerte, entonces p es punto de no bloque de X.

Demostracién.

Por el Corolario 3.3.4, sin pérdida de generalidad podemos suponer que X es
un continuo descomponible. Sea X = K U L, donde K, L son subcontinuos pro-
pios, no vacios de X. Sea p € X punto que no es centro fuerte. Por el Lema 3.3.6,
p ¢ KN L. Sin pérdida de generalidad supongamos p € K — L. Sea {B,, : n € N}
una base numerable de subconjuntos abiertos y no vacios de X — {p} (existe pues
por la Proposicion 1.3.19 todo espacio métrico es segundo numerable y ademas
es una propiedad hereditaria). Como p no es centro fuerte para cada n € N
existe un subcontinuo M, que intersecta a B, y X — K y tal que p ¢ M,,. Sea
A, = LUM;U---UM,. Observemos que LNM; # () de lo contrario, si LNM; = ()
para alguna i € {1,2,...}, entonces M; C (X — L) y como M; N (X — K) # 0 se
sigue que M; C (X — L)N (X — K) = () lo cual es una contradiccién, por lo tanto
LN M; # ) para cada i € {1,2,...}. Asi, por el Teorema 1.3.22, A,, es conexo
y es cerrado en X por ser union finita de cerrados de X, en consecuencia A,, es

[e.e]
un subcontinuo de X que no contiene a p, ademés Ay C Ay C---Cy U A, es
n=1
densa en X por construccion de cada A,. Por lo tanto, p es punto de no bloque.

Otro de los resultados dados en [4] por J. Bobok, P. Pyrih y B. Vejnar es la
siguiente proposiciéon donde se relacionan los puntos extremos y los puntos de no
bloque en un continuo encadenable.

Proposicién 3.3.8 [/, Proposicion 3.9, pdg. 13] Sea X un continuo encadenable
y sea p € X. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) p es un punto extremo;



3.4. Z-PUNTOS 61

(ii) p es un punto de no bloque para cada subcontinuo de X que contiene a p.

3.4 Z-Puntos

Existe otra clase de puntos llamados z-puntos que son un tanto distintos a los
puntos de no corte, orilla y los de no bloque pues dependen de la existencia de una
funcion continua tal que la distancia del punto a su imagen no sea muy grande.
Estos puntos resultan interesantes ya que en principio no podemos garantizar su
existencia.

Definiciéon 3.4.1 Dado un continuo X diremos que un punto p de X es z-punto
st para cada € > 0 existe una funcion continua f. : X — X — {p} tal que
d(z, f. (v)) < € para cada v € X.

Figura 3.20: f..

Intuitivamente para que p pueda ser un z-punto, entonces la imagen de la
funcion f. es como se muestra en la Figura 3.20.

Abanico de Cantor.

En el abanico de Cantor el punto ¢ es un z-punto y la idea es definir una
funcién que proyecte los segmentos que intersectan a Be (r) al segmento més
proximo de tal forma que ya no intersecte a Bg (r) v a los demés segmentos los
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deje igual. Tomando en cuenta que las proyecciones son funciones continuas (|5,
proposicién 4.12; pag. 117]) y ademds como d(z, f(z)) < € se concluye que ¢ es
un z-punto. El punto p no es z-punto. Mas adelante se probara que si un punto
es z-punto, entonces es un punto de no corte.

3.4.2 Resultados de z-puntos

Proposicion 3.4.3 Sea X un arco. Entonces los tinicos z-puntos de X son los
extremos.

Demostracion.
Sin pérdida de generalidad supongamos que X = [0, 1].
(1) Sip e {0,1}, veamos que p es un z-punto de X. Sea £ > 0, entonces existe

nENtalque%<5.
Si p = 0, consideremos f; : [0,1] — [%, 1} como:

o
=

I
—N—
8 3=
V)

-~

Si p =1, consideremos f; : [0,1] — [O,l—ﬂ como
x si nggl—%
fa(x)_{l—% si 1-+<a<1

En ambos casos la funcién f. es continua (Lema 1.3.46) y d(z, f-(x)) < €
para cada x € X. Por lo tanto, p es un z-punto.

(2) Veamos ahora que si p € [0,1] y p es un z-punto, entonces p =06 p = 1.
Sea p € (0,1) y supongamos que p es z-punto de X. Sean r =min {d(p, 1),
d(0,p)} y € = %, entonces existe f. : X — X —{p} una funcién continua tal
que d(z, f-(x)) < e paratodo z € X. Observemos que f.(X) C [0, p)U(p, 1].
Si fo(X) = [0,p) U (p, 1], entonces f.(X) es disconexo pues es la unién de
dos abiertos, ajenos y no vacios. Pero la imagen continua de conexos es
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conexo (Proposicién 1.3.47), por lo que podemos suponer que f.(X) C [0, p),
entonces f.(1) € [0,p) lo que implica que d(1, f.(1)) > ¢, llegando a una
contradiccién. Por lo tanto, si p € (0, 1) no es z-punto.

Proposicion 3.4.4 Sean X un continuo y p € X. Si p es un z-punto, entonces
p es un punto orilla.

Demostracion.

Sean € > 0y p un z-punto de X, entonces existe f. : X — X — {p} una funcién
continua tal que d(z, f-(x)) < ¢ para todo z € X. Como X es un continuo y
f continua se tiene que f.(X) es un continuo (Proposicién 1.3.47 y Proposicién
1.3.47). Consideremos A = f.(X), observemos que p ¢ A (Imf. C X — {p}).
Veamos que H(X,A) < e. Como A C X, entonces A C N(g, X), basta ver que
X C N(g,A). Sea xz € X, por hipétesis d(z, f.(z)) < ¢ donde f.(x) € A. Por lo
tanto, p es un punto orilla. m

Proposicién 3.4.5 [16, Proposicion 9.26, pdg. 153] Sea X wuna grdfica no de-
generada y sea p un punto de X tal que no pertenece a ninguna curva cerrada
simple de X. FEntonces p es un punto de no corte si y solo si p es un punto
extremo.

Teorema 3.4.6 Sea X una grdfica no degenerada y sea p un punto de X tal que
no pertenece a ninguna curva cerrada simple de X. Entonces p es un z-punto si
y solo st p es un punto extremo.

Demostracion.

(=) Supongamos que p es un z-punto de X. Sea a un arco en X que contiene a
P y supongamos que p no es un punto extremo de a. Dado que las graficas son
localmente conexas por el Teorema 3.2.20, X sélo tiene dos tipos de puntos de
corte y orilla. Como estamos suponiendo que p no es punto extremo, entonces p
es un punto de corte (Proposicién 3.4.5). Por la Proposicién 3.2.19, p no es punto
orilla y por la Proposicién 3.4.4, p no es un z-punto contradiciendo la hipdtesis.
Por lo tanto, p es un punto extremo de .

(<) Supongamos ahora que p es un punto extremo de X, por lo que para cualquier
arco o de X que contiene a p se tiene que p es punto extremo de a. Sea £ > 0,
por lo que existe n € N tal que * < £. Sea h; el homeomorfismo entre a e I,

hy :a— Iyseahy: [ — [%, 1], la funcion definida por

S?
S?

8 3=
—_3 =

IA IA

T
T

IA INA

hato) = {

3O
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Consideremos:

fa(x)Z{x si vfa

g(x) si r€a

donde g(z) = ho(h1(z)). Asi, f.(x) es una funcién continua tal que d(z, f-(z)) <
e. Por lo tanto, p es un z-punto. =



Capituro 4

Relaciones entre los conjuntos
L(X),0(X), M(X) y Z(X)

Como ya mencionamos anteriormente es natural conocer el comportamiento de
puntos en un continuo, pues nos permite decir cuando dos espacios son homeo-
morfos, por lo que resulta interesante saber si los conjuntos de puntos de no corte,
orilla, no bloque y z- puntos tienen alguna relacion.

4.1 Definiciones: L(X), O(X), M(X) y Z(X)

Comenzemos con las definiciones de estos conjuntos.

Definicién 4.1.1 Dado un continuo X, denotaremos por:

(a) L(X) al conjunto de puntos en X que son de no corte, es decir,

L(X) ={z € X : x es un punto de no corte}.

(b) O(X) al conjunto de puntos en X que son orilla, es decir,

O(X) ={zx € X : x es un punto orilla}.

(¢) M(X) al conjunto de puntos en X que son de no bloque, es decir,

M(X) ={z € X : zes un punto de no bloque}.

(d) Z(X) al conjunto de puntos en X que son z-puntos, es decir,

Z(X)={zx € X : zes un z-punto}.
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4.2 Ejemplos

1. En el abanico pata alargada (Figura 4.1), el conjunto

L(X) = (pq) — {p,q} U {r,ni,ng,ns, ...},

donde pq es el segmento con extremos p y q.

Figura 4.1: Abanico pata alargada.

2. En el peine (Figura 4.2), el conjunto O(X) = J U {ny, na, ns...}.

* Ty

p"

Figura 4.2: Peine.

3. En el continuo sen(2) (Figura 4.3), el conjunto M (X) = J U {r}.

xT

Figura 4.3: Continuo sen(%).
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4. En el abanico de Cantor (Figura 4), el conjunto Z(X) = X — {p}.

Abanico de Cantor.

A diferencia de los puntos de no corte, orilla y no bloque, el conjunto Z(X) es
la primera clase de puntos que puede ser vacio, un ejemplo de ello es considerar
la circunferencia unitaria S, este es un continuo que no tiene z-puntos, es decir,
el conjunto Z(X) es vacio. Para mostrar que un punto de la circunferencia no
es z-punto se requiere estudiar al grupo fundamental de la circunferencia [11].
A continuacién veremos algunos ejemplos en donde es posible clasificar a los
continuos a partir del nimero de z-puntos que se tienen, los ejemplos (b), (c) y
(d) son una aplicacién del Teorema 3.4.6.

(a) Continuo sin z-puntos.

Pesas.

Pesas: P* = S'URUS*, donde R = [1,2] x {0} y §* = {(x,y) € R* :
(x —3)*+y* =1}

Veamos que este continuo no tiene z-puntos: Si r esta en el segmento pq,
entonces r es un punto de corte y como se vera mas adelante un punto de
corte no puede ser z-punto (Proposicién 4.4.3). Considere r € S*. Sir es
un z-punto, entonces existe f. : P* — P* — {r} una funcién continua
tal que d(z, f-(z)) < € para cada x € P*. Por la Proposicién 1.3.45,
felsn o ST — P* — {r} es una funcién continua con d(z, f:|s1(x)) < ¢
para cada z € S!. En consecuencia, por ser S! conexo y compacto su
imagen es homeomorfo a un intervalo 6 a un triodo, lo cual intuitivamente
nos dice que podemos romper la circunferencia continuamente, lo cual es
una contradicciéon. Asi, r € S no es z-punto. De manera similar se tiene
que r € §* no es z-punto.
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(b) Continuo con solo un z-punto.

( —

Paleta.

(c) Continuo con dos z-puntos.

N
\_/

€1 €2

Aceituna.

T

n-odo.

(d) Continuo con n z-puntos.

n-odo: Es la unién de n arcos que se intersectan dos a dos en un tnico
punto llamado vértice del n-odo, dicho vértice tiene que ser un extremo de

cada uno de los n arcos y los otros extremos de los arcos se llaman extremos
del n-odo.

(e) Continuo con una cantidad numerable de z-puntos.
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n

n2

ng

gy

F,.

F, =i donde ¥ = { (7. ) € R 7€ [0, 1]}

410 (i+1)2
ieN
(f) Continuo con una cantidad no numerable de z-puntos.

ny

Abanico arménico.

4.3 Propiedades

Notemos que por el Corolario 3.1.5, Teorema 3.2.4 y el Teorema 3.3.3, los con-
juntos L(X), O(X) y M(X) nunca son vacios.

Existen continuos tales que todos sus puntos son orilla como el continuo S*
(Figura 2.3). Hacer una lista de estos continuos puede resultar un poco com-
plicado. Sin embargo, tomando en cuenta el Lema 2.2.17 y el Teorema 3.2.13
podemos conocer una familia de continuos que cumplen con esta propiedad. Por
ejemplo, el arcoiris de Knaster es un continuo indescomponible y cada uno de sus
puntos es orilla (Figura 2.12).

Proposicién 4.3.1 Si X es un continuo indescomponible, entonces O(X) = X.
Demostracion.

Como X es indescomponible por el Lema 2.2.17, cada punto de X es de ir-
reducibilidad y por el Teorema 3.2.13, cada punto de X es punto orilla, asi
OX)=X. =

Al igual que los puntos orilla podemos conocer algunos continuos que cumplen
que todo punto es punto de no bloque.
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Corolario 4.3.2 Sea X un continuo encadenable. Entonces las siguientes propie-

dades son equivalentes:

(i) cada punto de X es un punto de no bloque;

(ii) X es indescomponible.

Demostracién.

Supongamos que cada punto de X es punto de no bloque, por la Proposicién
3.3.5, cada punto de X es de irreducibilidad y por el Lema 2.2.17, X es in-
descomponible. Ahora, supongamos que X es indescomponible. Por el Lema
2.2.17, cada punto de X es punto de irreducibilidad y por la Proposicién 3.3.5,
cada punto es de no bloque. u

Es necesario pedir que X sea encadenable para que la proposicién anterior se
cumpla, pues si consideramos p € S (Figura 2.3) se tiene que p es de no bloque
pero no es de irreducibilidad.

4.4 Relaciones

Por la Proposicién 3.2.19, se puede observar que O(X) C L(X).

El siguiente ejemplo nos muestra que si p es un punto de no corte no nece-
sariamente p es orilla. Asf, L(X) € O(X).

Figura 4.4: Doble abanico armoénico.

Doble abanico arménico: Consideremos la sucesiéon armonica {%};’f’:l En-
[e.e]

tonces X =Y UZ, donde Y es el abanico arménicoy Z = (U ln> U{a}, I, son
n=1

los segmentos de linea recta que une los puntos (2,1) y (0,1) y a es el segmento
de linea recta que une el punto (0, 1) con (0, 2).

La siguiente proposicién nos muestra que M (X) C O(X).
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Proposicion 4.4.1 Sean X un continuo yp € X. Sip es un punto de no bloque,
entonces p es un punto orilla.

Demostracion.

Sea ¢ > 0. Como p es de no bloque existe {A,}, .y sucesién de subcontinuos
en X tal que A, C X \ {p} paratodonyA1 CAQCA3C

Sean r, = H(A,, X), entonces 1 > 1y >13>---yr, >0 para todo n € N. Si
e <1, para algtin k, entonces existe j > k tal que r; < € pues U A, es densa en

X. Consideremos C' = A;, entonces H(C,X) <r; <eyp¢ C’ Sl € > ryp para
todo k entonces consideramos C'= Ay, H(C, X) <ry <eyp¢ C. Por lo tanto,
p es un punto orilla de X. =

El siguiente ejemplo nos muestra que si p es un punto orilla no necesariamente

p es de no bloque. Asi, O(X) € M(X

Figura 4.5: Dendroide sobre el conjunto de Cantor.

La construccién del dendroide sobre el conjunto de Cantor se puede ver en [4,
pég. 5] y en la Figura 4.4 se muestra una parte de su construccién.

La siguiente proposicién nos muestra que M (X) C L(X).

Proposicion 4.4.2 Sean X un continuo yp € X. Sip es un punto de no bloque,
entonces p es un punto de no corte.

Demostracion.

Supongamos que p es un punto de corte, por la Proposicién 3.2.19, p no es un
punto orilla, y por la Proposiciéon 4.4.1, p es un punto que bloquea, lo cual es una
contradiccion, por lo que p es un punto de no corte. m

El ejemplo de la Figura 4.5, nos muestra que si p es un punto de no corte no
necesariamente p es de no bloque y por tanto L(X) € M (X

Haciendo un diagrama sobre los resultados que se han obtenido tenemos:
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Fig. 4.5
= & :
No Bloque ’ E Orilla
Prop. 4.4.1
Prop. 4.4.2 Fig. 4.4

Prop. 3.2.19

No corte

Figura 4.6: Diagrama de implicaciones 1.

Por la Proposicién 3.4.4, se puede observar que Z(X) C O(X).

El siguiente ejemplo nos muestra que la otra contencién no necesariamente es

cierta, es decir, O(X) € Z(X).

Figura 4.7: Arete Hawaiiano.

Arete Hawaiiano: X = UC’,- donde C; es el circulo en R? con centro en
i=1
(0,1 —27%) y radio 27"

La siguiente proposicién nos muestra que Z(X) C L(X).

Proposicién 4.4.3 Sean X un continuo y p € X. Si p es un z-punto, entonces
p es un punto de no corte.

Demostracién.
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Supongamos que p es un punto de corte, por la Proposicién 3.2.19, p no es orilla y
por la Proposicién 3.4.4, p no es z-punto llegando a una contradiccion, por tanto
p es de no corte.

El continuo S* es ejemplo en el cual cada uno de sus puntos es un punto de
no corte y sin embargo no tiene z-puntos. Por tanto se tiene que L(X) € Z(X).

La paleta P (Figura 3.10) es un ejemplo que nos muestra que si p es un punto
de no bloque no necesariamente p es un z-punto.

Recordemos que la paleta se define como P = S' U ([1,2] x {0}). Sea p €
St — {(0,1)} veamos que p es un punto de no bloque. Consideremos &, = %,
n € Ny U, = B.(p) NP, por lo que U, es un abierto que contiene a p. Sea
A, =P\ U,, A, es cerrado y conexo. Observemos que A; C Ay C A3 C ---y

lim,, ., A,, = P por lo que oleAn es densa en X = P, mostrando asi que p es un
n—=

punto de no bloque. Sin embargo, p no es un z-punto. Asi, M(X) ¢ Z(X).

Completando el diagrama tenemos las implicaciones siguientes entre los pun-
tos de no corte, orilla, no bloque y z-puntos.

Fig. 4.5
E & :
No Bloque ’ £ Orilla
Prop. 4.4.1
A Fig. 3.10 4
Fig. 4-5", Prop. 4.4.2 Prop. P Fig. 4.7
Fig. 4.4 3.4.4
v '
2 Prop. 4.4.3
No corte Z-punto
\\ P
Fig. 4.8

Figura 4.8: Diagrama de implicaciones 2.



(...) parecia que habiamos llegado al
final del camino y resulta que era
solo una curva abierta a otro paisaje
Yy a nuevas curiosidades...

José Saramago.
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