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Resumen

En el presente trabajo se exponen los modelos Binomial y Black-Scholes para valuar
una opcién call europea en tiempo discreto y continuo, respectivamente. Adicionalmente,
se ilustra el uso de la féormula Black-Scholes sobre un activo subyacente especifico.

Abstract

In this work we review the Binomial and Black-Scholes models for the valuation of
european call options in discrete and continuous time, respectively. In addition to this, we
illustrate the usage of the Black-Scholes formula with a specific underlying financial asset.
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Glosario de Términos

Accion: Es un titulo que establece la participacion proporcional que su poseedor
tiene en el capital de una empresa.

Activo: Son los derechos que una entidad posee y que pueden convertirse en forma
directa en medios liquidos equivalentes.

Balo la par: Cuando la cotizacion de una accién es inferior al valor nominal.
Bono: Es un certificado de deuda contraida por el inversionista.

Composicion: Se conoce como composicion al proceso mediante el cual los intereses
se acumulan al principal para producir conjuntamente nuevos intereses al final de
un cierto periodo de tiempo.

CETES: Son instrumentos de deuda gubernamental denominado en moneda na-
cional, emitidos por la Tesoreria de la Federacion con un doble propdésito: financiar
el gasto publico y regular flujos monetarios.

Demanda: Es la cantidad de bienes y servicios que pueden ser adquiridos a difer-
entes precios de mercado por un consumidor o por el conjunto de consumidores.

Oferta: Es la cantidad de bienes y servicios que los productores estan dispuestos a
ofrecer a un precio y condiciones dadas, en un determinado momento.

Opcion call europea: Es un contrato que le da al poseedor el derecho de comprar
un activo a un precio y a una fecha determinada, fijados ambos de antemano.

Portafolio: Si un inversionista posee x, y bonos y z opciones, se dice que tiene un
portafolio (x,y,z).

Sobre la par: Cuando la cotizacion de una accién es superior al valor nominal.
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Introduccion

Las opciones constituyen lo que se conoce como productos derivados, instrumentos
financieros cuyo rendimiento depende de otro activo, conocido como activo subyacente. Un
ejemplo de producto derivado pueden ser los bonos gubernamentales: en México, uno de los
bonos gubernamentales estdn dados por los Certificados de la Tesoreria de la Federacion,
mejor conocidos como CETES, y son productos derivados porque su valor depende de una
tasa de interés.

En la actualidad existen diferentes contratos financieros que dependen de elementos
adicionales a un contrato tradicional directo. Por ejemplo, el contrato denominado forward
es un contrato para comprar/vender un activo con riesgo a una fecha futura especificada
conocida como fecha de entrega, a un precio que se fija en el presente, llamado precio
del forward. Los que participan en el contrato forward son el poseedor y el suscriptor
de dicho contrato. En otras palabras, un contrato forward es un acuerdo entre ambas
partes en el cual el poseedor esta obligado a comprar/vender el activo, y el suscriptor
estd obligado a vender/comprar el mismo. Esto es, un contrato forward obliga a ambas
partes a efectuar la transaccién de compra-venta del activo subyacente. El total a recibir a
futuro por la transaccién en el forward es conocido; la incognita es, si el negocio a futuro
resultara ventajoso.

En contraste, las opciones tienen caracteristicas distintas. Existen dos tipos de opciones
llamados opcién call y opcion put. Una opcion call es un contrato que le da al poseedor el
derecho de comprar el subyacente a un precio fijado y en una fecha establecidos de ante-
mano. Por otra parte, la opcion put es un contrato de venta con las mismas caracteristicas
de la opcién call. En otras palabras, el poseedor de la opcién tiene el derecho, mientras que
el suscriptor esta obligado a cumplir el contrato. Los tipos mas comunes de opciones son
las europeas y las americanas. También existen las opciones exdticas, pero en este trabajo
no se hara mencién de éstas. En el caso de las opciones europeas, el poseedor sélo puede
ejercer la opcion en la fecha de vencimiento, mientras que las opciones americanas pueden
ser ejercidas en cualquier momento posterior a la fecha de emision del contrato, y hasta
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la fecha de vencimiento del mismo.

Tanto las opciones como los forwards son contratos sobre negocios a futuro. La dife-
rencia primordial es que las opciones incluyen un derecho a elegir para el poseedor de dicho
contrato, mientras los forwards obligan a ambas partes a realizar dicho contrato.

Como ya se menciond, en un contrato opciéon hay dos participantes: por un lado
quien compra la opcién, y por otro quien la suscribe. El primero adquiere el derecho
de comprar/vender el activo subyacente a un precio y a una fecha establecidas de ante-
mano. En cambio, la contraparte esta obligada a cumplir el contrato, independientemente
de lo que convenga a sus intereses. El precio que se fija se llama precio strike o precio
de ejercicio, y la fecha se conoce como fecha de vencimiento o de fecha de maduracion.
Este contrato aparenta ser desventajoso para quien suscribe, a menos que quien compra
la opcién le pague una cierta cantidad de dinero que le permita cubrirse contra futuras
pérdidas, debidas al cambio del precio del subyacente durante la vigencia de la opcién. El
problema fundamental es determinar cuél es el precio justo que se debe de pagar por dicho
privilegio. Este es un problema de gran importancia en la teoria conocida como valuacion
de opciones.

El problema de la valuacion puede ser analizado desde el punto de vista probabilistico,
asi como también desde del punto de vista de las ecuaciones en derivadas parciales. El
problema se plante en términos de ecuaciones en derivadas parciales a través de la famosa
ecuacién de Black-Scholes. Cox y Ross en 1976 [9], mostraron que la valuacién de una
opcion europea se podia hacer a través del calculo de una esperanza condicional.

Por lo antes dicho, para que un contrato opcién sea satisfactorio para ambas partes, se
requiere de un pago en el presente (“pago de una prima”) por el privilegio de contar con
la eleccion de hacer cumplir su obligacion al suscriptor. Debido a la incertidumbre sobre
la cantidad a recibir en el futuro, no es tan facil determinar la cantidad justa para esta
prima inicial.

Los dos supuestos principales para la valuacion de opciones son el método de réplica y
el principio de no arbitraje. El primero consiste basicamente en que para valuar cualquier
derivado se tiene que encontrar un portafolio con activos econémicos o, mas generalmente,
encontrar una estrategia mediante la cual se garantice el pago de una cantidad idéntica al
pago del producto derivado. Si se puede lograr esto, entonces se ha replicado exactamente
el derivado. Esta idea puede que parezca un poco irreal, pues no hay garantia que siempre
se pueda hallar un portafolio replicante; de este supuesto se discutira con mas detalle en
el Capitulo 1.

Por otra parte, el arbitraje consiste en encontrar una estrategia para generar dinero
sin invertir un solo centavo de uno mismo y ademés sin riesgo alguno (este concepto se
vera con més detalle en el Capitulo 1). El supuesto que se va a considerar es que no hay
arbitraje. Dada la ausencia del arbitraje en la economia se sigue inmediatamente que el
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valor de un derivado es el valor del portafolio que lo replica.

En el caso de la opcion, la suma a recibir es desconocida. Sin embargo, debido a que el
dueno tiene el derecho a elegir, se le garantiza que el negocio no terminara con pérdidas
(“remuneracién no negativa”). La prima a recibir por la transaccién (compra-venta) del
activo subyacente resulta desconocida de antemano, ya que dicha transaccién puede o no
darse. Esto es, debido a que la opcién, como su nombre lo sugiere, provee al poseedor
del contrato el derecho a decidir a comprar/vender al precio pactado, generalmente no
suceden transacciones resultantes en pérdidas.

En el presente trabajo se pretende exponer una solucién al problema de la valuacion de
opciones, considerando sélo las de tipo call europea; ademads, este trabajo se enfocara en
las opciones que involucran acciones como activo subyacente. El Capitulo 1 empieza con
la descripcién de un modelo en tiempo discreto, llamado modelo Binomial. En este modelo
se supondra (entre otras hipdtesis) que el valor del activo subyacente toma exactamente
dos valores en cada periodo de observacién (que se tomara como anual, pero puede estar
dado en meses o incluso en dias), para asi poder dar una aproximacién a la solucién de la
valuacién de opciones. El caso descrito aqui es la solucién de Cox, Ross y Rubinstein, que
es el resultado andlogo para el caso discreto de la férmula de Black-Scholes.

En el Capitulo 2 se presenta los aspectos matematicos, sin entrar en detalles técnicos,
del calculo estocastico, una herramienta que se utiliza para el desarrollo de la teoria de la
valuacién de productos derivados en tiempo continuo.

Un modelo més sofisticado es el que se tratara en el Capitulo 3, que es el modelo en
tiempo continuo para derivar la férmula de Black-Scholes. En este modelo se obtendra una
expresion para el comportamiento del precio del activo subyacente. Por otra parte, se
utilizara del lema de Ito, el teorema de Girsanov y el método de la réplica para llegar a
una ecuacién diferencial en derivadas parciales estocastica. Esta ecuacién se reduce a una
mas simple, que, a saber, es de la forma de la ecuaciéon del calor en una dimensién; y de
esta forma, al resolverla, se llegara a la famosa ecuacién de Black-Scholes para la valuacién
de una opcion call europea.

En el Capitulo 4 se hard una aplicacién de la férmula de Black-Scholes sobre una
accion en particular, a saber, las acciones de Teléfonos de México, mejor conocido como
Telmex. También se analizard el comportamiento del precio de una opcién call europea
dejando fijos cuatro pardmetros y variar uno de ellos (se vera en el capitulo 3 que el precio
de la opcién depende de cinco parametros). Ademds, se presenta una aproximacion a la
formula de Black-Scholes considerando que el precio strike es el valor futuro a la fecha
de vencimiento del precio del subyacente en ese instante. Finalmente, se mencionan las
conclusiones del trabajo.



CAPITULO 1

Un Modelo en Tiempo Discreto: El Modelo
Binomial

1.1

Introduccion

En este capitulo se introduciran los conceptos fundamentales de los instrumentos fi-
nancieros basicos a utilizar en este trabajo, asi como algunos supuestos econémicos nece-
sarios para plantear un primer modelo que permita valuar una opcion call europea. Por
otra parte, cabe mencionar, que los fundamentos y el desarrollo de este capitulo se basaron
en el texto y articulo [9] y [24] respectivamente.

1.2

Ejemplos

Para comenzar se presentan algunos ejemplos de problemas que involucran opciones
del tipo que se interesan en el presente trabajo, y que se definird formalmente més adelante
en la seccion 1.3.3.

® Suponga que a los duenos del equipo Pachuca les gustaria contratar al jugador Rafael
Marquez para el siguiente campeonato (un ano), y quisieran firmar hoy mismo un
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contrato que les garantice el derecho de comprar la carta! del jugador al finalizar el
presente campeonato a un precio de $5,000, 000 fijado hoy mismo.

Este contrato es muy desventajoso para el agente de Rafa (el dueno de la carta), a
menos que se le pague hoy una cierta cantidad de dinero que garantice la realizacion
del contrato. Pero hay algo muy importante que se debe tomar en cuenta, y es, que la
carta de Rafa puede subir o bajar de precio durante el presente campeonato (ya sea
por lesién, por ganar el campeonato de goleo o por otras razones) y puede suceder
que no convenga comprarlo al final del torneo. La pregunta que se puede plantear es
,cual seria el precio justo a pagar por el contrato?

® Suponga que a una persona le gustaria comprar una casa dentro de medio ano a
un precio de $500, 000, y esta persona quisiera firmar hoy mismo un contrato que le
dé el derecho de comprar la casa a ese precio en la fecha fijada de antemano. Se debe
tener en cuenta el valor de la casa en el mercado inmobiliario, ya que puede subir o
bajar el precio de ésta. Este contrato seria desventajoso para esta persona, a menos
que se le pague una prima por aceptar la obligacién de venta (si es que se realiza)
del inmueble. ;Cudl es el precio a pagar para la realizacion de dicho contrato?

® Una compania americana exporta productos a Japon. Los japoneses pagan lo im-
portado en yenes, pero la compania prefiere que le hagan su pago en délares. Los
americanos estiman que recibiran entre uno y dos billones de yenes el siguiente
ano por pago de mercancia, y este monto lo tendran que cambiar por dolares. La
variabilidad de la tasa de cambio entre el délar y el yen significa que la compania
estd expuesta a algin riesgo extra al cual prefiere no exponerse. Una solucién es
firmar un contrato con una casa de cambio que le de a la compania el derecho de
comprar un numero fijo de délares a un precio fijo en yenes. ;Cudl es el precio justo
que se debe pagar para la realizacién de dicho contrato?

® C(iertos inversionistas quieren invertir su dinero en acciones de Telmex. Suponga
ademds que el precio actual de una acciéon es de $15. Les gustaria firmar hoy mismo
un contrato que les dé el derecho de comprar dentro de 4 meses una cantidad de
10,000 acciones de Telmex a un intermediario financiero a un precio fijo de $16.
Se debe tomar en cuenta que el precio de la accién puede aumentar o disminuir
dependiendo de los diversos factores que intervienen en la Bolsa Mexicana de Valores
(BMV). Al finalizar los 4 meses se tendra que tomar la decisién de comprar o no
dichas acciones (siempre y cuando el precio de dicha accién exceda la cantidad de
$16, de otra forma no convendra comprar las acciones). Este contrato es desventajoso
para el intermediario financiero, a menos que se le pague hoy mismo una “prima”
por la realizaciéon de dicho contrato. ;Cual es el precio justo que se debe pagar?

El presente trabajo se centra en las opciones sobre acciones como activo subyacente,
es decir, el activo a considerar es la accion.

!Se puede pensar que la carta de un jugador es un documento que cede los derechos de éste a un club
0 a una persona, en otras palabras, que el propietario de la carta es el “dueno” del jugador.
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1.3

Conceptos Bdsicos

Ahora se daran algunos conceptos bésicos para poder desarrollar la herramienta nece-
saria para el entendimiento de la valuacion de opciones.

Se utilizara la variable t para denotar el tiempo. Para los propdsitos de este trabajo, t
estard expresado en anos.

1.3.1

Valor Futuro y Valor Presente

Un concepto muy sencillo pero fundamental en el desarrollo de la herramienta que se
utilizara es el siguiente: suponga que se desea invertir una cierta cantidad de dinero Py
por el lapso de un ano, sabiendo que la tasa de interés fija anual es de v %. Entonces la
cantidad de dinero que se obtiene al finalizar el ano es

Pl = PQ —|—T‘P0 = Po(l —I-T),

donde 1Py representa la utilidad por la inversién; si inmediatamente se vuelve a invertir
esta cantidad, al finalizar el siguiente ano se tendra

Py =Py 4+ 7Py =Po(1+7) +1Po(1+ 1) = Py(1 +1)?,
y continuando sucesivamente asi, al cabo de t anos se obtiene
P, = Py(1 +1)%
Se llamard a Pq el principal y a Py el valor futuro de Py al finalizar el tiempo t.
Se denotara como P = Py y VF = Py, de modo que
VF =P(1+71)%

En este ejemplo se ha considerado que el periodo de composicién (o simplemente com-
posicién) es anual; sin embargo, en la practica no necesariamente sucede asi, es decir,
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el periodo de composiciéon puede ser mas de una vez por ano, por ejemplo semestral,
bimestral, mensual o hasta diariamente; por lo cual se tiene

VF:P(1+%>M,

donde m es es la frecuencia de composicion. Asi que si se cuenta con un principal de $20, 000
y se desea invertirla a un plazo de 20 anos, sabiendo que la tasa de interés (fija) por dicha
inversién es de 10 % anual, el valor futuro serd de VF = 20,000(1.10)%° = 134, 549.9990,
es decir, se obtendria la cantidad de $134, 549.9990 al pasar los 20 afios.

Observacion:

= Si aumenta la frecuencia de composicion el valor futuro de un principal también
aumenta, pero esto ocurre hasta un cierto limite (como se verd en el Capitulo 3).

Un concepto que estd muy ligado al valor futuro es el de valor presente. Suponga que
se desea tener una cierta cantidad de dinero P al final de un ano, sabiendo que la tasa de
interés fija anual es T %. ;Cudnto se debe invertir hoy para obtener la cantidad deseada al
finalizar el ano?

Sea VP la cantidad que se quiere; esta cantidad se llama el valor presente o valor actual
de P. Calculando el valor futuro de VP se tiene

P=VP(1l+r1),
lo cual implica que

VP =P(1+71)" %

Procediendo de la misma forma que en el caso del valor futuro se tiene que el valor
presente de P obtenido en t anos es

VP =P(1+71)"".

Nuevamente, en la férmula anterior la frecuencia de composicién es anual; la expresion
que corresponde al valor presente con frecuencia de composicién m es

VP:P<1+%>_mt.

T\ —mt
A la cantidad (1 + H> se le conoce como factor de descuento.
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1.3.2

Concepto de Riesgo

El riesgo es un concepto fundamental en las finanzas modernas. Toda transaccion
puede ser vista de alguna manera como compra o venta de riesgo. Es necesario entonces
entender qué es el riesgo.

Se definira primero la ausencia del riesgo. Un activo sin riesgo es un activo que puede
tener un valor futuro predecible. ;Existe un activo sin riesgo?, la respuesta es si. Un
ejemplo concreto en México es un bono gubernamental llamado CETES. Se puede comprar
un bono por $100 hoy y sabiendo que recibiran $5 por ano (llamado cupén de pago),
hasta un periodo determinado, cuando se obtendran los $100 originales de regreso. ;Es un
activo riesgoso? Solamente podria ser considerado asi, si existiera la posibilidad de que el
gobierno se negara a pagar. Esto es poco probable que suceda, porque seria una amenaza
a la estabilidad financiera del pais.

La existencia de tales activos sin riesgo es fundamental en matemaéticas financieras y
en la industria financiera moderna, de manera que se puede hablar de dicha existencia de
estos tipos de activos.

Se puede definir ahora al activo con riesgo, como un activo que no estd sequro de tener
un valor fijo en el futuro; el riesgo puede ser considerado como sinénimo de incertidumbre.
El ejemplo basico es una accion. Otros ejemplos de activos con riesgo son: tener moneda
extranjera (dolares, yenes, etc.) y estar expuestos al riesgo a que la tasa de interés cambie
adversamente o se podria comprar un departamento en Londres y estar expuesto a los
cambios del mercado inmobiliario donde se tendra la posibilidad de devaluarse, esto implica
pérdida o se incremente su valor, lo cual seria muy bueno para el poseedor de dicho
inmueble.

Visto lo anterior, se tratara solamente con dos clases de activos: el bono y la accién. Se
denota el precio de una accién y de un bono al tiempo t como S(t) y A(t) respectivamente.

De la discusién anterior, se puede concluir que los precios S(0), A(t) para t > 0 pueden
ser conocidos por el inversionista. Sin embargo, el precio S(t), para t > 0 es incierto por

tratarse de un activo con riesgo.

Por otra parte, si un inversionista posee x acciones, y bonos y z opciones, se dice que
tiene un portafolio (x,y,z). El valor del portafolio se denota como V(t), y esta dado por

V(t) =xS(t) + yA(t) + zC(t), parat > 0.
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Aqui C(t) representa el valor de la opcién al tiempo t. Si el portafolio cumple que
V(t) > 0 para t > 0, entonces se dice que el portafolio es admisible.

En general, un portafolio puede tener tantos activos financieros como se quiera.

1.3.3

Opcion Call FEuropea

En los problemas planteados en la seccién 1.2 se concluyé que lo que interesa saber
es cual es el precio justo que se debe pagar por el contrato que da el derecho de comprar
el activo relacionado con él (la carta de un jugador, el cambio de délares por yenes, un
bien inmobiliario y la compra de un ntimero fijo de acciones). Este contrato en el &mbito
financiero se denomina opcion call europea y se define como sigue:

Una opcion call europea es un contrato que le da al poseedor el derecho de comprar
un activo a un precio X fijado de antemano a una fecha determinada T, fijada también de
antemano.

A X se le conoce como precio de ejercicio o precio strike y a T como fecha de vencimiento
o fecha de maduracion (con T expresado en afios).

De manera més general, una opcion es un contrato entre dos personas para adquirir o
vender un activo llamado subyacente. La persona que compra la opcion tiene el derecho
de comprar o vender dicho activo, y quien emite la opcion, tiene la obligacién de cumplir
el contrato, independientemente de lo que le convenga a sus intereses. Si la opcién es de
compra se llama call, si es de venta se llama put. También a las opciones se pueden clasificar
en la forma en que se ejercen, las mas comunes son la europea y la americana (existen
otros tipos de opciones denominadas exdticas, que no se consideran en este trabajo). La
opcion europea solamente puede ser ejercida en la fecha de vencimiento. Por otra parte, la
opcion americana puede ser ejercida en cualquier momento posterior a la fecha de emisién
del contrato, y hasta la fecha de vencimiento del mismo.

Como se mencioné anteriormente, este contrato puede ser desventajoso para quien
emite la opcién, a menos que quien la adquiere le pague una prima para la realizacion del
contrato. ;Cudl es el pago “justo” por este derecho?, es decir, ;cudl es el “valor” de la
opcién?

Se denotard por C(t) al precio de la opcion call europea al tiempo t = 0,1,2...,T
(donde T es la fecha de vencimiento de la opcién). El problema de la valuacién de opciones
es encontrar el valor C(0) que corresponde al precio “justo” a pagar por esa opcion.
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Por otra parte, una opcién estd determinada por su funcion de pago (payoff) f(S(T)),
que para una opcién call europea esta dada por

f(S(T)):{ ST X = sm=x, (L1)

S1

en otras palabras, conviene ejercer (efectuar) el contrato cuando el precio del subyacente
exceda (en el ambito financiero esta ganancia se le denomina sobre la par) el precio de
ejercicio que se fija de antemano, es decir, cuando S(T) > X. Cuando S(T) < X no va a
convenir ejercer el contrato, puesto que se va a obtener una pérdida por tal negocio (en el
ambito financiero esta pérdida se le denomina bajo la par).

1.4

Modelo Binom:ial

1.4.1

Modelo de un Paso para Valuar una Opcion

Su

Sd,

Figura 1.1: Precio de una accién cuando T = 1.

En el modelo de un paso se va a considerar que la fecha de vencimiento de la opcién
esté restringida a T = 1 (o que consta de un paso) y se verd cual va a ser el precio a pagar
por la opcion.
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El inversionista conoce S(0) (el precio de la accién al momento de la realizacion del
contrato), pero no sabe cudnto vale S(1). Suponga que

S* =S5(0)(14+u) con probabilidad p si el precio sube
S(1) =
S4 =S5(0)(1+d) con probabilidad 1—7p si el precio baja,

donde u y d representan la tasa de utilidad de la accién en el periodo de tiempo [0, 1]

(Figura 1.1) y cumple que S% < S*. A continuacién se definird con mds precisién la tasa
de utilidad.

Se representa a K(t) como la tasa de utilidad (o retorno) en el periodo de tiempo
(t—1,t) para t = 1,2,...,T. Estas variables aleatorias se suponen independientes e
idénticamente distribuidas, y satisfacen

u con prob. p,
K(t) =
d con prob. 1—p,

donde d y u son constantes que cumplen d < v < u, con v la tasa de interés, y
claramente se tiene que 0 < p < 1 (de lo contrario se estaria trabajando con un activo
sin riesgo). Si no se pide la condicién d < r < u, se genera oportunidad de arbitraje [9],
pagina 81.

Si S(t) representa el precio de la accién al tiempo t con t =0, 1, .. ., entonces se cumple
S(t) —S(t—1)
K(t) =
() S(t—1)
1.4.2

Supuestos del Modelo

Para continuar, se enunciaran algunos supuestos que se necesitan para el desarrollo del
primer modelo de valuacién de una opcién call europea.

Aleatoriedad de precios:

El precio S(t), t > 0, de una accién es una variable aleatoria que toma exactamente
dos valores diferentes con probabilidad positiva.
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No movimiento del mercado:

Los actos realizados no afectan a los precios del mercado, es decir, se puede comprar
o vender cualquier cantidad de activos sin por ello afectar su precio.

El punto principal del libre mercado es que esta suposicion no es cierta, por la sencilla
razén del principio de la oferta y la demanda. Si la demanda aumenta, entonces el
precio aumenta, lo que genera una mayor produccién. Por otra parte si la demanda
disminuye, entonces los precios también disminuyen, y esto ocasiona una menor
produccion.

si, en relacion con las operaciones financieras, las transacciones pueden afectar a
Asi, 1 1 fi , las t d fectar al
precio de mercado, pero en magnitudes tan pequenas, que permite suponer que el
efecto sea despreciable.

Liquidez:

Cualquier activo se puede comprar o vender a precio de mercado y en cualquier
tiempo en cantidades arbitrarias. Esto es, claramente, una idealizacion porque en la
préactica existen restricciones sobre los volimenes de los activos.

Posicion Corta y Posicion Larga:

Un inversionista tiene posicion larga (contraste esta definicién con la de [18]) con
respecto a un activo, si posee una cantidad positiva de este activo. De otro modo ha
tomado una posicion corta.

Cantidades Fraccionales:

Es la posibilidad de comprar o vender cantidades fraccionales de algin tipo de activo,
es decir, se puede negociar la mitad, la tercera parte de algiin activo financiero.

No hay Costos de Transaccion:

Otra de las hipotesis que se va a utilizar es que se puede comprar y vender activos
sin ningun costo. Desde luego, este supuesto no se cumple en los mercados reales,
pero para este modelo si vale.
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Positividad de Precios:

Todos los precios de los activos son positivos, es decir, S(t) > 0 y A(t) > 0 para
todo t > 0.

Principio de no arbitraje:

No existe portafolio admisible con V(0) = 0, tal que si t > 0 entonces V(t) > 0, con
probabilidad distinta de cero. En otras palabras, si el valor inicial de un portafolio
es cero, V(0) = 0, entonces V(t) = 0 con probabilidad 1 para todo t > 0.

Este principio establece que no se puede generar dinero de la nada; es decir, no es
posible tener utilidades sin invertir un solo centavo. Este principio es fundamental en
el desarrollo de los modelos (en tiempo discreto y continuo) para valuar una opcién
call europea.

Método de Replicar la Opcion

Si X es el precio strike y T la fecha de vencimiento de la opcién, entonces el método de
la réplica consiste en

C(T) = xS(T)+yA(T) =f(S(T)) =(S(T)—X)". (1.2)

En otras palabras, el precio de la opcion llagada la fecha de vencimiento T debe ser
igual al valor del portafolio en esa fecha. Esto representa el costo de haber replicado el
activo derivado a partir de los activos S y A.

Con todo lo anterior, ya se puede empezar con el desarrollo del primer modelo.

1.4.3

Desarrollo del Primer Modelo

Se partird de los supuestos enunciados antes, a saber que A(0), A(1) = A(0)(1+ 1),y
S(0) son conocidos para el inversionista, y que para algun valor p € (0, 1) se tiene
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S* =S5(0)(14+u) con probabilidad p,
S(1) =
S4=S(0)(1+d) con probabilidad 1—p,

con —1 < d < r < u. Note que si no se impone la condiciéon —1 < d < r < u, entonces se
puede generar oportunidad de arbitraje [9] , pagina 81.

Partiendo de las ecuaciones (1.1) y (1.2), se tiene

xS"+yA(0)(1+1) = f(S§"),
xSY4+yA0)(14+1) = f(SY.

Por lo tanto, la valuacién de la opcién se reduce a resolver un sistema de dos ecuaciones
con dos incégnitas, y al encontrar la solucién x y y, se podra conocer la cantidad C(0), el
precio justo que se debe pagar por el contrato.

Al resolver para x y y resulta

O (SH) —f(S9) (L wF(SY) — (14 d)f(SY)
o= Su_ga ¥ 7 A u—d)(1+71)

de donde

C(0) = xS(0) +yA(0)

f(S*)(r—d) +f(SY)(u—1)
(u—d)(1+) ’

que al separar en dos términos resulta

c(0) = (L:i) (F(SY)(1+1)71) + (E:;) (F(SH) (1 +1)7) (1.3)

-
Definicion 1. El ndmero p* = T que cumple 0 < p* < 1, se usa para dar una nueva

medida de probabilidad llamada la_probabilidad libre de riesgo.

Asi, con esta notacién (1.3) y escribiendo q* = 1 — p* se tiene

c(o) = (fFSY)(L+7)"Y) +a* (fSHL+7))

p*
E. [(L+7)7'(S(1))].
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donde f(S(1)) representa la funcién de pago (1.1), y E. denota el valor esperado con
respecto a la medida p*.

De esta forma, el precio a pagar por la opcién es el valor esperado (con respecto a p*)
del valor presente de la funcién de pago.

Observaciones:

= En las lineas previas se resolvié un sistema de 2 por 2. Si se hubiese supuesto que el
activo S puede tomar tres valores distintos (0 més) resultarfan tres (o mas) ecuaciones
para dos incognitas, lo que en general produce un sistema inconsistente. En ese caso
se dice que el mercado es incompleto, y la opcién no se puede replicar.

= El razonamiento realizado se puede adaptar a cualquier funciéon f(S(T)), y por lo
tanto serviria para valuar otros tipo de opciones.

1.4.4

Tlustracion de la Valuacion

A continuacién se presentan algunos resultados del precio justo que se debe pagar por
una opcion call europea que involucra como activo subyacente a las acciones de una cierta
compania que cotiza en la Bolsa Valores. Suponga que el precio de la accién al tiempo
t =0 es de $15 y la fecha de vencimiento es de un ano (T = 1).

Ejemplo 1. Suponga que u = 0.25, d = —0.15, r = 0.20 y X = $16 (Figura 1.2).
Encontrar el precio justo de la opcion construida con estas condiciones.

Solucion

Se tiene

(18.75—16)" =2.75, con probabilidad 0.875
C(1) =
(12.75—16)" =0, con probabilidad 0.125

Entonces el precio justo que debe pagar por la opcion call europea es

C(0) = (14 .2)7'[(.875)(2.75) + (.125)(0)]
= 2.005,
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18.75

15

12.75

Figura 1.2: Posible comportamiento del precio de una accion.

es decir, el precio justo a pagar es de $2.005.

Ejemplo 2. Con los datos del ejemplo anterior, pero ahora con X = $17.
Solucion

Ahora se tiene

(18.75—17)" =1.75, con probabilidad 0.875
C(1) =
(12.75—17)" =0, con probabilidad 0.125

De modo que el precio justo que se debe de pagar por la opcion call europea es

C(0) = (14 .2)7'[(.875)(1.75) + (.125)(0)]
1.2760,

es decir, el precio justo a pagar es de $1.2760.

Ejemplo 3. Haciendo nuevamente el ejemplo 1, pero ahora con X = $18.
Solucion

En este caso

(18.75—18)" =0.75, con probabilidad 0.875
C(1) =
(12.75—18)" =0, con probabilidad 0.125

Y resulta entonces que el precio justo que se debe de pagar por la opcion call europea
serd
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C(0) = (14 .2)7'[(.875)(0.75) + (.125)(0)]
0.5468,

es decir, el precio justo a pagar es de $0.468.

Observacion:

El propésito de haber repetido casi los mismos célculos en los ejemplos previos es
mostrar que uno de los parametros que se puede manipular en una opcién es el precio
strike, ya que lo determina el poseedor de la opcién. Nétese que al aumentar el precio
strike, el precio de la opcién disminuye. Este resultado se analizard con mas detalle en el
Capitulo 4.

1.4.5

Modelo Binomial de T Pasos

Esta seccion se dedica a probar un resultado un poco mas general que el descrito en la
seccién 1.4.3 correspondiente al caso en que T consta de més de 2 periodos (es decir, de
mas de un paso).

Teorema 1. El valor de la opcion call europea con funcion de pago f(S(T)) en el modelo
binomial de T pasos, bajo la probabilidad libre de riesgo p* es

C(0) = EJ[(1+7) Tf(S(T)].

donde E, es el valor esperado con respecto a la medida de probabilidad binomial con
parametros T y p*.

Demostracién

Se procederda por induccién sobre la fecha de vencimiento, o por el nimero de pasos.
El caso T = 1 fue resuelto anteriormente. El caso T = 2 se hara para poder apreciar el
caso general. En este caso, el precio de la accién (Figura 1.3) esta dado por
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Suu

Su

S5(0) Gud

de

Figura 1.3: Arbol binomial del precio de una accion para T = 2.

Sut = S(0)(1 +u)?, con probabilidad p?,
S(2) = { Su4—5(0)(1+w)(l+d) con probabilidad 2p(1—p),
Sdd — S(0)(1 + d)? con probabilidad (1 —p)?,

Se tiene por el caso T =1 que el valor de la opcién al tiempo t = 1 estd dado por

1—1H‘ [p*f (S(O)(l —|—u)2) —l-q*f(S(O)(l—i—u)(l—f—d))} con prob. p,
C(1) =
1—1}—1‘ [p*f(S(O)(1+u)(1+d))+q*f (S(O)(l—l—d)z)] con prob. 1—p.

Para simplificar las cosas, es conveniente ahora definir

I(z) = T+ Pf (z(1+w) + q*f(z(1 + d))],

para obtener la siguiente expresion

También como consecuencia del caso T =1 y usando esta notacion es posible escribir
C(0) = E.[(1 +7)'I(S(1))),

donde E, representa el valor esperado con respecto a p*.

Sustituyendo y haciendo un poco de manipulacién algebraica, se llega a lo siguiente
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Figura 1.4: Arbol binomial del precio de una accion para T “grande”.

c(0) = (lep[p*{p*f(S(O)(Hu)?)+q*f(3(0)(1+u)(1+d))}

+ g {pF(S(0)(1+w)(1+d)) + q*f (S(0)(1 + d)?)}]

= [P SO ) s+ )

() (S0)(1+a?) |
lo cual se puede reescribir de manera concisa como
C(0) = E.[(1+7)7*(S(2))]

donde ahora E, denota el valor esperado calculado con respecto a la medida de probabilidad
binomial con parametros 2 y p*, y esto prueba la afirmacion para T = 2.

Suponga ahora que se cumple la afirmacion del teorema para el modelo binomial de
T —1 pasos con T > 2 (Figura 1.4). Para probar que es cierto para el modelo binomial de
T pasos, sea

I(z) =141 pf(z(l+u))+qg f(z(l+d)].

Entonces la hipdtesis de induccion se puede escribir como

Cl0) = E ]+ TPIS(T-1)], (1.4)

en este caso, E, denota el valor esperado calculado con respecto a la medida de proba-
bilidad binomial con pardmetros T — 1 y p*. Partiendo de la ecuacién (1.4) y calculando
la esperanza, resulta
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+a° {Z (") o 1f(5(0)(1+u)“(1+d)”)}

y metiendo a p* y gq*dentro de la suma resulta

T—1
C(O) — 1—|—T’ T[ { < ) * (q*)Tfnflf (S(O)(1+u)n+1(1+d)Tnl>}

I

-7 e, T-1 syn+1; s\ T—n—1 n+1 T—n—1
CO) = (147 ( )(p) (q7) T (S(0)(1 4 W)™ (1 4 )T—")

) n
1 g e T—n N .
+Z( n (P)™(q*) M (SO +w™(1+d)" ™) |

Ahora, tomando el tdltimo término de la primera suma y el primer término de la segunda
suma, se tiene

c(0) = (1+T)_T[(P*)Tf(S(O)(1+u)T)+(q*)Tf(S(O)(1+d)T)
_|_Z ( > n+1(q*)T—n—1f (S(O)(1+u)n+1(1+d)T—n—1)

+Z( - )(p*)“(q*)T—“f(8(0)(1+u)“(1+dﬂ-“)],

que al simplificar, cambiando los subindices de la primera suma y factorizar resulta

C(0) = (1+T)_T[(P*)Tf(S(O)(1+u)T)+(q*)Tf(S(O)(1+d)T)

T-1
+

n=1

Empleando la identidad de Pascal se obtiene

C(0) = (1+7) TZ( ) BT SO W T, (1)

o equivalentemente
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lo cual concluye la demostracion. [

Observaciones:

® Un hecho interesante es que el precio de la opcién no depende de la probabilidad p,
sino de la probabilidad libre de riesgo p*, que a su vez depende de la tasa de interés
con la que el bono evoluciona y también de las tasas con el que el precio de la accion
sube o baja.

® S(T) =S(0) (1 +w)"(1+d)" " con probabilidad (])p*(1—p)*.

1.4.6

Propiedades de la Probabilidad Libre de Riesgo

Se ha establecido antes que K(t) representa la tasa de utilidad (pégina 24) en el periodo
de tiempo [t — 1, t], y esta dada por

u con probabilidad p,
K(t) = (1.6)
d con probabilidad 1 —p.

Asi que como S(t) es el precio de la accién al tiempo t =0, 1,... se tiene que

S(t) = S(t—1)(1 + K(t)).

Y se sigue que S(t) > 0 si S(0) > 0, porque se tiene la restricciéon —1 < d < r < w.
Note que

S(t) = (1+K({)S(t—1)

= (1+K(t)(1+K(t—1))S(t—2)

= (1+K(t)--- (1 +K(1))S(0),
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lo cual se puede escribir como

S(t) = (1+K(i))'S(0).

Es posible calcular E[S(t)] usando el supuesto de que las K(1) s son independiente e
idénticamente distribuidas, de donde resulta

E[S(t)] = E[1+K(t)) - (1+K(1))S(0)]
= E[1+K@)]---E(1+K(1))]S(0)
= (1+EK()]D--- (1+EK(D)])S(0)

= (1+EK{)]*S(0).

Ahora, por la definiciéon de K(t) , E[K(t)] = pu+ (1 — p)d para toda t =1,2,...,T,
entonces

EIS(t)] = (1 4+ pu+ (1—p)d)* S(0). (1.7)

La expresién S(0) (1 +pu+ (1 —p)d)" recuerda a la férmula para obtener el valor de
un activo libre de riesgo, de modo que si fuera E[K(t)] = r para toda t = 1,2,...,T,
entonces, la expresion (1.7) estaria en la situacién libre de riesgo, pero esto equivale a
pedir

pu+(l—p)d = r. (1.8)

El valor de p que resuelve (1.8) estd dado por p* = 11—d’
bilidad libre de riesgo (pégina 27), que cumple 0 < p* < 1siysélosi d < < u.

que se ha llamado proba-

Se acostumbra denotar por E.[S(t)] a la esperanza de S(t) con respecto a la proba-
bilidad libre de riesgo p*, o esperanza libre de riesgo; esto es

E.[S(t)] = (1 + E.[K(1)])'S(0) = (1 +7)*S(0). (1.9)

La expresion (1.9) se obtiene de (1.7) y la igualdad E.[K(1)] = r. A continuacién se
presentaran algunos ejemplos, pero ahora condicionando el valor del activo subyacente a
un estado anterior.
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Ejemplo 4. Suponga que w=.2 ,d =—.1, v =.1 y S(0) = $100 (Figura 2.13), y ademds
se sabe que en el primer periodo el precio de la accion subid a $120. ;Cudl es el valor
esperado bajo la probabilidad libre de riesgo de S(2)?

144
120
100 108
90
81
Figura 1.5: Comportamiento del precio de una acciéon cuandow =2 ,d =—.1,r =1y
S(0) = 100.
Solucion

r—d 2

o u—d 3
la siguiente esperanza condicional:

Se tiene que p* = entonces para obtener el resultado solo hay que calcular

E.[S(2)[S(1) =120] = =S(0)(1+u)+ %S(O)(l +d)

Wi Wl

1
(144) + £ (108) = 132

= 120(1.1).

Ejemplo 5. Con los mismos datos del ejemplo anterior, pero si ahora se sabe que el precio
de la accion bajo a $90. ;Cudal debe ser el valor esperado bajo la probabilidad libre de riesgo

de S(2)?
Solucion

Como en el ejemplo anterior, basta calcular la siguiente esperanza condicionada
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E.[S(2)[S(1) =90] = %S(O)(1+u)+%8(0)(1+d)
2 1
= 5(108) +2(81) =99
= 90(1.1).

El proposito de haber presentado estos ejemplos es para dar a notar que

E.[S(2)IS(1)] =S(1)(1 + 7).

Se puede precisar mejor la idea de los ejemplos anteriores con el siguiente teorema:

Teorema 2. Si el precio S(t) de una opcion en el modelo binomial se conoce al tiempo t,
entonces

E[S(t+ 1)IS(t)] = S(t)(1 + ),

donde 1 es la tasa libre de riesgo.

Demostracion

Puesto que S(t 4+ 1) toma el valor S(t)(1 + u) con probabilidad p* y S(t)(1+ d) con
probabilidad q* =1 — p*, entonces resulta

ES{E+1DISMW] = p"SH)(1+u) +q*S(t)(1+d)

= S() (P (1+u)+q*(1+d))

= S(t)(14+up*+q*d)

— S()(1+7). O
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1.4.7

La Formula de Cox-Ross-Rubinstein

Como se expuso en la seccion 1.4.5, el precio de la opcion call europea viene dado por

N
Clo) = 17X (1) M@0+ M T, (L)
n=0

la cual se obtuvo en (1.5). Ademas la funcién de pago de la opcién call europea con precio
strike X esta dada por

S(T)—X si S(T)>X
f(sm):{ 0 si S(T) <X

con la cual se reducen términos de la expresién (1.10). Supéngase que m < T es el primer
tiempo tal que

= (S(M-=X)7,

S(O)(1+wW™1+d)" ™ >X,

entonces, la expresién (1.10) se convierte en

}
ol = 14073 () @S0 T X, (1

donde los primeros términos se han omitido porque para ellos
SO)(1+w™(1+d)"™<X.

La ecuacion (1.11) se puede reescribir en la forma C(0) = xS(0) + yA(0), donde

:
o= T3 () e T L T

k=m
=T
vo= X T Y () e
k=m

Ademas se puede reescribir a x de la siguiente forma

T k T—k
T LLTu LA+d
x = ) (k) lp 1—|—r] {q 1—|—r] !
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donde
~ Lt+u

p=p 1+71°

Si se denota por B(m, T,p) como la distribucién binomial acumulada con pardmetros
Ty p, evaluada en m con 0 < m < T como
N
B(m,T,p) = K1—p)T-k
mTp =Y (()ta-pT

k=0

entonces

C(0)=S0)1-Bm—1,T.p)] —(1+71) X1 —-B(m—1,T,p*)].

Esta formulacién se hace de manera formal en el siguiente teorema, del cual se ha
presentado la prueba.

Teorema 3 (Cox-Ross-Rubinstein). El precio de una opcion call europea para el modelo
binomaial con precio strike X a ser ejercido al tiempo T, estda dado por

C(0)=S(0)[1 —Bm—1,T,p)]— (1+7) X[l —Bm—1,T,p")].

Ejemplo 6. Suponga que S(0) = $50, r = .05, u = .3 y d = —.01. Encontrar el precio
de la opcion call europea con precio strike X = $60 y fecha de vencimiento T = 3.

Solucion

Se tiene que p* = .375, q* = .625, p = .464285 y 1 —p = .535715. Por otra parte,
se tiene que calcular m tal que S(0)(1+uw)™(1+d)> ™ > X. El m que cumple es cuando
m = 2. Entonces el precio de la opcion estd dado por

C(0) = 50[1— (1—(.464285)%) — 3(.464285)(1 — .464285)°]

(1 .65)5)3 [1—(.375)* = 3(.375)(1 — .375)*]

= 22.3259 —16.3994 = 5.9265.

Es decir, el precio justo a pagar por esta opcion call europea es $5.9265.



CAPITULO 2

Fundamentos Matematicos

En este capitulo se presentan los fundamentos matematicos en que se basa el desarrollo
del modelo en tiempo continuo utilizado para valuar una opcion call europea, la féormula
de Black-Scholes. Esta presentacion introduce las definiciones y notacion necesarias para
poder continuar, evitando en lo posible entrar en detalles técnicos que podrian alargar
demasiado esta exposicién. Si se quiere ver mas de estos detalles se le recomienda que
consulte [34], [17], [8] y [31]. La primera de estas referencias es la que se sigue més de
cerca en este trabajo, sobre todo en terminologia y notacién.

2.1

Conceptos Bdsicos de Probabilidad

Para fundamentar apropiadamente el desarrollo de la féormula de Black-Scholes es pre-
ciso establecer algunos aspectos de la teoria de probabilidad. Si bien se podria considerar
a ésta como una parte de la teoria de la medida, en realidad su significado y resultados la
distinguen por completo de la ultima.

Para comenzar, se dice que un experimento € es aleatorio si presenta las siguientes
propiedades:

O ¢ tiene al menos dos posibles resultados distintos;

® Es posible determinar el conjunto Q de todos los posibles resultados del experimento
€ aun antes de realizarlo; y

® ¢ puede repetirse esencialmente bajo las mismas condiciones.

41
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Al conjunto Q se le llama el espacio muestral asociado al experimento aleatorio €.
Por ejemplo, si € consiste en lanzar dos monedas al aire, y en cada lanzamiento se puede
obtener sol (S) o dguila (A), entonces

Q ={SS,AA, SA, AS}.

Un evento E es un subconjunto apropiado de Q. En el ejemplo, el evento E de que las dos
monedas muestren sol, se describe en este caso como E = {SS}.

En experimentos para los que el espacio muestral Q es finito o numerable se podria
considerar como evento a cualquiera de sus subconjuntos y esto no complicaria demasiado
la teorfa. Sin embargo, cuando Q) no es numerable las complicaciones que surgirian hacen
necesario tomar las cosas con mas precaucion. En la teoria de probabilidad se sigue la
definicion dada axiomaticamente por Kolmogorov, basada en la teoria de la medida, y se
insiste en que la familia de todos los eventos forme una o-dlgebra A (esto es, una familia
de subconjuntos que contiene al vacio y QQ y es cerrada bajo complementos y uniones
numerables), en la cual se define una medida de probabilidad P. Esta medida cumple
todas las condiciones que se exigen a una medida real y ademas que la medida del espacio
Q) sea 1. Para futura referencia, se enuncia a continuacién la definicién

Definicion 2. Un espacio de probabilidad es una terna (Q,A,P), que consta de un
espacio muestral Q) asociado a un experimento aleatorio €, una o-dlgebra A de todos los
posibles eventos de €, y una medida P: Q — [0,1] en (Q,.A). Es decir, se cumple:

® P(E) > 0 para todo E € A.
0 P()) =0.

® S5i{E.} es una coleccion, a lo mds numerable, de conjuntos en A disjuntos a pares,

es decir, que E; NE; =0 para todo i # j, entonces P (U Ei) =) P(Ey).
iz1 i1

Lo que resta del capitulo la terna (Q, A, P) representa un espacio de probabilidad.

Dados dos espacios medibles (Q,A) y (Q,A), una funcién X : Q — Q se dice que es
medible si para todo A € A se tiene X"1(A) € A, es decir, la imagen inversa de conjuntos
medibles es medible.

Si se considera una funciéon X definida en un espacio de probabilidad y con valores en
Q = R con la o-dlgebra de Borel (ésta es la o-dlgebra generada por los intervalos abiertos),
denotada A = B(R), entonces X se llama variable aleatoria (real) (asi como se pueden
considerar variables aleatorias vectoriales y complejas, en este trabajo solo se restringe la
atencién a variables aleatorias reales). Esto se cumple si y sélo si X! ((—o0,x]) € A para
todo x € R. A veces se dice para enfatizar que la variable aleatoria X es Borel-medible.
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Una variable aleatoria se llama discreta si su imagen es un subconjunto discreto en R,
y continua si su imagen es un subconjunto continuo en R.

Para una variable aleatoria X : Q — R, su funcién de distribucién se define como

> P(X=x;) siXes discreta,

xi<x
F(x) = P{w e Q’X(w) < x} =
[ dP(t) si X es continua.

Donde se supondra que se puede expresar dPP(t) = f(t)dt para alguna funcién, llamada
funcién de densidad de probabilidad, no negativa e integrable (con respecto a la medida de

Borel) tal que [ f(t)dt = 1. Para lo que resta del capitulo sélo se consideran variables

aleatorias continuas.

La funcién de distribucion es no decreciente, continua por la derecha y satisface
P ({a < x < b}) =F(b) — F(a), ademas cuando x — oo se tiene F(—oo) =0y F(oco) =1
respectivamente.

Sea X : QO — R una variable aleatoria en el espacio de probabilidad. El valor esperado
(media o esperanza) y la varianza se definen respectivamente como

E[X] = JX(w)dIP’(w) = deF(x]

Q R
Var [X] = E [X?] — (E[X]).

Si X es una variable aleatoria continua y g una funcion Borel-medible y acotada,
entonces

Elg(X)] — J g(X(w))dP(w):Jg(x)dF(x). (2.1)

Q R

Cabe mencionar que si las variables aleatorias X e Y son independientes entonces
cumplen que E [XY] = E[X]E[Y].

Una variable aleatoria de interés en este trabajo es la normal, si X tiene distribucién
normal con media W y varianza o2, entonces su funcién de densidad estd dada por

y ésta es normal estandar sip =0y o? = 1.
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Por otra parte, la férmula (2.1) permite relacionar algunas afirmaciones acerca de
probabilidades con la esperanza de ciertas variables aleatorias. Por ejemplo, si A C Q se
define la funcion indicadora de A, denotada por 14, como

1 siweA;

0 en otro caso,

En este caso,

Ella]l =

donde [ 1a(w)dP(w) =0, lo cual implica
o\A

E[1A] = P(A). (2.2)

Una de las caracteristicas més importantes que distinguen a la probabilidad de la teoria
de medida es la probabilidad condicional que ahora se considerara. La situacion es que se
quiere calcular la probabilidad de un evento A dada una informacion de la ocurrencia de
un evento B, suponiendo que los eventos estdn relacionados. Si A y B son eventos en A
con P(B) > 0, se define la probabilidad condicional de A dado B, mediante

P(ANB)
P(AB) = ———
(AB) = 55
Asi como se definié la probabilidad condicional, se puede definir el valor esperado
condicional como: si X es una variable aleatoria definida en el espacio de probabilidad, y B
un evento definido en A, se define la esperanza condicional de X con respecto a B o dado
B como

E[X- 1g]
EXB] = ———
[XIB] P(B)
Es de notarse que se cumple
Ella - 1g]
E[lAB] = ———
[1A[B] P(B)
_ E[lans]
- P(B)
P(ANB
y por (2.2) se tiene E[15|B] = ¥ = P(A[B)

P(B)
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2.2

Convergencia en Espacios de Probabilidad

En la presente seccién se presenta algunos tipos de convergencia para una sucesion de
variables aleatorias.

Convergencia en Probabilidad

Sea {X,,} una sucesién de variables aleatorias, definidas en (Q, A, P), y X otra variable
aleatoria definida en el mismo espacio, se dice que la sucesion {X,,} converge a la variable
aleatoria X si para todo € > 0

P{w € Q‘ Xn(w) —X(w)| > e} — 0 cuando n — oco.

La convergencia en probabilidad suele denotarse como X;, 5 X

Un tipo de convergencia relacionado es la convergencia con probabilidad 1 que se define
diciendo que la sucesién {X,,} converge con probabilidad 1 o casi en todas partes (c.t.p.) si

]P’{w € Q)Xn(w) — X(w) cuando n — oo} =1,

c.t.p. , , . -
lo cual puede expresarse como X,, — X o, més explicitamente, “X,, — X con probabilidad
1”7. Es claro que si una sucesion converge con probabilidad 1 entonces también converge
en probabilidad.

Convergencia en Distribucién

Sea {F,} una sucesién de funciones de distribucién (es decir satisfacen las propiedades
enunciadas en la pagina 43). Si existe una funcién de distribucion F tal que, cuando n — oo,
F.(x) — F(x) en cada punto donde F es continua, se dice que la sucesiéon {F,,} converge
débilmente a F, y se expresa como F,, — F.

Por otra parte, si {X,} es una sucesion de variables aleatorias definidas en (Q,A,P) y
{Fn} es su correspondiente sucesién de funciones de distribucion, se dice que {X, } converge
en distribucién a una variable aleatoria X con funcién de distribucién F si Fy (x) — F(x),

lo cual se puede expresar mediante X, '

Este tipo de convergencia es mas débil que el anterior, en el sentido de sucesiones que
convergen en distribucion no necesariamente convergen en probabilidad.
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Convergencia en Media Cuadratica

Este tipo de convergencia es el que se utilizara més adelante en la seccion 2.4.1 donde
se discute la integral estocéstica.

Sea {Xn} una sucesién de variables aleatorias definidas en (Q, A, P), talesque E[ [X|* ] < oo
para toda n € N. Se dice que {X;,} converge en media cuadrética (m.c.) a una variable
aleatoria X si E[[X[?] < oo v

E[IXn—XIQ] — 0 cuando n — oo,

lo cual suele denotarse por X, — X.

En el contexto del andlisis, la teoria de la medida e integracion a este tipo también se
le conoce como convergencia en L2, La importancia de este tipo de convergencia radica
en el hecho de que el espacio de las variables aleatorias se puede dotar de la norma
IX||* = E[[X[*], con lo cual este espacio se convierte en un espacio de Hilbert [3].

2.3

Conceptos Bdsicos de Procesos Estocdsticos

Una idea intuitiva de proceso estocastico es un sistema que evoluciona de manera
aleatoria en cada instante de tiempo. El caracter aleatorio del fenémeno se puede capturar
a través de un espacio medible (Q,A). En este contexto, un proceso estocdstico es una
familia de variables aleatorias {X},.;, donde I representa un intervalo (puede pensar como
tiempo), ademds, cada variable aleatoria X; estd definida en el espacio de probabilidad
para todo t € Iy toma valores en (R, B(R)). A continuacién se enuncia de manera formal
la definicién de Proceso Estocastico.

Definicion 3. Sean (Q,A,P) un espacio de probabilidad e 1T = [0,00). Un proceso es-
tocdstico' es una funcién
X:0xI—-R,

tal que para cada t € 1 la funcion
Xe (")

es una variable aleatoria que cumple X' ((—oo,x]) € A para toda x € R. Por otra parte,
st w € Q la funcion

X(,t): QO —-R

Xol) =X(w, ) : T =R,

'En este trabajo I siempre se considera asi por conveniencia, aunque un proceso estocdstico puede
tener otros conjuntos como tiempo, por ejemplo, N, Z o R.
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es una familia de trayectorias del proceso. Un proceso es continuo si cada trayectoria es
continua para cada punto de I.

2.3.1

Movimiento Browniano

El presente apartado presenta un proceso estocastico muy importante, a saber, el
movimiento Browniano. Este proceso, junto con una expresion determinista, permitira mo-
delar de forma mas realista el precio del activo subyacente en el tiempo, como se vera con
mas detalle en el Capitulo 3, en la seccién 3.3.

Primera Aproximacion al Movimiento Browniano

Considere el experimento aleatorio € de lanzar una moneda al aire. Como se sabe, el
espacio muestral Q consta de dos posibles valores, sol (S) y dguila (A), es decir, Q = {S, A}.
Considere la o-dlgebra A = {0}, Q,{S},{A}}, que es el conjunto potencia de Q. Se define
ahora una funcién P: A — [0, 1] como sigue

P({S}):P({s}):%, PO =0 y PQ)=1

La terna (Q, A, P) define un espacio de probabilidad asociado al experimento €. Supon-
ga ahora que se realizan n repeticiones del experimento bajo las mismas condiciones, pero

ahora si el resultado cae aguila se gana \/LH y si cae sol se pierde la misma cantidad. Se

define la variable aleatoria X; : 3 — R que representa la ganancia (o pérdida) en el i-ésimo

lanzamiento, es decir X; ({A}) = Ln y X; ({S}) = —\/Lﬁ. De esta manera
1 1 1 1
PH{A}) =P (Xi=—4 ) == PHS}H) =P(Xi=——= | =—.
(an=F(x=—=) =3 v PUSH=P(x=-—2) =3
El resultado de cada repeticion del experimento es independiente de los lanzamientos
1
anteriores. En este caso, es facil ver que E[X;] = 0 y Var[X;] = E[X?] = oy para i =
1,2,...,n.

Definase ahora a S,, como la ganancia acumulada hasta el n-ésimo lanzamiento, es
decir
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y

Var[S,] =E[S2] =E|) Xi+ >  XX|=E
i=1

1<i<ign

5 x
i=1

-2 [0

Definicion 4. Sean Xi,..., X, wvariables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas, tales que Xi toma exactamente dos valores a y —a con probabilidad p y 1 —p
respectivamente. Sea Wy, = X1+ -+ Xy paran > 1 ywg=0. A la sucesion {Wn}n>0 se
le llama caminata aleatoria; ésta se denomina simétrica si p = %

Al ser w,, una caminata aleatoria simétrica se cumple

O E[w,]=0,
® Var[w,] =na’

El experimento de lanzar una moneda al aire n veces se puede ver como una caminata
aleatoria simétrica, porque la probabilidad de ganar y de perder es la misma y se van a
sumar los resultados de las ganancias. Por otra parte, el resultado del n-ésimo lanzamiento,
Xn, es independiente del resultado del lanzamiento anterior, X;, 1. Sin embargo, el resul-
tado de la ganancia acumulada en el n-ésimo lanzamiento, S;,, si depende de la ganancia
acumulada en el lanzamiento anterior, S,,_;. En este caso, la esperanza condicional de S,,,
dada la ganancia acumulada de los n — 1 primeros lanzamientos, es

E[SnlSo, .. Sn1] = E[SnlSn_il, (2.3)

esto significa que la ganancia acumulada en el lanzamiento n depende sélo del lanza-
miento anterior y no de toda la historia, esta propiedad es llamada propiedad de Markov
[28].

Por otro lado la esperanza anterior se puede calcular de la siguiente manera

E [Snysnfl] = E [Snfl + Xnysnfl]
= Lt [Sn—1|sn—1] + E [Xn|Sn—1]
= Snfl +E [Xn] - Snfl'

En otras palabras, el mejor prondstico de S,, dada la informacion actual, es exactamente
la informacion que se cuenta en el presente, esta propiedad es conocida como martingala.

Cuando se realizan n repeticiones de un mismo experimento, el tiempo surge de una
manera natural, pues las repeticiones que se hacen estdn separadas forzosamente por
intervalos de tiempo, no necesariamente de la misma longitud, aunque asi lo supondremos
en este trabajo por simplicidad, es decir, se incorporara el tiempo en una caminata aleatoria
y las repeticiones se supondran en intervalos de misma longitud.
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Sea (Q, A, P) un espacio de probabilidad, el siguiente proceso estocdstico se define para
cada n € N: se supone que se llevan a cabo n repeticiones del lanzamiento de una moneda

en un tiempo t, de tal manera que estos se realizan en intervalos iguales, es decir cada

% unidades de tiempo. El monto de la apuesta también es modificado, ahora es de \/g :

La ganancia acumulada en el primer, segundo y n-ésimo lanzamiento, respectivamente, se

encuentran como
t
Wn <_ = X17
n

2 t
) - )
n n

wn (t) = wy (M) + Xh. (2.4)
n

En general se satisfacen que wy, (%) = §Si, donde S; = Xog + X; + -+ + Xi, y ademas
que wy (0) = 0 para toda n.

Observacion

Considere el intervalo de tiempo [0, t]. La variacion cuadrdtica de w,, se define como

o= 3 [ (&) o (52

Se puede observar mediante un calculo simple que E [(Si — 81_1)2} =E[X?] = %

De lo anterior, v? = E [vZ] = t. Se puede concluir que la variacién cuadrética de wy, y
v2 es igual al tiempo total.

Caminata Aleatoria en Tiempo Continuo y Movimiento Browniano

Un resultado importante en la teoria de probabilidad es el Teorema del Limite Central

(TLC) que se enuncia a continuacién (la demostracién se puede encontrar en [10] pagina
259)
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Teorema del Limite Central. Sean X, Xo, ..., X, variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas con media W y varianza finita no cero 02. Sea Sn = X1+. . . +Xq,

entonces
Sh—mnu o

a—\/ﬁ\x>

donde ®(x) es la funcion de distribucion acumulada de la variable aleatoria normal estandar.

lfm P(

n—oo

= O (x), x € R,

Se aplicara el Teorema del Limite Central a una caminata aleatoria discreta en un in-
tervalo de tiempo [0, t] a fin de obtener su versién continua. Dicha versién es el movimiento
Browniano. Se tiene que

n - E n
wn(t) = \/{S—[S] W, ~N(0,t) cuandon — oo,

Var[S,]

en otras palabras, wy(t) converge en distribuciéon a una variable aleatoria W; con dis-
tribuciéon normal con media cero y varianza t. Por otra parte, si t; = %, i=1,...,n, es
una particién del intervalo [0, t] en subintervalos de misma longitud, entonces la variacién
cuadratica media de W, satisface

Vo= E li (W — wt_1)2]

En otras palabras, la variacién cuadratica media de W, concuerda con la variacion
cuadratica media de su analogo discreto w,, (t). A continuacién se define de manera formal
el movimiento Browniano.

Definicion 5. Sea (Q, A, P) un espacio de probabilidad. El movimiento Browniano (estindar)
es una funcion
W:Q x [0,00) — R,

tal que para cada t >0, Wy : O — R cumple con los siguiente:
O W, =0, con probabilidad 1, es decir P{w € QW (w) =0} =1.
O 5i0<t <ty <... < ty,, entonces sus incrementos
Wi, , Wy, — Wy , W, — W, o0 W, — W,

son variables aleatorias independientes.
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® Sis < t, entonces Wy — Wy es una variable aleatoria con distribucion normal con
media cero y varianza t — s, es decir

W, — W, ~N(0,t—s).
En particular, Wy tiene distribucion normal con media cero y varianza t, esto es

Wt ~ N(Ojt)

Movimiento Browniano

Figura 2.1: Posible Trayectoria del movimiento Browniano

En la Figura 2.1 se presenta una posible trayectoria de un movimiento Browniano.
En este caso, el tiempo t corre en el eje horizontal y los posibles valores del movimiento
Browniano son presentados en el eje vertical.

2.3.2

Concepto de Filtracion

Cuando se trabaja con un procesos estocastico, si se quiere calcular la esperanza condi-
cional de los valores futuros del proceso dada la informacion que se tiene disponible hasta
un tiempo, entonces es necesario especificar de manera precisa que informacién se utiliza
para estos calculos. Esto se logra mediante un concepto llamado filtracion que se define,
para (Q,A,P) como una familia creciente de o-algebras A = {A¢},; con Ay C Ay C A
para s < t.

Se puede pensar que una filtracion es una estructura de informacién que se esta actua-
lizando constantemente, es decir, es una estructura de informacién dindmica. En otras
palabras, Ay representa la informacion disponible que se tiene hasta el instante t. El hecho
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de que en la filtracién la A, esté aumentado con t quiere decir que hay mas informacién
conforme el tiempo transcurre y que la informacion pasada no se olvida, sino que se
acumula.

Se puede relacionar un proceso con una filtracién en el sentido de que la informacién
que ella da es relevante para ese proceso. De la siguiente forma: si {Xt}t>0 es un proceso
estocastico definido en un espacio de probabilidad (Q,.A,P), se dice que este proceso es
una adaptacion a la filtracion (o que estd adaptado a ella) {A¢}; 5, si para cada t > 0, la
funcién X; : Q — R satisface que

X‘?l ((_OO7X]) S ‘A‘m
para toda x € R.

Esto significa que el valor que tome X; en el tiempo t depende sélo de la informacién
disponible en ese instante.

2.3.3

Proceso de Wiener

Sea A = {A},c; una filtracién. Un proceso estocdstico {W}, 5, es un proceso de Wiener
relativo a A si cumple con las siguientes condiciones:

® W, = 0 con probabilidad 1,
O W, es continua en t,
® W, es adaptado a la filtracion A,

O Si 0 < s <t el incremento Wy — W es independiente de Ag y normalmente
distribuido con media cero y varianza t — s.

Una diferencia entre el proceso de Wiener y el movimiento Browniano es que el primero
considera una filtraciéon A y el segundo no. En otras palabras, el movimiento Browniano es
independiente del concepto de filtracién. La segunda diferencia es la ausencia del concepto
de incrementos independientes en el proceso de Wiener. Se puede demostrar que todo
proceso de Wiener es un movimiento Browniano, esta demostracién estd fuera del alcance
de este trabajo pero puede consultar [34] para dicha demostracion.
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2.3.4

Concepto de Martingala

Un concepto importante en la teoria de Valuacién de Opciones es el concepto de mar-
tingala.

Definicion 6. Sea (Q, A,P) un espacio de probabilidad equipado con una filtracion A =
{Atlso, es decir, se considera el espacio (Q, A, {A}5,,P). Se dice que el proceso es-
tocdstico My}, es una martingala si cumple lo siguiente:

(1] {Mt}t>0 es un proceso adaptado a la filtracion A, es decir, para cadat > 0, la funcion
M, : Q — R satisface que M ' ((—o0,x]) € Ay para todo x € R;

® E[M,

] < 0o para toda t > 0;

® Sis <t entonces E[M|As] = M.

De acuerdo con la ultima condicion, dada la informacion disponible hasta el tiempo s,
denotado por A , si s < t, el mejor prondstico para My es justamente la informacién mas
reciente que se tiene, es decir M. Por otro lado, las variaciones futuras de una martingala
son impredecibles dada la informacién Ag, ya que

E [Mt - MS|‘AS] = E [Mt|-As] —E [MS|‘AS]
M, — M, =0.

Observacion:

El movimiento Browniano es una martingala. Para ver esto, sea {Wy},5, un movimien-
=
to Browniano definido sobre un espacio de probabilidad equipado con una filtracién,

(Q, A, {At};>,P). La primera condicién se cumple por definicién, la segunda se sigue
de

T 1
Elw = Jw%e—mdw
17 o2
= —JQwe 2rdw,
2t
0
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haciendo y = w? resulta

1 T y
E [|W. = —— | e 2d
2t
= — <
7T
Por ultimo
E [Wt|-As] = E [Wt - Ws |-As] +E [Ws |'As]

- Wsa

esto se cumple puesto que E [Wy — W|A] = 0, es decir Wy — W, es independiente de A,
v Wi — W, ~N(0,t —s).

Lo que demuestra que un movimiento Browniano es una martingala con respecto a la

filtracion A = {A} 5.

2.3.5

Teorema de Girsanov

En esta subseccion se expone, sin entrar a detalles técnicos, el teorema de Girsanov,
que consiste basicamente en que dado un espacio de probabilidad donde esta definido un
movimiento Browniano con tendencia (es decir, la media, también conocida como deri-
va o drift, es diferente de cero), es posible transformarlo en un movimiento Browniano
sin tendencia (es decir, el drift es igual a cero) definido en un espacio de probabilidad
equivalente.

Cambio de variable

Para comenzar, sea Wyt una variable aleatoria normal con media cero y varianza T
definida en un espacio de probabilidad (Q,.A,P), y considere la variable aleatoria Wt +AT,
A € R. El valor esperado y la varianza de esta variable aleatoria estan dados por

1T .
EWr +AT] = J(w+7\T)eﬂ2dw:7\T,

Var Wy +AT] = J [(w+AT)* — N°T7] e $dw =T.

—00

1
V2Tm
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De lo anterior se concluye que Wt +AT ~ N(AT, T). Es decir, al pasar de Wt a W1 +AT,
la media cambia de cero a AT, en cambio, la varianza se mantiene fija. La idea es determinar
una funciéon @ = @(Wr) que cumpla las siguientes condiciones:

E[(Wr+AT)e(Wr)] = 0, (2.5)
y
E [(WT + ?\T)2(p(WT)] =T. (2.6)
Lo que equivale a pedir
L C>O(w—H\T)cp(w)e¢2UT2du)—O (2.7)
V2TT o '
Yy
- J(w+>\T)2<p(w)e—‘é’?dw ~T. (2.8)
T
Note que
A T(wH\T)e—‘wﬂ’ do = — T e rdp =
T ATn - \V2Tr P P=5
y
1 T (WHAT)2 1 T 2
Ay = w+AT)%e 21 dw = J e dp =T,
2T VoTn J ( ) N P

donde se hizo el cambio de variable p = w + AT y A; y A, representan el valor esperado y
la varianza, respectivamente, de una variable aleatoria P ~ N(0, T). Note ademds que A;
y As se pueden escribir como

1 T 142 —w?
Al = w+AT)e A 2ATemmdw =0,
= e | T

1 T 142 —w?
Ay = —— (w T AT)Ze_Aw_iA Terw —T
V2T J

Teniendo en cuenta las ecuaciones 2.7 y 2.8 se puede concluir que

O(Wr) = e WA,
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es la funcién que hace cumplir las condiciones (2.5) y (2.6).

En resumen, se encontré que la funcién ¢ = ¢ (W,) hace que un movimiento Brown-
iano con tendencia se transforme en un movimiento Browniano sin tendencia. Por otra
parte, la funcién ¢ es muy importante en el desarrollo del modelo continuo para valuar
una opcion call europea, ya que esta hace que el comportamiento de un activo con riesgo
se comporte de igual forma que un activo sin riesgo (esto se vera en el Capitulo 3).

Cambio de Espacio de Probabilidad

En este apartado se presenta el nuevo espacio de probabilidad donde el nuevo movimien-
to Browniano no tiene tendencia, ademas, se calculan los valores esperados en este nuevo
espacio de probabilidad.

Considere la funciéon g de Wt + AT que cumpla

Elg(Wr +AT)e (W)l = J g(w+AT) @(w)dP(w) < oo, (2.9)

donde dP(w) = leT—ne*%?dw.

Si se toma Q = R y A = B(R), entonces Wt esta definida sobre (Q,.A, P). Suponga
ahora que Wi ~ N(0, T). De este modo

~ 1 T w*2 T
Elgwi)l = [ stwne Faw = | glonar@ @0
2Tm
donde ahora dP*(w*) = ;Tne*ué*f. En este caso W7 esta definida sobre el espacio de

probabilidad (Q, A, P*).

La ecuacién (2.9) puede transformarse a la ecuaciéon (2.10) haciendo un cambio de
variable w* = w + AT, es decir

E[(Wr +AT)e(Wr)] = g(w+AT) @(w)dP(w)

= Elg(W7y)].

w? w 2
La pentltima igualdad se obtiene ya que @(w)e 21 = e~ 7" En otras palabras,

la igualdad E [(Wt 4+ AT)@(W7)] = E[g(W5)] se cumple si y sélo si W4 = Wy + AT. Por
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otra parte, si A € A entonces

B*(A) = E[La] = E [Lao(Ws)] = J o(w)dP(w),

A

es decir

A = [ elw)dr(w)
A
La funcién ¢ de la ecuacién anterior se denomina en teoria de la medida la derivada de
Radon-Nikodym de P* con respecto a P, cuya existencia esta garantizada por el teorema
con el mismo nombre (esta demostraciéon se puede consultar en [3]) y se denota por
dpP*
dP

Cabe notar que P(A) = 0 si y sélo si P*(A) = 0, lo que hace que las medidas sean
equivalentes.

Por otro lado, la funcién ¢ = @(Wr) resulta ser una martingala, es decir, si {Wr}yc 1
un movimiento Browniano definido en (Q, A, {A+}5,,P), entonces

ef)\wﬁ%)@TE [e’}‘(WT’Wt)\At}
= e

“AW 3N TE [e—)\(WT_Wt):| )

Ahora se calculara E [e*MWT*Wt)], o equivalentemente E [e*AWT] E [e?‘wt], por ser
variables aleatorias independientes. Para la primera se tiene

o
_ 1 v w?
E[e™r] = e M e dw
2T
—00
o
w21 _ (wHAT)2
= e 2 e 2T dw
2T7
—00
TA2
= e 2 ,
. , . _ w2 .
rocediendo andlogamente para E [e*Wt] se obtiene e~ "2 . Finalmente
yp p , )
E [efwaﬁAZTMt} e AW AT 4A%(T—t)

e AWi—EN

Asi resulta que @ es una martingala.
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2.4

FElementos Basicos del Cadlculo de Ito

En esta seccion se presenta de forma accesible el calculo de Ito.

24.1

Motivacion de la Integral Estocdstica

Para comenzar, se dardan un par de ejemplos para entender este tipo de integrales.
Conside el movimiento Browniano {Ws}0< s<t» definido en un espacio de probabilidad
(Q,A,P), y una particién del intervalo [0,t] en n subintervalos de misma longitud, es
decir 0 = t) < ) < -+ < t, = t, donde t; = % De esta manera t; —ti_; = *,
i=1,...,n. Definase la variable aleatoria:

V., = Z (Wti —WtH)z, paran=1,2,...

i=1

Lo que se quiere hacer ahora es encontrar V; tal que

Ifim E [(Vn _ vt)2] —0. (2.11)

n—oo

Un posible candidato para Vi es

n

S E [(Wti —wt.Hf] .

i=1

Una de las razones que justifica esta eleccién es que

1

_ i E [(Wt.l - WtH)Z}

Vt - E[

(Wti - Wt11)2]

1
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y no depende de n. En este caso, la ecuacién (2.11) se transforma en el error cuadratico
medio, a saber, E [(Vt —E [Vt])z} . Observe que

E[(V ) ] —

?

iAWt +2 ) (AW) 2 (AW,,)? +t2—2ti(AWt)2
i=1

o<igisn i=1

donde AW;, = W,, —W,, ,. Considere ahora el lado derecho de la ecuacién anterior. Dado
que los incrementos Wy, — W,,_,, 1 =1,...,n, son variables aleatorias independientes, se
obtiene ,
E[(AW4)" (AW4)"] = (b= ti) (6 — 1),

Por otra parte, si X ~ N(0, 0?), entonces E [(é)ﬂ = 3. Por lo tanto E [(AWH)‘*] —
3(t; — ti_1)°. Entonces
E[( ]—3Zt—t11 P+2 ) (-t (G — b 1)+t—2tZt—tl ).

o<i<gisn i=1

Utilizando el hecho de que t;—t; 1 = ;, paratodai=1,...,n, se obtiene los siguientes
resultados:

n 2
t 3t2
3Z (ti—ti 1) = 3n <E) ot

i=1
2 2 2
ny /[t ?2 ot
2 Y et = () (a) =3 " om
o<i<isn
Finalmente
2
b 3t2 {2 22
lim E|Y (AW, )*—t| = lim (—+t2——+t2—2t2) = lim — =0.
n—oo - n—oo n n n—oo T

Es razonable escribir a Vi como
t

J( i (AW, )? ="

0
La convergencia es en media cuadratica. De lo anterior se concluye que

i(dwsf -

que también se puede escribir en su forma diferencial, abusando de la notacién como
(dW,)? = dt.

El objeto del estudio del céalculo estocastico son las integrales y no diferenciales.
En otras palabras, cuando se escribe una ecuacién diferencial estocastica, realmente se
estd pensando en una integral estocastica [34].
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2.4.2

Integral de Ito

Después de motivar la idea de como se calcula una integral estocéstica, a continuacién
se proporcionara la definicién formal.

Definicion 7. La integral estocdstica, o integral de Ito

Vi

If(SJdWs,

es el proceso estocastico tal que

2
=0, (2.12)

lim E [Z fltiy) (We, —We ) — Vo
i=1

donde {Wt}t>0 es un movimiento Browniano, 0 =ty <ty < --- <t, =t es una particion

del intervalo [0,t] en n subintervalos de misma longitud, es decir t; —ti_1 = %

Observacion:

Cuando se esta pensando en una integral de It6, la funcién f en consideracion se
esta valuando en el extremo izquierdo de cada subintervalo de la particién de [0,t]. En
el caso en que se esté valuando en el extremo derecho el valor de la integral es diferente.
Algunos ejemplos de esta observacién, y més detalles, las puede consultar en [34].

Algo importante que se tiene que tomar en cuenta es que la funcién f puede ser tanto
determinista como estocédstica. Ademds, la definicién de integral estocdstica requiere que
la funcién f se value en t;_;. Cuando f(s) = g(Ws) se supondra que el valor de f(s)
depende sélo de los valores pasados de W, u < s. En este caso, se dice que la funcion f
es predecible. Asimismo, se supondra que

t
JfQ(s)ds < 00, casien todas partes,
0

JE[fQ(s)] ds < oo,
0
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t
La condicién de la primera integral garantiza que la integral de Ito, [ f(s)dWs, esté bien

0
t

definida, y la condicién de la segunda integral asegura que la varianza de [ f(s)dW; se
0
mantenga finita. Como se puede ver, si f es determinista, las dos condiciones anteriores

coinciden. A continuacion se mencionaran, sin demostracién, algunas propiedades de la
integral de Ito:

@ Linealidad: Si f y g son tales que sus integrales de Ito existen y a,b € R, entonces

J(af(s) + bg(s)) dW, = an(s)dWS +ng(s)dWS.
0 0 0

® Isometria: Si f es tal que la integral de [to existe, entonces
t 2 t

E Jf(s)dWS =E If2(s)ds = JE [f*(s)] ds.
0

0 0

® Propiedad de martingala: Si f es tal que la integral de Ito existe, entonces

E th(s)dWs Ay | = Tf(s)dws.
0 0

Continuando con la integral de Ito, se desarrollara un segundo ejemplo de integracion
estocastica con el propésito de ilustrar otro procedimiento para encontrar limites en media
cuadratica. Considere ahora la siguiente sucesion

Vi=> W, , Wy, =W, ,), n=12..,.
i=1

En este caso, f(ti_1) = W,,_,. Note que
1
b=- b)? —a® —b?].
ab =7 [(a+b)*—a ]

Haciendo a = W,,_, y b =W, — W, , = AW, , para obtener

Vi =

N | =
.M:

|:(Wt171 + Wti - Wt171)2 - W’?i,l - (Wti - Wti 1)2]

i=1

I
N | =
.M:

[Wfi —W2 (AW, )2] .

i=1
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Se analizara por partes el lado derecho de la ecuacion. Observe primero que
n
(We =W ) =W; — W] =W,

1=1

Por lo tanto

Vi =

[Wf — i (Awtf] :

i=1

N | —

De acuerdo con (2.12), se sigue que

lim E E (Wf - (AWti)2> — % (Wf—t)] = 0.

i=1

En consecuencia,

(We—1),

N | —

T}l’_I)I;.O Z Wti.fl (Wti — Wtifl) m.c.
i=1

donde el limite se interpreta de acuerdo con (2.12). En conclusién

(W —t). (2.13)

t
1
W.dW; = —
J 2
0

2.4.3

Lema de Ito

En esta subseccion se presenta un resultado importante del calculo estocastico, llamado
lema de Ito, sobre la regla de la cadena para algunas funciones cuyo argumento es una
variable aleatoria.

Definicion 8. Se dice que la familia de variables aleatorias X = {Xt}t>0 es un proceso de
Ito si se cumple

dXt = Ut dt + thWt, con XO =X,
donde uy = w(Xe,t) y o = 0 (X, t) son funciones conocidas y dWy es el incremento de

un movimiento Browniano.

Se enuncia, sin demostracién (consulte la idea en [34]), de uno de los resultados més
importantes en la teoria del célculo estocastico.
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Lema de It6. Sea X, un proceso de Ité que satisface

dXt = }ltdt + thWt, con XO =X,

y sea f: R?2 — R una funcién de clase C2. Entonces, f(X¢,t) es un proceso de Ité, y

d(f(Xe,t) = ﬁ(X t)dt+i(x t)dX(t)+la—2f(X 1) (dX)? (2.14)
b oot Xy Y 20x27" t '
con (dX¢)? como
(dt)> =0, dtdW,=0 vy (dW,)?*=dt, (2.15)

y Wy un movimiento Browniano.

Para los fines de este trabajo, X; es s6lo un movimiento Browniano W;. Si f sélo
depende de W, se tiene la diferencial
of 1 0%f

t t

Como ejemplo, considérese Y, = f(Wy,t) = W2, entonces por (2.14) se tiene

oY 0%Y,
=2W. 5 = 2
oW, CY w2 T
para obtener
dY, = 2W,dW; + dt, (2.17)

o en su forma de integral estocastica
t S
Y :YO-I—QJWSdWS —|—st.
0 0

Considere de nuevo (2.17) para obtener

1
W,dW, = 3 (de — dt) )
Por lo tanto
t . t t
stdws = 3 def —st :
0 0 0
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lo cual es consistente con (2.13).

Considere ahora Gy = Ggexp{oW, +vt}. A {G¢,t > 0} se le llama movimiento Brown-
iano econdomico. Esta funcion se puede derivar mediante el lema de Ito. Si se define

f(x,t) = Ggexp{ox+ vt},
entonces se tiene que
Gt = f (W’U t) .

0G, 0°Gy 0G

ARIZ y att’ utilizando la férmula de Ito resulta res-

Al calcular las derivadas

pectivamente

oG
_ — o2 =t
aWt - GGta GWE o Gt y ot VGt?

de modo que

1
dG; = df (W,, t) = 0GdW, + §G2tht +vGdt,

y finalmente

1
th = <'V + 50'2) tht + UthWt, (218)
o en su forma de integral estocastica

t
G, = Gy + <v+ %G2> JGsds + GJGSdWS.

Esta diferencial es de suma importancia en las finanzas, asi que se considerara en el
capitulo siguiente.



CAPITULO 3

Un Modelo en Tiempo Continuo

3.1

Introduccion

A partir de aqui, se considerard el problema de la valuacién de opciones en tiempo
continuo. El resultado méas importante es el modelo de Black-Scholes, que se abordara en
este capitulo. Para ello son necesarias algunas modificaciones sustanciales para empezar a
desarrollar este modelo. Por otra parte, cabe mencionar, que el desarrollo de este capitulo
se baso en los textos y articulos [9], [34], [14], [15], [20], [11] y [24].

3.2

Fvolucion del Modelo

El problema de la valuacién de opciones se empezd a abordar a fines del siglo XIX.
Uno de los primeros trabajos en mencionarlo fue escrito por Charles Castelli: “The Theory
of Options in Stocks and Shares” [11]; desgraciadamente no existia una base tedrica para
sustentarlo matematicamente y los resultados fueron olvidados.

El trabajo de Bachelier

Uno de los pioneros en la modelacion y analisis de los mercados financieros fue Louis
Bachelier, quien defendié exitosamente en la Universidad de la Sorbona en 1900 su tesis

65
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doctoral “Theorie de la Spéculation” bajo la supervision de Henri Poincaré. Aunque no
recibié la calificacion més alta, “Honorable” segun el tribunal compuesto por Joseph
Boussinesq, Paul Appel y el propio Henri Poincaré [20]. Sin duda fue una tesis revolu-
cionaria para esa época; en ella proponia un movimiento Browniano como modelo asociado
a los precios de las acciones y obtuvo la primera formalizacion de una caminata aleatoria
[20].

El movimiento Browniano fue descubierto por Robert Brown en 1827, mientras exa-
minaba particulas de polen en el microscopio; él observd que cuando éstas se encontraban
suspendidas en el agua y en otros liquidos se movian sin cesar en forma erratica. Las
primeras explicaciones que se habia propuesto de este fendmeno fue que estas particulas
tenfan vida propia (observaciones que hicieron Buffon y Nedham, entre otros). Sin embar-
go, Brown experiment6 ese movimiento erratico en particulas que no eran de polen vivo y
conjeturd que podria ser debido al golpeteo constante de las moléculas invisibles de agua
sobre las particulas visibles. Estas tltimas se movian en linea recta una corta trayectoria y
cambiaban bruscamente de direccion para seguir indefinidamente, estos pequenos cambios
eran completamente impredecibles a partir de su trayectoria anterior [13].

Bachelier se anticipé a Einstein! con la formulacién matematica del movimiento Brown-
iano. Es curioso que mientras Einstein estudiaba mecéanica estadistica y Brown el movimien-
to erratico de las particulas de polen suspendidas en agua [20], también a Bachelier este
movimiento le parecié una descripcion precisa de lo que pasaba con los precios en los
mercados. Una vez que los precios alcanzaban un valor, su proxima posicién era comple-
tamente impredecible a partir de su valor anterior. Tanto el movimiento que describia la
particula de polen en el agua como la descripciéon que dio Bachelier al comportamiento de
los precios en el mercado se manifiestan como casos limite de caminatas aleatorias.

Tanto para Bachelier como algunos otros académicos y expertos en economia y finanzas
que le sucedieron [20], una de las hipétesis utilizadas en su trabajo fue que las diferencias
de los precios eran independientes entre si, es decir, si se hace un registro durante un tiem-
po de los precios diarios y se considera la diferencia de un dia al siguiente, entonces las
frecuencias con que aparecen estas diferencias son estadisticamente independientes. Ellos
sabian que esta independencia les permitiria aplicar métodos estadisticos para su estudio.
Bachelier ademés se dio cuenta que si los precios seguian una caminata aleatoria, entonces
la diferencia de los precios se distribuian normalmente; cabe senalar que el reciproco de
esta afirmacién no se cumple, esto es, si las diferencias de los precios se distribuyen nor-
malmente, no necesariamente los precios siguen una caminata aleatoria [20)].

Si los precios siguen una caminata aleatoria, entonces la informacion anterior que se
tenga de éstos sera irrelevante para su prondstico. En consecuencia, el valor actual de los
precios debe de tener ya incorporada toda la informacién anterior de los mercados, pero

IEinstein en 1905 escribié un articulo sobre mecénica estadistica que proporciona la formulacién
matematica del movimiento Browniano, y demuestra que la dispersion promedio del desplazamiento de la
particula en un liquido, en un intervalo de tiempo At, es proporcional a At, como refiere [34].
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puesto que el pasado es irrelevante la préxima variacion de los precios sélo dependera de
los hechos actuales. En otras palabras, los precios cambian cuando el mercado recibe nueva
informacién. A esto se le conoce como Hipdtesis de Mercados Eficientes (HME).

La eficiencia de los mercados no implica necesariamente que la diferencia de los precios
tenga distribucién normal, ni mucho menos que sigan una caminata aleatoria. No obstante,
la mayoria de los intentos de probar la validez de HME, en algunos casos de estudio, se
ha basado en verificar la normalidad de la diferencia de los precios [20].

Existe mucha resistencia a aceptar esta suposiciéon (HME) en general, y se dan algunas
variantes: si se admite que la informacién que se incorpora inmediatamente a los precios
es toda la informacion tanto publica como privada referida a los valores en los mercados,
entonces se habla de la versién fuerte de la HME. La versién semifuerte establece que los
mercados incorporan inmediatamente a los precios la informacién publica. Por dltimo, la
version débil de la HME sélo establece que los cambios de los precios son independientes
y pudieran ser una caminata aleatoria (para mas informacién puede consultar [20] y [21]).

El trabajo de Bachelier fue olvidado casi sesenta anos, quiza porque era poco realista,
que no se contaba con suficiente informacién y tecnologia, u otras razones [36].

La época de Black y Scholes

Tomando como base el trabajo de Bachelier, algunos economistas lo refinaron modifi-
cando algunos de los supuestos de su modelo. Personajes como Paul Samuelson, Fischer
Black, Myron Scholes y Robert Merton supusieron la existencia de una tasa de interés
y una distribucién de probabilidad mas realista para los precios de las acciones; ademas
tuvieron en cuenta que los inversionistas son adversos al riesgo, y que posiblemente estén
dispuestos a asumirlo, pero a cambio de una prima.

En 1960, Samuelson (premio otorgado por la fundacién Nobel por su trabajo en
Economia en 1970) propuso el movimiento browniano geométrico (que se mencionaré con
més detalle en las secciones siguientes) como un modelo para los precios que estén sujetos
a incertidumbre, particularmente, para el precio del activo subyacente [26]. En otras pala-
bras, en dicho modelo el precio del activo subyacente seguia una distribucion log-normal,
lo que evitaba que los precios tomaran valores negativos, y también supuso una tasa de
interés no nula, una prima por riesgo sobre la tasa de interés libre de riesgo, y aversién
al riesgo por parte de los inversionistas. Por su parte James Boness en el ano 1964 pro-
puso una férmula més parecida a la actual, pero que todavia incluia una tasa de interés
desconocida, que Boness consideraba como la compensacién por el riesgo asociado con el
valor de la accién [26].

Posteriormente los economistas Black y Scholes propusieron un modelo més realista
para la valuacion de productos derivados, que culminé con una férmula conocida como de
Black-Scholes. Esta a su vez fue mejorada por Merton en 1973 [26]. Algunos autores se
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refieren a ella como la formula de Black- Scholes-Merton, en reconocimiento a la aportacién
que hizo éste ultimo al modelo [14].

Black y Scholes empezaron desarrollando estudios sobre las relaciones existentes entre
el riesgo y la rentabilidad [26]. A partir de ahi, comenzaron a trabajar sobre opciones y
warrants (este es una opcién del tipo call, cuyo activo subyacente proviene de la emisién
de los bonos) en 1969. Inicialmente trabajaron sobre la valuacién de opciones, incluyendo
ideas relacionadas con arbitraje. Su método trataba fundamentalmente de determinar
una férmula que incluyese todos los factores que afectan al precio de las opciones, y
al mismo tiempo, determinar cuantas opciones sufririan el mismo cambio que el precio
del activo subyacente, es decir, querian crear arbitraje. En 1970 trataron de publicar
su articulo titulado “A Theorical Valuation Formula for Options, Warrants and Other
Securities” en el Journal of Political Economy, de la universidad de Chicago, pero éste fue
rechazado por ser excesivamente especializado [37]. Posteriormente, en 1971, enviaron a
publicar su articulo en la Review of Economics and Statistics de la universidad de Harvard,
donde nuevamente se rechazé. Finalmente, en 1972 fue aceptado en el Journal of Political
Economy con el titulo “The Pricing of Options and Corporate Liabilities”, ya que un ano
antes se habia probado empiricamente el modelo.

Otro economista importante que trabajé conjuntamente con Black y Scholes en la teoria
de valuacion de opciones fue Merton. Una de las aportaciones que €l hizo al modelo fue que
el intercambio continuo en la opcién o en el subyacente permite mantener una relacién
estable entre ellos exenta de riesgo; observo también que para valuar una opcién no se
requiere que el mercado esté en equilibrio, basta que no haya oportunidades de arbitraje.
Merton publicé un articulo en el que extiende la formula de Black-Scholes al permitir que la
tasa de interés sea estocastica. En sus trabajos que publicé en 1977 desarrollé un método
mucho mas amplio para derivar la férmula basdndose en el hecho de que las opciones
pueden ser creadas sintéticamente mediante el intercambio del activo subyacente y un
bono libre de riesgo [22].

Para finalizar, en 1997 el premio otorgado por la fundacién Nobel en Economia se
otorgd a Merton y Scholes por su trabajo sobre la valuacion de opciones. El jurado también
reconocié las aportaciones de Black, quien no pudo compartir el premio con sus colegas
por haber fallecido dos anos antes.

3.3

Dinamica del Precio de una Accion.

En esta seccion se presentara un modelo para el precio de la accién en tiempo continuo.
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Para el caso continuo son necesarios los mismos supuestos que en caso Binomial para
modelar el precio de una opcién en tiempo continuo (seccién 1.4.2). Sin embargo, el precio
de una accién no toma solamente dos valores (como se supuso en el modelo binomial), por
lo que resulta necesario un planteamiento mas general.

Se defini6 en el capitulo 1 la tasa de utilidad de la acciéon en el periodo de tiempo
[n — 1,n], mediante

u con probabilidad p,
Kn) =
d con probabilidad 1 —p.

Una de las hipdtesis con las que se esta trabajando es que la accion no paga dividendos,
entonces

Sn)—S(n—1)
Sn—1)

De otro modo, la tasa de utilidad se modificaria a

K(n) =

S(n) —S(n—1) + div(n)
S(h—1) ’

K(n) =

donde div(n) representa el pago de dividendos, es decir, si un inversionista compra una
accion al tiempo n — 1 pagando S(n — 1) y desea vender la accién al tiempo n, entonces
recibird S(n) + div(n).

Se define ahora la tasa de utilidad logaritmica (o retorno logaritmico) en el mismo
periodo y denotada por K(n), como

log(1+u) con probabilidad p,

log(1+4+d) con probabilidad 1—p. (3.1)

K(n):=log(l+K(n) = {

Se escribira el precio de la accion en términos de la tasa de utilidad. Con la definicion
de utilidad logarftmica se tiene ahora que S(n) = S(n — 1)eX(™). Por el momento, y para

mayor simplicidad se considerara el caso en que p = 3= 1—7p.

Se asumird, en principio, que el tiempo corre de manera discreta, haciendo t = nt
donde n = 1,2,... y T es un valor fijo de tiempo como proporciéon en multiplos de un
ano. En finanzas se considera que el ano consta de 360 dias. Es conveniente simplificar
un poco la notacién, se escribira S(1),...,S(n) en vez de S(7), S(27),...,S(nT), haciendo
una identificacién de n con nt.

La idea principal para pasar al modelo continuo es dividir a T en N subintervalos
de misma longitud y considerar una sucesién de modelos binomiales (como en el caso
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binomial) con longitud de paso T = N Y después hacer tender N a infinito. Teniendo esto

en cuenta, se continuara desarrollando la exposicién.

Considere la suma de variables aleatorias

K(1) + K(2) + ...+ K(N),
en el intervalo de tiempo [0,1] de N pasos de misma longitud T, con valor esperado y

varianza denotados por uy o? respectivamente. Como las K(1)’s son variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas se tiene entonces que

b= E[K(1)+...+E(N)]

— NE [ﬁ(n)] ,
y
o’ = Var [E(l) +...+ IZ(N)}
= NVar [l?(n)} )
Paramn =1,2,...,N. Esto quiere decir que E[ﬁ(n)] = % =uty Var(ﬁ(n)) = %2 =
o’T.

Note que una variable aleatoria X que toma exactamente dos valores a y b con la
misma probabilidad se puede escribir como

1
E[X] + 0 con probabilidad 3

1
E[X] — 0 con probabilidad 3

donde el valor esperado y la varianza estan dados por E[X] = %52 y 0% = a_4b , respec-
tivamente.

Ahora se puede escribir a ]Z(TL) como

)

N | —

Ut + 04/T con probabilidad

Ut — 04/T con probabilidad 3

A u, la media de K(1)+.. .—I—E(N), se le conoce como deriva o drift y a o, la desviacion
estandar, se le conoce como la wolatilidad y es un pardmetro muy importante, ya que
cuantifica la variabilidad de los precios del activo subyacente en el periodo de un ano.



71

Ahora se define la siguiente variable aleatoria:

1
\/T  con prob. 5
&n) =
—/T con prob. =,
donde claramente se cumple E[{(n)] =0y Var[E(n)] = T.
Con esta notacion se tiene
K(n) = pt+o&(n). (3.2)

Considérese la siguiente caminata aleatoria simétrica (pagina 48)
wn=&(1)+...+&M) conw(0) =0, (3.3)

donde Elw,] =0y Var[w,] = nt = t. Esto se obtiene puesto que las &(1i) s son variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Por otra parte, la ecuacion (3.3) se
puede escribir como &(n) = w, —w,_1, de modo que la variable aleatoria &(n) se refiere
al incremento de wy,. A partir de ahora, se escribird S(t) y wy en vez de S(n) y w,, para
t=nt1,donden=1,2,....

Proposicion 1. El precio de la accion al tiempo t = ™ estd dado por

S(t) = S(0)etw+ow:, (3.4)

La demostracién se obtiene directamente de las ecuaciones (3.1) y (3.2) y de que
S(m)=S(n—1)(1+K(n)), paran € N.

Para pasar a tiempo continuo, se usara la aproximacién e* =~ 1+ x, para x lo suficien-
temente pequeno, por lo que se puede escribir

S(n+1)1) = SMT)(1+Kn+1))

— S(nT)ek(n+1)

S(nt) (1 Fk(n+ 1)) ,

Q

y por la ecuacién (3.2) se obtiene

S(n+1)1) = St) (1 +pt+o0(n+1)),
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es decir,
Smt+ 1) —S(nt) = utS(nt)+ oS(nt)é(n+1),

donde &M + 1) = W(nt1)r — Wne. Se tiene entonces una ecuaciéon que aproxima a la
dinamica que describe el precio de una accion, la cual se puede reescribir como

S(t4+1)—S(t) =~ utS(t)+oS(t)é(n+1). (3.5)

Para cada N = 1,2, ... se considera el modelo binomial con paso de longitud T = ﬁ Se
denota por Sy (t) y wn(t). al precio de la accién y la caminata aleatoria correspondiente
al modelo binomial con incrementos &n(t) = wn(t) — wn (t — %), donde t = nt es el
tiempo después del n-ésimo paso. Cabe mencionar que el valor esperado y la varianza de
wn (t) son E[wyn ()] =0y Var(wy(t)) = nt = t respectivamente.

5 K(n) —pt
Por otra parte, la ecuacién (3.2) se puede transformar en &(n) = —————, para

cada n = 1,2,... Estas forman una sucesion de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas. Entonces

(Kin) —pyT oy

o\ T

&(n)

K(n) —ut
oyt

La variable aleatoria Y(n) tiene valor esperado 0 y varianza 1 para cadan =1,2,...
Esto se obtiene por lo siguiente:

donde Y(n) =

E[E(n)] = VTE[Y(n)],
puesto que E[&(n)] = 0, se concluye que E [Y(n)] = 0. Por otra parte
Var(g(n)) =tVar(Y(n)),
puesto que Var(&(n)) = 1, resulta que Var (Y(n)) = 1.

Fijemos ahora un t > 0 y para cada N sea ty el multiplo mas cercano a t de longitud
m

R decir, sea m entero tal que ty = — es el multiplo més cercano a t. Esto se hace

porque en la caminata aleatoria w,, soélo estd definida en tiempo discreto, en este caso,

para multiplos enteros de paso T = % Dicho lo anterior, note que | t — tn |< N’ lo cual
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implica que NhinOO tn = t, de modo que

Wn(tn) = En(1)+...+&n(m)
= En(1)+... + En(Ntn)

= VT (Y(1)+...4+Y(Nty))

Y(1) + ...+ Y(Ntn)
VN

(Y(1) + ...+ Y(Ntn))
Nitn

- Vi

Y

donde Nty = m es un numero entero para cada N. Ahora, cuando N — oo, se tiene que
tn — t, y Nty — o0, asi que

(YD +.. +Y(Nt) g
NN

Vin

Wi ~ N(0, ), (3.6)

donde —Lsrepresenta convergencia en distribucion (como se habfa mencionado en el capitu-
lo anterior). La expresién (3.6) se obtiene por el teorema del limite central, donde ademas
W, es una caminata aleatoria en tiempo continuo (subseccién 2.3.1), es decir, un movimien-
to Browniano.

Establecido lo anterior, ya se puede dar una expresion para el precio de una accién en
tiempo continuo. El precio de la accién al tiempo t esta dado por

S(t) == lim SN (tN)

N—o0

= lim S(0)etrrownitn) (ecuacion 3.4).

Haciendo N — oo y utilizando (3.6), se puede concluir
S(t) = S(0)etrroWr, (3.7)

Por otra parte, al hacer N — oo en la expresién en diferencias del precio de la accion
(3.5) se tiene

dS(t) = uS(t)dt+ oS(t)dW,. (3.8)

Aqui, dS(t) = S(t+ dt) — S(t) y dW; = Wy a1 — W4, son incrementos de S(t) y W,

respectivamente.
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3.3.1

La Log-normalidad en el Precio de las Acciones

En esta subseccion se analizard la funcién de distribucién de la variable aleatoria
In (S(t)), que se utilizard més adelante para determinar la volatilidad en el caso concreto
de la valuacion de una opcién call europea.

Una variable aleatoria positiva tiene distribucién log-normal si el logaritmo natural
de la variable se distribuye normalmente. La hipdtesis log-normal para los precios de las
acciones implica, que In (S(t)) es normal (t > 0), donde la media p y la desviacién estandar
o0 de In (S(t)) son:

L=In(S(0)+put y 7=ovt

Y esto se obtiene a partir de la ecuacién (3.7), ya que
In(S(t)) = In(S(0))+ ut+ oW,. (3.9)
Esto se puede representar como

In(S(t)) ~ N(ln(S(O))Jrut,a\/{), (3.10)

donde N denota la densidad normal. La ecuacién (3.10) muestra que In (S(t)) esta nor-
malmente distribuido, por lo cual S(t) tiene distribucién log-normal.

De la ecuacién (3.7) y por las propiedades del valor esperado, se puede obtener que el
valor esperado de S(t) viene dado por

E[S(t)] = S(0)e".
Por otra parte, se puede demostrar que la varianza de S(t) esta dada por
Var (S(4)) = (S(0))* e (et ~1).

Por (3.9) se tiene

In <%) N N(pt,oﬁ). (3.11)

Este modelo es una representacion mas realista para el precio de las acciones, ya que
este modelo no permite que el precio de la accién tome valores negativos (siempre y cuando
S(0) > 0).
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3.4

Modelo de Black-Scholes

En esta seccién se presentara una breve exposicion del resultado méas importante en la
valuacién de opciones, la ecuacion en derivadas parciales estocastica de Black-Scholes.

3.4.1

Movimiento Browniano Econdmsico

En 1965 Samuelson propuso (referencia tomada de [24]) para el precio de la acciones
la siguiente expresion

G(t) = G(0)exp{oW, + vt}

A G(t) se le llama movimiento Browniano econdmico. Esta funcién se puede derivar
mediante el lema de It6 (ejemplo 2.18 de la subseccién 2.3.1), lo que resulta

1
= (v + 5&) dt + odW,.

El movimiento Browniano econémico es consistente con la definicién del precio de una

. 1 .
accién, pero ahora con p = v + —o2. Note que hay un término extra que aparece por
la férmula de It6. Es decir, el movimiento Browniano econémico es la “generalizacion”
natural resultante de agregar ruido a la evolucién de un activo con riesgo.

En conclusion, ahora el valor de la accién al tiempo t estd dada por

1.2
_ n—s0° |t+oW,
S(t) = S(0)eln3et)rrow,

O en su forma diferencial

dS(t) = (p— %0‘2) S(t)dt + oS(t)dW;.
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3.4.2

Probabilidad Libre de Riesgo

En esta subseccion el objetivo es encontrar la probabilidad libre de riesgo en el caso
de un activo con riesgo. Anteriormente, al discutir el modelo binomial, esto consistia en
encontrar p* tal que el valor esperado E, bajo dicha probabilidad cumpliera

E.[S()] = (1+4+71)"S(0),

es decir, p* era la tasa para la cual son iguales la utilidad media de los activos con riesgo
y sin riesgo.

Si se considera una opcion call europea con tiempo de vencimiento T y funcién de pago
f(S(T)), entonces el precio de la opcién esta dado por

C(0) = E,[e"TF(S(T))],

que es la expresién analoga al modelo binomial pero ahora para un modelo en tiempo
continuo. ;Cudl es la medida con la que se calculara el valor esperado para que se esté en
la situacién libre de riesgo?

Como se mostré en la seccion 2.3.5, la funcién ¢ = @ (W+) transforma un movimiento
Browniano con tendencia a un movimiento Browniano sin tendencia encontrando una
medida equivalente. En otras palabras, la funciéon ¢ cumple

Elg(Wi +At)p(Wi)] = Elg(Will, (3.12)

para alguna funcion g que cumple
Elg(Ws + AT)p(Wr)] = | g(w-+AT) (w)dPlw) < oo,

Para el caso continuo, se tiene
E e "'S(t)] = S(0),

que es el caso analogo al caso discreto. Note que si se hace g(x) = S(0)e®*, entonces

g(W, +At) = S(0)e Wit (" =)t
SiA= % — 9 entonces

27

9(W, + M) = S(0)ee 0,
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cumpliendo con (3.12). Lo que implica

. p—r 1
Wi = Wt+( 5 —§G>t. (3.13)

Considerando ahora a W7, se tiene

dS(t) = (u— %02> S(t)dt + oS(t)dW,

1 — 1
_ (u— 5&) S(t)dt + oS(t)d (W: — ”G L §ot) :

lo que resulta
dS(t) = rS(t)dt+ oS(t)dWy, (3.14)
lo cual s6lo cambia (p— 30?) por T.

Haciendo el cambio (3.13) se logra que los activos S y A tengan igual rendimiento, y
con ello a su vez, en conclusién, el precio de la accién al tiempo t estarda ahora dado por

S(t) = S(0)emtrtoWi. (3.15)

En la seccién 3.5 se presenta un programa en Matlab para la simulacién del precio
de la accién al tiempo t = , para i = 0,1,...,N, donde N representa el nimero de
subintervalos que se quiere.

3.4.3

Fcuacion de Black-Scholes

En esta seccién se expone una derivacion intuitiva de la ecuacion en derivadas parciales
estocéstica conocida como el modelo de Black-Scholes.

Recuerde que el valor de un portafolio (x,y) al tiempo t estd dado por
V(t) = xS(t) + yA(t),

cuya diferencial es



78

Sustituyendo la expresién (3.14) en la ecuacién anterior resulta

dV(t) = xS(t) (rdt+ odW;) +yrA(t)dt
= r(xS(t) + yA(t))dt + xoS(t)dW;
= rV(t)dt + xoS(t)dW;.

Se utilizard una funcién H: R* x RT — R (donde R* son los reales no negativos) de

clase C? tal que
V(t) = H(z,t) para toda t.

Por el método de la réplica, se tiene que V(T) = f(S(T)), de modo que, H(z, T) = f(z),
y de esta forma

Se procedera entonces a determinar a la funcién H(z, t), insistiendo que satisfaga
V(t) = H(S(t),t) para todo t.

Observe que S(t) estd en funcién de W* y H(z, t) esta en funcién de S(t), por lo cual
se puede utilizar la férmula de It6, resultando

OH _  9H 192H
H = —dt+-——dS+ -——(dS)>?
d S At 5 dS + o5 (dS)

oH oH .. 19°H o
= Spdt+ 35 (rSdt+oSdWy) + 5= ((rSdt 4+ oSdW;)?)

oH oH 19%H
= Edt +o5 (rSdt + oSAW;) + 5357 (r*S*(dt)? 4 0°S*(dW;)? + 2rS*dtdWs) .

Dado que se desprecian los términos (dt)? =0y dtdW; = 0 (ver 2.4.3), resulta

oH oH 1 0’H
H - i * —~2Q2-
d atd’c—l— 3 (TSdt—I—GSth)—I-zGS as2dt’
y lo anterior da lugar a
oH oH 1 0*H oH
H = | — +71S5—= +-0°S*— | dt S—dWw;. 1
d (6t +1555 + 50 652>d +oSo-dW, (3.16)

Se propuso que V(t) = H(S(t),t), por lo que se igualan los coeficientes de dt de la
ecuaciones (3.16) y (3.16) para obtener

OH oH 1 ,.9%°H
AL AL
ot T™as 398 T 7

Ademas, para que se cumpla el método de la réplica se debe tener

H(S(T), T) = £(S(T)). (3.17)
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Finalmente, ambas condiciones conjuntamente dan lugar a la ecuacién en derivadas
parciales estocastica de Black-Scholes

oH oH 1 0*H

H(S(T), T) = £(S(T)).
La condicién de réplica (3.17) constituye la condicién de (3.18).

Por otra parte, si se igualan los coeficientes de dW; de las ecuaciones (3.16) y (3.16)
resulta

x o= SL(s().1),

que es la cantidad de acciones necesarias para que se cumpla el principio de no arbitraje.

3.4.4

Solucion a la ecuaciéon de Black-Scholes

En esta seccion se presenta una manera de resolver la ecuacién en derivadas parciales
de Black-Scholes, que consiste en reducirla a una ecuaciéon de calor relativamente mas
facil de manejar. En otras palabras, la ecuacién de Black-Scholes, que es una ecuacién en
derivadas parciales estocastica, se reduce haciendo unos cambios de variables apropiados
para obtener una ecuacion de calor de una dimensién, la cual se puede resolver facilmente.

En lo que sigue, se denota por C(S,t) = H(S, t), sélo para enfatizar el hecho de que se
esta trabajando con una opcién call europea. Entonces, la ecuacién en derivadas parciales
con condicién de frontera por resolver es

dC aC 1 ,.,02C
—(S,t) +1S—=(S,t) + =0°S*——(S,t) =rC(S,t
50 (S, 1)+ TS5 (S, 1) + S0°S 2 (5,1) = 1C(S, 1), 510

C(S,T) =f(S(T)).
Considérense los siguientes cambios de variables:
1,
T = 50— (T—t), y

s S(t) = Xe*, llamada sustitucion de Euler,
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donde X es el precio strike de la opcidén.

Considerando ademas la sustitucién C (x,T)

oC 1 oCos
x i{as ox
oC 1 oCos
ot i{as ot
éi__iik_
ox? Xdx |~ dS
dC 92C dC
Despejando — 35’ 3s2 Y 3¢
queda
Xo?dC Xo?
2 ot 2

|

0%C

[W——x

oC ot
ot &}
oC ot
ot ﬁ]
1
X

oC
0

= %C(S, t), entonces

SoC
XS’
2t 0C

~ Xo? dt’
02C SE]
0S2 0S

B

en la ecuacién anterior y sustituyendo en la ecuacién (3.19)

XZ—C — rXC.

Entonces la ecuacién en derivadas parciales por resolver es

o, ¢
oT 0x2
C(x,0)

+(5-

2r
2

)

= max{e* —1,0}.

ot
ox

21 ~
02

I

(3.20)

Para resolver suponga que la solucién es de la forma u(x,T) = eax+bTC (x,T), es decir,
u(x, T) es el valor futuro de C(x,T) para algunas constantes a y b, de modo que

g_:: —  eaxtbT _Z_C + aa
% = eaxtrrT 662—C+2a2—c+a C
% o aa_c b
Despejando 2C ?;:2: y % en la ecuacién anterior y sustituyendo en la ecuacién (3.20)
se tiene
—g—: %_% {Qa— <g—1)} +u{b+a —a(ir 1) —g} = 0
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Para simplificar la ecuacion anterior, se propone a = % (% — ) yb=(1+ a)2, lo que

2r 2r ) .

hace que b+a?—a — — 1 ] —— = 0. De esta manera, sélo hay que resolver la siguiente
o o

ecuacion de calor de una dimensién

ou d%*u

L= =)
6T+6x2 ’

u(x,0) = e*C(x,0) = e**max{e* — 1,0} = max {ezlotl) —exla=l) o}

donde o = 2a + 1. La solucién de la ecuacién de calor tiene la siguiente forma [34]

u(x, ) =

1 T —(x—s)2
N J u(s,0)e - ds

Propéngase el siguiente cambio de variable

_SX gy = s
Y Vot Y V2T
lo cual da lugar a
1 —y2
u(x,T) = — | ulx+v2ty,0)e 2 ds.
%0 = 7oz | i VIO

—00

Se tiene que u(x,0) = max {e2(*™) —ez2(®~1) 0} entonces u(x,0) # 0 si e2(*) >
2 i v s6lo si - : X
e2(®=1) v esto sucede si y sélo si x > 0, es decir si x + /21y > 0, se sigue y > ———

N3

Entonces se tiene

1T 7. 1 .
u(x,T) = — [ef("“rl)("*\/ﬁy)_eg(“—l](er\/ﬁy)] ¥ dy
V2T J
v
= I, — I,
donde
I p
Il = — 65(0‘+1)(X+\/§y)—7dy
V2
v
12 = L (‘ e%“"*”bﬂ»\/ﬂy)—%dy
V2
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Completando cuadrados respecto de y en I; se obtiene

Il -

—d;
X x+1
donde d; = —= + ——V2T1.
LTVt 2
Tome en cuenta que [ e dy = @(d;). Se puede escribir
—d,
Il _ e%((x—l—l)—l—%(oﬁ—l)Q(D(dl),
y de manera andloga para el caso I,
I, = e%((xfl)—l—%(ocfl)Q(D(dQ),

X x—1
—— 4+ ———V/271. Finalmente se tiene

dond =
onde d, T 5

2

d(dy).

2r
02 —1

1
Al sustituir los valores a = 5 ( ) yb=(1+ a)2 en la ecuaciéon original de

Black-Scholes, se obtiene

C(S,t) = XC(x,7)
_ Xef(ax—l—bfr) [ex(a+1)+1(a+1)2®(d1) o exa+fra2(D(d2)
= Xe*®(d,) — Xe "D (dy)

— S(t)@(dl) — Xe_T(T_t)(D(d2)v

donde ahora
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En resumen, la formula de Black-Scholes es
C(S,t) = S(t)@(d;) —Xe " T"Yd(dy), (3.22)

donde d; y ds estan dados por (3.21).

Observaciones:

@ Note que si 0 — 0, es decir, si la volatilidad tiende a desaparecer, entonces

» si S(t) > X se tiene que di,dy — +00, en el limite se obtiene una expresion
deterministica

C(S,t) = S(t) — Xe 7Y, (3.23)

» silnS(t) +rv/T —1t < InX se tiene que d;, dy — —o0, entonces C — 0.

® El valor de los parametros S, o0 y 1 se obtiene mediante datos histéricos, pero los
parametros T y X son fijados por el poseedor de la opcién

3.5

Algoritmos

3.5.1

Algoritmo para Generar una Aproximacion al
Movimiento Browniano

A continuacién se presenta un algoritmo en Matlab para generar una aproximacién al
movimiento Browniano haciendo una particiéon de N (N = 250) subintervalos (Figura 3.1)
de misma longitud.
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Movimiento Browniano

W()

Figura 3.1: Aproximacion al movimiento Browniano mediante una caminata aleatoria con
una particién de 250 subintervalos

dt = t/N;

Dt=(0:dt:t);

for i = 1:N+1
G(i)=[sqrt(Dt(i))*randn(1,1)];

end

plot(Dt,G)

xlabel(’t’)

ylabel (W(t)’)

title(’Movimiento Browniano’,’FontSize’,14)

3.5.2

Algoritmo para Simular la Dindmica del Precio de una
Accion

A continuacién se presentara un algoritmo en Matlab para generar un posible compor-
tamiento del precio de una accién (Figura 3.2) con los pardmetros establecidos en él.

clc;
clear;
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Comportamiento del precio de una accion al tiempo t

Figura 3.2: Simulacion del precio de una accion

Dt=(0:dt:T);

for 1 = 1:N+1

S(1)=SO*cumprod (exp (r*Dt (i)+sigma*sqrt(Dt(i))*randn(1,1)));

end;

colordef black;

plot(Dt,S)

xlabel(’t’)

ylabel (’S(t)’)

title(’Comportamiento del precio de una accion al tiempot’,’FontSize’,18)

3.5.3

Algoritmo para Obtener el Precio de una Opcion Call
Furopea

Para concluir con esta seccién, se presenta un codigo hecho en MATLAB para la valuacién
de una call europea utilizando la féormula de Black-Scholes.

clear;

S0=1000;

X=1000;

T=5;

r=.25;

sigma=.01;

syms t
d1=(1og(S0/X)+(r+(1/2) *(sigma) “2)*(T) )/ (sigma*sqrt(T));
d2=(1og(S0/X)+(r-(1/2)*(sigma) “2) *(T) )/ (sigma*sqrt (T));
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N1=1/sqrt (2*pi)*int (exp(-(t~2)/2),-inf,d1);
N2=1/sqrt (2*pi)*int (exp(-(t~2)/2),-inf,d2);
C=eval (SO*N1-Xxexp (-r*T)*N2) ;

disp(’El precio de la opcién es:);

disp(C);



CAPITULO 4

Aplicacion de la Féormula de Black-Scholes a
una Situacion Real

El propdsito de este capitulo es presentar algunas aplicaciones de la férmula de Black-

Scholes a datos reales, tomando el precio de una cierta acciéon con datos recopilados de la
Bolsa Mexicana de Valores (BMV).

Para hacer una comparacion del modelo con una situacion real se obtuvieron los precios
de la accién y los valores de los CETES durante marzo de 2006 a febrero de 2007. Esta
recopilacién nos permitirda establecer los valores de los pardmetros o, ry s (X y T se
pueden establecer de manera libre) para poder calcular el precio de la opcién en cuestion.
Por otra parte, se obtendra el valor de una opcién fijando cuatro parametros y variar uno
de ellos; esto nos permitira ver el comportamiento del precio de la opcion al variar los
parametros. Finalmente, se tomard como precio del subyacente uno de esos valores de los
datos recopilados y proponer una fecha de vencimiento T de tal forma que el precio de la
accién en T sea conocida y asi determinar si conviene o no ejercer el contrato, ademas de
saber de cudnto se hubiese ganado (o perdido) por la realizacion del contrato opcién.

4.1

Descripcion del Activo Subyacente

Para lograr un ejemplo de la aplicacion de la formula de Black-Scholes en un caso real
se podria escoger en principio cualquier accién que cotice en una bolsa de valores como
activo subyacente. Para este trabajo el activo subyacente se escogiéo como la acciéon de
Teléfonos de México (Telmezx) que cotiza en la BMV.

87
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Dia hébil Marzo Abril Mayo Junio Julio Agosto Septiembre Octubre Noviembre Diciembre Enero Febrero
i 12.05 12.41 12.25 11.43 12.19 13.09 13.46 13.95 14.23 14.39 15.32 17.19
ii 12.05 12.43 12.33 11.62 12.35 13.24 13.67 13.80 14.23 14.71 15.39 17.20
iii 12.28 12.63 12.22 11.43 11.73 13.26 13.49 14.20 14.18 14.84 15.38 17.20
iv 12.20 12.62 12.35 11.38 11.80 13.63 13.48 14.32 14.61 14.85 15.50 16.93
v 12.07 12.36 12.43 11.32 11.75 13.52 13.54 14.38 14.40 15.38 15.15 17.05
vi 11.97 12.25 12.73 11.00 11.81 13.35 13.33 14.41 14.44 15.31 14.95 17.09

vii 12.03 12.12 12.67 10.95 11.76 13.18 13.35 14.63 14.39 15.27 14.52 17.02
viii 12.03 11.75 12.65 10.48 11.71 13.08 13.41 14.58 14.26 15.27 14.46 16.79
ix 12.12 11.58 12.44 10.44 11.36 13.14 13.56 14.73 14.39 15.02 14.83 16.36
X 12.26 11.75 12.28 10.64 11.52 12.95 13.50 14.83 14.58 14.89 14.93 16.85
X1 12.22 11.53 12.43 11.17 11.94 13.02 13.31 14.74 14.60 14.92 14.95 17.06
x11 12.14 11.53 12.68 11.28 12.15 13.03 13.56 14.43 14.63 15.12 14.82 17.32
xiii 12.13 11.69 12.34 11.08 12.69 13.00 13.47 14.54 14.67 15.08 14.85 17.41
xiv 12.47 11.66 12.35 10.95 12.36 12.95 13.72 14.54 14.67 15.04 14.76 17.37
XV 12.47 11.72 12.30 11.13 12.37 12.91 13.58 14.60 14.58 15.00 14.76 17.20
xvi 12.68 11.72 11.86 11.29 12.81 12.99 13.45 14.62 14.60 14.96 14.79 17.07
xvii 12.67 11.94 11.81 11.44 12.94 12.94 13.56 14.61 14.60 14.96 14.90 16.99
xviil 12.81 12.09 11.58 11.37 13.10 13.12 13.63 14.72 14.76 15.11 15.52 16.96
xXix 12.73 12.13 11.95 11.09 13.07 13.48 13.80 14.77 14.51 15.23 15.37 16.36
XX 12.34 12.21 12.03 11.27 12.95 13.57 14.01 14.32 14.27 15.28 16.09 16.23
xxi 12.28 11.90 11.61 12.85 13.45 14.12 14.17 14.49 15.32 16.09
xx1ii 12.30 11.56 11.86 13.49 14.00 14.25 14.39 16.71
xxiii 12.31 11.17 13.22 16.91

Cuadro 4.1: Tabla de los precios correspondientes a los dias habiles de la acciéon de Telmex
de marzo de 2006 a febrero de 2007.

En la recopilacién de los datos, se obtuvieron un total de 262 observaciones del precio
de cierre de la accién estudiada. Cabe mencionar que estos datos se obtuvieron de los dias
hébiles de la BMV. Se presenta la tabla (Cuadro 4.1) de los datos del precio de la accién
obtenidos de marzo de 2006 a febrero de 2007, donde los niimeros en romano indican el dia
héabil de cada mes y la entrada en la tabla el precio que tuvo la accién en ese dia. De igual
forma se representa su grafica correspondiente (Figura 4.1), donde en el eje horizontal son
los dias consecutivos y en el eje vertical el valor que obtuvo.

En la Figura 4.1 se puede ver que el precio de la accién de Telmex presenta una
tendencia creciente (la tendencia estd definida como el comportamiento de largo plazo)
durante el periodo de la obtencién de los datos, ademés, se tiene también la gréfica (Figura

~ S(t
4.2) de la utilidad logaritmica del precio de las acciones, definida como K(t) = In L ,
s

parat=0,1,....

Como se puede observar en las figuras 4.1 y 4.2, estas graficas son practicamente las
mismas salvo que la escala es diferente, es decir, tomando la utilidad logaritmica se ve que
no hay mucha variabilidad en el precio de las acciones!, y por este motivo, se considerars la
desviacién estandar de la utilidad logaritmica para la volatilidad del precio del subyacente
(ver la siguiente seccién).

1Como se explicé en la seccién 3.3.1, al considerar que el precio de las acciones sigue una distribucién
log-normal, se puede descartar la posibilidad de que tome valores negativos, por lo que el modelo es més
creible. Por esta razén se considera la utilidad logaritmica.
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Figura 4.1: Representacion grafica del comportamiento del precio de las acciones de
Telmex.
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Figura 4.2: Representacion grafica de la utilidad logaritmica del precio de las acciones de
Telmex.

4.2

Construccion del Producto Derivado

En esta seccién se construye el producto derivado, es decir, se construira la opcion call
europea que dependera del precio de la accion de Telmex. Para esta construccién se tienen
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que determinar el valor de los parametros de los que depende la férmula de Black-Scholes.
A continuacion se presentan dichos valores para la construccion del producto derivado.

O s: el precio de la accién al tiempo 0 (o tiempo inicial), se tomard como el promedio

aritmético del los precios de las acciones de Telmex que se obtuvieron en el periodo
de recopilacién. En este caso s = $13.55706107.

T: la fecha de vencimiento de la opcién, se tomara a un ano: T = 1.

T: la tasa de interés libre de riesgo, se tomara como el promedio aritmético de la

tasa de interés de los CETES a 28 dias en el periodo de observacién. En este caso,
T =.07214344608 (0 sea 7.214344608 %).

o: la volatilidad del activo subyacente, se tomara como la desviacién estandar de la
utilidad logaritmica (ecuacion (3.11), pagina 74) de los precios observados. En este

caso, 0 =.1197823001, es decir, es la desviacion estandar de In (%) cont=0,1,...
(Figura (4.2)).

X: el precio strike (o de ejercicio), se tomara simplemente como X = s £+ $2 para
diferentes ejemplos.

759

7.4+

w737

7.29

719

t

Figura 4.3: Representacion grafica del comportamiento del CETE.

Para el precio de la accién al tiempo t = 0 se tomard simplemente la media aritmética

de los precios observados, el valor promedio que tomo el activo subyacente durante el
periodo de observacién. La fecha de vencimiento de la opcion, es simplemente una fecha
posible real que se puede considerar para hacer la simulacién, y se tomara T = 1.

En cuanto a la tasa de interés libre de riesgo, se decidi6é tomar el promedio aritmético

de la tasa de interés de los CETES a 28 dias obtenidas en el periodo marzo de 2006 a



Dia hébil Marzo Abril Mayo Junio Julio Agosto Septiembre Octubre Noviembre Diciembre Enero Febrero
i 7.345206 7.337870 7.108689 7.271220 7.161833 7.181133 7.145402 7.203248 7.179361 7.172196 7.170782 7.219367
ii 7.343853 7.336365 7.117648 7.269765 7.170782 7.190043 7.151512 7.212144 7.186848 7.170782 7.158989 7.197211
iii 7.331976 7.365897 7.126074 7.254996 7.200381 7.186848 7.150082 7.210719 7.182560 7.138318 7.166124 7.222497
iv 7.379277 7.364580 7.135042 7.274267 7.167569 7.195767 7.169325 7.198654 7.181133 7.126074 7.175069 7.200381
v 7.439931 7.352717 7.141150 7.272759 7.166124 7.181133 7.167569 7.197211 7.158989 7.124682 7.160432 7.188278
vi 7.500524 7.358573 7.088039 7.291981 7.172196 7.169325 7.176486 7.203248 7.157194 7.130787 7.158989 7.186848

vii 7.468374 7.357083 7.096981 7.290500 7.181135 7.167912 7.182560 7.222497 7.155763 7.138318 7.178235 7.192882
viii 7.456453 7.334963 7.095000 7.296429 7.169325 7.157194 7.181133 7.241737 7.151512 7.177903 7.188278 7.160432
ix 7.462201 7.327498 7.124682 7.346724 7.167569 7.155763 7.179662 7.240123 7.150082 7.176486 7.176486 7.169325
X 7.408843 7.315650 7.151512 7.386634 7.197211 7.161833 7.157194 7.217938 7.169325 7.172196 7.192882 7.177903
xi 7.396981 7.334861 7.119037 7.364580 7.192882 7.150082 7.155763 7.213613 7.167569 7.160432 7.191441 7.176486
xii 7.323086 7.333469 7.138318 7.363088 7.181133 7.158989 7.161833 7.212144 7.166124 7.158989 7.210719 7.182560
xiii 7.342346 7.166124 7.136447 7.368946 7.158989 7.167569 7.160432 7.190043 7.160432 7.157194 7.209031 7.170782
xiv 7.348200 7.151512 7.135042 7.388120 7.146820 7.166124 7.169325 7.167569 7.158989 7.155763 7.197211 7.169325
XV 7.355551 7.098342 7.141150 7.365897 7.155763 7.172196 7.167569 7.166124 7.157194 7.160432 7.203248 7.167569
xvi 7.343853 7.096981 7.129385 7.354237 7.172196 7.170782 7.197211 7.161833 7.176486 7.169325 7.222497 7.217938
xvii 7.373460 7.095000 7.210719 7.331976 7.170782 7.179662 7.203248 7.191441 7.182560 7.198654 7.210719 7.244671
xviii 7.389651 7.114323 7.209031 7.327498 7.169325 7.177903 7.191441 7.190043 7.181133 7.176486 7.188278 7.274267
Xix 7.419205 7.197211 7.315650 7.167569 7.176486 7.190043 7.167569 7.190043 7.207574 7.272759
XX 7.386634 7.192882 7.314173 7.166124 7.172196 7.188278 7.176486 7.177903 7.234303
xxi 7.385351 7.253558 7.323086 7.192882 7.170782 7.186848 7.161833 7.222497
xxii 7.342346 7.303830 7.290500 7.148653 7.181133 7.221058

Cuadro 4.2: Tabla de los datos correspondientes a los dias habiles en que

marzo de 2006 a febrero de 2007.

se obtuvo la tasa de interés de los CETES desde

16
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febrero de 2007, el cual se obtuvo un total de 249 observaciones. El Cuadro 4.2 muestra
los datos de la tasa de interés de los CETES, donde los niimeros en romano indican el dia
habil de cada mes y la entrada en la tabla el valor de la tasa de los CETES.

Como se puede observar (Figura 4.3), no hay mucha variabilidad en los valores que
tomo la la tasa de interés de los CETES durante el periodo de observacién, esto quiere
decir que la economia del pais es de alguna forma estable. Por esta razén, es razonable
considerar el promedio aritmético para la tasa de interés libre de riesgo.

Para el caso de la volatilidad, se tomara la desviacion estandar de las utilidades loga-
ritmicas del registro histérico. Por tltimo, uno de los valores que es libre (o casi libre)
de proponer (para el poseedor de la opcién) es el precio strike. Cualquier valor del precio
strike es valido en el modelo. Sin embargo, para los ejemplos que se van a considerar, el
valor se tomard, como X =s + 2 y X = s — 2 (que son razonables como precio strike).

4.3

Valuacion de la Opcion Construida

En esta seccién se valuara de forma explicita la opcién construida de la seccion anterior
dando un par de ejemplos.

Ejemplo 7. Suponga que se quiere realizar un contrato opcion del tipo call europea con los
siguientes datos:

= s = $13.55706107;

= X = $11.55706107;
« T=1;

s T =0.07214344608;
= 0 =0.1197823001;

scudl es el valor de esta opcion?.

Para responder esta prequnta se utiliza la formula de Black-Scholes obtenida en el
capitulo anterior. En este caso los valores di y do de la formula de Black-Scholes son

d, = 1.994685,
d, = 1.874903.
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Lo que implica que ®(1.994685) = 0.9769619 y O (1.874903) = 0.9695975. Ahora se
sustituyen los valores anteriores en la formula, lo que resulta

C(0) = 13.55706107(0.9769619) — 11.55706107(0.9303974)(0.9695975) = 2.81898,

En otras palabras, con el precio del activo subyacente de $13.55706107 y con un precio
strike establecido de $11.55706107, el poseedor de la opcion deberd pagar $2.81898 para
la realizacion de dicho contrato.

Ejemplo 8. Suponga ahora que se modifica el valor anterior de X por X = $15.55706107.
¢ Cudl es el valor de la opcion con esta modificacion?

Ahora los valores dy y do de la formula de Black-Scholes son

d; = —0.4866307,
do = —0.6064131.

En este caso ®(—0.4866307) = 0.3132601 y ®(—0.6064131) = 0.2721203. De igual
forma que el ejemplo anterior, se sustituyen los valores anteriores en la formula de Black-
Scholes para obtener el valor que se quiere, entonces

C(0) = 13.55706107(0.3132601) — 15.55706107(0.9303974)(0.2721203) = 0.308149.

Para un precio strike de $15.55706107, el precio a pagar en este caso por dicha opcion
es de $0.308149.

Observaciones:

@ El precio de la opcién call europea que se ha determinado es sélo para una accién, si
el contrato es para un numero fijo k de acciones, entonces el precio total se obtiene
multiplicando k por el precio de la opcién call europea que se calculd para el caso
de una accién (teniendo en cuenta que el precio strike viene dado por kX).

® Si el nimero de acciones que se fijan en la opcién es k, con s = sk (el nuevo precio del
activo subyacente), pero el precio strike no estd dado por kX, entonces, se sustituyen
estos nuevos valores en la férmula de Black-Scholes para determinar el nuevo precio
de la opcién call europea.

A continuacién se presentaran algunos ejemplos, también de forma explicita, de las
observaciones que se mencionaron anteriormente.
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Ejemplo 9. Suponga que k = 1,000 (la opcion que se esta negociando involucra 1,000
acciones).

O Se quiere determinar el valor de una opcion call europea con los siguientes valores:

I
s

13,557.06107.
15,557.06107.

I
<:>©>—*69

S
X
T
T .07214344608.
.1197823001.

Los valores d; y do de la formula de Black-Scholes son:

d; = —0.4866307,
d2 = —0.6064131.

Lo que implica que ®(—0.4866307) = 0.3132601 y ®(—0.6064131) = 0.2721203.
Se sustituyen los valores anteriores en la formula para obtener el precio a pagar por
la opcion, es decir

C(0) = 13,557.06107(0.3132601) — 15,557.06107(0.9303974)(0.2721203) = 308. 149.

Este es el precio que se debe de pagar por la opcion call europea que involucra 1,000
acciones Telmex. Es decir, si el precio del activo subyacente es de $13,557.06107

y el precio strike es de $15,557.06107, entonces, el precio a pagar por la opcion es
$308.149.

@ ;Cudl es el precio a pagar por una opcion call europea si los valores son los del
ejercicio anterior, pero ahora con X = $12,000¢

En este caso, los valores dy y do de la formula son:
d; = 1.680701,
d, = 1.560918.

Lo que implica que ®(1.680701) = 0.9535895 y ®(1.560918) = 0.9407284. Susti-
tuyendo los valores anteriores en la formula de Black-Scholes resulta

C(0) = 13,557.06107(0.9535895) — 12,000(0.9303974)(0.9407284) = 2,424 .85.
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Este es el precio que se debe pagar por la opcion call europea que involucra 1,000
acciones de Telmex. En este caso el precio strike fue de $12,000, y ahora el precio
que se debe de pagar por la opcion es $2,424.85.

® Por ultimo, se calcula el precio de una opcidn con un precio strike de X = $16, 000.

Para este ejemplo, los valores de d; y ds son

d; = —0.7210076,
d, = —0.8407903,

donde ahora ®(—0.7210076) = 0.2354524 y O(—0.8407903) = 0.2002328. Susti-
tuyendo nuevamente los valores en la formula de Black-scholes resulta

C(0) = 13,557.06107(0.2354524) — 16,000(0.9303974)(0.2002328) = 211.304.

Para esta opcion call europea que involucra 1,000 acciones de Telmez, y con un
precio strike de $16,000; el precio a pagar es $211.304.

Como se observo en el primer ejemplo, el valor de la opcion es mil veces lo que se
obtuvo en el ejemplo 8.

4.4

Sensibilidad Respecto a los Pardmetros.

La féormula de Black-Scholes deja clara su dependencia con respecto a los parametros
(T, X, 0,7,s). Aqui se trata de exponer lo que pasa al fijar cuatro pardmetros y permitir
variar uno solo de ellos. Ademas, se hara uso del programa que se propuso en la seccién
3.5.3 para agilizar el andlisis que se expone en este apartado.

4.4.1

Sensibilidad Respecto a T.

Uno de los pardmetros de los que depende el precio de la opcion es T, la fecha de
vencimiento de ésta. Se analizara el siguiente ejemplo donde la fecha de vencimiento toma
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T C(0)

5 | .0679

1 | .3081
15| 6184 R

2 | .9578 7
9.5 | 1.3104

3 | 1.6679 co 2
3.5 | 2.0258

4 |2.3812 R
45 | 2.7322

5 | 3.0773
55 34156 0 1 2 3 2 5 6
6 | 3.7465 T

Figura 4.4: Tabla y grafica del ejemplo 10.

diferentes valores y se vera qué sucede con el precio de la opcidn.

Ejemplo 10. Cudl es el precio de una opcion call europea si los pardmetros tienen los
siguientes valores

» s =$13.55706107.

» X =$15.55706107.

= T=0.5,1,1.5, ..., 6 anos.
= T =0.07214344608.

» 0=0.1197823001.

Es decir, se calcula el precio de una opcion aumentando cada vez la fecha de vencimien-
to medio ano.

En el lado izquierdo de la Figura 4.4 se presenta la tabla donde se encuentran los precios
de la opcion correspondientes a la fecha de vencimiento T . El valor de la opcion se obtuvo
sustituyendo los parametros en el programa que se implemento en la seccion 3.5.3.

Como se puede observar, el precio de la opcion se incrementa cuando T aumenta, esta
observacion se presenta en la grdfica en el lado derecho de la Figura 4.4, donde los puntos
son la fechas de vencimiento y precios de la opcion correspondientes a la tabla presentada.
También, en la grdfica se ve el precio de la opcion cuando T € [0, 6].

La siguiente proposicion formaliza la observacién presentada en el ejemplo anterior.
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Proposicion 2. El precio de una opcion call europea es una funcion creciente con respecto
a la fecha de vencimiento T.

Demostracién

oC
Se demostrara que T > 0. El precio de la opcion es

C=sd(d;) —Xe "TD(d,),

donde
1 [ 2
(D(X) :—2 J e 2 dt,
s
y
a = In($)+ (r+ 304 T
oVT ’
g, — In($)+ (r—40%) T
oVT
Entonces
oC od(d,) o7 [ 0@(ds)
it _ T2 2
oT ~ STor X¢ o1 TPl
Por la regla de Leibniz se tiene que
od(d; od; )
a(T ) _ (D'(di)ﬁ, para i=1,2
donde
(D/(d) — Lein
1 /_27_[ )
y
adl . 2r + 02
oT 40T’
6d2 o 2r — O‘2
oT 4oVT

Lo cual arroja que
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oC , 0d, e 0ds

Notese ademas que
adg . 6d1 02

T ~ 3T  20VT’

de modo que

dC dd, Xe " T®(dy)0?

- — . (D/ _ —TT(D/ (D T
= = [s®'(d;) — Xe (da2)] + oTT +1®(dy)Xe
od, X Xe "Td’'(dy)0? B
= s— |®/(d)) — =e TTD/(dy) | + +rd(dy)Xe T,

Ahora, se observa que

Xe "Td'(dy)0?

T®(dy)Xe T >0 > 0.
( 2) y 20_\/T
Asi, si se prueba que
X
®’(dy) —ge_TTq)/(dz) =0,
oC
[ se tendra — > 0.
y asf se tendrd que —
Hay que tener en cuenta que d? —d3 = 2In ($) +2rT, y ggg;g = e 2(43-43) Entonces
q)/(dl) X —rT
=T 4.1
@’(d,) Se ’ ( )
lo que implica
X _ ®’(d,)
®'(d;) —=e "TD(dy) = @'(dy) - '(d
(d1) € (d2) (di) D/(dy) (d2)
= 0.

Finalmente

oC Xe TTO/(dy)o
oT 2T
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C(0)

infinity

Figura 4.5: Comportamiento del precio de una opcion call europea en funcion de T cuando
T — 0.

En resumen, el precio de la opcién en funcién de T es creciente, y, por esta razon, al
aumentar la fecha e vencimiento, el precio de la opcién aumenta. Cabe mencionar que si
T — o0, entonces C(0) — s, y esto se obtiene al calcular el siguiente limite

lim C(0) = lim [s®(di) —Xe ""®(dy)],

T—oo T—oo

donde

) O‘\/T

Lo que resulta

lim C(0) = s,

T—oo

ya que
Iim ®(dy) =1 vy Th’m Xe "Td(dy) = 0.

T—o0

La gréafica correspondiente al resultado anterior se encuentra en la Figura 4.5.



100

4.4.2

Sensibilidad Respecto a X.

X | C(0)

10 | 4.2534

10.5 | 3.7891

11 | 3.3271

115 | 2.8705

12 | 2.4248 R

12.5 | 1.9984 o

13 | 1.6014 ]

13.5 | 1.2443 R

14 | 9355

14.5 | 6795 i

15 | .4766 T
15.5 | .3228 x

Figura 4.6: Tabla y grafica del ejemplo 11.

El precio strike es un parametro que establece la persona que compra la opcion y
en principio, puede ser un valor arbitrario. Se analiza el siguiente ejemplo donde este
parametro toma diferentes valores, para ver qué sucede con el precio de la opcidn.

Ejemplo 11. Cudl es el precio de una opcion call europea si los pardmetros tienen los
siquientes valores

= s = $13.55706107.

= X =810, $10.5, ..., $16.

» T=1.

= 7 =0.07214344608.

= 0=0.1197823001.

En otras palabras, se calculard el precio de una opcion aumentando cada vez el precio
strike en 0.5 pesos.

En el lado izquierdo de la Figura 4.6 se presenta la tabla donde se encuentran los
precios de la opcion correspondientes al precio strike. Nuevamente, el valor de la opcion se
obtuvo sustituyendo los parametros en el programa que se implemento en la seccion 3.5.35.
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Como se puede observar, el precio de la opcion disminuye cuando X aumenta, esta
observacion se presenta en la grdfica en el lado derecho de la Figura 4.6, donde los puntos
son los valores del strike y precios de la opcion correspondientes a la tabla dada. También,
la grdfica presenta el precio de la opcion cuando X € [0,15.5].

La siguiente proposiciéon formaliza la observacién presentada en el ejemplo anterior.

Proposicion 3. El precio de una opcion call europea es una funcion decreciente con res-
pecto al precio strike X.

Demostracion

Basta con demostrar que % < 0. Para ello se calcula

% = s% —e "7 {x% + (D(dg)}
= s@’(dl)% —e " [X@’(dg)% + cD(dQ)}
puesto que
od, _ 1 _ 0d;
s XovT 0s’
entonces

oC od Xe T
X = S5 |Pd)- D'(dy)| —e T D(dy)
= —e "TO(dy) <0,
Xe—TT ,
porque @'(d;) — S ®@’(dy) =0 (por (4.1)). O

En resumen, el precio de la opcién como funciéon de X es decreciente, y, por esta razon,
al aumentar el precio strike, el precio de la opcion disminuye. Este resultado refleja lo
que en principio se espera, porque al incrementar el precio strike el valor (S(T) — X)*
disminuye o puede llegar a ser cero, lo que implica que el precio de la opcién sea menor,
incluso puede que la opcién valga cero (en cuyo caso serfa un instrumento superfluo).
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4.4.3

Sensibilidad Respecto a o.

o | C(0)

05| .0312
10 | 2158
A5 | 4577
20 | 7168
25 | L9828
.30 | 1.2518
35| 1.522
40 | 1.7924
45 | 2.0623
b0 | 2.3314
.55 | 2.5993
.60 | 2.8656

c)

2.5

1.5

0.5

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

sigma

Figura 4.7: Tabla y grafica del ejemplo 12.

Uno de los parametros mas importantes para determinar el precio de una opcion es la
volatilidad o. Eso es tanto por la influencia en el resultado del calculo o como por lo que
representa: cuantifica la variabilidad del precio del activo subyacente en periodos anuales.
Se analizara el siguiente ejemplo donde la volatilidad toma diferentes valores, para ver

qué sucede con el precio de la opcién.

Ejemplo 12. Cudl es el precio de una opcion call europea si los pardmetros tienen los

siguientes valores

» s =$13.55706107.

X
T

1.

$15.55706107.

T =0.07214344608.

o=0.05,0.1,..,0.5.

En otras palabras, se calculard el precio de una opcion aumentando cada vez la vola-

tilidad en cinco centésimas.
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En el lado izquierdo de la Figura 4.7 se presenta la tabla donde se encuentran los
precios de la opcion correspondientes a la volatilidad o.

Como se puede observar, el precio de la opcion se incrementa cuando o aumenta, esta
observacion se presenta en la grdfica en el lado derecho de la Figura 4.4, donde los puntos
son los diferentes valores que toma o y el precio de la opcion correspondientes a la tabla.
También, la grdfica presenta el precio de la opcion cuando o € [0,0.6].

La siguiente proposicion formaliza la observacién presentada en el ejemplo anterior.

Proposicion 4. El precio de una opcion call europea es una funcion creciente con respecto
a la volatilidad o.

Demostracion

C
Para demostrar que P > 0, se calcula
o

¢ 0(dy) . 0D(dy)
oo do do
= s@'(dl)% —Xe_TTq)/(dQ)%,
0o 0o
puesto que
5d1 hl(%) ™ T 1
=— — T
% T = + 2\/_,
ody _ In(3) /T 1\&
00 o2VT 02 2
entonces
0C In(3$) +rT [Xe T , sVT [, Xe T |
— = s— Q'(dp) — @'(d1) | + —— [D'(di) + ®'(ds) |,
00 02T S 2

teniendo en cuenta la igualdad en (4.1), resulta

dC
— = W/TO'(4))>0 O
0o

El resultado que se obtuvo puede no parecer muy intuitivo, pero se podria explicar
en términos de la variabilidad misma, que refleja de alguna manera lo rapido que podria
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c(0)

0 infinity

sigma

Figura 4.8: Comportamiento del precio de una opcién call europea cuando o — oo.

cambiar el valor del activo subyacente, y la incertidumbre que es necesario afrontar al
establecer el contrato. ;Qué pasa con el precio de la opcién cuando 0 — 0y 0 — oc0?

Para el caso en que 0 — 0, la volatilidad tiende a desaparecer (subseccién 3.4.4), lo
que implica

= si s < X se tiene que

Im ®©(d;)=1 y lim Xe ""®(dy) =1,

o——+0 o—+0

lo que se obtiene

C(0) =s—Xe ",

» silns+ VT < InX se tiene que

Im ®(d;)=0 y lim Xe ""®(d,) =0,
o——+40 o—+0

lo que implica que C(0) — 0.
Por otra parte, si 0 — oo, entonces C(0) — s, ya que

lim @(d;) =1 y lim Xe ""®(dy) =0.

O — 00 0—00

La gréafica correspondiente al resultado anterior se encuentra en la Figura 4.8.
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T C(0)
005 | 1172 N
055 | .2458
105 | 4577 o
155 | 7654
205 | 1.1645 R
255 | 1.6339 co)
305 | 2.1445 2|
355 | 2.6688
405 | 3.1871 1
455 | 3.6886
505 | 4.1687 5 0T 5 o5 o o o5
555 | 4.6262 '
Figura 4.9: Tabla y grafica del ejemplo 13.
4.4.4

Sensibilidad Respecto a r.

Otro de los parametros de la férmula es r, la tasa de interés libre de riesgo. Se
analizard el siguiente ejemplo donde este parametro toma diferentes valores, para ver
qué sucede con el precio de la opcion.

Ejemplo 13. Cudl es el precio de una opcion call europea si los pardmetros tienen los

siguientes valores

» s = $13.55706107.

X
T

1.

$15.55706107.

0 =0.1197823001.

En otras palabras, se calculard el precio de una opcion aumentando cada vez la tasa de
interés libre de riesgo en cinco milésimas.

En el lado izquierdo de la Figura 4.9 se presenta la tabla donde representa el precio de
la opcion correspondiente al valor r .
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Como se puede apreciar, el precio se incrementa cuando v aumenta, esta observacion se
presenta en la grdfica en el lado derecho de la Figura 4.9, donde los puntos son los valores
de la tasa de interés y del precio de la opcion correspondientes a la tabla. También, la
grdfica presenta el precio de la opcién cuando v € [0,0.6].

La siguiente proposicion formaliza la observacién presentada en el ejemplo anterior.

Proposicion 5. El precio de una opcion call europea es una funcion creciente con respecto
a la tasa de interés libre de riesgo 1.

Demostracion

oC
Hay que demostrar que o > (. Entonces

oC od(d,) .7 [0D(ds)
Dt i St T LI D SR, o))
or s or Xe or T0(d)
0 0
= scD’(dl)ﬂ —Xe T [@’(dz)ﬁ — T(D(dQ)}
or or
puesto que
od; VT 0ds
or o or’
se tiene
oC od Xe T
— = s [@’(dl)— ¢ d)/(dz)} +Xe "TTD(dy)
or or

= Xe "TTd(d,) > 0,

Xe—rT

S

porque ®’(d;) — ®’(dz) =0 (por la ecuacién (4.1)).

En resumen, si v aumenta también C(0). Este resultado es conciso con lo intuitivo, ya si
aumenta la tasa de interés, el precio de la accién también aumenta (y de los activos libres de
riesgo con més razén), ya que el precio de este activo esta en funcién de la tasa de interés y
un factor aleatorio. Al fijar el precio strike X (y los demds parametros) y al aumentar la tasa
de interés libre de riesgo 1 se tiene que S(T) > X con mayor probabilidad, y esto da lugar a
que se ejerza la opcion. Por esta razon, el subscriptor de dicha opciéon queda desprotegido
de este incremento, lo cual hace que el contrato se vuelva desventajoso, a menos a que
también se incremente el valor de la opcion. Finalmente, solo por curiosidad,note que si
T — 00, entonces C(0) — s, esto se obtiene al calcular lim C(0), lo que resulta

T—00



107

c(0)

infinity

r

Figura 4.10: Comportamiento del precio de una opcién call europea cuando r — oo.

lim C(0) =s,

T—00

lim Xe "Td(d,) = 0.

T—00

ya que
lim ®(d;) =1 vy

T—00
La gréafica correspondiente al resultado anterior se encuentra en la Figura 4.10.

4.4.5

Sensibilidad Respecto a s.

El parametro s del cual depende la férmula de Black-Scholes es importante, ya que es
el precio del activo subyacente (la accién Telmex) al tiempo en que se va a comprar la
opcion. El siguiente ejemplo muestra lo que sucede cuando este parametro toma diferentes

valores y el efecto obtenido en el precio de la opcion.
Ejemplo 14. Cudl es el precio de una opcion call europea si los pardmetros tienen los

siquientes valores

» s =510, $10.5, ..., $16.
= X =$15.55706107.

s [T =1.
s 71=0.07214344608.
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3 C(0)
10 .0004
10.5 | .0016 o]
11 .0056
11.5 | .0161 g
12 .0397 08
12.5 | .0858 )
13 | .1658
13.5 | .2906 04
14 | .4689
145 | 7048 |
15 9976 0 2 ! 6 8 10 12 14
15.5 | 1.3422 °

Figura 4.11: Tabla y grafica del ejemplo 14.

= 0=0.1197823001.

En otras palabras, se calculard el precio de una opcion aumentando cada vez el precio
inicial del activo subyacente en 0.5 pesos.

En el lado izquierdo de la Figura 4.11 se presenta la tabla donde representa el precio
de la opcion correspondiente al valor s.

Como se puede apreciar, el precio se incrementa cuando s aumenta, esta observacion se
presenta en la grdfica en el lado derecho de la Figura 4.9, donde los puntos son los valores

que toma el subyacente al inicio de contrato y los precios de la opcion correspondientes s.
También, la grdfica presenta el precio de la opcion cuando s € [0,15.5].

La siguiente proposiciéon formaliza la observacién presentada en el ejemplo anterior.

Proposicion 6. FEl precio de una opcion call europea es una funcion creciente con respecto

as.
Demostracion
oC
Hay que demostrar que 35 > (. Para ello se calcula
oC 9d(d;) _,70D(dy)
-~ d _ rTZ A2
0s s 0s +@(d) —Xe 0s
0 0
= s0/(d) 2 1 @(d)) - Xe TD(dy) 22,
0s 0s
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puesto que

0d, 1 0d,
ds so‘ﬁ  ds’

resulta entonces que

oC od , Xe T,
— = s— |0'(d)) - ®'(ds) | + @(dy)
s os
= (D(dl) > 07
/ XeirT /
porque ®’(d;) — ®'(ds) =0 (por (4.1)). O

En resumen, el precio de la opciéon como funcién de s es creciente, y, por esta razén, al
aumentar el precio de la accién en el momento en que se realiza el contrato, el precio de
la opcién aumenta. Este resultado confirma la similitud que tiene la opcién con cualquier
otro instrumento financiero: al incrementar el precio del activo subyacente, mayor serd el
precio que hay que pagar por la opcion.

4.5

Simplificacion en un Caso Particular

En la seccién 4.2, el precio strike que se propuso para el activo subyacente fue de
X = s+ 2. Es valido preguntarse cudl seria el valor mas apropiado para X. Para responder
esta pregunta, se propone el siguiente analisis: si el activo subyacente fuese determinista,
no tendria sentido hablar de contratos opcién, ya que su precio S seria conocido para
todo tiempo futuro t; en ese caso al hablar de opciones el precio strike X deberia ser
igual al valor futuro del precio del subyacente (precio del subyacente en la realizacién del
contrato) a la fecha de vencimiento T de la opcién, es decir X = se™", lo cual implica que
el precio de la opcién tendria que ser cero (ver ecuacién (3.23)). Teniendo en cuenta lo
antes mencionado, ;convendrs proponer para el caso de las acciones de Telmex X = se"' 7.

Un parametro muy importante es o, éste nos indica qué tanto “varia” el precio de
la accion durante el ano. En el ejemplo de las acciones de Telmex este parametro fue
relativamente pequenio, es decir, no hubo mucha variabilidad (figura 4.2) en ese periodo.
Esto sugiere tomar a X = se™' con lo cual se llegaria al siguiente resultado:

La férmula para valuar una opcién call europea esta dada por

C(0) =s®(d;) — Xe "TdD(dy),
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donde

In (%) + (r“?) T

ovT ’

d12 -

)

puesto que se estd suponiendo X = se™", se tiene entonces

N oVT
dip = T——.

’ 2
De donde se obtiene

s@(d;) —Xe "TD(dy)
s[@(d;) — @(dy)]

e e 2 ‘y
V2Tt

Bajo el supuesto enunciado antes (X = se™), esta tltima integral serfa la que propor-
ciona el costo de la opcion y en ella no aparecen los parametros r y X. Se puede avanzar un
poco mas si se aproxima su valor para lo cual se pueden emplear varios métodos numéricos.

Dado que Uf es relativamente pequeno en aplicaciones practicas, casi cualquier méto-

do dard aproximaciones razonablemente precisas, aqui se empleard el siguiente resultado:
si f es una funcién continua en el intervalo [a, b], entonces

Jf(x)dx ~ bg“ f(a)+f(b)+4f(a;b)].

a

Esta aproximacién se conoce como regla de Simpson; este método representa una apro-
ximacién de una integral definida mediante un polinomio cuadrético [1].

Teniendo en cuenta lo anterior, se tiene finalmente

T o2
C(0) =~ sovT [e*% n 2] .
3v/2m
Para mostrar la utilidad de la férmula 4.2 se presentaran algunos ejemplos tomando

precios que tuvo la accién de Telmex durante el mes de marzo de 2006 (Tabla 4.1), con la
suposicién de que X = se™’

(4.2)
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Ejemplo 15. Cudl serd el precio de una opcion call europea si se tienen los siguientes
valores:

» s =§12.05.

s X = $12.95145460.
» 7 =0.07214344608.
= T=1.

= 0= .1197823001.

En este caso s es el primer valor del precio de la accion Telmex del mes de marzo de
2006 (ver Cuadro 4.1). Al sustituir los valores en la ecuacion (4.2) resulta

(12.05)(0.1197823001) [ _ (0. 1197823001)2
e 8 + 2]

C(0) =~
(0) 3V 2T
= 0.5754802.

En otras palabras, el precio de la opcion call europea tomando como precio strike el
valor futuro del subyacente llevado a la fecha de vencimiento de la opcion es de $0.5754802.
Por otra parte, si se calcula el precio de la opcion directamente de la formula resultaria
que C(0) = $0.575482, lo que resulta que la aproximacion 4.2 es bastante buena, con un
error de 1.8 x 107°.

Ejemplo 16. Cudl serd el precio de una opcion call europea si se tienen los siguientes
valores:

= s =9%11.97.
T = .07214344608.

X = $12.8654609.
T

1.

o = .1197823001.

Al igual que en el ejemplo anterior, s es el sexto valor del precio de la accion que
tomd durante marzo de 2006 (ver Cuadro 4.1). Sustituyendo los valores en la ecuacion

(4.2) resulta

C(0 = e 8
(0) 3V 2T
= 0.5716594.

(11.97)(0.1197823001) (0. 1197823001)) . 2]

En este caso, el precio de la opcidn call europea es $0.5716594. De igual forma, el precio
de la opcion al sustituir directamente en la férmula de Black-Scholes es C(0) = $0.571656,
con un error de 3.4 x 107°.
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En estos ejemplos se puede observar que la aproximacién (ecuacién 4.2) al precio de la
opcién consta de un error de orden de 1075,

Observacion

i 116.26| v |16.51 | ix | 16.63 | xiii | 16.89 | xvil | 17.62 | xxi | 18.45
ii | 16.14 | vi | 16.64 | x | 16.58 | xiv | 17.53 | xviil | 17.95 | xxii | 18.83
i | 1598 | vii | 17.02 | xi | 16.61 | xv | 17.67 | xix | 17.98
iv | 16.43 | viii | 17.30 | xii | 16.49 | xvi | 17.73 | xx | 18.51

Cuadro 4.3: Tabla de los precios de la accion de Telmex durante el mes de marzo de 2007
en los dias habiles

. Cudnto se gana (o pierde) realmente por una opcién call europea? Suponga que se
quiere comprar una opcion call europea con activo subyacente la accién de Telmex. El
contrato se establece el primer dia en que efectiia operaciones la BMV en el mes de marzo de
2006 (Cuadro 4.1), ese dia, el precio de la accién fue de s = $12.05. El contrato se establece
aun ano T = 1 con un precio strike de X = $14, ademads, se estima que la volatilidad es
de o0 = 0.1197823001 y una tasa de interés libre de riesgo de v = .07214344608. El
precio a pagar por dicha opcién es $0.232962 (y esto es porque C(0) = 12.05(.2775847)-
14(.9303974) (.2389098)=%0.232962). Ya llegada la fecha de vencimiento de la opcidn, el
propietario de ésta decide si ejercer o no dicho contrato; se da cuenta que el precio de la
accién es de $16. 26, primer precio correspondiente al mes de marzo de 2007 (Cuadro 4.3).
Como se puede observar, al poseedor de la opcion le conviene ejercerla, puesto que va a
comprar la accién en $14. En este caso, la ganancia que obtiene por la compra de la accién
a este precio es de $2.26. ; Cudnto es lo que gana realmente? Para contestar esta pregunta,
se tiene que tomar en cuenta el valor futuro a un afo (puesto que T = 1) del precio de
la opcién (C(0)e- 97214344608 — §() 25038977) para determinar la ganancia “real” que se
obtiene. En este caso es de $2.26 — $0.25038977 = $2.00961022, que es la ganancia que
obtiene por la compra del activo subyacente menos lo que pagd por la opcion pero llevado
a valor futuro (un ano). Por otra parte, si el precio strike hubiese estado por encima del
precio de la accion en la fecha de vencimiento, no se ejerceria, lo cual implica una pérdida
de sélo $0.25038977.

En resumen, si S(T) > X conviene ejercer la opcién, lo que implica una ganancia por
la compra del subyacente de S(T) — X. Si se toma en cuenta lo que se paga por la opciéon
pero llevada a valor futuro T, entonces, se gana realmente (o posiblemente sea pérdida)
S(T) — X — C(0)e". Por otra parte, si X < S(T) no conviene ejercer la opcién, lo cual
implica una pérdida de C(0)e"" por la compra de dicho contrato. En resumen, la ganancia
total para el poseedor de la opcion es

S(T) =X —C(0)e'™ si S(T)>X,

—C(0)e'T si S(T) < X.
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Para los ejemplos 15 y 16, y con la ayuda de la tabla de los precios de la acciéon de
Telmex en el mes de marzo de 2007, se tiene una ganancia total de $2.690013 y $2.7801052
respectivamente.



Conclusiones

El propédsito de este trabajo fue presentar algunos ejemplos de valuacion de opciones
del tipo call europea, usando datos reales de los precios de la accion de Telmex y de la
tasa de interés de los CETES recopilados durante marzo de 2006 a febrero de 2007; esta
informacién permite establecer los pardmetros o, 'y s, ya que X y T son arbitrarios (los
establece el poseedor de la opcién), para la valuacién de la opcién correspondiente. El
analisis de estos ejemplos permitié, por una parte, constatar que la formula de Black-
Scholes responde de manera directa a la pregunta sobre cudl es el precio justo a pagar por
el producto derivado de interés. Por otra parte, la misma aplicacién dio lugar a analizar el
comportamiento del precio de la opcion determinado por la féormula con respecto a cada
uno de sus parametros.

La féormula de Black-Scholes es una herramienta que permite valuar cualquier producto
derivado. Para obtener un modelo mas realista se pueden relajar algunas hipotesis para
obtener un modelo mas preciso para la valuacion de opciones, y posiblemente mas comple-
jo. Se puede pensar que hay pagos de dividendos y considerar que la tasa de utilidad libre
de riesgo no se tome como constante. De lo anterior, resulta claro que la aplicabilidad de
dicha féormula es realmente amplia.

Por tltimo, y no menos importante, se presentan las aportaciones de este trabajo (que
se distingue de otros relacionados a este tema), las que se mencionan a continuacién:

@ Se describieron los paso a seguir, asi como los supuestos econémicos y financieros,
para obtener la férmula de Black-Scholes.

® Se desarroll6 un programa en MatLab para el cdlculo de una opcién, dados los
pardametros (T, X, 0,1,s).

® Se recopilaron los precios de una accién en particular y los valores que tomé la
tasa de interés de los CETES, durante marzo de 2006 a febrero de 2007, los cuales
sirvieron para establecer los valores de o, 1y s (ya que T y X fueron arbitrarios)
para la valuacion de la opcién correspondiente a esos datos.
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o

5]

Se presentaron ejemplos en los cuales se analizé el precio de la opcion cuando varia
un parametro y dejando fijos los demas.

Se considerd, como caso particular, que el precio strike sea el valor futuro a la fecha de
vencimiento del precio del subyacente al instante en que se establece dicho contrato;
esta suposicion permitié simplificar la férmula de Black-Scholes a una férmula en la
que solo depende de s, T y 0. Cabe mencionar que en los ejemplos que se discutieron
se obtuvo un error del orden 107,

Finalmente, se dio un ejemplo para valuar una opcion call europea proponiendo como
precio del activo subyacente uno conocido (precio obtenido en la recopilacién) y se
establecio una fecha de vencimiento apropiada para la cual se conociera el precio de
la accién y asi determinar si conviene o no ejercer dicho contrato. Esto nos permite
establecer la ganancia (o pérdida) de adquirir la opcién tomando en cuenta lo que
se paga por la opcion.
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